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Resumo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste trabalho, investigamos a dinamica de uma partfcula relativistica de spin \ submetida a 

um potencial generalizado, constituido por um termo Coulombiano mais um termo escalar de 

Lorentz. A supersimetria e" utilizada como recurso algSbrico, bem como a atuacao dos oper-

adores escada, obtemos assim, um maior aperfeicoamento matematico e entendimento fisico do 

problema envolvido. Este formalismo e aplicado para o problema de Dirac-Coulomb general-

izado que e um potencial exatamente soliivel em mecanica quantica relativistica. As simetrias 

do problema coulombiano relativistico sao pesquisadas a partir de um ponto de vista conceitual 

explorando analogias entre o caso classico e o caso da mecanica quantica. A simetria do prob-

lema nao-relativistico descrito pela algebra de Lie 50(4) e usado como ideia norteadora. As 

propriedades do problema Dirac-Coulomb sao discutidas em detalhe e relacoes entre as varias 

abordagens alg^bricas para estes problemas sao apontadas. A relacao natural entre a sime-

tria dinamica e o hamiltoniano de Dirac via o operador de Johnson-Lippmann generalizado no 

problema Dirac-Coulomb e investigado na nossa dissertacao. 

Palavras-chave: supersimetria MQ, equa5ao de Dirac, potencial generalizado. 



Abstract zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

In this work, we investigate the dynamics of a relativistic particle of spin | subjected to a gener-

alized potential, consisting of a Coulomb term plus a Lorentz scalar term. The supersymmetry 

algebra is used as a resource, as well as the performance of the ladder operators, we obtain thus a 

further improvement in mathematical and physical understanding of the problem involved, this 

formalism is applied to the problem of generalized Dirac-Coulomb potential is exactly soluble 

relativistic quantum mechanics. The symmetries of the relativistic Coulomb problem is inves-

tigated from a conceptual point of view exploring analogies between the classical case and the 

case of quantum mechanics. The symmetry of the problem described by the non-relativistic Lie 

algebra 50(4) is used as a guiding idea. The properties of the Dirac-Coulomb problem are dis-

cussed in detail and relationships between the various algebraic approaches to these problems 

are identified. The natural relationship between the dynamic symmetry and Dirac Hamiltonian 

via the Johnson-Lippmann operator in generalized Dirac-Coulomb problem is investigated in 

our paper. 

Keywords: supersymmetric QM, Dirac equation, generalized potential. 
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Introdu^ao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Nesta dissertacao a algebra da supersimetria (SUSI) em mecanica quantica (MQ) e us-

ada como tecnica para obter uma resolucao espectral do Hamiltoniano da equacao de Dirac com 

potenciais vetorial e escalar. O problema escolhido para essa tecnica e o mesmo do problema de 

Dirac-Coulomb solucionavel por um atomo de hidrogenio relativistico generalizado. Recente-

mente, o atomo de hidrogenio relativistico foi analiticamente investigado em vdrias dimensoes 

espaciais [1,2]. O caso especial do potencial de Coulomb em tres dimensoes tern sido tratado 

atraves de condicoes de invariancia de forma [3] no contexto da SUSI MQ [4] em ambos os 

casos: nao-relativistico [5], sob a simetria do vetor de Laplace-Runge-Lenz para o problema de 

Kepler e relativistico [6]. 

E sabido que existe um operador, que e uma constante de movimento, para o problema 

Coulombiano na mecanica quantica nao relativistica chamado operador de Laplace-Runge-Lenz 

[7,8], que esta relacionado com a SUSI MQ [9]. No caso relativistico, como uma constante de 

movimento no problema de Dirac-Coulomb e o operador de Johnson-Lippmann [10,11], que 

foi investigado por meio de algebra SUSI [12,13]. A conexao entre o operador de Johnson-

Lippmann generalizado do problema de Dirac-Coulomb tern sido estudada em tres dimensoes 

espaciais. 

Neste trabalho nos consideramos um c&lculo alternative em que os metodos da mecanica 

quantica supersimetrica sao usados para obter os espectros do estado fundamental e o primeiro 

estado excitado do potencial de Dirac-Coulomb generalizado. Sendo assim, organizado da 

seguinte forma: No capitulo 2 fazemos uma revisao sobre a supersimetria, como tambem desta-

camos o estudo da invariancia de forma com operadores generalizados. No capitulo 3, destamos 

a origem da Equacao de Dirac e sua utilizacao tao importante para o desenvolvimento do nosso 

estudo, bem como descrevemos as matrizes de Dirac e suas propriedades. No capitulo 4 encon-

tramos a resolucao do problema do potencial coulombiano generalizado, utilizando o metodo 

de invariancia de forma para encontrar as autofuncoes e os autovalores de energia do primeiro 

estado excitado. No capitulo 5, estudamos as simetrias envolvidas nos operador LRL e JL, bem 

como trabalhamos a algebra de Lie e a obtencao da simetria 50(4). No capitulo 6, abordamos 
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as relacoes de espaco com os respectivos operadores, encontrando assim o operador de Johnson-

Lippmann generalizado, bem como as autofuncoes de onda e os autovalores de energia para o 

estado fundamental. 

Entao no presente trabalho, nos introduzimos a supersimetria no mesmo nfvel que a 

simetriazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SU(4), isto e, como uma simetria no espaco com pleno funcionamento estendido as 

solucoes da equacao de Dirac. Com isto, damos uma descricao detalhada da supersimetria e 

mostramos que e, de fato, gerado pelo operador Johnson-Lippmann generalizado para o prolema 

de Dirac-Coulomb. 
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Revisando a SUSI e a invariancia de forma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A simetria e um importante conceito para as teorias fisicas. Existem varios exemplos 

de simetria na Natureza que sao utilizadas para descricao mecanica de sistemas ffsicos. A 

ferramenta matematica apropriada para tratar a simetriazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 a teoria de grupos. Assim, a simetria 

de um sistema fisico esta" associada a invariancia sob acao de um determinado grupo. 

O espafo Euclidiano e caracterizado pelos seus grupos de transformacoes, que sao as 

rotagoes, translacoes e reflexoes. E um espaco vetorial real de dimensao finita munido de um 

produto interno. Uma propriedade dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA espa90 Euclidiano e a sua planitude. 

As simetrias sao uteis nao apenas na descri9ao classica de um sistema fisico mas tamb6m 

no entendimento dos sistemas quanticos. Apos o surgimento da mecanica quantica, trabalhos 

surgiram fazendo uso da simetria para obten9&o do espectro [14]. 

Na fisica classica nos tratamos apenas com simetrias externas, enquanto que na fisica 

quantica os graus de liberdade externo e interno sao necessarios. A seguir apresentamos uma 

breve descri9ao do que se convencionou denominar Supersimetria em Mecanica Quantica. 

2 .1 Supersimetria em Mecanica Quantica 

Realmente, a SUSI surgiu na decada de setenta e, logo em seguida, alguns pesquisadores 

da linha de trabalhos sobre uma descri9ao unificada das teorias Fisicas relutaram com a grande 

ambi9ao de que a mesma fosse a teoria de grande unifica9ao das quatro intera96es b&sicas exis-

tentes na natureza (forte, fraca, eletromagnetica e gravitacional). Mas, ap6s um grande numero 

de trabalhos abordando a SUSI nesse contexto, esta" faltando uma constata9ao experimental para 

que a SUSI se torne uma teoria de unifica9ao a altas energias, ou seja, uma Teoria Quantica de 

Campos consistente com a descricao da natureza. Nao obstante, no momento hi uma grande 

perspectiva da existencia da SUSI em Fisica de Altas Energias [15]. 

Nas referencias [16-19] indicamos alguns livros sobre a SUSI em Teoria de Campos 

e para uma conexao da abordagem de teoria de grupos e o oscilador isotropico tridimensional 

em Mecanica Quantica na descri9ao de Schrodinger, veja a Ref. [20]. Recentemente, uma 
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generalizacao da tecnica de fatorizacao em Mecanica Quantica foi aplicada para os seguintes 

potenciais: oscilador isotropico tridimensional, potenciais de Morse e Coulomb [21]. 

Artigos sobre Supersimetria em Mecanica Quantica (SUSI MQ), partindo da super-

particula nao-relativistica, e Supersimetria em Mecanica Classica (SUSI MC), a qual nao sera 

estudada nessa dissertacao, podem ser encontrados em [22]. Nestes trabalhos tambem foi imple-

mentado o procedimento de quantizacao canonica de Dirac [23], no contexto nao-relativistico 

e tal procedimento de quantizacao aplica-se a sistemas com vinculos de segunda classe. 

Apos a formulacao da SUSI MQ por Witten [4,24,25] e da SUSI MC [26-30], sur-

giram algumas evidencias fenomenol6gicas a baixas energias, em Mecanica Quantica Nao-

relativistica Supersimetrica [31]. Atualmente, existem alguns livros-texto [32] sobre Mecanica 

Quantica contendo aplicacoes da SUSI MQ [33]. Ja existem tambem livros exclusivos sobre 

SUSI em Mecanica Classica e Mecanica Quantica [14]. 

A SUSI MQ tern sido aplicada principalmente como tecnica de resolucao espectral para 

potenciais invariantes de forma [34] para se construir novos potenciais iso-espectrais em uma 

dimensao [35], em tres dimensoes [36] e para um potencial escalar [37]. 

Uma das aplicacoes interessantes foi a investigacao do universo inflacionario via SUSI 

MQ [38]. Recentemente, tern sido investigado tambem a conexao entre a tecnica algebrica da 

Mecanica Quantica Supersimetrica unidimensional e a Teoria de Campos com 2 e 3 campos 

reais acoplados em espaco-tempo bidimensional (1+1 dimensoes) [39,40]. Alem disso, essa 

tecnica tambem vem sendo estudada na Mecanica Quantica Relativisitica, com a equacao de 

Dirac, o que sera visto nessa dissertacao. 

A equacao de Schrodinger independente do tempo e dada por 

ou zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Htp = Eip (2.1) 

/ r ljJ + V(x)1> = ETP, (2.2) 
2M dx2 

onde o operador hamiltoniano sera a soma do termo de energia cinetica e o termo de energia 

potencial, ou seja, no caso nao relativistico para a equacao de Schrodinger 

H = - m ^ + v ^ ( 2 - 3 ) 

onde veremos que o mesmo sera associado a um hamiltoniano supersimetrico nozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA espa50 de 

Hilbert. 

Existem varias maneiras de classificar as algebras SUSI MQ na literatura. Uma maneira 

e* atraves da contagem do numero de geradores hermitianos anticomutantes Qi, i — 1, • • • ,N 

de modo que a Algebra da supersimetria estendida em iV teria 

[Qi, Qj]+ = 2H5{j1 Qi = Qj, [H, & ] _ - 0, (2.4) 
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onde i ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j = 1, • • • , N e 8q 6 chamado de Delta de Kronecker's. 

A algebra graduada de Lie associada a SUSI MQ extendida N = 2, em termos das 

supercargas Q±, dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Q± = -j={Q1±iQ2), (2.5) 

onde Qi e Q2 estao relacionados com os operadores de criacao e aniquilacao A e envolvendo 

comutador [A, £ ] _ = AB - BA e anticomutador [A, B]+ = AB + BA, e: 

[Q-,Q+]+ = Hsusi, Q+ = Qi, Q- = Qf+, (2.6) 

[Hsusi, Q-]- =0 = [Hsusi, Q+]-, Ql = Q2_ = 0. (2.7) 

Os elementos desta super-algebra podem ser representados em termos dos operadores diferen-

ciais de primeira ordem A±, dado por 

A ± = 7=2H + W { X ) ) ' ( 2 ' 8 ) 

em que W(x) € denominado superpotencial, tendo sua interpretacao discutida no capitulo 2. 

Isto nos permite identificar 

V(x) = W2{x) - -^=W'(x), (2.9) 
V2 

que e a equacao de Riccati [14]. 

Dessa forma, as supercargas sao dadas por: 

Q- = CJ-A- = y A -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA q  J i Q+ = Q t . (2-10) 

onde \/2<7_ = <7i — io-2, com <7i e <72 sendo as matrizes de Pauli, satisfazendo as seguintes 

propriedades 

[<JuOj\- = 2ieijk(7k, o\V2 = i&3, of =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1.  (2.11) 

Assim, o hamiltoniano SUSI torna-se 

Hsusi = H — 
H. =A+A~ 0 

0 H+ = A~A+ 

onde W = 
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aSUSP zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A energia do estado fundamental do setor bosonico / /_ e zero, ou seja, # i 0 ) = 0 = 

Iniciando com a equacao de autovalor para //_ que esta relacionado ao operador Hamil-

toniano na equacao de Schrodinger 

ff-ltf'- > =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E-\ip- > , H_ = H- E ( 0 ) , A~H-\i> >= E-(A~\iJ> > |) (2.13) 

e multiplicando ambos os lados por A~, obtemos: 

H+(A-\iP_>) = E+(A-\^>). (2.14) 

Analogamente iniciando com a equa?ao de autovalor para H+ 

H+\iP+ >= E+ty+ > (2.15) 

e multiplicando ambos os lados por A+, obtemos: 

H-{A+\TP+ >) = E-(A+\*p+ >) . (2.16) 

A equacao de Schrodinger para a funcao de onda que descreve um estado quantico SUSI 

na representacao abstrata, 

H I # >susi= E I ¥ > g u g i t | y >SUSI= f * > ) , E = E 5 c / 5 / > 0, (2.17) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

nos fornece as seguintes relaĉ des entrela9adas entre as autofun9oes dos setores bosonico, | 

ip >_ , e fermionico, | tp >+: 

I V > + = - J ^ A - | ^ >_, | if >.= -j=A+ \ip>+. (2.18) 

Com bases nas formula96es anteriores podfamos nos perguntar por que a energia Esusi > 0-

Mas, veja como isso ocorre 

Esusi = < Hsusi >—< [Q-,Q+] > 

= < Q.Q+ > + < Q+Q- > 

= | | Q + | ^ > | | 2 - r | | Q - | V > l | 2 > 0 , (2.19) 

pois 
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< Q_Q+ > = <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA iJ>\Q-Q+\il> >= \\Q+\1> > | | 2 . (2.20) 

Por conseguinte, vemos que os operadores A± nao sao os operadores de simetria, mas 

eles graduam os dois subespacos de Hilbert da SUSI MQ, levando o setor bosonico no setor 

fermionico e vice-versa. Os operadores de simetria sao as supercargas Q±. Na descricao de 

Schrodinger, a funcao de onda depende de x e esta relacionada com a representacao abstrata, 

atraves do seguinte produto escalar: ^susiix) =< x | V >susi • Justifica-se esta denominacao 

de setores bosonico e fermionico, devido ao fato de que o operador de numero fermionico, 

Nj = (1 —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <t$)/2, NfNf = Nf, possui o auto-espinor ^ J ^ associado ao autovalor rif = 

0 (nenhum fermion) e o auto-espinor 1 ^ 1 c o m nf = 1 ( u m fermion). Lembre-se que, 

pelo teorema de spin-estatistica, cada estado quantico so pode ser ocupado por no maximo um 

fermion ou um numero inteiro de bosons. 

Abordamos agora a quebra espontanea da SUSI em Mecanica Quantica. Quando o 

v&cuo deixa de ser invariante SUSI, diz-se que ha uma quebra espontanea da SUSI. Isto se da 

precisamente quando E^USI ^ 0. A supercarga classica Q corresponde ao operador Q_ da 

versao quantica. Dado uma curva de potencial, se ocorrer pelo menos um minimo com valor 

zero, o potencial nao apresenta quebra espontanea de SUSI. Obviamente, estamos considerando 

o caso em que o potencial e uma funcao positiva dependente exclusivamente da posicao da 

partfcula. 

Agora, assumindo que l^susi > & invariante SUSI e Q± sao os operadores de super-

cargas mutuamente adjuntos, temos: 

Esusi =< ^susi\Hsusi\^slSI >= 0 * Q±\*%SJ >= 0, (2.21) 

ou seja, se E^SJ = 0, dizemos que nao ha" quebra espontanea de supersimetria e, portanto, 

a SUSI e uma simetria exata sempre que existir uma solucao normalizavel da equacao de 

Schrodinger associada a energia zero. Podemos implementar uma analise precisa da normal-

izabilidade da fun5ao de onda, ^susii00)' ( l u e descreve o estado fundamental, em termos do 

superpotencial W(x). De fato, considerando que em uma dimensao &susi(x) & aniquilada 

pela supercarga matricial Q_, dada pela equa?ao (2.10), obtemos: 

Q_*Vslix) = 0 + *%SI(X) = ( ) = N ( e X p ( - ) , (2.22) 

a qual e normalizavel quando J Q

X W(y)dy —> oo, com x —> ±oo. Neste caso, iVea constante 

de normalizacao. Um aspecto bastante importante e a impossibilidade do nfvel de energia do 

estado fundamental ser degenerado quando nao ha quebra espontanea da SUSI. Da definicao de 
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A± em (2.41), obtem-se a seguinte relacao entre as solucoes de A~ip^\x) = 0 e A+i/>+\x) = 

0: 

= C, (2.23) 

onde C 6 uma constante real. Note que se (a?) normalizavel implica em ip+\x) nao-

normalizavel e, portanto, a energia zero de nao sera permitida para H+. Neste caso, rp+\x) 

e uma solucao da equacao de Schrodinger, mas nao e aceitavel fisicamente. 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.1.1 Hierarquia de Hamiltonianos Supersimetricos 

O metodo SUSI nos fornece uma hierarquia de Hamiltonianos que permite calcularmos as 

autofunoes e autovalores de energia de um hamiltoninano H\. A seguir, apresentaremos o 

metodo desenvolvido por Sukumar [35]. 

Considerando Hl = H. + e[0) eH2 = H+ + e[°\ temos: 

* - * * + * f» . 4 - ) = ^ ( - ^ ) ^ = W ) t ( 2 . 2 4 ) 

com o seu "companheiro supersim6trico"dado por 

H2 = A^AtzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + £f, V2(x) = Vx{x) - ^ M 0 ) - (2-25) 

O espectro H\ e H2 satisfaz 

E(n) = E(n+^ n = 0,1,2, . . . , (2.26) 

com suas autofuncoes relacionadas por 

^ { n + 1 ) oc A+ip{

2

n\ n = 0,1,2, . . . . (2.27) 

Fatorizando H2 em termos de sua funcao de onda do estado fundamental ip^, obt6m-se 

H> = - w + v * { x ) - + * = ^ Hss) i - a 2 8 ) 

O companheiro SUSI de H2 e dado por 

Hz =  A2A\ +  V3(x) = V2(x) - ^ M 0 ) - (2.29) 

O espectro de H2 e H3 satisfaz a condicao 

4n) = ^ n + 1 ) , n = 0,1,2, . . . , (2.30) 
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com suas autofuncoes relacionadas por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 n + 1 ) oc At^\ n = 0,1,2,.... (2.31) 

A repeticao deste procedimento resulta na seguinte generalizacao: 

^ ( X ) = K-iCx) -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -j-zWnll 

= ^ i ( a : ) - ^ n ( ^ 0 V f . . . ^ i ) ) n = 2 , 3 , . . . , M , (2.34) 

cujos espectros satisfazem o mapeamento 

EJ1"1 = £ J ~ 2 =... = E£\ n = 2 ,3, . . . , M , (2.35) 

onde M 6 o numero de estados ligados de H\. Portanto, a autofun9ao do n — 1—esimo estado 

excitado de Hi e dada por 

tf*AtA$...A+i>$lv (2.36) 

Podemos resumir o processo engenhoso desenvolvido por Sukumar atraves do seguinte 

mapeamento, mostrado na figura abaixo: 

0 ) i — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA_  IP —- 3̂ - 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  a, 1 •  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP. 1 « zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

# zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- # I i f 
_  p - 4" _  i f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA#  _ # zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA_ |* 

• , * * ' 

£i0) — " • • 

i/j #2 #3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H4 ••• Hn+i 

Figura 2.1 Representa9ao do mapeamento de Sukumar. 
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Note que o nivel de energia do estado fundamental do (n + 1) e^imo-membro da hi-

erarquiazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Hn+i) e degenerado com o nivel de energia do n-esimo estado excitado do primeiro 

membro da hierarquia (Hi). 

Potenciais Invariants de Forma: Sao aqueles potenciais SUSI que satisfazem uma 

condicao especifica entre seus parceiros, 

V+(x\ 01) = V-{x- a2) + R{a2), a2 = / ( f l l ) , (2.37) 

onde ai 6 um conjunto de parametros, a2 uma funcao dos parametros ai e R(a2) e a parte 

restante, independente de x. 

Para o potencial do atomo de hidrogenio, obtem-se a seguinte condicao de invariancia 

de forma: 

V+(x\ k, A) = V-(x; fc—>fc + l,A—>A + 1) + R(k, A) , (2.38) 

onde a\ = (k, A), a 2 = (/c + l ,A + l ) , R — —(k + A + 1), com 25_ = 0, o que nos 

garante que a SUSI e nao-quebrada. A condi9&o de invariancia de forma e uma condi9ao sufi-

ciente para podermos resolver algebricamente a equa9ao de autovalor de energia via o metodo 

SUSI desenvolvido por Gendenshtein [24]. No entanto, no caso da quebra espontanea da SUSI, 

podemos aplicar o metodo SUSI desenvolvido por Sukumar [35] ou fazendo transforma96es 

adequadas, restaurando o caso da SUSI nao-quebrada [41]. O caso mais simples de potenciais 

invariantes [24] de forma € o oscilador SUSI em uma dimensao. 

Portanto, a partir da analise da hierarquia de hamiltonianos SUSI, vemos que se a 

condi9ao de invariancia de forma for satisfeita os niveis de energia do n-6simo estado excitado 

do primeiro membro da hierarquia tornam-se: 

n+l 

= E%-1 = . . . = E $ i = £ R(aa), n = 1,2,.. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3=2 

onde o indice superior indica o nivel de energia e o indice inferior indica o membro da hierar-

quia. Neste caso, a energia do estado fundamental do n-esimo membro da hierarquia e dada por 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.1.2 Interpretagao do superpotencial 

O modelo hamiltoniano de Witten [4] em termos do superpotencial e: 

onde os setores de hamiltoniano (H±) podem ser colocados em termos de operadores diferen-

ciais de primeira ordem (mutuamente adjuntos, isto e, A+ = (A~)^, A~ = (A+)^), a saber, 
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2dx2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e o seu companheiro supersimetrico H+ e definido por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H - = -«-Z5 + V- = A+A-> (2-40) 

V* = \{W\x)±W'{x)}, ^ = - L | ± A + ^ ) J . (2.41) 

Considerando as equacoes de autovalor para H±, obtem-se o seguinte mapeamento entre 

os seus autovalores de energia: 

E(n) = E(n+l)^ n = 0 1 2 i ^ ( 2 4 2 ) 

Vemos que todos os niveis de energia dos hamiltonianos H± sao degenerados, com excecao do 

estado fundamental nao degenerado de H_ associado ao autovalor de energia zero. 

Por que a denominacao de superpotencial? A funcao W(x) e chamada de superpoten-

cial, devido as seguintes interpretacoes: W2(x) representa a interacao boson-boson, e W(x)a3 

representa a interacao boson-fermion. Note que no modelo SUSI MQ de Witten nao existe o 

termo de interacao fermion-fermion. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 . 2  Modelo de invariancia de forma na SUSI 

A conexao entre massa efetiva dependente da posicao e forma invariante foi discutido 

na mecanica quantica nao-relativistica [42,43]. Recentemente, alguns potenciais invariantes 

de forma tern sido investigados no caso relativistico [44]. Solucoes exatas para os estados 

ligados nesse potencial misto pode ser obtido pelo metodo de separacao de variaveis [45] e 

tambem pelo uso da algebra dinamica SO (2,1). Em um artigo recente a solucao do problema 

de espalhamento para este potencial tern sido obtido por um metodo analitico e tambem por um 

metodo alg^brico [46]. 

A forma invariante SUSI dos potenciais parceiros [47,48] sao semelhantes em forma e 

diferentes apenas nos parametros que aparecem nelas. Mais especificamente, se V-(x; ai) € um 

potencial qualquer, ajustado para ter o estado fundamental de energia = 0, seu parceiro 

SUSI V+(x; ai) deve satisfazer a seguinte exigencia: 

V+(x; ai) = V_(x; a2) + R{a2), a2 = (2.43) 

onde ai 6 um conjunto de parametros, a2 uma funcao dos parametros ai e R[a2) 6 um re-

manescente independente de x. Entao, comecando com V\ = V_(x;a 2) e V2 = V + (x;ai ) = 

Vi(x; a2) + R{a2) em (2.43), se constrdi uma hierarquia de hamiltoniano 
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H n = ~\dx~2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + V - { X ] a n ) + (2^4) 

onde aa = fs(ai), isto e, a funcao / aplicada s vezes. Tendo as equacoes (2.43) e (2.44), n<5s 

temos 

#n+l = ~ ~ + V_(:r; a n + 1 ) + (a s) (2.45) 

1 d 2 

= - g ̂ 2 + a " ) + ^ = 2 i ? ( a s ) . (2.46) 

Comparando (2.44), (2.45) e (2.46), imediatamente notamos que Hn e Hn+i sao parceiros SUSI 

dos hamiltonianos com espectros de energia identicos, exceto para o nivel do estado fundamen-

tal 

Eg* = Xn

a=2R(aa) (2.47) 

de Hn, que decorre de (2.44) e da normalizacao. V-(x\ a) , = 0. Assim, temos que 

n+l 

E? = E%-1 = ... = EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^l = X > ( a 3 ) , ^ = 1,2,... (2.48) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3=2 

e 

4 n ) oc Af{x- ax)Aj(x\ a2) . . . A+fe ^ 1 ( 1 ; fln+i). (2.49) 

As equacoes (2.48) e (2.49), sucintamente expressam a generalizacao alg6brica SUSI 

para varios potenciais invariantes de forma de interesse fisico. O metodo de construcao das 

autofuncoes de energia para o problema usual do oscilador em ID e um caso especial. 

Com efeito, quando a\ = a2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — ... —  On = an+i, nos obtemos ipi^l oc (a +) nV»j°\ = 

• • • A+ = a+, -0OSC = ipnli = ^ e-*^", ondeweafrequenciaangular. 

2.3 Operadores escada generalizados para potenciais invari-

antes de forma 

A invariancia de forma tern uma estrutura algebrica subjacente e pode ser associada 

com a algebra de Lie. Na secao 4.2 do capitulo 4, apresentamos nossa propria aplicacao deste 

metodo. Iniciaremos esta secao com a seguinte indagacao: Quais os operadores escadas para os 

potenciais invariantes de forma? 

A resposta a esta pergunta foi encontrada independentemente por Fukui et al. (1993) e 

Balantekin (1998). 
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Partindo do conceito de invariancia de forma, juntamente com a ideia de esta invariancia 

esta relacionada com a translacao nos parametros, e possivel definir o operador de translacao 

T(a 0) como: 

T(ao) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA exp (2.50) 

T-l(a0) = Tt(ao) = exp , (2.51) 

onde 7/ e o parametro de translacao, sendo nulo no caso do oscilador harmonico. 

A fim de introduzir os operadores criacao e aniquilacao generalizados, e necessario com-

por os operadores de translacao T e os operadores bosonicos A± definidos da seguinte forma: 

B+(a0) = A+{aQ)T{aQ) (2.52) 

B-(a0)=T+(a0)A-(a0) (2.53) 

Estes novos operadores B obedecem a estrutura algebrica necessaria para identifica-

los com os operadores escada [3,49]. Dessa forma, eles correspondem a generaliza?ao dos 

operadores criacao e aniquilacao usados no estudo do oscilador harmonico simples. 

O metodo para resolver a equacao de Schrodinger baseado nos operadores escada para 

potenciais invariantes na forma e similar ao que e usualmente feito para o oscilador harmonico. 

Assim, tem-se inicialmente que o estado fundamental i^o(x] ao) deve satisfazer a condicao: 

B~(ao)if>o(x\ a0) = A~ (a0)ip0(x; a0) = 0, (2.54) 

ou seja, o resultado 6 identico ao obtido usando a superalgebra e obt6m-se uma funcao de onda 

similar, apenas explicitando aqui a dependencia dos parametros: 

I/JQ(X; ao) oc exp W(x; ao)dxJ . (2.55) 

Os estados excitados sao obtidos pela a?ao repetidas vezes do operador de criacao no 

estado fundamental: 

i;n(x; a0) = [B+{ao)]nM^ <*>). (2.56) 

E importante notar que o operador T nao comuta com qualquer entidade que dependa do 

parametro a0 e os operadores A± nao comutam com qualquer objeto que dependa da variaVel 

x. Dessa forma, nao existe a relacao de comuta?ao [T, a 0]_, assim como x com p nao comuta, 

poisp= -ihjz. 
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O uso desses operadores escadas e suas respctivas propriedades consiste em uma maneira 

alternativa de resolucao, usando o formalismo da supersimetria. Alem disso, este estudo e de 

suma importancia para que possamos encontrar as autofuncoes e autovalores de energia para o 

potencial coulombiano generalizado. 
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Equacao de Dirac e algumas aplicacoes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Na mecanica quantica (MQ), a equacao de Dirac e uma equacao de onda relativistica 

proposta por Paul Dirac em 1928 que descreve com sucesso particulas elementares de spin 1/2, 

como o elytron. Hoje sabe-se que a equacao de Klein-Gordon e uma equacao diferencial de 

segunda ordem nas coordenadas de posicao (^f r ) e do tempo ( & ), dada por 

_ ^ _ V V = Af 2V, (3-D 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h = c = 1. A equacao de Klein-Gordon e uma equacao de movimento de um campo 

escalar e este campo descreve particulas sem spin. 

Dirac observou que s6 uma equacao de primeira ordem neste formato estaria livre das 

dificuldades experimentadas com relacao a equacao de Klein-Gordon, entao, procurou postular 

a existencia de um operador Hamiltoniano H para particulas relativisticas e percebeu mais 

adiante que este deveria ser linear ao se tratar das componentes de momento. Esta exigencia 

foi feita para assegurar que (com a substituicao p—> —ihV) a equacao de onda seria linear no 

espa?o dos operadores diferenciais como tambem em Jj , preservando assim, de forma explicita, 

a simetria relativistica entre espa?o e tempo. 

itS$- = Hip = -ihcaVi) + (3Mc2il). (3.2) 
ot 

Todas as solu?oes da equacao de Dirac sao sol^oes da equacao de Klein-Gordon, mas o inverso 

e falso. 

O Hamiltoniano de Dirac entao e dado por, 

H = ca-p + f3Mc2, (3.3) 

onde (3, ax,ayeaz, sao as matrizes de Dirac e (p = px, py, pz) e o operador de momento linear. 

Esta" claro que ax,ay,a2e (3 tern que ser independentes desde que H seja linear como foi postu-

lado. Estes devem ser independentes de x e t tamb6m; caso contrario tornam-se equivalentes em 

potenciais dependentes no espa?o tempo. Nao obstante ax, ay, az e (3 nao sao apenas numeros 
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e se eles fossem, a energia (Hamiltoniana) deveria conter termos proporcionais azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PxPytPxMc*, 

etc. Mas, a expressao relativistica de energia nao contem tal condicao. Portanto, Dirac postulou 

que ax,ay,az e (3 nao comutam entre si e a relacao de comutacao entre ax, ay, az e 6 deter-

minada requerendo que H2 deve se reduzir a (?p2 + M 2 c 4 . Representando H2 como HH para 

facilitar a observacao da nao comutacao de operadores durante a multiplicacao, temos que: 

c2 (axpx + aypy + azpz + /3Mc) (axpx 4- aypy 4- a z p 2 + (3Mc) = c2 (p2 + M2c2). (3.4) 

Comparando os coeficientes (px)
2, (p y )

2 , (p 2 )
2 e ( M c 2 ) 2 nos dois lados da equacao, obtemos: 

a2

x = a2

y = a2

2 = (32 = 1. (3.5) 

A direita da equacao (3.4), produtos como pxpy nao aparecem. Assim, o coeficiente (axay + 

ayax) no lado esquerdo da expressao deve desaparecer. Assim, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

axay + ctyax = ayaz -I- azay = azax + axaz = 0. (3.6) 

Por razoes semelhantes, os coeficientes px,py, pz no lado esquerdo da equacao tambem 

devem desaparecer. Conseqiientemente, 

ax(3 + (3ax = ay0 4- 0ay = az/3 + f3az = 0. (3.7) 

Entao ax, ay, az e (3 sao levados a tornar-se matrizes quadradas. De acordo com (3.6) e (3.7), 

estas matrizes anticomutam entre si, isto e, o produto delas muda de sinal quando a ordem de 

fatores 6 invertida (axay = —ayax). Cada matriz tern que ser hermitiana, para que H seja 

hermitiano tambem. Assim, a equacao de Dirac torna-se: 

ih^$ = Hxp = -ihea • Vi/> + (3Mc2ij), (3.8) 
at 

onde ax,ay,az e (3 sao matrizes constantes, hermitianas que satisfazem as equacoes (3.5) , 

(3.6), e (3.7). Ate o momento, ainda nao temos as formas explicitas especificadas. Desde que ip 

e multiplicado por este matrizes da esquerda, ip deve ser uma coluna com o mesmo numero de 

elementos ou componentes com a dimensao da matriz. Veremos nas proximas secoes que este 

numero 6 4. Cada um dos componentes ipi,^,^, V>4 d e V* fungoes de x e t. 

3.1 As matrizes de Dirac 

A fim de adquirir uma ideia mais clara da natureza da equasao de Dirac (3.8), nos 

precisamos determinar um grupo de matrizes que obedece a (3.5), (3.6) e (3.7). Considerando 

que sao conhecidos os autovalores de uma matriz, nos podemos concluir, de (3.5), que os unicos 
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autovalores que qualquer uma de nossas matrizes pode obter sao +1 e - 1 . Secundariamente, 

nos podemos escreverzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ax = axQ
2 = axf3,3 = -f3ax{3. Considerando o traco (= soma dos 

elementos da diagonal = soma dos autovalores) das matrizes em ambos os lados, temos trax = 

—tr(3ax(3 = -trax(3
2 = —trax. Assim, trax = 0, o qual significa que ax tern que ter o 

mesmo numero de 4-1 autovalores, assim como —1. Uma conseqtiencia deste resultado e que 

a dimensao n das matrizes tern que ser a mesma. A possibilidade de, n = 2 esta" descartada 

porque hi tres matrizes anticomutacao nesta dimensao, quando sao necessarias quatro. As tres 

matrizes de Pauli 

<7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt = Cf 7 

anticomutam, e o quadrado de cada uma e a matriz unitaria: 

(3.9) 

OXGv = —oxlox = iaz, (Tvcrz = —ozav = ia, (3.10) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= —GxGz = l°y\ (J~2 = <7„2 — (7,2 — 1. (3.11) 

Com dimensao n = 4, podemos achar quatro matrizes que anticomutam. Neste caso, 

nossa escolha das matrizes de dirac e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

( 1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 - 1 0 

0 0 0 - 1 

/ 0 0 0 -i \ 

0 0 i 0 

0 -i 0 0 

2 0 0 0 

\ 

OLrr. = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/  0 0 0 1 \  

0 0 1 0 

0 1 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 
1 0 0 0 ) 

0 0 1 0 

0 0 0 — 1 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

(3.12) 

(3.13) 

Na verdade, o seguinte conjunto de matrizes nao satisfaz todas as equacoes (3.5, 3.6, 3.7) e 

tambem a condicao de hermiticidade. 

Dividindo as matrizes em blocos 2 x 2 formados por matrizes de Pauli ou as matrizes 

identiades / , podemos escreve-las de uma forma mais compacta em termos de submatrizes 2 x 

2, onde, 
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Tais matrizes particionadas podem ser multiplicadas como se as submatrizes fossem s6 

elementos de uma matriz ordinaria, desde que a ordem dos fatores permaneca inalterada. Por 

exemplo, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

axay = 
crx(7y 0 ia7 0 

ox(Jy 
0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlO, 

(3.15) 

3.2 Solucao da onda plana da Equacao de Dirac 

De acordo com a equacao (3.8), encontramos solucoes de onda plana da forma 

iP(x,t) = u(p)ei(px-EtVh (3.16) 

que caracterizam particulas de momento p. Logo, a energia sera" 

Eu (p) = (ca • p + 0Mc2) u (p) (3.17) 

Considerando ax, ay, aze 0 como matrizes 4 x 4 em (3.29), de forma que ip e u sejam 

componentes de 4 colunas nas quais estas matrizes possam operar. Tirando-se proveito da 

forma particionada de ax, ay, az e 0, podemos tambem imaginar u dividido em duas partes de 

dois-componentes: 

u = 
v zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

10  
V = 

Ui 

u2 

U2 

\ u*) 

Substituindo (3.30) e (3.49) em (3.48), obtemos: 

(3.18) 

E = c 
I 0 

0 / 

v (3.19) 
0 a.p \ I v 

\ UJ J \ a.p 0 J \ to 

Levando em conta as multiplicacoes de matriz a direita da expressao acima e reorgani-

zando seus termos, escrevemos a ultima equacao como um jogo de duas equacoes com duas 

componentes quantitativas v eu: 

(E - Mc2) v = c(a • p)u, (3.20) 

(E + M(?)UJ = c(a -p)v. (3.21) 

Multiplicando a primeira destas equa9oes por (E + Mc 2 ) e substituindo para (E + 

M(?)w do segundo termo, obtemos 
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(E2 - M2c*) v = c2(a-p)2v = c2p2v. (3.22) 

O ultimo passo segue onde encontramos a coluna que v tern que ser aniquilada a menos 

que do fator numerico que 6 zero. Conseqiientemente, 

E = ± (c2p2 + M 2 c 4 ) ^ =E±. (3.23) 

O mesmo resultado 6 obtido se aniquilarmos v no lugar de LU de (3.21) e (3.23), ou seja, 

nossa hamiltoniana ser& 

H2 = ± (c2p2 + M 2 c 4 ) . (3.24) 

Note que o espectro de energia de uma partfcula de Dirac livre consiste em duas fileiras 

que correspondem aos dois sinais da equacao (3.23). Os valores positivos comecam em E — 

Mc2 (quando p = 0) e estendem-se para +oo(|p| —• oo) enquanto as energias negativas 

comecam em E = —Mc2 e decaem para -oo, estendendo-se para |p| —• oo. Ha um ponto 

indefinido a altura de 2Mc 2 entre as duas fileiras dentro as quais nenhum nivel de energia ex-

iste. A presen?a de niveis com pontos de energia infinitamente negativos causa um problema 

serio. 

Determinamos agora as autofun9oes u(p) pertencentes a qualquer autovalor de energia 

E. Por certas razoes usamos (3.21) quando E = E_. Assim podemos escrever: 

Estas equa9oes revelam um fato bastante util que se a partfcula e nao relativfstica (cp < < 

Mc 2 , E+ — Mc 2 < < Mc 2 , i.e. E+ ~ Mc 2 ) , LO e de muita magnitude menor que u para 

solugoes de energia positivas. De acordo com (3.25), a rela?ao entre eles 6 « (cp/2E+) = 

\vp/c, onde u p e a velocidade da partfcula. Um valor refere-se frequentemente para a metade 

superior (v) das fun96es de onda com os componentes grandes e a metade inferior (w) para os 

componentes pequenos em situa96es nao relativfsticas. Para solu96es de energia negativa, sao 

invertidas as posi9oes dos componentes grandes e pequenos, como e evidente pelas equa96es 

(3.26). 

Trataremos de resolver, explicitamente, as equa9oes acima. Veriflcamos que a equa9ao 

(3.25) fornece duas solu96es independentes, uma vez que existem duas possibilidades linear-

mente independentes para a coluna de dois componentes v. Se tomarmos as possibilidades mais 

simples [ ] e ( ] para os objetos de dois componentes independentes, e usarmos o fato 
0 / V I 

que 

. »pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j d t d  r lAfnm n 
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- - Pz Px — Wv \ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

cr-p = axpx + (Typy + <Jzp2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = (3.27) 

V Px + iPy -Pz J 

Chegaremos a equa9ao (3.25) de duas solugoes de energia positivas independentes: 

1 / ' \ ~CPz 
/ \ (E++M<?) LO 

sabendo que 

p+ = px + ip y , p . . = p x - ipy. (3.31) 

A ultima declara9ao em cada uma das equa95es (3.29) e (3.30) sao uma lembran9a que 

a coluna de quatro-componentes u e composto por v e it;. 

De um modo semelhante, usando os dois linearmente independentes de duas compo-

nentes, partindo das equa9oes contidas em (3.26), com a ajuda de (3.28), obtemos as seguintes 

solu9oes de energia negativas : 

1 v 
v = ( E + _ t M c 2 ) I , w = I I I , « = I " I (3.32) 

-cp+ 
(E++Mc2) 

-cp-

0 \ UJ 

0 / v 
1> = = { E + t M c 2 ) (3-33) 

Para cada solu9ao n6s podemos organiza-las fazendo ifiu = u\ * u\ + 1*2 * u2 + ^3 * 

ti3 + n 4 * u 4 = 1, multiplicando todos os componentes por 

{ l + [ c V / ( B + + M c 2 ) 2 ] } " § = 
„ 1 

\ (1 + Mc2/E+) (3.34) 

obtemos quatro solu9oes independentes da equa9ao de Dirac agora para um determinado mo-

mento p . No que se diz respeito a segunda pergunta, sabemos que a partfcula de Dirac tern 

spin -1 de forma que ha duas orienta96es de spin independentes para determinado momento e 

energia. 
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3.3 A importancia do Spin da Partfcula de Dirac 

E um fato elementar da mecanica que o momento angular de qualquer partfcula livre 

deve ser conservado. Consideraremos qualquer componente do momento angular operadorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L = 

x x p. Usando L z , e verificando que este e conservado para uma partfcula cujo Hamiltoniano e 

determinado pela equacao (3.3), temos 

*^~jjT = [Lz, H] = [xpy - ypx, cap + /?mc2] (3.35) 

= [xpy, caxpx] - [ypx, cotyPy] = ihc(axpy - aypx). 

Ao avaliar o comutador usamos o fato que x e y a partir de L z nao comutam respecti-

vamente com px e py de H, mas todos os outros valores comutam. A equacao (3.35) mostra 

que L z nao se conserva. Isto pode significar que somente L nao representa o momento an-

gular completo; deve haver outra parte (momento angular de spin S) tal qual L + S e con-

servado. Verificaremos que se Sz e levado a ser | / I E 2 onde E 2 e definido por (3.15), entao 

( L 2 + Sz) comuta com H. Observamos que E 2 = —iaxay comuta com az e (3 em virtude 

das regras de anticomuta9ao (3.6). Por exemplo axayaz = —axazay = azaxay. Mas, 

[axay, ax] = axayax — axaxay = -ayal - OL2

xay = -2ay e similarmente [a x a y , ay] = 2ax. 

Ao usar estes resultados obtemos 

i f t j g Q / f f i , ) = \h[Ez,H] (3.36) 

= ~ih [ctxay, caxpx + caypy] = -ihc [axpy - aypx] 

De (3.35) e (3.36) nos vemos que (Lz + | / iH 2 ) e conservado, e entao Sz = \KY,Z pode 

ser levado como o z-componente do spin do operador momento angular. Genericamente, 

S = i / lS ; S x = iayax, S y - -iazax, S 2 — -iaxay. (3.37) 

Embora estes sejam matrizes 4 x 4 , eles tern precisamente as mesmas propriedades al-

gebricas das matrizes de Pauli: 

E 2 = £ 2 = E 2 = 1, E x E y = zE2, E y E 2 = zE x, S 2 E X = iHy (3.38) 

e a forma explicita de E e 

(3.39) 
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Agora que nos temos os operadores de spin, temos como determinar o que o valor do 

spin. Desde que E 2 = 1 os autovalores de E 2 sao +1 e - 1 , e conseqiientemente esses valores 

dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Sz sao \h e -\h. Entao, 

S2 = \k2 (E 2 + E 2 + E 2 ) = ^h2 (3.40) 

A partir desses fatos, 6 evidente que a equacao de Dirac descreve particulas de spin | , como o 

eletron. 

3.4 A Covariancia da Equacao de Dirac 

Antes de discutir a covariancia da equacao de Dirac nas transformacoes de Lorentz e 

conveniente adotar uma notacao mais apropriada do que a utilizada ate aqui. Para evidenciar a 

presenca do quadrivector momento linear pM na equacao de Dirac, vamos multiplicar a repre-

sentacao da equacao de Dirac 

(ca • p + Pmc2)\ip >= E\ip > (3.41) 

por — ̂ , obtendo assim, 

(^-i(3a -p + (3^ - imcj \ip >= 0. (3.42) 

Interessa agora introduzir um novo conjunto de operadores zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7 = (Tii 72,73) = 74 =  P- (3.43) 

Na representacao usual de Dirac-Pauli, usamos a representacao matricial, dada por 

' - ' ( : . - * ) • » - ( : • , ) 

Utilizou-se de novo a notacao abreviada introduzida inicialmente na equacao (4.68). 

Uma outra representacao que por vezes tambem se usa para as matrizes 7 6 a chamada repre-

sentacao de Majorana em que as matrizes (71,72,73) sao imaginarias e 74 e real. Substituindo 

as relacoes (3.43) em (3.42) obtem-se a forma que se procurava para a equacao de Dirac, 

( 7 ^  - imc)\ip >= 0. (3.45) 

Nesta equacao a componente 4 do quadrivetor momento linear 6 o operador 

P4 = — 4 (3.46) 

c at 
que resulta de proceder a substituicao E —> ihjt. 
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Ao escrever a equacao de Dirac na forma (3.45) torna-se muito facil generalizaMa para o 

caso em que a partfcula tern carga eletricazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q e est& num campo electromagnetico com potencial 

vetor e potencial escalar. 

Atentaremos agora a resolucao das dificuldades que surgem da existencia de solucoes 

com energias negativas E_ = — (cPp2 + m 2 c 4 ) 5 , as quais decaem ate -oo. A dificuldade fun-

damental 6 a de que ate mesmo em um campo eletromagnetico fraco ou outra perturbacao pode 

afetar uma partfcula que esta em um estado de energia positiva Anita, fazendo com que esta 

uma quantia inflnita de energia. Para contornar este problema serio, Dirac postulou que todos 

os estados de energia negativa estao normalmente ocupados atrav6s de elStrons e que este mar 

de eletrons de energia negativa nao possue nenhum efeito fisicamente observavel. Desde que 

estes eletrons obedecam as estatisticas de Fermi-Dirac (o princfpio da exclusao de Pauli) estes 

estados ocupados nao podem acomodar mais nenhum eletron. Pode-se levar o ocupante de um 

dos saltos de estados de energia negativo (desocupado) para um estado de energia positivo e 

assim criar-se um buraco no mar de energia negativo provendo bastante energia para isto. (A 

quantidade de energia requerida para este prop6sito necessariamente tern que exceder a largura 

2771c2 do intervalo entre a energia negativa e a positiva ). O buraco representa um desvio do 

normal; sua criacao significa a remocao de uma certa parcela de energia negativa do mar de 

eletrons, que 6 equivalente a criacao de uma parcela igual de energia positiva. Assim o buraco 

se manifesta como uma partfcula de carga |e| de energia positiva. O eletron cuja expulsao criou 

o buraco 6 observado tambem, desde que vai para um estado de energia positiva. O processo in-

teiro pode, entao, ser descrito como o desaparecimento do quantum de energia provido (diga-se 

foton) com criacao de um par de partfculas observaveis; um eletron de energia positiva e outra 

partfcula, s6 diferindo do elytron no sinal de sua carga. A descoberta da conversao de raios 

gama de alta energia em pares eletron-positron era um real triunfo da teoria de Dirac. Isto con-

duziu a conjectura que outras partfculas como o proton tambem teriam pares de suas proprias 

antipartfculas. 

A associacao entre a energia negativa de eletrons e positrons de energia positiva, que 

€ a ideia b&sica na interpretacao acima, nao 6 puramente "ad hoc postulate". Pode ser real-

mente demonstrada considerando a equacao de Dirac com interacao eletromagnetica inclufda. 

Seguindo a orientacao habitual p —* p—*£,E —• EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  ecp, obtemos de (3.8) a equacao 

seguinte para uma partfcula de Dirac em campos eletromagneticos: 

3.5 A Particula de Dirac em campos eletromagneticos 

sofra uma transicao quantica a um estado de energia E —oo, resultando no lancamento de 

(3.47) 
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SejamzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e <f> independentes do tempo, temos estados estacionarios ip(x, t) = u(x)e~iEt/h 

determinados pela equacao de autovalores: 

Eu (x) = a {-ihV - eA) u (x) 4- Pmc2u (x) 4- e<pu (x). (3.48) 

Assumimos os campos a serem fracos o suficiente para os quais o espectro de energia nao difere 

muito do de particulas livre e, em particular, separamos energia positiva e negativa existentes. 

Considerando um estado particular u(x) para qual E 6 negativo, isto e, E = —\E\ como 

em (3.48). Se levarmos em conta o complexo conjugado de (3.48), escolhemos as propriedades 

de a e 0 tal que a* = a e p = — P*, temos 

- \E\ u* (x) = a (-ihVc - eA) u* (x) 4- Pmc2u* {x) 4- ecpu* (x). (3.49) 

Note que A e 0, sendo campos reais, nao ha alteracao no conjugado complexo. Multi-

plicando (3.49) por —1, descobrimos que u(x) satisfaz uma equacao de mesma forma como a 

(3.48), exceto que e e substituido por — e ao longo do calculo, e o autovalor torna-se a quanti-

dade positiva | E\. A associacao entre estados de energia negativos de uma partfcula de carga 4-e 

e de uma partfcula de estados de energia positivos — e e feito evidente. (O fato de que a ausen-

cia do eletron de energia negativa que constitui um positron, e refletida na relacao complexa 

conjugada entre as duas funcoes de onda). 

3.6 Solugao da equacao de Dirac para o potencial coulom-

biano 

Vamos resolver a equacao de Dirac para um potencial misto, composto por potenciais 

escalar e vetorial. Ambos os casos diferem na maneira de acoplamento da equacao de Dirac. No 

caso do acoplamento do potencial de Coulomb o mfnimo e utilizado como usual, enquanto que 

o potencial escalar e adicionado ao termo de massa da equacao de Dirac. Da mesma forma que 

o potencial de Coulomb € derivado da troca de fotons sem massa entre o nucleo e os 16ptons 

orbitando em torno dele, o potencial escalar da forma V2 = — ̂ * e criado pela troca de um 

escalar sem massa e masons. A equacao de Dirac associada ao nosso problema e a seguinte 

[ca.p4- p{m0c
2 4- V2) ~(E-Vi)ty = 0. (3.50) 

Com a suposicao de potenciais esfericamente simetricos, podemos novamente resolver 

equacoes diferenciais radiais acopladas de forma habitual 

l imv .mra irrRr i iBCl 
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S = - ^ + ^ ^ + ^oC 2 + V 2 - y 1 ] F ( r ) ) 

Definindo Vi = - / i c ^ 1 e V2 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -hc^-, podemos obter 

(3.51) 

= — G + 
r 

dF A: _ 

ar r 

£ + moc2 1 
+ - ( i 4 i - i 4 2 ) 

Ac r 
EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  moc2 1 . . . ' 

+ -{Al + A2) 
nc r 

F(r) , 

G(r). 

(3.52) 

Nos c&lculos subsequentes seguimos um procedimento muito semelhante ao utilizado 

para encontrar a solucao do potencial de Coulomb, primeiro, considerar a regiao r « 0, onde 

os termos constantes proporcional a massa e energia podem ser negligenciados: 

4G m _ k G + ^ - ^ F ( r ) , 
dr r r 

dr r v 

(3-53) 

e usando G = ar1 e F = br1, entao 

a 7 r 7 " 1 + z ^ r 7 " 1 - (Ai - A2)br^~l = 0, 

fryr7-1 + / ^ r 7 " 1 + (i4j + A2)arr~1 = 0 

(3.54) 

ou zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( 7 + «) - 6(Ai - A 2 ) = 0, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a(Ai +  i 4 2 )  +  6 ( 7 - K) = 0. 

(3.55) 

Estas sao duas equa coes lineares homogeneas para a e b e os coeficientes sao 7 2 =  

K2 - A 2 + A\ ou 7 = ± V « 2 - ^ + i4|. 

Para permitir a normalizacao das funcoes de onda, mais uma vez escolher a de sinal 

positivo para 7 e introduzir a substituicao 5 = 2Xr com A = ^ m < ? c ^ £ — . 

As equacoes diferenciais, assim, tern a seguinte forma 
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dG 

d6 

dF 

dS 

E + m 0 c
2 (Ai - i4 2) 

/ic2A 
(3.56) 

E - moc2 (i4i - A2) 

hc2X 
G + -F 

o 

que com a escolha de 

G = (7noc
2 + £7)5e"5(0 1 + ^ 2 ) , 

F = (m<K?- .E)*e-*( fc -&) . 

(3.57) 

leva a 

1 (A 1 A \ _l_ ^ J_ ^ 2 

- ^ 1 - 0 2 ) + ^ - - ^ 

= - ^ ( 0 1 + 02) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 
E + m 0c

2 - A2) 

+ 2/IcA 

E - moc2 (i4i + i4 2) 

m 0 c
2 - F 

ftcA 

m 0 c
2 4- E 

2hc\ 

+ ^ ( 0 i - 0 2 ) . 

(3.58) 

(01 - 02), 

(01 + 02) 

Adicionando e subtraindo as equacoes 

, , 0dfa , ^ (Ai - A2) mpc2 - E 
(3.59) 

(Ai + A2) m0c
2 + g 

5 hcX 
(01 + 02) 

- 0 2 + 2 ^ - - 2 ^ ^ + ^ / ^ ^ V - 0 2 ) (3-60) 

( ^ + A 2 ) m 0 c
2

 + F 

(5 /IcA W " ™ ' 

respectivamente. Nos agora recolhemos termos e obtemos: 
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d(j)2 ( K Amioc2 A2E\ ( AXE A2m0c
2\ 

-d5--{—8 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 + hcXp) 0 1 + \MXP

 + ) (3-62> 

Para 0i e 0 2 usamos a serie de potencias zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C O 

+1 = 6 1 E A ^ m ' 02 = * 7 £ / W m (3.63) 
m=0 m=0 

e inserindo elas nas equacoes diferenciais 

ftcA 
/ ^imoc 2 i42£? \ \ - m+7— 1. 

j4ijg ^mpc 2 

ftcA /icA 

Fazemos uma comparacao do coeficiente 

1 /icA ftcAzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J  m' 

w x / AirriQC2 A2E\ . (A\E A2mQc
2\ „ 

/ 3 7 ( m + 7 ) _ [ _ K + _ + _ j ^ + ( _ + _ g _ j A n 

e para a segunda equacao temos que 

ncX + 
HcX 

K hcX hcX 

n — m 
(3.66) 

onde 

, AiE ^ A^pc2 

n = ^ A + ^ c ^ - T ( 3 - 6 7 ) 

Como no caso de um potencial de Coulomb puro, esta e a equacao para determinar os auto-

valores de energia. Apenas para n = 0,1,2,..., resultando hiper-funcoes geometricas para as 

funcoes de onda degenerar para polinomios, e nos termos ondas estacionarias. 
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Definindo 

n = n + j + - = l,2,3,--- , 

n6s temos que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A]E + Aomnc2 1 
' ° , - n - j - T +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7, (3.68) 

(mgC 4 — £ / J j2 z 

que resulta em 

ou 

4 f + n - . 7 - - +  7 +  2X1̂ 27710 ^  JS = m^c4 ( n - j - ^ + 7 )  - A^mjc4 | 2 m 2 „ 4 

£ 2 +  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2AiA2m0c

2 

2 A E + m 0c 
^ - ( " - i - i + 7 ) : 

^ ? + ( n - j - | + 7 ) 2 ^ + ( n - j - | + 7 ) 2 

Finalmente obtemos os autovalores de energia, ou seja, 

0. (3.69) 

E m 0c 
-MM 

± TJIQ& 

Al+{n-i-\ + 1 ) -

-MM _  \  ^ - ( n - j - j + 7 ) ! 

y i | + ( n - i - i + 7 ) V ^ - ( « - i - |  +  7 ) : 

Vamos agora considerar alguns casos especiais: 

1) Ai = 0, 7 = ^ / A C 2 + A2,, encontramos 

E = ±m0c
2Jl-

2) A2 = 0, 7 =  y/K2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 — A2, encontramos 

4 
(n - j - |  +  7 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 • 

1 + 

_ 1 

(3.70) 

( n - j - | + 7 )
2 J 

Obviamente existem dois ramos de solucoes na regiao: as solucoes para as energias 

positivas e negativas apresentam um comportamento identico, o que reflete ao fato de que a 
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interacao escalar nao faz distincao entre cargas positivas e negativas. Estados com energias 

negativas correspondem a antiparticulas. A partfcula e um estado de antipartfcula se aproximam 

uns dos outros com o aumento constante de acoplamento, sem tocar. Comportamento crftico, 

como no caso do potencial de Coulomb, nao ocorre; o vacuo de Dirac permanece estavel no 

caso de potenciais escalares. 
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Resolvendo o problema do potencial 

coulombiano generalizado zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N6s consideramos um problema envolvendo o potencial vetorialzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vc = — ̂  e um po-

tencial escalar de Lorentz Vs = — ̂ ? na mecanica quantica relativistica. O potencial escalar e 

adicionado ao termo de massa na equacao de Dirac e pode ser interpretado como uma massa 

efetiva dependente da coordenada de posicao. O potencial escalar e assumido como sendo cri-

ado pela troca de masons escalares sem massa, que tern a forma Va = — ^ • Solucoes exatas 

para os Estados vinculados a este potencial misto podem ser obtidas pelo metodo de separacao 

de variaveis [45,50] e tambem pelo uso da algebra dinamica 50(2,1) [51]. Em um artigo re-

cente a solucao do problema da dispersao foi obtida para este potencial atravSs de um m6todo 

analitico e tambem por um metodo alg6brico [46], e foi mostrado que alguns outros casos em 

que a equacao de Dirac com potenciais classicos de natureza vetorial e escalar com a assimetria 

esferica pode ser resolvido exatamente [52]. 

O problema de Dirac-Coulomb generalizado e descrito pela equacao de Dirac indepen-

dente do tempo, que pode ser escrita na forma 

= £M, (4.1) 

onde o hamiltoniano e dado por 

H =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P i ^ ( T - p + p 30i(m - — ) - 1 ® 1 ( — ) , (4.2) 

e nos usamos uma notacao de produto direto na qual pi e au(i = 1,2,3) obedecem a relacao 

de comutacao [Pi, C T J ] _ = 0. 

O Hamiltoniano (4.2) comuta com o momento angular total 

J = 1 ® 1 L + -I<gnr, (4.3) 
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tambem comuta com o operador de Dirac 

e com o operador de inversao 

X = p 3 ( l + Or .L) , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P = f>z 8 1 , 

(4.4) 

(4.5) 

onde I inverte as coordenadas espaciais e o momento linear. 

Segundo a formula de Sommerfeld do espectro de atomo de hidrogenio e dada da 

seguinte forma: 

E_ 

M 
1 + 

(Za)' 
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 

(4.6) 

(n -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \K\ + y/n2 - (Za)2)2 

onde Ac e o autovalor de K, \k\ = (j(j + 1) 4 - 1 / 4 ) 1 / 2 = j + 1/2. Desde que « pode ter dois 

sinais do espectro de energia, esse e duplamente degenerado. Em nossa abordagem, seguimos 

a simples logica: 

1) Se ha alguma simetria que relaciona dois sinais de K, O operador de simetria correspondente 

deve anticomutar com K. 

2) Ao mesmo tempo, naturalmente, este operador tern que comutar com o hamiltoniano de 

Dirac. 

Para separar as variaveis, introduzimos dois espinores em termos dos harmonicos es-

fericos de spin de duas componentes que sao autofuncoes dos operadores J 2 , JZ,L
2 e S2, a 

saber, 

$ 2 = 

2/+1 J
 Il,m-\ 

\ 2£+l ) Yl,m+\ ) 

(4.7) 

para j = £ + \ e 

4 ! = 
2J+1

 1 £,m-i 

V 2̂ +1 y
 /

«, m + i 

(4.8) 

paraj = ^ - i 

Nas bases acima verificamos que 

j2ct>t2=j(j + i)4>T2, (4.9) 

( 4 . 1 0 ) 
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onde n = - , e 

onde AC = ± (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj 4- | ) para j = £ ± | . 

Em seguida, usamos a seguinte notacao 

a + < ? • = (4.1D 

onde 

para j = £ ± | . O operador a-n quando expressos nesta representacao, como foi feito na equacao 

(4.10), tern a propriedade de inverter o sinal de AC. Depois, usamos a relacao de anticomutacao 

[l + a-L,a-n]+ = 0 (4.14) 

tendo a seguinte equacao de autovalor para o operador de Dirac zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

KV = KV. (4.15) 

Alem disso, utilizando as relagoes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( 4

-
1 7 ) 

e definindo 

A 

k - p Mpi + z£/9 2 , (4.18) 

obtemos a equacao radial que pode ser escrita na forma 

d A . 
+ k - p $ = 0. (4.19) 
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4.1 Componente da autofuncao do estado fundamental atraves 

da SUSI 

Agora, sejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S o operador que diagonaliza a matriz A que aparece no termo de interacao 

da equacao radial, isto e, 

S-'AS = A P 3 , 

onde 

AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — AC ~\~ A2 

e a matriz de diagonalizagao torna-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^  d 

Definindo 

( 4 . 2 0 ) 

( 4 . 2 1 ) 

( 4 . 2 2 ) 

nos encontramos a seguinte equacao radial diagonalizada 

d A J 
— + -p3 - k • p 
ar r 

( 4 . 2 3 ) 

( 4 . 2 4 ) 

onde 

2 ^ A ( | K | + A ) L = ( | AC | + A ) 2 ( M + E) - (A1 - A2)
2(M - E) 

d 

2 - A ( | AC | +\)k+ = ( | A C | + A ) 2 ( M - E ) - ( A 1 + A 2 ) \ M + E) 

k3 = + (4 .25 ) 

Entao, n6s e nocontramos 

—k-k+ — -rz 

k2 = k2 = M2-E2 ( 4 . 2 6 ) 

onde 
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a 2 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (EAi + M i 4 2 ) 2 - A;2A2. (4.27) 

Notamos que a equacao (4.24) pode ser reescrita como 

A+G = fc_F, A~F = -k+G (4.28) 

onde 

A ± = ±d+X_EAL+MA1 

dr r A 

Estas relacoes sao similares as relacoes entrelagadas das autofungoes de um hamiltoniano su-

persim6trico 

H = [Q,Q t]+ = QQ t + Q tQ 

/ A+A~ 0 

I 0 A~A+ 

( n . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r 
(4.30) 

onde as supercargas sao dadas por 

Q = \ a -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) '
 Q t = ( o T ) 'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t Q , w ] - = 0  = t Q t , w l -  ( 4 - 3 1 ) 

De acordo com o capitulo 2, vimos que os hamiltonianos parceiros supersimetricos H± 

satisfazem as seguintes equagoes de autovalores: 

H±^) = E^)^\ (4.32) 

as quais em termos das componentes G e F , a partir de (4.26) e (4.28), tornam-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 2 

A~A+G = ^ G , A+A~F = ^F. (4.33) 

Note que cada autovalor de A+A~ e tambem um autovalor de A~A+ exceto quando A'Fo = 0. 

Esta condigao de aniquilagao nos da "o estado fundamental "da componente F da fungao de 

onda radial, ou seja, resolvendo a equagao diferencial de primeira ordem 

A - F „ = 0 ^ f = 0 - * * + ^ , ( 4 .34) 

obtemos 
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Fn = rAe * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(4.35) 

e da equagao (4.33) junto com a condigao de aniquilagao podemos obter o autovalor de energia 

do estado fundamental em 

i 

MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V A 2 + ^ ( A 2 + A 2 ) 2y \2 +A^-

Com isso, podemos determinar a partir dos conceitos de invariancia de forma o comporta-

mento dos componentes superiores e explicitar sua caracteristica para o primeiro estado exci-

tado, sendo associado ao estudo da supersimetria. 

4.2 Aplicacao da condigao de invariancia de forma e SUSI 

Considere os seguintes Hamiltonianos parceiros supersimetricos, dados por 

, + ,_ d2 A ( A - l ) 2(EA14- MA2) (EAl + MA2f 
it-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — A. A. — —-j-z H 7) I rr; 

drz rz r X1 

ci2 , A(A + 1) 2 ( ^ 1 + M^1 2 ) , {EAl + MA2? 

a H r J r Xz 

- ~ i + v + ^ x ) - ( 4 3 8 ) 

Esses potenciais parceiros SUSY sao invariantes de forma, desde que 

V+(r, A) = V I (r, A + 1) + R(X 4- 1), (4.39) 

onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fl(A + 1 ) = ( g d i ^ - ( ^ L ± ^ ) ! , (4.40) 

Portanto 

A-{X)A+(X) = A+(X 4- l)A~(X 4-1) + fl(A 4-1). (4.41) 
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Seguindo a abordagem de Fukui e Aizawa [49] e tambem de Balantekin [3], definimos 

os seguintes operadores escada zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

B-(\) = T>{\)A-(\), B + ( A ) = ( B - ) t ( A ) , 

onde T(A) e o operador translagao definido por 

(4.42) 

T(A) = e & 

com T+(A) = e -^ , edado 

[B-(X),B+(X)] = R(X). 

e facil verificar que a relacao de comutacao [H-, (B+)n(X)] resulta em 

[A+(X)A-(X), ( B + ) " ( A ) ] =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J2 A(A + 0 ( S + ) " ( A ) 

1=1 

(4.43) 

(4.44) 

(4.45) 

e como ja foi visto H- = ,4 + (A),4 (A). Portanto os autovalores de energia do Hamiltoniano 

H- sao dados por 

fiW = £ > ( A + i ) . 

1=1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H — , ln\b) = Ai + 
(A + n) ' A 2 

(4.46) 

Assim, a partir das equacoes (4.26), (6.14), e (4.46), os autovalores de energia associados ao 

nivel superior Fn sao dados por 

E{n) = 
M2 

Resolvendo a equacao anterior encontramos 

, f i - 0 , 1 , 2 , (4.47) 

En = > M 2 

M ( n 2 + A x

2 ) ± 
A\Ai zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ — 
n 2 - , 4 2 

_(n2 + V ) 2 * 2 + V 
(4.48) 

onde n = nr + A e n r = 0,1,2, • • •. As correspondentes autofuncSes associadas ao componente 

superior sao dadas por 

F n ( r ) = (B+)nF0(r) (4.49) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F0 e dado na equacao (4.35). 

A partir da equacao anterior podemos determinar o componente da autofungao F para o 

primeiro estado excitado. Utilizando 

B+{\) = T(\)A+(\) (4.50) 

e de acordo com as equagoes (4.29), (4.42) e (4.43), encontramos 

Dai, para o primeiro estado excitado ficamos com 

F i ( r ) = B+F0(r) =[— + - l— 1\e*rV l > (4.52) 

portanto, 

*W = *H" A ( A + 1) ) r 6 ™ ' ( 4 - 5 3 ) 

onde N\ e a constante de normalizagao para o componente da autofungao F do primeiro estado 

excitado. 
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Simetrias dos operadores de 

Laplace-Runge-Lenz e Johnson-Lippmann 

H& muito tempo se conhece que a conservacao do vetor de Runge-Lenz € responsavel 

pela simetria chamada dinamica do problema de Kepler nao-relativistico - tanto na mecanica 

classica quanto na mecanica quantica. Em mecanica classica, dos limites do vetor de Runge-

Lenz para o movimento planetario temos orbitas elipticas fixas no espaco. Na mecanica quan-

tica, o operador vetorial correspondente e responsdvel pela degenerescencia acidental nos niveis 

de energia do dtomo de hidrogenio. 

A Algebra de supersimetria (SUSI) em mecanica quantica (MQ) e o procedimento para 

construir um Hamiltoniano SUSI, de acordo com os potenciais vetor e escalar de Lorentz, para 

a equacao de Dirac. Por outro lado, tern sido conhecida a existencia de um operador, que e uma 

constante de movimento para o problema de Coulomb na mecanica quantica nao relativistica, 

chamado operador Laplace-Runge-Lenz [7,52], que esta relacionado com SUSI QM [8]. O 

operador analogo no caso relativistico, como uma constante de movimento no problema Dirac-

Coulomb € o operador de Johnson-Lippmann [9, 10], que tern sido investigado via algebra 

SUSI [11,12]. 

5.1 Operador Laplace-Runge-Lenz 

Curiosamente, nem C. Runge nem W. Lenz estao entre os primeiros a utilizar o vetor zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A. Como veremos, nem mesmo P.S. de Laplace, que discutiu em detalhe as propriedades desse 

vetor ]&. em 1799, em seu "Traite de mecanique celeste" [53], foi o primeiro a descobrir que tal 

vetor e, de fato, uma constante de movimento no problema de Kepler, sendo dado por 

A = p x L — mk-, 
r 

(5.1) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p € o vetor momento linear, L € o vetor momento angular, f e o vetor posicao eke uma 

constante positiva. 

Quando, em 1924, Lenz utilizou o vetor A para calcular niveis de energia no problema 

de Kepler perturbado dentro do contexto da mecanica quantica velha, ele se referiu a esse vetor 

como pouco conhecido e se referiu a um livro escrito por Runge sobre analise vetorial publicado 

em 1919 [54]. Em seu livro, Runge mostra explicitamente que se a forca central que age numa 

particula variar com o inverso do quadrado da distancia da particula ao centro de forca o vetor 

A sera" uma constante de movimento. 

Com esse objetivo, calcularemos explicitamente a sua derivada temporal e mostraremos 

que ela e nula se supusermos que a particula esteja sob a acao unica e exclusivamente da forca 

gravitacional, ou seja, se utilizarmos a equacao de movimento 

g — 4 f , (5.2) 
at rz 

onde, no problema de Kepler, k e uma constante positiva (k = GMm). Temos, entao, 

dA dp =• _ dL , dp _ „^ 

onde usamos o fato de que o momento angular e uma constante de movimento. 

Uma relacao bem simples entre A e L decorre do fato de que o vetor A pertence ao piano 

da orbita, como pode ser verificado mostrando que e nulo seu produto escalar com L , ou seja, 

A.L = pxL — mk-
r 

.L = (p x L).L - mk-(f x p) = 0, 
r 

(5.4) 

isto e, A e perpendicular ao momento angular L . 

Percebe-se que A esta no piano da orbita, sendo uma constante de movimento, e parece 

apontar na diregao do eixo de simetria da nossa elipse (Figura 5.1). 

A fim de encontrar a relacao entre L , Aer precisamos olhar para a direcao de A nos 

pontos em detalhe. Podemos tomar o produto escalar com o raio do vetor 

A.r = ArcosO = f(p x L) — mkr, (5.5) 

onde obtemos o seguinte resultado 

UFCri/RiRf,inTF!ni/Rpi 
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ArcosO = L 2 — mkr 

1 mk A , A \ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Curiosamente, encontramos as 6rbitas do problema de Kepler em termos do vetor de LRL, alem 

disso, a direcao de A se deve a paridade da funcao cosseno [54]. 

Figura 5.1 Representacao do vetor de Laplace-Runge-Lenz. 

Podemos observar no caso classico que a diregao constante de A, 6 a do eixo de simetria 

da orbita conforme indicado na Figura 5.1. 

Para o problema de Kepler, vimos que existe alem de L outra grandeza vetorial conser-

vada, A, o vetor de LRL que foi definido. As relagoes colchete de Poisson dos componentes de 

A com eles mesmos ou com os componentes de L podem ser obtidas de uma maneira direta. 

Como A claramente qualifica-se como um vetor do sistema, temos imediatamente as relagoes 

suporte 

[Ai,Lj] = eijkAk. (5.7) 

Os colchetes de Poisson dos componentes de A entre si nao podem ser obtidos tao 

simplesmente, mas, depois de uma boa manipulagao se verifica que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[ ^ 2 ]  = - ( P

2 - ^ ) L 3 - (5.8) 

A quantidade do lado direito entre parenteses sera reconhecido como 2mH, que tern o valor 

2mE conservada. Se nos, portanto, introduzirmos um novo vetor D constante definida como 
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em seguida, os componentes dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA D satisfazem a relacao colchete de Poisson 

[DX,D2] = L 3 . (5.10) 

Ciclicamente permutando os indices, o conjunto completo dos colchetes Poisson segue imedi-

atamente. Assim, os componentes de L e D juntos formam uma algebra de Lie para o problema 

de Kepler, com constantes estruturas obtidas a partir das identidades 

[LuLj] = eijkLk, (5.11) 

[Di,Lj] = eijkDk, (5.12) 

e 

[ A , ^ ] = ^ L f c . (5.13) 

Se fosse feito um exame das matrizes fundamentals para a rotacao, mostraramos que o grupo 

de simetria para o problema de Kepler Ligado deve ser identificado com o grupo de rotacao 

de quatro dimensoes reais adequadas, o chamado grupo especial ortogonal de dimensao 4, que 

normalmente e designado como 50(4 ) ou #(4) . 

Dai, o alto nfvel de simetria deve derivar do vetor LRL tal como aconteceu anterior-

mente. Como tal, comecamos por tentar procurar um analogo quantico para: 

- — T 
A — p x L — mk- (5.14) 

r 

ou, neste caso, vamos usar uma ligeira modificacao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ft = t lL _ t?  (5.15) 
77i r 

o que sugere uma forma quantica particular, tendo o cuidado de garantir a hermiticidade 

N = 
2m 

PxL-LxP —r 
r 

(5.16) 

usando chap6us para designar os operadores quanticos. 

O operador N comuta com o hamiltoniano. Assim, temos [N, H] = 0. Isto implica que 

ele deve agir como o gerador de alguma simetria. 

Para Goldstein [55] 
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{Li,Lj} = eijkLk. (5.17) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Mas esta estrutura esta apenas para geradores de rotacao em tres dimensoes espaciais. Ou seja, 

o grupo de transformacoes geradas por L , pode ser identificado como 50 (3 ) . 

A fim de descobrir a estrutura 50 (4 ) que estas implicam, considere olhando para as 

duas combinacSes lineares 

M=l-{L + D) N=l-{L-D). ( 5 . 1 8 ) 

Agora, temos as seguintes estruturas 

{Mi,Mj} = eijkMk 

{Ni,Nj} = eijkNk 

{NuMj} = 0. (5.19) 

Mas, deve ficar claro que a estrutura criada por L e D 6 a de 5 0 ( 3 ) x 50 (3 ) ou em outras 

palavras 50 (4 ) . Investigamos a estrutura definida pelo momento angular e o vetor LRL e 

vemos agora que devemos esperar uma grande quantidade de simetria no problema de Kepler, 

ou seja, 50 (4 ) . 

5.2 Operador de Johnson-Lippmann 

O andlogo do vetor LRL na equacao de Dirac e o operador Johnson-Lippmann (JL), 

A = y - i f ^ J (nu?)-l3Pl(H - mc2

P3), (5.20) 

desde que A e J anticomutem. 

O operador JL foi generalizado para dimensoes arbitrarias em trabalhos recentes e mostrou-

se que este operador pode ser usado para construir uma supercarga relativistica. N6s pensamos 

que, do ponto de vista pedagogico, e importante para mostrar explicitamente a maneira gener-

alizada do operador JL para o potencial coulombiano. 

No problema de Kepler relativistico, o vetor de Runge-Lenz deixa de ser uma constante 

de movimento. Como consequencia, as orbitas cl£ssicas se abrem e passam por uma precessao 
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conhecido como o avanco do perielio e na mecanica quantica, a degenerescencia e substancial-

mente reduzida. 

A remocao da simetria din&mica e, porem, nao completa. A equacao relativistica de 

Dirac preve, de fato, que a maioria dos niveis de energia do atomo de hidrogenio tern uma maior 

degenerescencia do que a simetriazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SU(2) que o problema requer. Esta maior degenerescencia, 

que esta ausente para outros campos centrais, implica que a energia 6 independente do sinal do 

numero quanticozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K associado com o operador de Dirac. A degeneracao pode ser explicada por 

meio de uma nova constante de movimento descoberto por Johnson e Lippmann, em 1950 [9]. 

Apos o advento da mecanica quantica supersimetrica, tornou-se evidente que os niveis 

consolidados de estado de energia do atomo de hidrogenio relativistico formam padr5es su-

persimetricos, indicando que a simetria do problema e SU{2) x S(2). No presente trabalho, 

introduzimos a supersimetria no mesmo nivel que a simetria SU(2), ou seja, como uma simetria 

do espago gerado por solugoes da equagao de Dirac. Dai, como no caso do vetor LRL o vetor 

de JL estabelece o aparecimento de uma simetria analoga a 5 0 ( 4 ) . 
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Constante de Movimento Adicional 

Nos obtemos uma resolugao completa do espectro, para o operador de Dirac general-

izado ha" uma constante adicional de movimento, analogo ao operador de Laplace-Runge-Lenz 

(LRL) no caso nao relativistico, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

MA = a • n{AiM + A2H) - iKPl(H - p3M), (6.1) 

isso fazendo A2 = 0. Observamos o operador de Johnson-Lippman [9] multiplicado por uma 

constante. 

O operador A e hermitiano. Ele comuta com H e J, mas anticomuta com K e P. Assim, 

podemos escrever 

A\E, j,m,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K >=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — a\E, j,m, — AC > . (6.2) 

Pela escolha apropriada de fases relativa do vetor definimos \E,j,m,tz > e \E,j,m, — K > 

podemos assegurar que a e real e positivo (ou zero). Sendo A hermitiano nos temos 

A\E,j,m, — K > = — a\E, j , r a , K > . (6.3) 

que mostra o conjunto de operadores {H, J 2 , J 3 , A} possuindo autovetores 

\EJ,m,,K > ±\E,j,m1-K > . 

E importante perceber que o operador A revela uma simetria dinamica porque existe a conexao 

com o vetor de LRL e a degenerescencia acidental. Esse operador mostra uma simetria oculta 

(acidental) que so e revelada quando se escreve o hamiltoniano em coordenadas parabolicas 

(caso nao relativistico). No caso relativistico o analogo e o operador de Johnson-Lippman. 

Para A2 como A^A n6s temos que 

M2A2 = (A\M + A2H)2 + K2(H2 - M 2 ) , (6.4) 
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que nos fornece a relacao entre o autovalor do operador JL e o autovalor de energia da equacao 

de Dirac, a saber, 

onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(Ma)2 = (AlM + A2E)2-kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2K2, 

k2 = M2- E2. 

(6.5) 

(6.6) 

Dessa forma, nos procuramos solugoes em que k > 0. Alem disso, tambem podemos reescrever 

(6.5) na seguinte forma: 

(Ma)2 = (AlE + A2M)2-k2\2, 

onde 

(6.7) 

AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — AC — A^ ~\~ A2. 

A seguir, assumimos que A e real e positive 

Portanto, os autovalores de energia E estao relacionados com a por 

(6.8) 

E , 
1 + 

MA2 

\ 2 + A\ 
1 + 

AiA2 

\ 2 + A\ 

(A, + A2)
2 - a* 

\ 2 + A\ 
(6.9) 

onde a nossa escolha do sinal na solugao da equagao para E implica que 0 < E < M. Alem 

disso, a menor energia corresponde ao autovalor a = 0, cujas expressoes para a componente 

radial superior e o autovalor de energia do estado fundamental sao encontrados pelas equagoes 

(4.34) e (4.35). 

Consideremos agora as fungoes de onda com K autovalores ^AC, que pode ser escrito 

em uma notagao simpliflcada como 

* ( « ) = 
iG+ j , 

r * (6.10) 

iG-

(6.11) 

onde 
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— + k - p zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
dr r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

$ + = 0. (6.12) 

A± = ±ACp3 + ^2Pl - «^lP2-

Dai a equacao (6.2) 6 dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AXM + A2E . \ _ M a _ 
k • p $ + = 

« I K 

(6.13) 

(6.14) 

As relacoes dadas pela equacao (6.5) significant que para a ^ 0 precisamos determinar $ 

apenas para um sinal de AC. Para o caso de a = 0 correspondente ao autovalor de energia E0 

temos consequencias extremamente diferentes. Neste caso, damos um indice 0 para G e F e 

obter 

AC(F 0 + M ) F 0 = (AiM + A2E0)G0 (6.15) 

K(E0 - M)G0 = -(AXM + A2E0)F0 

onde omitimos os indices I and j . As duas ultimas equacoes sao consistentes se 

(6.16) 

AC 2 (F 2 - M2) + (AiM + A2E0) = 0. 

Assim, a energia E 0 pode ser escrita como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* -± 
M 

_ i 

e facil verificar que 

En 2 - M 2 = -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A 2 4 - ^ /  V A 2 + ^ i 

y l i M + ^ F o 

AC 

AiA2 

\ 2 + Al 

AiE0 + J 4 2 M 

A 

Voltando as equagoes acopladas para Go e F 0 obtemos 

(6.17) 

(6.18) 

(6.19) 

d A^ + AiEo Xi' 
1 ) C J O = U 

dr AC r 

d A i M + A 2 F 0 A 2 ' , 
1 J -TO = U 

dr AC r 
(6.20) 

onde 
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{Al - A2){A1M + A2E0) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 * ( M + EO)K 

(Aj + A ^ M + Arfo) 
A 2 = ~ * + ( M - F 0 ) K • ( 6 ' 2 1 ) 

Usando a equacao (6.19) e facil verificar que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ L = \ 2 =  € ( « ) A. (6.22) 

Dai a recuperagao dos indices ^ e j , obtemos 

G M , = c r - ^ e ^ ^ r ( 6 2 3 ) 

onde c e constante e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Foej = « W - = ^ T - G o = e(K)^±^G0. (6.24) 
/ i l — / i 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A ~r AC 

As solugoes acima dao fungoes de onda normalizaveis somente para valores negativos de AC.  
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Conclusao 

Nosso trabalho, buscou desenvolver a aplicagao de uma constante adicional de movi-

mento para a obtencao dos autoestados e autofungoes de energia do estado fundamental, com 

base inicial na equagao de Dirac independente do tempo, utilizada na Mecanica Quantica (MQ) 

Relativistica. Neste contexto, estabelecemos a conexao entre a Supersimetria (SUSI) MQ e os 

operadores escada generalizados atraves da invariancia de forma, para assim, determinarmos o 

espectro de energia para um hamiltoniano de Dirac generalizado por um termo com o potencial 

vetorial CoulombianozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VC= — ™- e outro termo com o potencial escalar de Lorentz VS = — 

acoplado a massa. Alem disso, mostramos que o hamiltoniano generalizado comuta com o mo-

mento angular total e com o operador de Dirac K, mas, o operador de simetria correspondente 

deve anticomutar com o operador de Dirac K. 

Com isso, resolvemos o problema do potencial coulombiano generalizado adotado, ob-

tendo o espectro de energia e as autofungoes atrave's da SUSI, sob a condigao de invariancia 

de forma. Em seguida, para um maior entendimento da simetria dinamica do problema e a 

degenerescencia acidental, discutimos por comparagao as analogias entre o vetor de Laplace-

Runge-Lenz (LRL) e o vetor de Johnson-Lippmann (JL), em que mostramos o aparecimento de 

uma simetria 5 0 ( 4 ) para o primeiro e uma analoga para o ultimo, no caso relativistico. 

Concluindo, encontramos uma resolugao do espectro para o operador de Dirac gen-

eralizado e mostramos que ha uma constante adicional de movimento para o caso relativistico, 

an&logo ao operador de Laplace-Runge-Lenz no caso nao relativistico. Tamb6m mostramos que 

os autovalores de energia estao associados ao autovalorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a do operador de JL, onde a menor ener-

gia corresponde a situagao em que a = 0. Estamos estudando o caso em que a ^ O , procurando 

um sistema fisico compativel a situagao e mapeando os autovalores de energia correspondente, 

cujos resultados serao divulgados em trabalhos futuros. 
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