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Resumo

Este trabalho faz um estudo sobre o Teorema do Valor Médio e algumas de suas con-
sequéncias. Inicialmente foi feita uma contextualizacao histérica, trazendo a biografia de
Joseph Louis Lagrange e a historia da derivada. Conceitos fundamentais foram definidos
a fim de facilitarem na demonstracao do teorema. Por fim, apresentamos teoremas im-
portantes no Célculo Diferencial e Integral, como o Teorema de Rolle e de Cauchy, um

caso particular e uma generalizacao, respectivamente, do teorema do Valor Médio.

Palavras-chave: Lagrange, derivada, Rolle, Cauchy.



Abstract

This work is a study of the Mean Value Theorem and some of its consequences. Initially it
was made a historical contextualization, bringing the biography of Joseph Louis Lagrange
and the history of the derivative. Fundamental concepts were defined in order to facilitate
the theorem demonstration. Finally, presented important theorems in Differential and In-
tegral Calculus, as Rolle’s theorem and Cauchy, a particular case and a generalization,

respectively, of mean value theorem.

Keywords: Lagrange, derived, Rolle, Cauchy.
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Introducao

Este trabalho faz um estudo sobre um dos teoremas mais importantes do Calculo Dife-
rencial e Integral. Formulado por Joseph Louizz Lagrange (1736-1813), o Teorema do valor
Médio (TVM) ou Teorema de Lagrange ¢ utilizado na prova de muitos outros teoremas do
Calculo, além de ter vasto proveito em Analise Matemética, Geometria e Fisica. Vamos
mostrar também um dos casos particulares mais famosos do TVM, conhecido como Teo-
rema de Rolle, em homenagem a Michel Rolle (1652-1719) e apresentaremos ainda uma

generaliza¢ao do TVM conhecido como Teorema de Cauchy (1789-1857).

No primeiro capitulo abordaremos um pouco da histéria de Joseph Lagrange. Dis-
cutindo sobre suas conquistas na area da Matemaética, prémios ganhos e curiosidades
sobre o matematico. Faremos ainda, um estudo sobre a histéria da derivada. Seguindo
uma trajetoria evolutiva do calculo diferencial nos estudos feitos por alguns matemati-
cos filosofos do século XVII, como por exemplo, René Descartes, Evangelista Torricelli e

Pierre de Fermat.

No segundo capitulo trataremos de definir conceitos fundamentais importantes do Cal-
culo Diferencial. Tais conceitos nos servirao de base para entender a demonstracao do
Teorema do Valor Médio. Estudaremos conceitos de derivadas, taxa de variacao, inter-
pretagao geométrica e fisica da derivada, funcao continua, méximos, minimos e Teorema
de Fermat. Concluiremos este capitulo com o teorema de Weierstrass, teorema muito

relevante que usaremos na demonstracao do teorema do valor médio.

Por fim, iremos abordar o teorema do valor médio (TVM), fazendo sua interpretagao

geométrica e mostrando algumas de suas principais consequéncias, como por exemplo, a



SUMARIO

reciproca do fato de que a derivada de uma funcao constante é igual a zero. Falaremos
ainda sobre o teorema de Rolle, um caso particular do TVM, e ainda sobre o teorema de

Cauchy, uma generalizacao do teorema do valor médio.



Capitulo 1

Contexto Historico

1.1 Biografia - Joseph Louis Lagrange

Joseph Louis Lagrange é um dos maiores matematicos de todas as épocas. Nascido
em Turim (Italia), tem origem Francesa e viveu de 1736 a 1813. Durante este tempo,
fez descobertas fantésticas em diversas areas da matematica. Aos 17 anos tornou-se pro-
fessor de matematica na Rela Academia Militar de Turim. Dentre os principais tratados
destacamos o estudo sobre o Célculo de Variagoes iniciado primeiramente por Leonhard
Euler (1707-1783), que mas tarde viria a deixar de publicar suas proprias pesquisas na
area para Lagrange dar continuidade aos mesmos. Lagrange também fez estudos sobre a
propagacao do som. Estudos estes, que consideravam apenas as particulas que estao sobre
uma linha reta, diminuindo o enigma & mesma equacao diferencial parcial representada

pelo movimento das ondas vibrantes.

Com 26 anos de idade Lagrange alcangou o auge do sucesso na Europa, por seus in-
criveis desempenhos na matemética. Em 1764 ganhou o prémio Teoria da Libracao da
Lua da Academia Francesa. Prémio ganho pela explicagao do por que a Lua sempre volta
com a mesma face para a Terra. No ano de 1766, indicado por D’ Alembert e pelo préprio

Euler para ocupar seu lugar na Academia de Berlim, Lagrange chegou 4 Alemanha.

Em Berlim, Lagrange passou 20 anos de sua vida. Casou-se, mas sua mulher veio a

falecer nao muito tempo depois, tornando um casamento curto. Dedicou-se também este



1.1 Biografia - Joseph Louis Lagrange

tempo na escrita de livros como: Mécanique Analytique (Mecéanica Analitica) e Réfle-
zions sur la résolution algébrique des équations (Reflexdes sobre a Resolugao de Equagoes
Algébricas). Neste tltimo foi feito um estudo sobre as equagoes algébricas, onde foi es-
tabelecido Teorema de Lagrange, em que a ordem de um subgrupo de um grupo finito é
um divisor da ordem do grupo. Sua demonstracao sé veio a publico 30 anos mais tarde

pelo Italiano Pietro Abbsti (1768-1842).

Passado esses 20 anos na Alemanha, Lagrange partiu para Paris (Franga), convidado
por Luiz XVI. Por 14 sofreu de melancolia *, doenga que aturou por dois anos. Curiosa-
mente, a agitacao da Revolucao Francesa o curou dessa ameagadora doenga. Nos anos
seguintes, conseguiu voltar & rotina de sempre, ativo nas pesquisas e vitorioso nas opor-
tunidades que conseguiam. Tornando-se professor nas Instituicoes de Ecole Normale em

1795 e em Ecole Polytechnique em 1797, ambas em Paris.

Figura 1.1: Joseph louis Lagrange (1736-1813).
(Fonte: Google Imagens)

Lagrange morreu aos 77 anos em Paris. Seus estudos em equagoes diferenciais, teoria
dos niimeros, séries Infinitas, probabilidade e dentre tantos outros estudos, deixou-nos com

grandes resultados na Matematica. Contam que certa vez ele afirmou: “o matematico s6

*Disturbio mental caracterizado por depressao em grau variavel, sensagao de incapacidade, perda de

interesse pela vida.
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1.2 Historia da Derivada

podera dizer que dominou um assunto quando puder explica-lo ao primeiro homem que

encontrar na rua’.

1.2 Histoéria da Derivada

Para abordarmos nosso estudo sobre a historia da derivada, vamos seguir a trajetoria
evolutiva do calculo diferencial nos estudos feitos por alguns matemaéticos filésofos do

século XVII.

O matematico Francés René Descartes (1596 - 1650) deixou um resultado de extrema
importancia para o conceito de derivadas. Em seu trabalho publicado em 1637, fez um
estudo sobre classificagao de curvas e aborda um método interessante de construir tan-

gentes as curvas.

De modo geral, este método pronuncia que (Figura 1.2): Seja f(x,y) = 0 (essa fungao
pode ser construida a partir de y = f(z) e dai f(z,y) = f(2) —y = 0) a equagao da curva
dada e (x1,y1) as coordenadas do ponto P da curva pelo qual se deseja tragar a tangente.
Seja Q um ponto do eixo = de coordenadas (z2,0). Entao a equagao da circunferéncia de

centro () pelo ponto P é

(x —22)* + 9 = (z1 — 22)* + y1.

O objetivo do método de Descartes é encontrar essa circunferéncia de modo que ela
seja tangente & curva no ponto P, observe a figura 1.2. O raio da circunferéncia seria
normal a reta tangente em P e, assim, seria possivel tragar essa tangente.

Outro grande fisico e matemaético que contribuiu bastante para o estudo das derivadas
foi Evangelista Torricelli (1608-1647). Ele utilizou o método de composigao de movimen-
tos, para calcular a tangente a cicléide num ponto genérico da curva. O método consiste
em uma curva como sendo gerada por um ponto cujo movimento se compoe de dois
movimentos conhecidos. Entao a resultante dos vetores velocidade dos dois movimentos
conhecidos fornece a reta tangente a curva (figura 1.3).

Pierre de Fermat (1601-1665) também deixou suas contribui¢ées no célculo diferencial.

11



1.2 Historia da Derivada

Figura 1.2: Método de René Descartes.

A B

Figura 1.3: Método de René Descartes.
(Fonte: Google Imagens)

Em seu método para achar maximos e minimos, ele comparou o valor de y = f(z) num
ponto com o valor f(z 4+ E) num ponto vizinho. Para encontrar os pontos de méaximos e
minimos, Fermat igualou os valores f(x) e f(z + E), percebendo que, embora nao sejam
precisamente iguais, sao quase os mesmos valores. Em seguida Fermat dividia tudo por
E depois fazia £ = 0. Assim, Os resultados obtidos eram as abscissas dos pontos de

méximo e minimo da fungao f(x).

O método usado por Fermat para encontrar pontos de méximos e minimos é equiva-

12



1.2 Historia da Derivada

lente a hoje a diferenciacao, dada pela féormula abaixo:

. flz+E) - f(z)
Hmy E ‘

Nessa época ainda nao existia o conceito de limite, porém o método de Fermart se
assemelha bastante ao usado hoje nos livros de calculo. Algumas diferengas sao notadas,
como por exemplo, o uso do simbolo h ao invés do E, e nao se faz E tender a zero, mas

sim igual a zero no método de Fermat.

Outro trabalho apresentado por Fermat foi o método para encontrar tangentes a uma
curva. O método, segundo Fermat, é semelhante ao apresentado anteriormente, para
encontrar maximos e minimos. A técnica consiste em encontrar no ponto (a, f(a)) a
tangente a curva y = f(x). Sendo e muito pequeno, o ponto (a + e, f(a + ¢€)), pode ser

considerando ainda sobre a curva dada (Observe a Imagem 1.4 ).

% = (%)

A

d a ate

Figura 1.4: Método de Pierre de Fermat.

Deste modo, considerando T" o ponto de interse¢ao da curva com o eixo x e a distancia
entre os ponto T e (a, 0) de d, usando semelhancga de tridngulos, podemos chegar a seguinte

condicao:

fla) _fla+e)

d d+e

Fazendo pequenos ajustes a formula acima, em seguida, dividindo por e o resultado en-

contrado, e por fim fazendo e = 0. Apods todos estes procedimentos, o novo algoritmo

f(a)

encontrado permite calcular o valor de d. A equagao m = =5~ apresentada no método de

Fermat é equivalente ao que hoje conhecemos como f'(a).

13



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais

Neste capitulo estudaremos conceitos importantes do Calculo Diferencial e Integral.
Definicao de derivada, Interpretagao Geométrica e Fisica da derivada, Maximos, Mi-
nimos e Teorema de Fermat sao alguns dos conceitos que aprenderemos a seguir. Tais

consideragoes serao de extremo valor para os proximos capitulos.

2.1 Derivada

Definicao 1 Seja f : I — R uma funcao definida num intervalo aberto I C R e xy € 1.
O limite

o @) = flw)

z—z0 T — X
quando eziste e € finito, denomina-se derivada de f em xq e indica-se por f'(xy). Se f
admite derivada em g, entao diremos que f € derivdvel ou diferencidvel em xqy. Diremos
que f € uma funcao derivdvel ou diferencidvel se f for derivdvel em cada ponto de seu

dominio.

Exemplo 2.1 Seja f(z) = k uma fun¢do constante. Mostraremos que f'(z) = 0 para

todo x.

Solucao: De fato, pela definicao de derivada sabemos que

o o @R — ()
f'(z) = lim Y :

h—0

14



2.1 Derivada

Como f(x) =k para todo x, resulta f(x + h) = k para todo z e todo h, assim

k—k
, pr— 1 | —_— 1 | p—
f (:U) o ilzl—>() h llzl—>00 0.

Observagao 1 Segue das propriedades dos limites que

lim f@) = fxo) _ lim f(@o+h) — f(xo)
r—xQ T — X h—0 h '
Assim,
o) = Jim L= 0)
ou

Notacoes de Derivadas

Uma das notagoes de derivadas mais antiga, porém ainda utilizada em livros técnicos,
foi a notacao $, usada por Isaac Newton *. Outro grande estudioso, Gottfried Leibniz T,

usou o limite de %, para o valor numérico da derivada.

Com o passar dos anos foram surgindo outras maneiras de representar a derivada de

uma funcdo y = f(z). Dentre as notag¢oes mais comuns estao:

dy df

f/(ZL‘),D(f)<LL'),Dxf(ZL‘), %7 %’y :

2.1.1 Derivadas Laterais

Definigao 2 (Derivadas Laterais): Seja f uma fun¢ao definida no intervalo (a,b) e xg

€ (a,b).

1. A derivada a direita de f em x , denotada por f' (xo), € definida por f' (x) =
lim f(zo +h) — f(xo) — lim f(z) = f(=o)

, caso este limite exista.
h—0+ h aoag T — To

*Periodo em que viveu: 4 de janeiro de 1643 até 31 de marco de 1727. Pais de origem: Inglaterra.
tPerfodo em que viveu: 1° de julho de 1646 até 14 de novembro de 1716. Pais de origem: Alemanha.

15



2.1 Derivada

2. A derivada a esquerda de f em xy, denotada por f' (xy), € definida por f' (xg) =
lim f(@o +h) = f(xo) — lim f(z) = f(@o)

, caso este limite exista.
h—0~ h w—zg T — X

Teorema 1 Uma fungao [ € derivdvel em um ponto xy se, e somente se, as deriwadas

laterais existem e sao iquais.

Observacao 2 Segue do Teorema 1 que se f (xo) # f'(x0) entao f'(xg) nao existird.
Teorema 2 Se uma func¢ao [ for derivavel em xq, entao f serd continua em xy.

- o e o fla) = f(@o)
Demonstragao. Temos como hipétese inicial que f é derivavel em zg, assim lim —————=
T—xQ Tr — 1'0
existe e é igual a f’(zg). Logo, precisamos provar que f é continua em =z, isto é,

lim f(z) = f(xo). Temos que,

Tr—xT0

com x # xy. Logo

i [(0)  fGau)] = tim | HEZLE0N iy o) = ) 0 =0

T—rxT0 T—T0 xr — ,Z'O T—T0

ou seja,

lim [f () — f(z0)] = 0

Tr—xQ

e, portanto

lim f(x) = f(z0)

T—rT0

) T se x<1
Exemplo 2.2 Seja f(x) =
1 se z>1

a) f € continua em 17

b) f € diferencidvel em 17

16



2.1 Derivada

Solugao:

a) im f(x)= lim f(x)=1= f(1), logo, f é continua em 1.

z—1t z—1-

b) Veremos agora se f € derivivel em 1. Temos

x?—1 1
fa)—f) ) S s w
z—1 0 se =z>1
Assim,
LS )
z—1+ r—1
e
— f(1
im L =S ey 2o
r—1— xr — 1 rx—1-

Logo, f'.(1) # f.(1) e portanto f'(1) nao existe, ou seja, f ndao € derivdvel em 1.

Observacao 3 O exemplo 2.2 mostra que a reciproca do Teorema 2 nao € verdadeira.

2.1.2 Interpretacao Geométrica da Derivada

Considere y = f(x) uma curva definida no intervalo (a,b), Figura 2.1. Sejam P(zo, yo)

e Q(x1,y1) dois pontos distintos da curva que representa o grafico de y = f(z). Seja s a

[ S ———

@
=]
o

Figura 2.1: Interpretagao Geométrica da Derivada.

reta secante que passa pelos pontos P e (). Considerando o tridngulo retangulo PMQ),

temos que a inclina¢ao da reta s (ou coeficiente angular de s) denotado por my é

17



2.1 Derivada

Yi=% _ LY
r1 — X AT

mg = tga =

Suponhamos agora que, mantendo P fixo, () se mova sobre a curva em direcao a P.
Diante disto, a inclinagao da reta secante s variara.

A medida que Q vai se aproximando cada vez mais de P, a inclinacdo da secante varia
cada vez menos, tendendo para um valor limite constante. Esse valor limite, é chamado
coeficiente angular m; da reta tangente a curva no ponto P, ou também coeficiente angular

da curva em P.

3 |

Figura 2.2: Variacao da inclinacao da Reta Secante.

(Fonte: Google Imagens)

Deste modo, o coeficiente angular m, tem um limite m; quanto () tende para P, que

¢é o coeficiente angular da reta tangente.

Indicando-se a abscissa do ponto @ por 1 = g + h (h = x; — xp), entdo se Q — P

temos que h — 0, o que é equivalente a 1 — xg. Assim
f(z1) = f(@o)

IRT . flwo+h)— f(ze) .
my = lim mpg = lim = lim ————=,
Tr1—T0 h—0 h Tr1—T0 1‘1 —_ ,CL‘O

Se este limite existe, é o coeficiente angular da reta tangente. Logo, m; = f’(x), ou seja,
a derivada de uma funcao em um ponto fornece o coeficiente angular da reta tangente ao

grafico desta funcgao, neste ponto.

2.1.3 A Derivada como Taxa de Variagao

A derivada pode ser interpretada como a taxa de variacao instantanea de uma funcao.

Seja y = f(z) uma fungao definida no intervalo aberto I e zg,z; € I. Se = variar de

18



2.1 Derivada

To até 1, representamos essa variagao por Ar = xr; — xg e a variacao de y é dada por
Ay = f(x1) — f(zo). O quociente
Ay @) — fla)

Ax 1 — Xo

é dito Taxa de Variacao Média de y em relagao a x.

A taxa de variagdo de y em relagao a x num instante x = zy é chamada Taxa de

Variacao Instantanea e dada por
i @0+ Az) = flzo) _ . fla1) = f(zo)

Az—0 Ax T1—T0 1 — X

= ['(20)

se o limite existir. Portanto, a taxa de variagao instantanea de uma fungao em um ponto

é dada pela sua derivada neste ponto.

A interpretacao da derivada como uma taxa de variacao tem aplicagoes praticas nas
mais diversas ciéncias. Por exemplo, sabemos da fisica que a velocidade é a variagao do

espago percorrido num determinado intervalo de tempo.

Suponhamos que uma particula se desloca sobre o eixo x com funcao de posigao
x = s(t). Isto significa dizer que a fungao s fornece a cada instante a posigao da particula

na reta.

A velocidade média da particula entre os instantes t e t + At é definida pelo quociente

_s(t+ At) —s(t)
vm - At 9

onde Az = s(t + At) — s(t) é o deslocamento da particula entre os instantes ¢ e ¢ + At.

Para determinar a velocidade da particula no instante ¢ devemos fazer At cada vez

menor (At — 0). Assim, a velocidade neste instante é dada por

Lembrando que a aceleragao é a variagao da velocidade num certo intervalo de tempo.
Por raciocinio andlogo ao anterior, segue que a aceleragao média no intervalo de tempo

de t até (t + At) é dada pelo quociente

19



2.1 Derivada

_Av u(t+ At) —o(t)

At At

Para obter a aceleracao da particula num instante ¢ tomemos sua aceleragao média

am

em intervalos de tempos At cada vez menor. Assim, obtemos

o v(t + At) —o(t) "

At—0 At
Isto é,
a(t) =2'(t) = s"(¢)
Proposicao 1 (Regra da Cadeia) Se y = g(u), u = f(x) e as derivadas g—z e & existem,

entio a fungao composta y = g[f(x)] tem derivada que é dada por

@_dy du

o= g ou y(@) =g fla).

Exemplo 2.3 Um ponto se move ao longo do grifico de y = x*> + 1 de tal modo que sua
abscissa x varia com uma velocidade constante de 3cm/s. Vamos encontrar a velocidade

da ordenada y quando x = 4.

Solugao: Fag¢amos, por um momento, x = g(t), e seja to o instante em que x = 4, isto

é, g(tg) = 4. O que se quer entio é a velocidade da abscissa y no instante ty, ou seja, %
quando t = ty.

Como y = x® + 1, pela regra da cadeia, temos

dy _ dydr _, dz
At dedt Car

Como
dx
-2 _3
dt ’
obtemos
dy
— = 6.
it "
Dai como x = 4 para t = tgy, resulta
d
d—gi = 24cem/s.

t=to
Deste modo, para © = 4, a velocidade da ordenada y serd 24(cm/s).

20



2.2 Maximos e Minimos

2.2 Maximos e Minimos

O maior e o menor valor que uma fun¢ao assume em seu dominio, sao respectivamente,
os valores maximo e minimo absolutos de uma funcao. No entanto, sao também impor-

tantes os valores maximo e minimo em uma vizinhanga de um ponto.

Definigao 3 Uma fungio f : D C R — R tem méaximo absoluto em ¢ se f(x) < f(c)

para todo x € D. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor mdzximo de f em D.

Definigao 4 Uma fungio f : D C R — R tem minimo absoluto em ¢ se f(x) > f(c)

para todo x € D. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor minimo de f em D.

Observe a Figura 2.3 e perceba os valores extremos da funcao.

f(p1) valor maximo de fem A
f(p2) valor minimo de f em A

Figura 2.3: Valores extremos de f.

Observacao 4 Os valores de mdximo e minimo absolutos de uma funcao sao chamados

valores extremos da funcao.

Definigao 5 Uma fungio f: D C R — R tem mdximo local (ou mdzimo relativo) em
um ponto ¢ de seu dominio, se existe um intervalo aberto I, tal que c € I e f(x) < f(c)

para todo x € I N D. Neste caso, dizemos que f(c) é valor mdximo local de f.

Definigao 6 Uma funcao f: D C R — R tem minimo local (ou minimo relativo) em
um ponto ¢ de seu dominio, se existe um intervalo aberto I, tal que ¢ € I e f(x) > f(c)

para todo x € I N D. Neste caso, dizemos que f(c) € valor minimo local de f.
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2.3 Teorema de Fermat

Observacao 5 Pontos de mdzimo e minimo locais sao chamados extremos locais (ou

extremos relativos).

Note na figura abaixo os extremos relativos de f.

p1, p3 e p5 sdo pontos de maximo local; f(p5) é o valor de maximo global de f

p2, p4 e p6 sdo pontos de minimo local; f(p2) é o valor de minimo global de f

Figura 2.4: Extremos relativos de f.

2.3 Teorema de Fermat

Utilizaremos o préoximo resultado na demonstracao do Teorema de Fermat, o qual nos

permite encontrar possiveis pontos de maximo e minimo locais de uma funcao.

Proposicao 2 (Conservagao do sinal do limite) Sejam f,g : I — R, xg € I. Tais que

lim f(z) =L e lim g(x) = M. Se f(x) < g(x) para todo x € I — {xy}, entao L < M.
T—T0

T—rT0

Demonstracao. Supondo que L > M, pela propriedade do limite da diferenca, temos:

lim (g(x) — f(x)) = M — L.

T—T0
Logo, para qualquer € > 0, existe 6 > 0 tal que |(g(z) — f(z)) — (M — L)| < & sempre
que z € I, 0 < |z — 20| < . Como por hipotese L — M > 0, tomemos ¢ = L — M em

particular e teremos um nimero § > 0, tal que

((g(z) = f(z)) = (M = L)| <L - M
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2.3 Teorema de Fermat

sempre que * € [ e 0 < |z — x¢| < §. Usando o fato de que: a < |a| para qualquer a,

temos

(9(z) = f(2)) = (M - L)< L-M

o que pode ser simplificado para g(z) < f(z). Mas isto contradiz f(z) < g(x). Logo, a
desigualdade L > M s6 pode ser falsa. Portanto, L < M. [

Teorema 3 (Fermat) Seja f uma fungao definida em (a,b). Se f tem mdximo ou minimo

local em ¢ € (a,b) e f € derivdvel em c entao f'(c) = 0.

Demonstracgao. Suponha que f tenha um méximo local em c. Por hipotese, f é derivavel
em c, entao

- f@) =€) _ o @ =10 _
T—c~ r—cC z—ct r—cC T—c r—C

Como ¢ é um ponto de maximo local, pela definicao 5, existe um intervalo aberto I tal

que ¢ € I e f(z) < f(c) para todo € I N (a,b). Portanto, f(z) — f(c) < 0, para todo

z € lN(a,b).

Se r < ¢, entdao x — ¢ < 0, e portanto, f(miff(c) > 0 para todo z € I N (a,b). Pela

—C

Proposigao 2, ficamos com

flz) =19 0. (2.1)

lim
r—c™ xr —C

Por outro lado, se x > centao x—c > 0 e, portanto @)= < para todo x € IN(a,b),

xr—c

novamente pela Proposicao 2,

fl@) =1 (2.2)

lim
z—ct r—=cC

Comparando as desigualdades (2.1) (2.2) e levando em conta que sdo 0 mesmo nimero,

resulta

isto ¢, f'(c) = 0. |
Observagao 6 A prova do caso em que f tem minimo local em c, € totalmente andloga.
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2.3 Teorema de Fermat

Interpretacao Geométrica

O Teorema de Fermat garante que se f tem um extremo local num ponto ¢ do seu
dominio e f ¢é derivavel neste ponto, a reta tangente ao grafico de f no ponto c é paralela

ao eixo dos x.

=Y

Figura 2.5: Reta tangente ao grafico de f no ponto ¢ é paralela ao eixo x.

Observemos que a reciproca do Teorema de Fermat nao é verdadeira, isto é, existem
fungoes f derivaveis num ponto ¢ do seu dominio, f'(¢) = 0 e ¢ nao é um extremo local
de f. E o caso, por exemplo, da funcio f(z) = (x — 1)3. Sua derivada é f'(z) = 3(x — 1)?

e f'(1) = 0, mas 1 nao é extremo local de f. Observe a figura (2.6) abaixo.

Figura 2.6: A reciproca do Teorema de Fermat ¢é falsa.

24



2.3 Teorema de Fermat

Note ainda que o Teorema de Fermat nao exclui a possibilidade de ¢ ser um extremo
local sem que se tenha f’(c) = 0. Isto pode ocorrer se f nao é derivavel em c. Por exemplo,

note na figura 2.7 que, 0 é ponto de minimo da func¢ao f(z) = |z| e que nao existe f’(0).

Yy = |z|

Figura 2.7: Funcao Modular.
Defini¢ao 7 (Ponto Critico) Um ponto critico da fun¢io f é um ponto ¢ do dominio
de f em que f'(c) = 0.

Assim, a busca pelos maximos e minimos locais de f deve se dar pela busca dos pontos

criticos de f.

Teorema 4 (Weierstrass) Se uma fungao f for continua em [a,b], entao existirao xy, s

em [a,b] tais que f(x1) < f(x) < f(x2) para todo = em [a,b).

Observacao 7 Note que os pontos x1 e x9 sao, respectivamente, os pontos de mdximo e

minimo globais de f.

Nao demonstraremos o teorema de Weirstrass neste trabalho. Porém, a titulo de curiosi-

dade do leitor, a demonstracao pode ser encontrada no livro do Elon em |[§].
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Capitulo 3

Teorema do Valor Médio

Neste capitulo apresentaremos o principal resultado deste trabalho, o Teorema do
Valor Médio, também conhecido como Teorema de Lagrange, a partir do qual obtemos
varios resultados que nos permite analisar aspectos do comportamento de uma funcgao
através do estudo de sua derivada. Apresentaremos ainda o Teorema de Rolle, um caso
particular do Teorema do Valor Médio, e sua generalizagao conhecido como Teorema de

Cauchy.

3.1 Teorema de Lagrange

Inicialmente, suponha que a velocidade média em uma viagem de carro de uma cidade
a outra ¢ de 80km/h, entdao o Teorema do Valor Médio garante que em algum momento da
viagem o velocimetro do carro deve ter marcado 80km/h. Esta situagao pode ser descrita
da seguinte forma. Seja f(t) a posigao do carro, em cada instante de tempo t. Se a viagem

comega em t = a (horas) e termina em ¢ = b (horas), a velocidade média é dada por

)~ @)

U, =
b—a
A afirmacao que, em algum momento da viagem a velocidade instantanea deve ser

igual a velocidade média, significa que para algum instante de tempo c entre a e b tem-se

_ f(b) = f(a)

—
b—a

= v(c) = f(c).
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3.1 Teorema de Lagrange

O teorema do valor médio estabelece as condigoes minimas que uma fungao f deve satis-

fazer para que a igualdade acima seja verdadeira.

Como motivagao para nosso estudo, consideremos a seguinte aplicacao do Teorema do

Valor Médio.

Exemplo 3.1 Dois carros em uma corrida largam na mesma posi¢ao ao mesmo tempo e
terminam empatados. O Teorema do Valor Médio permite concluir que em algum instante

eles tiveram exatamente a mesma velocidade.

Figura 3.1: Aplicagao do TVM.

(Fonte: Google Imagens)

Voltaremos a este exemplo apds formalizarmos o Teorema do Valor Médio.

Teorema 5 (Teorema do Valor Médio de Lagrange) Seja f : |a,b] — R uma fun¢do

continua. Se f € derivdvel em (a,b), entao, existe ¢ € (a,b) tal que

(3.1)

ou

f(b) = fla) = f'(c)(b — a).

Geometricamente, o teorema do valor médio estabelece que se a fun¢ao y = f(x) é continua
em [a,b] e derivavel em (a,b), entdo existe pelo menos um ponto ¢ entre a e b onde a
tangente a curva é paralela a reta secante que une os pontos P(a, f(a)) e Q(b, f()).

A figura 3.2 sugere que o Teorema do Valor Médio sera véalido em um ponto ¢, no
qual a distancia entre o grafico de f e a reta secante for méaxima. Assim, consideremos a

funcao g que determina a distancia entre f e a fungao cujo gréafico é a secante que une os
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3.1 Teorema de Lagrange

ftb)

fla)

0 a c b 5

f(a) " f(l;)_'({(a) (x-a]
Figura 3.2: Teorema do Valor Médio.

ponto P(a, f(a)) e Q(b, f(b)).

Demonstracao. Como a equacao da reta secante que passa por P e () é dada por

v— 1= L8Ny
ou de forma equivalente
f(0) — f(a)

y:f(a)—l—ﬁ(x—a).
A fungao g definida em [a, b] que determina a distancia entre o grafico de f e a reta

secante é dada por

o) = f2) — f(a) - PO T )

Como f é continua em [a, b] e derivavel em (a, b), entdo g também é. Além disso,

Para terminar a demonstracao basta mostrar que existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0.
Observamos inicialmente que g(a) = g(b) = 0. Se g for constante, entdo nao ha mais

nada a ser demonstrado. Suponhamos que g nao seja constante.
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3.1 Teorema de Lagrange

Pelo Teorema 4 (Weierstrass), g tem extremos globais em [a,b]. Como g nao é constante,
um destes extremos, denotado ¢, é tal que g(c) # g(a) = g(b) e portanto ¢ € (a,b). Do

Teorema 3 (Fermat) segue que ¢'(c) = 0. u

Observacao 8 A igualdade 3.1, no Teorema do valor Médio, nao vale sempre, pois se
considerarmos um caminho f : I — R?, pode acontecer de nao termos a igualdade, e sim,

uma desigualdade. Para mais detalhes o leitor pode ver o livro do Elon [9, pdagina 36].

Observagao 9 Se uma das hipdteses do teorema do valor médio nao for satisfeita, entao
nao se pode garantir que a conclusao do Teorema seja vdlida, como veremos no exemplo

a Sequir.

Exemplo 3.2 Seja a funcio f: [—1,1] — R, definida por f(x) = V2.

Observe que a fungdo é continua no intervalo [—1,1], pois toda funcao algébrica é
continua em seu dominio. A reta que passa pelos pontos (—1, f(—1)) e (1, f(1)) € paralela
ao eizo das abscissas, porém o grifico de f nao possui reta tangente paralela ao eixo Ox.
Note também que, f nao € diferencidvel no intervalo (—1, 1), pois observando a figura 3.3

abairo, notamos um ponto de bico na origem, que pertence ao intervalo.

0.5

Figura 3.3: f, ndo é derivavel em (—1,1).

O préximo exemplo mostra que a condi¢ao de continuidade nos extremos do intervalo

[a, b] também deve ser satisfeita.

1
Exemplo 3.3 Seja a funcao f:[0,1] — R, definida por f(x) = o se #0 e f(0)=0.

A fungao € derivdvel (portanto, continua) em (0,1), mas nao continua em x = 0.
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3.1 Teorema de Lagrange

Tomando A(0,0) e B(1,1) pontos do grdfico de f, nao hd c € (0,1) tal que f'(c) seja igual

a inclinagao da reta AB. Veja a figura 3.4

Figura 3.4: f nao é continua em 0.
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3.2 Teorema de Rolle.

Vamos agora voltar ao exemplo 3.1 do inicio do capitulo. Sejam sy(t) e s1(t) as fungoes
que descrevem as posi¢oes dos dois carros. Suponha que a corrida iniciou em t = 0 e
terminou em ¢ = 7. Assumindo as condigoes do Teorema do Valor Médio (continuidade em
[0, 7] e diferenciabilidade em (0,7")) para ambas as fungoes, a fungao s(t) = so(t) — s1(¢)
atende as mesmas condigoes e s(0) = s¢(0) — s1(0) = 0 (os carros largam juntos) e
s(T) = so(T) — s1(T) = 0 (os carros terminam empatados). Pelo Teorema do Valor

Médio, existe t* € (0,T") tal que

ey () =s(0) 0
s'(t7) = 0 —T- 0.
Como §'(t) = sy(t) — s1(t), entdo '(t*) = 0 implica s,(t*) = s, (t*), o que significa que

os dois carros, no instante ¢ = t*, tém a mesma velocidade.

3.2 Teorema de Rolle.

O proximo resultado é um caso particular do teorema do Valor Médio que ficou co-
nhecido como Teorema de Rolle, em homenagem a Michel Rolle (1652-1719), que o de-

monstrou em 1690.

Teorema 6 (Rolle) Seja f : [a,b] — R uma fungao continua, com f(a) = f(b). Se f €

derivdvel em (a,b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstragao. Como f é continua em [a,b] e derivavel em (a,b), pelo Teorema do Valor

Médio existe ¢ € (a,b) tal que

Sendo f(a) = f(b); segue que f’'(c) = 0. [ |

Observacgao 10 Os teoremas do Valor Médio e de Rolle sao resultados que garantem a
ezxisténcia do ponto ¢ sob certas condigcoes, mas nao garantem a unicidade deste c. Como

pode ser observado na figura 3.5.
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3.3 Consequéncias do Teorema do Valor Médio

A
[
| \
|
|
I/_H\\ | 1
| \q_,__/ I : 1 \
| | 1
| | | i
| | | 1 ! |
| o . 1
| | | | 1 |
| | | | 1 1 |
| | | | | H | |
| | | | |
| | | |
| | | | »
a c1 €2 b ; ‘
a c1 c2 b
VM Teorema de Rolle

Figura 3.5: Perceba que os Teoremas do Valor Médio e Rolle nao garantem a unicidade

do ponto c.
3.3 Consequéncias do Teorema do Valor Médio

Mais que um simples resultado que garante a existéncia de um certo ponto ¢, o TVM
é a base de varios resultados importantes que nos permitem obter informagoes sobre o
comportamento de uma func¢ao, sao essas consequéncias que lhe dao um lugar importante
no célculo tanto para fins tedricos quanto aplicados. Apresentaremos a seguir alguns mais
dessas consequéncias.

A proposicao 3 garante a reciproca do fato de que a derivada de uma fungao constante
é igual a zero, isto é, se uma funcao tem derivada nula em todos os pontos de um intervalo,

entao esta funcao é constante neste intervalo.

Proposicao 3 Seja f : [a,b] = R funcao continua em [a,b] e derivdvel em (a,b). Se

f'(z) =0 para todo = € (a,b), entao f é constante em [a, b].

Demonstragao. Sejam zg, x; € [a,b], com xy < z;. Entdo f é continua em [z, z;] e

derivavel em (xg,z1). Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (zg,z1) tal que

f/(C) _ f(xl) B f(xo)

r1 — Zo

Mas f'(¢) = 0, pois ¢ € (a,b), logo f(z1) — f(xg) = 0= f(z1) = f(xg), ou seja, a fungao
tem o mesmo valor para quaisquer pontos xg, z1 € [a, b]. Portanto, f é constante em [a, b].
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3.3 Consequéncias do Teorema do Valor Médio

Observagao 11 A func¢io f(x) = %, definida para todo x € R — {0}, ndo € constante,
embora cumpra f'(x) = 0 para todo x € R — {0}. O motivo € que o dominio de f nao é

um intervalo.

A proxima consequéncia do Teorema do Valor Médio, garante que se duas fungoes tiverem
derivadas iguais em todo o ponto do interior de seu dominio, entao elas diferem por uma

constante.

Proposigao 4 Sejam f,g : [a,b] — R duas fungées continuas, deriviveis em (a,b). Se
f'(x) = ¢'(x) para todo x € (a,b) entao eziste k € R tal que f(x) = g(x) + k para todo

x € [a,b].

Demonstracao. Seja h(z) = f(z) — g(z). Entdo h é continua em [a, b] e derivavel em
(a,b), pois f e g sdo. E

h(x) = f'(x) = ¢'(x) =0,
para todo = € (a,b). Pela Proposicao 3, h deve ser constante em [a, b, isto é, existe k € R
tal que h(z) = k, o que implica f(z) = g(x) + k, para todo x € [a, b]. u
Mostraremos a seguir a interpretacao geométrica da Proposicao 4.

Interpretacao Geométrica

Observando a figura 3.6, note que as fungoes f e g diferem por uma constante. Assim,
o grafico de f pode ser obtida a partir do grafico de g, ou vice e versa, por uma translacao
vertical. Além disso, como estas fungoes tém derivada igual em cada ponto x € (a,b), seus

graficos tém retas tangentes paralelas nos correspondentes pontos (z, f(z)) e (z, g(z)).

w

I

Figura 3.6: Fungoes com derivadas iguais.

(Fonte: Google Imagens)
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3.3 Consequéncias do Teorema do Valor Médio

Observagao 12 Sejam f, g : [a,b] — R fungoes que satisfazem as hipdteses da preposicao
4. Se f(xo) = g(xo) para algum o € [a,b], entdo f(x) = g(x) para todo x € [a,b]. De fato

pela proposicao 4, existe k € R tal que

flz) = g(x) + k,Vx € [a,b)].

Em particular, f(zo) = g(zo) + k, para algum zy € [a,b]. Logo, & = 0 e portanto,
f(z) = g(x) para todo z € [a, b].

Exemplo 3.4 Seja f : [a,b] — R uma funcao tal que f'(z) =k, com k € R. Prove que f

€ uma reta.

Solugao: Seja g(x) = kx + b, entdo ¢'(x) = k. Logo, f e g satisfazem as hipdteses da
proposicao 4 e portanto, estas fungoes diferem por uma constante, isto €, existe ¢ € R tal

que f(z) = g(z) + ¢,V € [a,b]. Assim,

f(x)=kzx+b+c=kx+dVz € |a,b].

onde d = b+ c. Portanto, f € uma reta.
A seguir, utilizaremos a proposicao 4 para mostrar um importante resultado da fisica.

Exemplo 3.5 Mostre que a posicao e velocidade de um objeto em movimento uniforme-

mente acelerado sao dadas pelas equacoes:
v =1+ at

1 2
s:so+v0t+§at,

em que a € a acelera¢do, v a velocidade, s a posicao, vy e Sy, sao respectivamente, a

velocidade e posicao em t = 0.

Um movimento uniformemente acelerado é aquele em que a aceleragao a é constante.
Assim, v/(t) = a. Mas a fungdo f(x) = at tem a mesma derivada que v, logo difere de v

por uma constante, v(t) = at + k. Como vy = v(0) = a -0+ k = k, resulta

v =0(t) = at + vo.
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3.4 Teorema de Cauchy

Agora, note que s'(t) = v(t) = at + vg. Mas, comparando com a fungao g(t) =
vot + %at2, vemos que ¢'(t) = vy + at = §'(t), ou seja, tém a mesma derivada. Portanto
s(t) = g(t) + k, para alguma constante k. Assim, para ¢ = 0, obtemos sg = s(0) =

vo - 0+ % ~a-0%+k, ou seja, sg = k e, portanto,

1
s = s(t) = vot + 5@752 + So.

3.4 Teorema de Cauchy

O Teorema a seguir ¢ um caso mais geral do Teorema do Valor Médio, conhecido como

Teorema de Cauchy.

Teorema 7 (Cauchy) Se f,g : [a,b] — R sao fungées continuas, derivdveis em (a,b) e

g'(z) # 0 para todo x € (a,b), entdo g(a) # g(b) e eziste ¢ € (a,b) tal que

Demonstragao. Observamos inicialmente que g(a) # g(b), pois senao, pelo Teorema de
Rolle, ¢’ se anularia em algum ponto de (a, b). Considere a funcao h, definida sobre [a, b],

dada por

Note que h é continua em [a, b, derivavel em (a,b) e h(a) = h(b). Logo, pelo Teorema de

Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0, ou seja

=
S

) — f(a)
9(b) — g(a)

Dai segue que,
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3.4 Teorema de Cauchy

Observagao 13 Se, no Teorema de Cauchy, tomarmos g(x) = x obtemos

f(b) — f(a)
b—a

que € a conclusao do Teorema do Valor Médio.

= f'(o).

Note que utilizamos na demostracao do Teorema de Cauchy o teorema de Rolle, que
por sua vez é um caso particular do Teorema do Valor Médio. Assim, as seguintes impli-
cagoes sao equivalentes:

Teorema do Valor Médio = Teorema de Rolle = Teorema de Cauchy = Teorema do
Valor Médio.

Interpretacao Geométrica

Esbogando no plano a curva (t) = (g(t), f(t)), t € [a,b], e a reta s definida pelos
pontos (g(a), f(a)) e (g(b), f(b)) vemos que existe uma reta T tangente a curva -, em
algum ponto v(c) = (g(c), f(c)), e paralela a reta S. Isto é, se my e mg sdo coeficientes

angulares de T" e S, temos

f(b) - f(a)
9(b) — g(a)

Observe que geometricamente o vetor tangente a curva v no ponto c é o vetor

mr =mg =

7o = Ml g (24200 FE2T)
_ (hm 9(t) = g(c) ) - f(c))
twc L —c twe t—c

= (4'(0), ['(0)).

Além disso, o coeficiente angular ms da reta T, paralela ao vetor 4/(c), é a tangente

do angulo 6 que o vetor forma com o eixo 0zx. Logo,

!
f'(c)
2
g'(c)
Como consequéncia do Teorema de Cauchy, apresentaremos a seguir uma das regras

mp = tanf =

0

de L’Hospital, a qual é util para calcular limites indeterminados, da forma, §, usando
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3.4 Teorema de Cauchy

(a(c). flc)) (g(a). fla)) \

Figura 3.7: Interpretacao geométrica do Teorema de Cauchy.

(Fonte: Google Imagens)

derivadas. A regra de L’Hospital é assim chamada em homenagem ao nobre francés, o
marqués de L’Hospital (1661 -1704), mas foi descorberta pelo mateméatico Sui¢co Jonh
Bernoulli (1667 - 1748).

Proposicao 5 (Regra de L’Hospital) Dadas as fungoes [ e g, derivdveis no intervalo
(a,b), se lim f(z)= lim g(x) =0, ¢'nao se anular em (a,b) e ainda existir lim f'(x)/q'(x),
z—at z—at z—at
entdo vai existir lim f(z)/g(z) e
Tr—a

lim (z) = lim I'(z)

z—at g(l’) - z—at g/(ili)

Demonstracao. Temos que lim+ f(x) =0, assim, podemos fazer f(a) = 0. De maneira
r—a

anéloga teremos também g(a) = 0. Logo, f e g sao fungdes continuas no intervalo [a,b).

Seja agora = € (a,b). Pelo Teorema de Cauchy aplicado as fungbes f e g sobre o

intervalo [a, x], encontraremos y € (a,x) tal que




3.4 Teorema de Cauchy

Aplicando o limite em ambos os membros ficamos

lim /(@)

A O h A ORI )
vat g(z)  a—at g(z) — gla)  a—at ¢'(y)

ou

lim @ = lim /')

z—at g(,’]j‘) z—at g/(y)

Perceba que y — a™ quando x — a™, assim temos

lim M = lim S'w)

z—at g(l’) z—at g/(iC)

Observacao 14 A prova do caso em que x — b~ , € bastante semelhante ao caso anterior

Observagao 15 Seja p € (a,b), para o caso especial no qual f(p) = g(p) =0 e ¢ (p) # 0,

como [ e g sdo continuas em p, pois sao derivdveis em (a,b). Obtemos

i 1) _ f'()
w=p g(z)  g'(p)
De fato,
lim M lim f(z) = /) = lim ﬂxg:i(p)
= g(z)  worg() —g(p)  wop Lo
i (%) = f(P)
_ oz ax—p _ [fp)
i 9 —9()  g'(p)
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Conclusao

Ao fim deste trabalho, notamos a importancia do Teorema do Valor Médio nas mais
diversas areas da matematica. Sendo utilizado na demonstracao de muitos outros teoremas
e aplicacoes no Calculo Diferencial. Na fisica também podemos notar tal importancia do
TVM. Analisando por exemplo, as func¢oes que descrevem as posicoes de dois carros que
saem e chegam ao mesmo tempo em uma corrida. A partir do Teorema, concluimos que
os carros tiveram a mesma velocidade em algum momento da corrida.

Deste modo, conclui-se a notavel importancia do Teorema do Valor Médio nas dife-
rentes aplicacoes da Matematica e Fisica, permitindo fazer uma relacao do aspecto global

do comportamento da funcao com um aspecto especifico.
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