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“Se consegui enzergar longe € porque procurei olhar acima dos om-

bros dos gigantes”

Isaac Newton



Resumo

Neste trabalho temos como objetivo apresentar uma aplicacao das Equagoes
Diferenciais Ordinarias a Lei do Resfriamento de Newton, o qual garante que a taxa
de variagao da temperatura de um corpo é proporcional a diferenca de temperaturas
entre o corpo e o ambiente. Para tanto, apresentaremos uma revisao de alguns con-
ceitos do calculo diferencial e integral necessarios para a compreenssao dos resultados
apresentados neste trabalho. Além disso, faremos uma introducao ao estudo das Equacoes
Diferenciais  Ordinéarias, que sao utilizadas na modelagem de muitos
problemas reais, tornando-se assim uma ferramenta importante que tem grande aplicacao
em diversas areas do conhecimento. Por fim, abordaremos a aplicabilidade das Equacoes
Diferenciais Ordinarias no processo de resfriamento de um corpo, utilizando para isto
a Lei do Resfriamento de Newton, cujo modelo matematico é uma Equagao Diferencial
Ordinaria de 1* ordem que ap0s resolvida permite determinar a temperatura aproximada

de um corpo em qualquer instante.

Palavras-chave: Derivada; Problema de Valor Inicial; Lei do Resfriamento de Newton.



Abstract

This work we have as objective to present an application of the Ordinary Differential
Equations to the Law of the Newton cooling, which ensures that the rate of the tempera-
ture of the body variation is proportional to the temperatures difference between the body
and environment. Hence, we present a review of some concepts of differential and integral
calculus necessary for the understanding of the results presented in this work. Moreover,
we will make an introduction to the study of Ordinary Differential Equations that are used
in the mode ling of many real problems thus becoming an important instrument that has
wide application in various fields of knowledge. Ultimately, we discuss the applicability of
Ordinary Differential Equation in the cooling process of the body, using for this the Law
of Newton Cooling, whose mathematical model is an equation differential ordinary of the
first order that after solved allows determine the approximate temperature of a body at

any time.

Keywords: Derivative; initial value problem; Law of Newton Cooling.
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Introducao

No presente trabalho faremos um estudo sobre as Equacoes Diferenciais Ordinéarias,
visto que trata-se de um tema muito importante com aplicacao em quase todas as areas
de conhecimento, tais como a Fisica, Quimica, Biologia e Economia. Toda equagao que
envolve derivadas de fungoes recebe o nome de equagoes diferenciais. Portanto, o estudo
dessas equacoes depende do estudo da derivada de uma funcao.

No capitulo 1 enfatizaremos algumas nogoes preliminares do célculo dife-
rencial e integral, os quais servirao de base para o estudo das Equagoes Diferenciais Ordi-
narias. Estudaremos os conceitos de derivada e primitivas de uma funcao. Concluiremos
este capitulo tratando sobre mudanca de variavel em integrais indefinidas.

O capitulo 2 aborda alguns conceitos bésicos das Equagoes Diferenciais Ordinéarias,
como a classificagao, a solucao, o problema de valor inicial e as equagoes separaveis. Esta
teoria ¢ base da aplicagdo que apresentaremos no préximo capitulo.

O capitulo 3 é dedicado inteiramente a aplicacao das Equagoes Diferenciais Ordinérias
de primeira ordem, no estudo da lei do resfriamento de Newton. Esta lei diz que um
corpo exposto a uma determinada temperatura tende a atingir equilibrio térmico com o
ambiente, ou seja, que a taxa de variacao da temperatura de um corpo em resfriamento

é proporcional & diferenca entre sua temperatura e a do meio ambiente que o cerca.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados relevantes do Calculo Diferencial e In-

tegral, os quais servirao de base para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Funcoes Derivaveis num Intervalo

Se a funcao f : I — R possui derivada em todos os pontos do intervalo I, podemos
considerar a fungao derivada f’': I — R, que associa a cada = € [ a derivada f'(z).

Enunciaremos a seguir um dos resultados mais importantes do céalculo diferencial, o
Teorema do Valor Médio, que associa os valores de uma func¢ao definida num intervalo 1

com os de sua derivada.

Teorema 1.1. (Teorema do Valor Médio, de Lagrange) Seja f : [a,b] — R continua. Se

f € derivdvel em (a,b), existe ¢ € (a,b), tal que

£(b) - fla)

fe) ==

Demonstragao. Ver [0]. |

Geometricamente, o teorema do valor médio garante a existéncia de um ponto de

abscissa ¢ tal que a reta tangente ao grifico de f neste ponto € paralela a reta secante que

passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f()).
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1.1 Fungoes Derivaveis num Intervalo

YA

f(b)
fle)

fla)

Figura 1.1: Interpretacao geométrica do TVM.

Os proximos resultados sao algumas consequéncias do Teorema do Valor Médio. A
proposicao seguinte garante que se uma funcao tem derivada nula em todos os pontos de

um intervalo, entao ela sera constante neste intervalo.

Proposigao 1.1. Se uma fun¢ao continua f : [a,b] — R possui derivada nula em todos
0s pontos x € (a,b) entdo f é constante.

Demonstragdo. Sejam xg,x1 € [a,b], com xq < x1. Entdo f € continua em [xg,x1] €
derivavel em (xg,x1). Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (g, x1) tal que

f(z1) — f(ﬁo)'

1 — X

f'(e) =

Como ¢ € (a,b), pela hipdtese f'(c) =0, logo f(x1) — f(z0) = 0, ou seja, f(z1) = f(z0).
Assim, a fungao tem o mesmo valor para quaisquer pontos xg,xr1 € [a,b] e portanto f é

constante. [ |

Usando a proposicao 1.1, mostraremos que se duas fungoes tiverem derivadas iguais

num intervalo, entao, neste intervalo elas diferem por uma constante.

Proposicao 1.2. Se f,g: [a,b] — R sao continuas, derivdveis em (a,b), e f'(x) = ¢'(x)

para todo x € (a,b) entdo existe ¢ € R tal que g(x) = f(x) + ¢ para todo = € |a,b].

11



1.1 Fungoes Derivaveis num Intervalo

Demonstracao. Seja h(x) = g(z) — f(x). Entdo h é continua em [a,b] e derivé-
vel em (a,b), pois f e g sdo continuas em [a,b] e derivaveis em (a,b). Além disso,
B (z)=g'(z)— f'(x) = 0 para todo = € (a,b). Logo pela proposicao 1.1, h(x) é constante,
isto é, existe ¢ € R tal que h(x) = ¢, para todo = € [a,b]. Portanto, g(z) = f(x) + ¢ para
todo = € [a, b]. [

Interpretacao Geomeétrica

Como as duas funcgoes f e g diferem por uma constante, o grafico de f pode ser obtido
a partir do grafico de g, ou vice-versa, por uma translacao vertical. Além disso, como
estas fungoes tem a mesma derivada em cada ponto = € (a,b) seus graficos tém retas
tangentes paralelas nos pontos correspondentes (z, f(z)) e (z, g(z)).
A

f

g

h

z
>
0 \/
Figura 1.2: Fungoes com derivadas iguais.

Observacao 1.1. Sejam f e g duas funcoes definidas num intervalo I, se f e g
satisfizerem as hipdteses da proposicio 1.2 e se f(xg) = g(xo) para algum xy € I, en-
tao f(z) = g(x) para todo x € I. De fato pela proposi¢ao 1.2, existe uma constante c¢ tal
que

g9(x) = f(z) +c
para todo x € I. Em particular, g(xo) = f(xo) + ¢, para algum x, € I, logo ¢ = 0.
Portanto, g(x) = f(x) para todo x € I.

12



1.1 Fungoes Derivaveis num Intervalo

Sabemos que se f(z) = €, © € R, entao f'(x) = €*, isto é, a derivada de f é ela
propria. O proximo exemplo nos mostra que as fungoes da forma f(z) = ce®, onde ¢ é

uma constante, sao funcoes que satisfazem essa propriedade.

Exemplo 1.1. Seja f : R — R wma func¢ao derivavel e tal que, para todo x € R,
f'(x) = f(x). Iremos mostrar que existe uma constante c¢ tal que, para todo r € R,
tem-se f(x) = ce®.

(z)

—. Derwando, temos
e

Solugcao: Considere o quociente

para todo x € R. Pela proposi¢ao 1.1, existe uma constante ¢ tal que, para todo x € R,

tem-se
f(@) _
eCE
ou seja,
f(x) = ce®.

Exemplo 1.2. Vamos determinar uma fun¢ao y = f(x), definida num intervalo aberto

I, com 1 € 1, tal que f(1) =1 e, para todo x € I,

dy
— =xy.
dx 4
Solucgao: Precisamos ter, para todo x € I,
f(x) =af(x)

Como [ deve ser derivavel em I, entao f também deve ser continua em I. Portanto, a
condi¢ao f(1) = 1 garante-nos que, para x prozimo de 1, temos f(x) > 0. Entao, vamos
procurar uma funcao definida num intervalo aberto I, e que, neste intervalo, a condi¢ao
f(z) > 0, seja satisfeita. Temos que

f'(z)
()

=z, Vrel.

13



1.2 Primitiva de uma Funcgao

Como [In f(x)] = S(w) (362 ) = x, obtemos que [In f(x)]’

flz) €

22\’
<5> para todo x € I.

x
Como as derivadas das fungoes In f(z) e 5 sao guais no intervalo aberto I, da proposicao
1.2 seque que existe uma constante ¢ tal que, para todo x € 1

In f(z) =%2+c.

Da condigao f(1) =1, obtemos

1
Inl=-
n 5 +c
como Inl =0, seque que ¢ = —%. Dai, temos
2
1
In f(z) = % =

P\

i@ _ (5

2

_1
2

.
ez
Portanto

satisfaz as condi¢oes dadas.

Note que a fun¢ao obtida no exemplo anterior, é uma funcao que satisfaz as condigoes

dadas. Sera que existe alguma outra funcao satisfazendo estas condi¢oes? Veremos no

proximo capitulo que nao. A funcao satisfazendo as condi¢oes dadas é tnica.

1.2 Primitiva de uma Funcao

Seja f uma funcao definida num intervalo /. Uma primitiva de f em [ é uma funcao
I definida em I, tal que

para todo x € I.

Exemplo 1.3. F(z) = ga:?’ ¢ uma primitiva de f(x) = x? em R. De fato, derivando F,
temos



1.3 Integral Indefinida

Perceba que para toda constante ¢, G(x) = %:p?’ + ¢ também € uma primitiva, em R,
de f(x) = 2% Note que se F é uma primitiva da funcio f num intervalo I, entio a
fungao G(x) = F(x) + ¢ também é primitiva de f em I, para toda constante c. De fato,
temos G'(z) = (F(z) +¢) = F'(x) = f(x). Por outro lado , pela proposi¢io 1.2, se
duas fungoes tém derivadas iguais num intervalo, elas diferem, neste intervalo, por uma
constante. Assim, todas as primitivas de f em I sao fungoes da forma F(zx)+ ¢, onde ¢

€ uma constante.

1.3 Integral Indefinida

Defini¢ao 1.1. Seja F(x) uma primitiva de f(x) no intervalo I. A expressao F(x) + c,

com ¢ € R € chamada a integral indefinida da fungao f e é denotada por

/ f@)dz = Fz) + c.
Da definigiio 1.1, decorre que
/ f(2)dz = F(z) + ¢ & F'(z) = f(x).
Em particular,
/ F(@)de = f(z) +c.

Exemplo 1.4. Vamos calcular [ z*dz.

Solucao:
1.\ 3

<§x3> = 22, portanto, [ x*dx = 0 +c.
Exemplo 1.5. Vamos calcular [ z*dz, onde o # —1 ¢ um nimero real fizo.
Solucgao:

1 ' ol
ot =z portanto [ z*dx = :
[a+1x } z®, portanto [ z“dx a—|—1+c

1
Exemplo 1.6. Vamos calcular / —dx,x > 0.

x
Solucao: Temos que,

1
/—d:v:lnx+c,x>0
x

1
pois, (Inz +¢) = —
x

15



1.3 Integral Indefinida

Sendo o um ntimero real fixo. Dos exemplos (1.5) e (1.6) resulta que

a+1

+c, a#—1
/:cada:: a+1 # (1.1)
Inz+e¢, a=-1 (x>0)

No teorema a seguir apresentamos as regras algébricas para a integral indefinida.

Teorema 1.2. (Linearidade da Integral) Sejam F', G primitivas de f e g, respectivamente,

num intervalo e a, f € R. Entao, aoF + G € uma primitiva de oof + g, e

[Jlas@)+ pgteldr =a [ fayds+5 [ oo

Demonstragcao. Se I' e G sao primitivas de f e g, respectivamente, seque das regras de

derivagao que oF(x) + BG(x) € primitiva de af (x) + Bg(x), portanto

[1a7(a) + By@)dz = @F(@) + BG(@)) + ¢ = alFlz) + 1) + H(Ga) + )

1.3.1 Mudanca de Variavel em Integrais Indefinidas

Sejam F' uma primitiva de f num intervalo I e g uma fungao derivavel tal que Fog

esteja definida. Pela regra da cadeia, temos:

[F(g())] = F'(g(x)).g'(x) = flg(x)).9'(z).

Portanto, F'(g(z)) ¢ uma primitiva de f(g(x)).¢'(x), dai

[ Ho@)g/ @y = Fig(o) +c

Fazendo u = g(z), tem-se du = ¢'(x)dz substituindo na tultima igualdade, obtemos
[ fo@)g @i = [ fudu=Fw)+e

dx

Exemplo 1.7. Vamos calcular /
1+ 22

Solucao: Fazendo uma mudanca de varidvel, temos que u = 1 + 2%. Entdao du = 2xdx.

Da7

2 d
/1+xx2dx:/;u:ln|u|+c:ln(1+x2)+c

16



Capitulo 2

Introducao as Equacoes Diferenciais

Ordinarias

2.1 Equacao Diferencial

Muitos problemas interessantes da fisica, quimica, biologia, economia, engenharia,
entre outras areas do conhecimento, consistem em determinar uma funcao que obedece
uma equagao que contém uma ou mais derivadas da funcao desconhecida. Estas equagoes
sao chamadas equagoes diferenciais, tais equagoes tornam-se uma ferramenta poderosa

pelas intimeras formas de aplicagoes.

Definicao 2.1. Uma equagao diferencial é uma equagao em que as incognitas sao fungoes

e a equacao envolve as derivadas destas fungoes.

Exemplo 2.1. As sequintes equagoes sao exemplos de equagoes diferenciais
a)y" +3y +y=senx
d*y dy
b) == +ty(—)2 =0
) 2 ()
Pu  Pu

2.1.1 Classificacao

As equagoes diferenciais sao classificadas quanto ao tipo, ordem e linearidade.
(i) Quanto ao tipo, uma equagao diferencial pode ser ordinéria ou parcial. Ela seréa

ordinaria quando a fun¢ao incégnita depender de apenas uma variavel independente, neste

17



2.1 Equacao Diferencial

caso, na equacgao diferencial s6 aparecem derivadas ordinarias.

As equagbes abaixo sao alguns exemplos de Equagoes Diferenciais Ordinarias (E.D.O.)

d? d
xy + sen(xy) = €7, d_:vz — 2% =0.

A equagao diferencial sera parcial quando a incégnita depender de diversas variaveis

independentes, neste caso, as derivadas sdo derivadas parciais (E.D.P.), por exemplo

8u n ou ou v
Tor y@y “ oy Oz
(ii) Quanto & ordem uma equagao diferencial pode ser de 1*, de 2%, ..., de n-ésima

ordem dependendo da derivada de maior ordem que aparece na equacgao. Uma equacao

diferencial de ordem n pode ser escrita na forma

Fty,y,y", ...y") = 0.
Exemplo 2.2. As equacgoes

d
4x—y—|—y:x, y + 2zy = 32°
dx

sao EDQO’s de 1% ordem.

Exemplo 2.3. As sequintes equacoes sao EDO’s de 2% ordem.:

d*y dy
iz 3 / — T _ 2 _< 6 — O X

(iii) Quanto a linearidade uma equagao diferencial pode ser linear ou néo linear. Ela
serd linear quando a funcao incognita e suas derivadas aparecerem em uma soma em que
cada parcela é um produto de alguma derivada com uma fun¢dao que nao depende da

incognita. Uma equacao diferencial ordinaria linear de ordem n pode ser escrita na forma

d"y d"ly dy  dy
. 1. 2.1
an(t) g+ anaa(t) oy + ot a(t) o+ a0y = g(t) (2.1)
Exemplo 2.4. Sao equacoes diferenciais lineares
d? N dy
y' =2y +y=0, PEY g —y+3x—+5y—e

dax? dx? dz
As equagoes diferenciais ordinarias que nao podem ser colocadas na forma (2.1) sao

ditas nao lineares.
Exemplo 2.5. Sao equacoes diferenciais nao lineares
yy// _ 2y/ — x7 /// + 2et i + yy/ — t4.

18



2.2 EDO de Primeira Ordem

2.2 EDO de Primeira Ordem

Uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem é uma equacao da forma
F(z,y,y) =0.

Estudaremos equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem que podem ser escritas

da seguinte forma

Wt 2.2

2.2.1 Solucao de uma EDO

Definicao 2.2. Uma solugao particular de uma equacao diferencial ordindria de ordem
n em um intervalo I € uma fungao y(t) definida no intervalo I tal que suas derivadas de

ordem até n estao definidas no intervalo I e satisfazem a equagao neste intervalo.

Definicao 2.3. A solugdo geral de uma equacao diferencial ordindria de ordem n em
um intervalo I é uma familia de solugoes y(t) no intervalo I dependendo de n constantes
arbitrdarias, tal que qualquer solugao particular pode ser obtida da solugao geral atribuindo-

se valores as constantes.

No exemplo 1.1 do capitulo anterior vimos que as solugoes da equacao diferencial
d
ordinéria de primeira ordem d—y = y sao fungoes da forma y = ce”, onde ¢ é uma constante.
x

Atribuindo valores a ¢, obtemos as solugoes particulares.

Observacgao 2.1. Vimos que uma primitiva de uma fungao f em um intervalo I € uma

fung¢ao F definida em I tal que
F'(z) = f(z), Vzel. (2.3)

Assim, o cdlculo de primitivas consiste em determinar as solugoes da equacao diferencial

(2.3)
Exemplo 2.6. Considere a equacao

ay” + by +cy =0,
com a,b,c € R,a # 0. Tais que b*> — 4ac = 0.

19



2.2 EDO de Primeira Ordem

Vamos mostrar que y(t) = e~3at 6 solucao desta equacao parat € R.

b _by b2 _by

,t:—— 2a //t:— 2a ",
y(t)=—gex’ y'(t) e

Substituindo-se y(t), y'(t) e y"(t) no primeiro membro da equagio dada obtemos

b? b
ay” + by + cy = a@e_%t +b (—Q—e_ﬁtt) + cem 2t

a
(P, 5,
 \4da 2a €)c
—b*+4
= + ace bat:O7
4a

pois por hipdtese b* — dac = 0. Assim, y(t) = e~3t ¢ uma solugao particular da equacao.

Exemplo 2.7. A solucao geral da equagao diferencial ordindria de 1* ordem

dy
— =2 1
e T+

¢ o conjunto de todas as primitivas da funcao f(x) = 2x + 1, isto é,
y(x) :/(2x+1)dx+c:x2+w+c

onde —00 < x < 400, pois este € o maior intervalo em que a solucao e sua derivada estao

definidas.

Observagao 2.2. Geometricamente, a solugao geral de wma equagao diferencial
representa uma familia de curvas que recebem o nome de curvas integrais. Fssa solu-
cao denomina-se primitiva ou integral da equagdao diferencial.

Veja a sequir o grdafico com as solugdes da equagao do exemplo (2.7)

20



2.2 EDO de Primeira Ordem

Figura 2.1: Solucoes da equagao do exemplo 2.7.

Cada curva integral representa, geometricamente, a solu¢ao correspondente da equagao
diferencial. Especificar uma equacao particular equivale a escolher uma curva integral
particular.

No exemplo (2.7) obtemos infinitas solugdes , isto é, infinitas curvas. No entanto,
existe apenas uma curva que passa pelo ponto (0,0), ou seja, existe apenas uma solugao

tal que y(0) = 0. Essa condic¢ao é chamada de condi¢ao inicial.

2.2.2 Problema de Valor Inicial

Um problema de valor inicial de uma equagao diferencial ordinaria de 1* ordem, é

dado por ;
Yy _
pvnd dw Y (2.4)
y(@o) = yo

Uma soluc¢ao do problema de valor inicial (2.4) em um intervalo I contendo xy é uma
fungao y(z) que esta definida neste intervalo, tal que sua derivada também esta definida

neste intervalo e satisfaz (2.4).

Teorema 2.1 (Existéncia e Unicidade). Considere o problema de valor inicial

dy
y(-??o) =Y
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2.3 EDO’s Lineares de 1* Ordem

0
Se f(z,y) e of sao continuas no retdngulo

dy

R={(z,y) eR}a<z<B,0<y<n}

contendo (xg,yo), entdo o problema (2.5) tem uma unica solugdo em um intervalo con-
tendo xg.

Demonstragao. Ver [5] |

Exemplo 2.8. Vamos encontrar a solu¢ao geral do problema de valor inicial (PVI) dado

dy_ 2
ar

y(1/2) = e/2

Solucao: A solucao geral da equagao

dy_ 2t
ar

€ o conjunto de todas as primitivas de f(t) = e* ou seja

2t
y(t) :/e2tdt+c: %—i—c,

para todo t € (—o0,00) e ¢ uma constante real.

Substituindo t = 1/2 e y = § na solugio geral encontrada, temos ¢ = 0. Assim a

solucao particular do PVI é

e estd definida no intervalo (—oo, 00).

2.3 EDOQO’s Lineares de 12 Ordem

As equagoes diferenciais ordinarias lineares de 1* ordem sao equagcoes que podem ser
escritas como

dy

oy = a(t). (2.6)

Vamos analisar os seguintes casos:
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2.3 EDO’s Lineares de 1* Ordem

Caso em que p(t) =0
Se a func¢ao p(t) = 0 a equagao 2.6 torna-se
Y~ ) (2.7)
Integrando ambos os lados da equagao (2.7), obtemos a solucao geral que é dada por
y(t) = /q(t)dt +c. (2.8)
Exemplo 2.9. A solucao geral da equagao diferencial ordindria

d
d—‘z = sen(2t)

€ o conjunto de todas as primitivas de f(t) = sen(2t), ou seja,

2t
y(t) = /sen(Qt)dt PP Lo
Caso Geral
Considere a equacao da forma
d
=L+t = q(0). (2.9)

Vamos definir uma fungao auxiliar, u(t), de modo que ao multiplicarmos a equagao
(2.9) por esta fungao, a equagao obtida é uma equagao linear com p(t) = 0, ou seja, uma
equagao do tipo (2.7), que vimos no caso anterior. Uma fungado com esta propriedade é
chamada fator integrante da equagao linear.

Seja

mostraremos que u(t) é um fator integrante da equagao (2.9).

De fato, note primeiro que

Ccll_? — efp(t)dt% (/p(t)dt) = efp(t)dtp(t) = u(t)p(t). (2.10)

Assim multiplicando (2.9) por u(t), obtemos

dy

u(t) = +ul®)p(t)y = ult)a(t), (2.11)
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2.3 EDO’s Lineares de 1* Ordem

d
como por (2.10), u(t)p(t) = d—?, entdo substituindo em (2.11), temos

dy du

u(t) o + oy = ult)a(t). (2.12)

Observe que o lado esquerdo da equagao (2.12) é a derivada de um produto, assim pode

ser reescrita na forma

Cluty()] = u(t)a(r). (213)

A equagao (2.13) é uma equagao do tipo (2.7), vista no caso anterior, isto é,

dy
%:f(t)

em que Y (t) = u(t)y(t) e f(t) = u(t)q(t). Logo, a solucao geral de (2.13) é dada por

u(B)y(t) = / w(®)g(t)dt + c. (2.14)

Como u(t) # 0, para todo ¢ € R, dividindo a equacao (2.14) por u(t) obtemos que a
solucdo geral de (2.9) é dada por

1
u(t)

Observacao 2.3. Na provima segdo, wveremos como obter o fator integrante

u(t) = e/ PO da equacio (2.9).

y(t) = /u(t)q(t)dt +c.

Exemplo 2.10. Resolva a equacao

dy
=L 3y =0. 2.15
7 3y (2.15)

Solugcao: O fator integrante da equagao, €
U(l‘) _ 6f(—3)dx _ e—3m‘

Multiplicando-se a equagao (2.15) por u(t), obtemos

3z 3z
dI y ’

note que o lado esquerdo € a derivada do produto e3%y. Logo, podemos escrever

d —3x
%[6 Tyl =0
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2.3 EDO’s Lineares de 1* Ordem

integrando-se obtemos,

asstm

-3

Figura 2.2: Solugoes da equacao do exemplo 2.10.

2.3.1 Fator Integrante

Mostraremos como chegar ao fator integrante u(t) = e/ Pt Comparando-se as equa-
goes (2.12) e (2.13) percebemos que o fator integrante u(t) deve ser uma fungao que

satisfaz a equacao diferencial
du

— =p(t)ult).
M bt
Que é uma equagao linear, com ¢(t) = 0. Supondo u(t) # 0, iremos multiplicar esta

. 1 .
equacao por —— obtendo a equacao

u(t)
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2.4 EDQO’s de Variaveis Separaveis

Que pode ser escrita como

L uft) D5 = (),

1 d

o) = d—(ln | u(t) |). Dai pela regra da cadeia, obtemos
u u

pois

d

Sl u®) ) =p(t)

que é uma equagao do tipo (2.7) que resolvemos simplesmente integrando-se ambos os
membros da igualdade.

Dai, obtemos
In | u(t) |= /p(t)dt o

Aplicando exponencial em ambos os membros e eliminando o médulo, temos
u(t) = teel POE = Cel Pt

Como estamos interessados em apenas um fator integrante tomamos C' = 1 e obtemos

u(t) = el PO,

2.4 EDQO’s de Variaveis Separaveis

Definicao 2.4. Uma equacao diferencial ordindria da forma

Y~ Fwt) (216)

onde g € definida num conjunto no qual g(y) # 0, € chamada de separdvel ou de varidveis
Separdvens.
Exemplo 2.11. A equacao

dx
2

¢ uma equagao de varidveis separdveis, visto que podemos definir f(x) =z e g(y) = y°.

Exemplo 2.12. A equacao

dy

ndao € uma equagao de varidveis separdveis, pois considerando f(x) =z e g(y) =y, temos
dy
— T .
5 7 f@)g(y)
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2.4 EDQO’s de Variaveis Separaveis

2.4.1 Meétodo para Resolver Equacoes Separaveis

A equagao (2.16) pode ser escrita como

Integrando, em relagdo a =, ambos os membros da equagao (2.17), temos

f o

(2.17)

Fazendo uma mudanca de variaveis na integral da esquerda, pondo y'dx = dy, obtemos

/ﬁdy:/f(x)dx.

Também podemos obter a solugao implicitamente da seguinte maneira. Pela equagao

(2.16), temos

1 dy
Considerando
h(y) = / g_y)dy
entao
dh 1
dy gy

Substituindo (2.19) em (2.18), obtemos

dh dy
d_y% = f(x)
Por outro lado, pela regra da cadeia, temos
d _dhdy

de (2.20) e (2.21), segue que

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)



2.4 EDQO’s de Variaveis Separaveis

A equagao (2.22), é do tipo (2.7), assim integrando-se ambos os membros em relagao

a x, obtemos que a solu¢ao da equagao (2.16) é dada implicitamente por

hy(z)) = / f(a)dz + ¢
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Capitulo 3
Aplicacao

Neste capitulo, veremos uma importante aplicacao das equagoes diferenciais ordinérias

na Lei do Resfriamento de Newton.

3.1 Lei do Resfriamento de Newton

Em 1701, quando tinha quase 60 anos, Newton publicou anonimamente um artigo
intitulado "Scala Graduum Caloris"[Newton 1701], em que descreve um método para
medir temperaturas de até 1000°C, algo impossivel aos termometros da época. O método
estava baseado no que hoje é conhecido como a lei do resfriamento de Newton: a taxa
de diminuicao da temperatura de um corpo é proporcional & diferenca de temperaturas
entre o corpo e o ambiente. Uma 6tima descricao desse trabalho foi feita por A. French
[em French 1993a].

Se T' é a temperatura de um corpo no instante t, T, ¢ a temperatura ambiente e Ccli_t
a taxa com que a temperatura do corpo varia, a lei do resfriamento de Newton pode ser

escrita matematicamente da seguinte maneira

dT

= —k(T —T,,)

onde k é uma constante de proporcionalidade que depende de diversos fatores, tais como:
Superficie Exposta: Deve-se verificar que quanto maior for a superficie de contato

entre o corpo e o ambiente maior sera a rapidez de resfriamento.

Calor Especifico do Corpo: Quanto maior a quantidade de calor de um corpo, maior

sera a quantidade de energia para variar sua temperatura. Logo se dois corpos recebem
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3.1 Lei do Resfriamento de Newton

a mesma quantidade de energia num mesmo intervalo de tempo, o que apresentar maior
quantidade de calor menor sera a rapidez de resfriamento.

Caracteristicas do Meio: Sao muito importantes nesse processo, pois se o objeto estiver
em contato com ar o processo de resfriamento sera mais lento do que se estivesse imerso
em agua, pois a condutividade térmica da adgua é maior que a do ar.

O sinal negativo da constante quer dizer que o corpo é mais quente do que o ambiente

. . . dT .
em que esta inserido, ou seja, o é menor que zero quando (1" — T,,,) for maior que zero.
A teoria sobre resfriamento pode ser observada em algumas situagoes do nosso cotidiano.
A seguir, destacamos algumas dessas situagoes.

[. Quando desejamos tomar um liquido muito quente, usualmente tentamos resfria-lo
passando diversas vezes de um recipiente para outro.

IT. Geralmente para resfriar rapidamente algum alimento colocamos o recipiente par-
cialmente imerso em agua.

III. Um cachorro em dia muito frio fica encolhido, enroscado em si mesmo, pra se

aquecer. Isto ocorre porque quando se diminui a superficie do corpo em contato com o

meio externo, diminui-se também a rapidez com que ocorre a troca de calor.

Exemplo 3.1. Um bolo quente que acabou de sair do forno € largado sobre uma mesa e
esfria a uma taxa proporcional a diferenca de temperatura entre o bolo e o ar em wvolta.
Ao passo que o bolo esfria, a taxa a qual ele esfria vai diminuindo, por que diminui a

diferenca de temperatura entre o bolo e o ar em volta.

Fonte: Google Imagens

Observe que a lei do resfriamento de Newton é uma equacao diferencial ordinaria de
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3.1 Lei do Resfriamento de Newton

primeira ordem linear e separavel, assim vamos utilizar o método das varidveis separaveis

para encontrar a solugao desta equagao.

Temos
dT
— = —k(T' - 1T,).
Separando as variaveis, obtemos
dT
——— = —kdt
(T —T,) ’

integrando ambos os membros da tltima equacao, segue que
dT
—— = [ —kdt
/ (T - Tm) /

In | T =Ty |=—kt+c

assim,

aplicando a exponencial a ambos os membros e sabendo que T'— T, > 0 temos
T —T,, = e Fe

portanto,

T(t) =T, + Ce ™ (3.1)

onde ¢ = e é uma constante, é a solugao geral da lei do resfriamento de Newton.

Aplicacao na investigacao de um homicidio

Fonte: Google Imagens
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3.1 Lei do Resfriamento de Newton

Exemplo 3.2. O corpo de uma vitima de assassinato € achado a uma temperatura de
35°C, ao meio-dia, numa sala com temperatura constante de 20°C; duas horas depois a

temperatura do corpo € de 33°C.

(a) Ache a temperatura T do corpo como fungao de t, o tempo em horas desde que foi

encontrado.

(b) Na hora do assassinato, o corpo da vitima tinha a temperatura normal, 37°C.
Quando ocorreu o crime?
Solugao:

(a) Temos que resolver o sequinte problema de valor inicial.

T
o MIT-20) (3.2)

T(0) =35 T(2) =33
Por (3.1), a solugdo geral da equagao

dr

— = k(T -2
= (T — 20)

€ dada por
T(t) =204 Ce ¥

para determinar C' usamos o fato que T'(0) = 35
T(0) = 20 + C¢°

35 =20+ C.

Entao C = 15 e temos
T(t) = 20 + 15¢~*.

Para achar k, usamos o fato que T'(2) = 33.
T(2) = 20 + 15 *®
33 =20 + 15e~**
1solamos a exponencial e resolvemos para k,
13 = 15¢~%
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3.1 Lei do Resfriamento de Newton

13
20 _ 2%
15
13
In(=)~—0,143 = —2k
(1) =0
14
ke~ % = 0,072.

Portanto a temperatura T do corpo como fung¢do do tempo t € dada por

T(t) = 20 + 15~ %07,

(b) Queremos saber quando a temperatura foi de 37° C. Fazendo T(t) = 37 e resolvendo
a equacao para t, temos
37 = 20 + 1507

]‘7 __—0,072t
15 °

aplicando o logaritmo em ambos os lados, temos
17
In{—)~0,125 = —0,072¢t
a(53) =0 ,

assim
0,125 B

~— =-—1,74 .
0.072 , 74 horas

Respondendo a pergunta: Quando ocorreu o crime?

Como acharam o corpo ao meio-dia, e o instante de sua morte foi 1,7/ horas an-
tes, isto €, aproximadamente 1 hora e 45 minutos antes, entao a vitima morreu

aproximadamente as 10h15mim.

Exemplo 3.3. O café esta a 90°C logo depois de coado e, um minuto depois, passa para
85° C, em uma cozinha a 25°C. Vamos determinar a temperatura do café em funcao do

tempo e o tempo que levard para o café chegar a 60°C.
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3.1 Lei do Resfriamento de Newton

Fonte: Google Imagens

Solugao: Temos que resolver o sequinte problema de valor inicial.

dT
= KT -25
o ( )

T(0) =90 T(1) =85
Por (3.1), a solugdo geral da equagao

dr

— = k(T — 25
o ( )

€ dada por
T(t) =25+ Ce ™

para determinar C' usamos o fato que T'(0) = 90
T(0) = 25+ Ce"

90 =25+ C.

Entao C = 65 e temos
T(t) = 25 + 65¢ .

Para achar k, usamos o fato que T'(1) = 85.
T(1) = 25 + 65¢ "+

85 = 25 + 65¢F
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3.1 Lei do Resfriamento de Newton

1solamos a exponencial e resolvemos para k,

60 = 65
60
- = e_k
65

60
—In (] ~0,08=F
(&) =0

Portanto a temperatura T do corpo como fung¢do do tempo t € dada por
T(t) = 25 + 65¢~ 0%,

Queremos saber quando a temperatura vai atigir 60° C. Fazendo T (t) = 60 e resolvendo a
equagao para t, temos
60 = 25 + 65¢ %

35 _
29 _ 008t

65

aplicando o logaritmo em ambos os lados, temos
35
—In(—) ~0,619=0,08t
a(52) ~ 00190,

assim

0,619
t~ m =7,73~8 minutos.

Portanto o café levard aproximadamente 8 minutos para chegar a 60°C.
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Conclusao

Neste trabalho tivemos a oportunidade de conhecer melhor as equagoes diferenciais
ordinarias e perceber como estas equagoes sao utilizadas para resolver diversos proble-
mas tanto na matematica quanto de outras areas do conhecimento. Também pudemos
estudar um relevante resultado da Fisica, a lei do resfriamento de Newton que pode ser
representada matematicamente através de uma equagcao diferencial ordinéaria de 1* ordem,
a qual depois de resolvida permite determinar a temperatura aproximada de um corpo
em qualquer instante. Deste modo, com este trabalho pudemos destacar a importancia
do estudo das equacgoes diferenciais ordinérias e da lei do resfriamento de Newton, pois,

ambas tem grande aplicabilidades praticas.
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