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Resumo

Este trabalho é um estudo sobre classificação, a menos de isomor-

fismo, de grupos finitos por meio de resultados importantes da álgebra

como o Teorema de Lagrange, de Cauchy e o pequeno Teorema de Fer-

mat, satisfazendo a condição de que sejam gerados por dois elementos a

e b tal que ba = asb, Além de promover uma maior e melhor compreen-

são de alguns resultados da teoria de grupos. Para isso, se faz necessário

um bom entendimento de parte dos principais resultados da teoria de

grupos a nível de graduação, citamos então os resultados suficientes com

as suas respectivas demonstrações.

Palavras-chave: Grupos finitos, Ordem de grupos, Grupos gerados.



Abstract

This work is a study of classification , less than isomorfismo, of nite

groups generated by two elements a and b that satisfy the relation ba =

asb. Beyond Promoting greater and better understanding of some results

of group theory.For it , it is necessary a good understanding of some of

the main results of that theory the level of graduation then we quote

the enough results with your respective demonstrations .

Keywords:Finite groups , order groups , generated groups.
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Classificação de Grupos de ordem ≤ 11



Introdução

Ao estudar a teoria de grupos, busca-se o conhecimento e a determi-

nação de suas estruturas e esse foi também um objetivo deste trabalho,

além de classificar grupos finitos gerados por dois elementos a e b que

satisfazem uma relação do tipo ba = asb, o que nos requer um conheci-

mento de resultados sobre teoria de grupos a nível de graduação.

Este trabalho foi dividido em três capítulos, onde no primeiro estão as

preliminares; uma revisão dos conceitos e resultados básicos de grupos

ou seja, a base para o terceiro capítulo.

No capítulo segundo, damos ênfase aos grupos gerados por dois elemen-

tos satisfazendo a relação ba = asb, ode oferece resultados de suma

importância para que a conclusão do terceiro cítulo fosse possível.

No último capíto, é a parte onde classificamos todos os grupos de or-

dem menor que ou iguais a 11, a menos de isormorfismo, utilizando dos

resultados dos capítulos anteriores.
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Capítulo 1

Grupos

Neste capítulo vamos apresentar alguns conceitos elementares da

teoria dos grupos, os quais, são essenciais para a compreensão dos próx-

imos capítulos.

Definição 1.1 Seja G um conjunto não vazio e ∗ uma operação em G.

Dizemos que (G, ∗) é um grupo se valem as seguintes propriedades:

i) (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c), ∀a, b, c ∈ G

ii) Existe e ∈ G tal que a ∗ e = e ∗ a = a, ∀a ∈ G

iii) Para cada a ∈ G, existe a′ ∈ G tal que a ∗ a′ = a′ ∗ a = e.

Se, além disso, a operação ∗ for comutativa, ou seja, a∗ b = b∗a ∀a, b ∈

G, dizemos que (G, ∗) é um grupo comutativo ( ou abeliano).

Observação 1.1 1) Por simplicidade, usaremos apenas G ao invés de

(G, ∗) para denotar um grupo, ficando subentendido a operação. Tam-

bém usaremos ab, ao invés de a ∗ b para denotar a operado com b.

2) O grupo G possui um único elemento neutro.

3) Para cada a ∈ G, seu inverso a′ ∈ G é único.

4) Operações no grupo. Em todos os grupos citados acima, as operações

de multiplicação e adição mencionadas, são as usuais de cada conjuno.

12



CAPÍTULO 1. GRUPOS 13

Usaremos a notação multiplicativa. Todavia, tudo pode ser adaptada

para a notação aditiva.

Demonstraremos aqui as propriedades (2), (3) e (4) da observação acima:

Demonstração 1.1 (2) De fato, se e e e
′

são elementos neutros de G,

então;

e = e · e
′

pois e
′

é elemento neutro,

= e
′

pois e é elemento neutro.

(3) De fato, seja a pertencente a G, e sejam b e b
′

∈ G dois elementos

inversos de a, temos:

b = b · e= b · (a · b
′

) pois b
′

é inverso de b

= (b · a) · b
′

= e · b
′

= b
′

pois b é inverso de a.

(4) Dado a ∈ G, um elemento b ∈ G é, por definição, o inverso de a

ou vice-versa, quando

a · b = b · a = e.

Como a · a−1 = a−1 · a = e, então a = (a−1)−1.

�

São exemplos de grupos

(1) Z, R, Q, C grupos aditivos abelianos com a soma usual.

(2) R − {0}, Q − {0}, C − {0}, grupos abelianos com a multiplicação

usual.

(3) (Mm×n(Z)), (Mm×n(R)), (Mm×n(Q)), (Mm×n(C)), representam o

grupo das matrizes de ordem nXm, abelianos , sob a adição usual.
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Em cada grupo acima, as operações de adição e multiplicação são as

usuais de cada conjunto.

(4) Seja Zm = {0, 1, 2, · · ·,m− 1} , defina em (Zm a soma a+b = a+ b;

∀ a e b ∈ Zm temos que (Zm,+) é grupo abeliano das classes de resto

módulo m.

(5)O grupo (Sn, ◦), das permutações de grau n, onde a notação



1 2 ... n

i1 i2 ... in





representa a função bijetiva definida por f(1) = i1; f(2) = i2; ...;

f(n) = in e rmrn = rm ◦ rn.

(6) O grupo (G×H, ·), formado a partir dos grupos (G, ⋄) e (H, ◦) com

elementos neutros iguais a eG e eH respectivamente. O produto carte-

siano de G porH denotado por (G×H) = {(g, h) | g ∈ G e h ∈ H},com

a operação ’·’ definida entre pares de elementos de (G×H) pela regra:

(g, h) · (g
′

, h
′

) = (g ⋄ g
′

, h ◦ h
′

) ∀g, g
′

∈ G;h, h
′

∈ H. Verica-se então

que o grupo (G × H, ·) tem como elemento neutro e = (eG, eH). Por

exemplo, como (Z2,+) é um grupo, temos que

Z2 × Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}

é um grupo abeliano, de elemento neutro igual a e = (0, 0).

Observação 1.2 (G1 ×G2) é abeliano quando G1 e G2 o são.

(7)Grupo dos quatérnios Q3, dado por

Q3 =






±




1 0

0 1



 ,±




i 0

0 −i



 ,±




0 1

−1 0



 ,±




0 i

i 0











Com i ∈ C tal que i2 = −1
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1.1 Subgrupos

Estudaremos aqui um subconjuntoH de um grupoG, onde o estudo

de G torna-se-á mais factível, usando resultados obtidos sobre H de

forma a conseguir informações interessantes de G.

Definição 1.2 Seja G um grupo e H um subconjunto não vazio de G.

Dizemos que H é um subgrupo de G, denotado por H ≤ G, se valem:

i) x.y ∈ H, ∀x, y ∈ H;

ii) x−1 ∈ H, ∀x ∈ H

Definição 1.3 Seja G um grupo e H ⊂ G não vazio seja um subgrupo

de G, é necessário e suficiente que:

a · b−1 ∈ H, ∀ a e b ∈ H

Observação 1.3 Se G é um grupo e H ≤ G. Então valem:

1) e ∈ H, onde e é o elemento neutro de G.

2) O subgrupo H com operação de G, é por si só um grupo.

São exemplos de subgrupos

(1){e} e G são subgrupos de um grupo G, denominados subgrupos triv-

iais.

(2) Para cada n ∈ Z, o conjunto H = nZ de todos os múltiplos de n,

nZ = {nk : k ∈ Z} ,

é um subgrupo de Z.

(3) Considere G um grupo arbitrário. O subconjunto Z(G) = {x ∈ G |

xg = gx, ∀ g ∈ G}, é um subgrupo de G denominado centro de G.
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Primeiro, temos que Z(G) 6= ∅ pois, claramente, e ∈ Z(G). Sejam

a e b ∈ Z(G) e x ∈ G. Assim

(ab−1)x = (ab−1)xe = ab−1xbb−1

(4) O subgrupo de S4, denotado por D4, o qual representa o grupo das

simetrias de um quadrado, onde:

D4 = {a0 = e, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7}

com;

a0 =




1 2 3 4

1 2 3 4



, a1 =




1 2 3 4

2 3 4 1



, a2 =




1 2 3 4

3 4 1 2



 ,

a3 =




1 2 3 4

4 1 2 3



, a4 =




1 2 3 4

4 3 2 1



 , a5 =




1 2 3 4

2 1 4 3



,

a6 =




1 2 3 4

1 4 3 2



, a7 =




1 2 3 4

3 2 1 4





Observa-se que D4 não é abeliano, notando que:

a1 ∗ a4 =




1 2 3 4

1 4 3 2



 e a4 ∗ a1 =




1 2 3 4

3 2 1 4





ou seja, a1 ∗ a4 6= a4 ∗ a1.

Subgrupo gerado por um subconjunto

Vamos considerar as seguintes notações:

Sejam H e K subgrupos de G, definimos HK = {hk | h ∈ H e k ∈ K}

e H−1 = {h−1|h ∈ H}.

Tomando S um subconjunto não-vazio do grupoG, faça 〈S〉= {a1a2...an|n ∈

N, ai ∈ S ou ai ∈ S−1} . Se S possuir um número finito de elementos,

ou seja, S = {a1, a2, ..., an} utilizaremos 〈a1, a2, ..., an〉 para designar
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{〈a1, a2, ..., an〉}. Observemos que, se r ∈ N, escreveremos g−r, para

denotar o elemento (g−1)r, com g ∈ G. Portanto, se g ∈ G, temos que:

〈g〉 = {..., (g−1)2, g−1, e, g, g2, ...} = {gt|t ∈ Z}.

Proposição 1.1 Sejam G um grupo e S um subconjunto não vazio de

G. Então 〈S〉 é subgrupo de G.

Demonstração 1.2 Devemos provar que:

1) ∀ x e y ∈ 〈S〉, temos xy ∈ 〈S〉.

2) ∀ x ∈ 〈S〉, temos x−1 ∈ 〈S〉.

Sejam x, y ∈ 〈S〉.Temos

x = a1a2...an, com ai ∈ S ou ai ∈ S−1, ∀ i

y = b1b2...bm, com bj ∈ S ou bj ∈ S−1, ∀ j

Logo, xy = a1a2...anb1b2...bm e x−1 = a−1
n a−1

n−1...a
−1
2 a−1

1 estão também

em 〈S〉. �

Definição 1.4 Sejam G um grupo e S subconjunto não vazio de G,

então 〈S〉 é o subgrupo gerado por 〈S〉.

Definição 1.5 A ordem de um grupo finito G é o número de elementos

do conjunto G, denotada por |G|. Sendo α um elemento do grupo G, a

ordem de α é a ordem do subgrupo gerado por α e denotada por O(α).

Proposição 1.2 Sejam G um grupo e α ∈ G e 〈α〉 o subgrupo gerado

por α, então, são equivalentes as seguintes condições:

(i) A ordem |〈α〉| é finita.

(ii) Existe k ≥ 1 tal que αk = e

Assim, se denotarmos por n a ordem de α, temos

{k ≥ 0;αk = e} = {o, n, 2n, ...}
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e 〈α〉 = {e, α, ..., αn−1}.

Demonstração 1.3 (i) → (ii) Como 〈α〉 = {αm;m ∈ Z}, e como,por

hipótese, o subgrupo 〈α〉 tem ordem finita, existem p e q ∈ Z, p 6= q

tais que αp = αq. Sem perda de generalidade, podemos supor que p > q.

Como αp = αq, então αp−q = e e portanto existe k > 0 tal que αk = e.

(ii) ⇒ (i)Consideramos o inteiro r = min{k ≥ 1;αk = e}. Quer-

emos mostrar que r = n. Para isto, basta apenas provar que 〈α〉 =

{e, α, ..., αn−1} e os elementos e, α, ..., αn−1 são distintos. �

1.2 Homomorfismo e Isomorfismo de Grupos

Um conceito de grande importância para o nosso estudo de grupos

é a parte de homomorfismo e isomorfismo, uma vez que torna-se uma

ferramenta indispensável neste sentido. Aqui, relacionaremos dois gru-

pos com intuito de adquirir informações algébricas do segundo através

de propriedades algébricas do primeiro e vice-versa. A noção de isomor-

fismo de grupos é de grande valia, uma vez que nos fornece um modo de

verificar se dois grupos são essencialmente os mesmos, ou seja, possuem

propriedades algébricas iguais.

Definição 1.6 Sejam (G1, ∗) e (G2, ·) grupos. Definimos um homo-

morfismo de G1 em G2, como sendo uma função que satisfaz:

f(x ∗ y) = f(x) · f(y)

para quaisquer x, y ∈ G1.

São exemplos de homomorfismo

(i) e : G1 −→ G2, e(g) = eG2
(homomorfismo trivial)
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(ii) Id : (G1, ·) −→ (G1, ·), Id (g) = g (identidade)

Proposição 1.3 Seja f : G1 −→ G2 um homomorfismo de grupos.

Então,

(1) f(e1) = e2, e1 e e2 elementos neutros de G1 e G2, respectivamente.

(2) f(a−1) = f(a)−1, ∀ a ∈ G1.

Definição 1.7 Seja f : G1 → G2 um homomorfismo. Definimos:

i) O núcleo de f , denotado por Ker f , como sendo Ker f = {x ∈

G1 | f(x) = e2}

ii) A imagem de f , denotada por Im f , como sendo Im f = {f(x)| x ∈

G1}.

Proposição 1.4 (1) Im(f) = {f(a) : a ∈ G1} é um subgrupo de G2 –

a imagem de f .

(2) Kerf = {x ∈ G1|f(x) = eG2
} é um subgrupo normal de G1

chamado núcleo do homomorfismo f .

Demonstração 1.4 (1) Sendo f(e1)= e2, então, Im(f) 6= ∅. Agora,

dados xe y ∈ Im(f), existem a e b ∈ G1 tais que f(a) = x e f(b) = y.

Por isso,

x · y−1 = f(a) · f(b)−1 = f(a) · f(b−1) = f(a · b−1),

de maneira que x · y−1 ∈ Im(f) e Im(f) < G2

(2) Temos que Ker de f ⊂ G1, pois f(eG1
) = eG2

=⇒ eG1
∈ Kerf e

Kerf 6= ∅. Além disso, ∀ a e b ∈ Kerf , temos f(a) = f(b) = eG2
,

então;
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f(a) ∗ b−1 = f(a) · f(b)−1 = f(a) · f(b)−1

= eG2
· (eG2

)−1 = eG2
· eG2

= eG2

Logo, a ∗ b−1 ∈ Kerf , e pela proposição 1.3, concluímos que Kerf <

G1. Mas, ∀ a ∈ G1 e ∀ k ∈ Kerf , temos:

f(a ∗ k ∗ a−1) = f(a) ∗ f(k) ∗ f(a−1) = f(a) ∗ eg2 ∗ f(a
−1)

= f(a ∗ a−1) = f(eG1
) = eG2

Isto é, a ∗ k ∗ a−1 ∈ Kerf que implica que Kerf ⊳ G1. �

Observação 1.4 O resultado das proposição 1.3 e 1.4 parte (1), podem

ser traduzidas em "um homomorfismo de grupos preserva não somente

as operações do grupo, mas também a identidade de G1 e o inverso de

cada elemento a ∈ G1"

Proposição 1.5 sejam f : G1 −→ G2 e g : G1 −→ G2 homomorfismo

de grupos. Então, g ◦ f é um homomorfismo.

Demonstração 1.5 De fato, ∀ a, b ∈ G1 temos que:

(g ◦ f)(a ∗ b) = g(f(a ∗ b)) = g(f(a) · f(b) = g(f(a)) · g(f(b)) =

(g ◦ f(a)) · (g ◦ f(b)). �

Definição 1.8 Um homomorfismo de grupos f : G1 −→ G2 bijetivo é

dito um isomorfismo . De forma singular, um isomorfismo f : G −→

G denomina-se um automorfismo de G.

Um isomorfismo f é um automorfismo se G1 = G2, dizemos que

G1 e G2 são isomorfos se f : G1 −→ G2 um isomorfismo e escrevemos

G1 ≃ G2.

Proposição 1.6 Se f : G1 −→ G2 é um isomorfismo , então f−1 :

G2 −→ G1 também é um isomorfismo.
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Demonstração 1.6 Basta mostrar que f−1 : G2 −→ G1 é um homo-

morfismo. Dados que a2 e b2 ∈ G2, exitem a1 e b1 ∈ G1 tais que

f(a1)= a2 ⇔ f−1(a2) = a1 e f(b1)= b2 ⇔ f−1(b2) = b1 por isso

f−1(a2 · b2) = f−1(f(a1) · f(b1)

=f−1(f(a1 · b1))

=a1 · b1

=f−1(a2) · f
−1(b2)

o que mostra que f−1 é um homomorfismo. �

Definição 1.9 Um homomorfismo f : G1 −→ G2 é dito um monomor-

fismo se f é injetora, epimorfismo se f é sobrejetora.

Proposição 1.7 Se f é sobrejetivo, então ker (f) = {e} ⇔ f é um

isomorfismo.

Proposição 1.8 Se f : G1 −→ G2 é um isomorfismo, então f−1 :

G1 −→ G2 também é.

Proposição 1.9 Seja f : G1 −→ G2 um isomorfismo. Então, temos

que;

O(f(x)) = O(x), ∀ x ∈ G

O conjunto dos autumorfismos e automorfismos internos de G, serão

denotados respectivamente por Aut(G) eI(G); assim:

I(G) = {Ig|g ∈ G} ⊆ Aut(G)

Proposição 1.10 Seja a função Ig : G −→ G definida por Ig(x) =

g · x · g−1, temos que

(i) (Ig)
−1 = Ig−1
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(ii) Ig1 ◦ Ig2 = Ig1g2

Proposição 1.11 Seja G um grupo abeliano, então, ∀ g ∈ G temos

que;

Ig(x) = g · x · g−1 = (g · g−1) · x = e · x = x

1.3 Grupos Cíclicos

Sejam G e a ∈ G. Denotemos por < a >, o subconjunto de

G dado por < a >= {an | n ∈ Z}.

Proposição 1.12 Se G é um grupo e a ∈ G. Então < a > é um

subgrupo de G.

Demonstração 1.7 Sejam x, y ∈< a >, então x = ar e y = as, onde

r e s são inteiros. Daí, x.y = ar.as = ar+s ∈< a >. E mais, se

x ∈< a >, então x = ar ⇒ x−1 = (ar)−1 = a−r ∈< a >. Logo, < a >

é subgrupo de G.

Observação 1.5 O grupo < a > de G é chamado de subgrupo de G

gerado por a ∈ G.

Definição 1.10 Seja G um grupo. Dizemos que G é cíclico se existir

a ∈ G tal que < a >= G. Quando existir a ∈ G tal que < a >= G o

elemento a é chamado um gerador de G.

Exemplo 1.1 1) O grupo (Z,+) é cíclico, pois

< 1 >= {n.1 | n ∈ Z} = {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...} = Z.

2) O grupo (Q,+) não é cíclico.



CAPÍTULO 1. GRUPOS 23

Proposição 1.13 Todo grupo cíclico é abeliano.

Demonstração 1.8 Considerando G um grupo cíclico e a ∈ G tal que;

G = 〈a〉 = {an : n ∈ Z}.

Dados x1 e x2 ∈ G, com x1 = an1 e x2 = an2, onde n1 e n2 ∈ Z,

x1 · x2 = an1 · an2 = a((n1)+(n2)) = a((n2)+(n1)) = an2 · an1 = x2 · x1.

Ou seja, temos que G é abeliano. �

A recíproca da proposição anterior não é válida, pois, conforme feito an-

teriormente, o grupo G = (Z
2
× Z

2
,+) não é cíclico. (exemplo clássico

de um grupo abeliano que não é cíclico.)

Teorema 1.1 Todo subgrupo de um grupo cíclico é cíclico.

Demonstração 1.9 Considerando G = 〈a〉 um grupo cíclico e H um

subgrupo de G. Se H = {e}, temos H = 〈e〉. Se H 6= {e} , então existe

um b ∈ H, com b 6= e. Como b ∈ G, b = ak para algum k ∈ Z∗. Mas,

sendo H < G, ak ∈ H. Por isso,

X = {n ∈ N : an ∈ H} 6= ∅.

Pelo Princípio da Boa Ordem, existe m ∈ X, com m = minX. Vamos

mostrar que H = 〈am〉. Como am ∈ H, então 〈am〉 ⊂ H. Considere-

mos, pois h ∈ H. Desde que H < G, então h = an para algum n ∈ Z.

Pelo algoritmo da divisão, existem q, r ∈ Z tais que

n = mq + r, com 0 ≤ r < m.

Logo, an = amq · ar, isto é,

ar = an · (am)−q.
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Como am ∈ H, segue que (am)−q ∈ H . Além disso, sendo que an e

(am)−q elementos de H, temos que an · (am)−q ∈ H, isto é, ar ∈ H.

Mas, desde que m = minX, devemos necessariamente ter r = 0. Por

conseguinte, n = mq e

h = an = (am)q ∈ 〈am〉, Assim, H ⊂ 〈am〉e , portanto, H = 〈am〉.

�

Proposição 1.14 Seja G = 〈g〉 = {..., g−1, e, g, g−2, ...} um grupo cíclico

de ordem infinita. Então:

(i) f : (Z,+) → (G, ·), dada por f (z) = gz, é um isomorfismo.

(ii) O elemento gz gera G se, e somente se z = 1 ou z = −1.

Demonstração 1.10 (i) ∀ z1 e z2 ∈ Z, temos que;

f (z1 + z2) = gz1+z2 = gz1 · gz2 = f (z1) · f (z2) Portanto, f é um homo-

morfismo.

Além disso, a função f é claramente uma bijeção e consequentimente

um isomorfismo.

(ii) Ja vimos em (i) que f : z 7→ gz é um isomorfismo. Logo, gz gera

G se , e somente se, z gera Z. Mas os únicos elementos que geram Z

são z = 1 e z = −1. �

Corolário 1.1 Todo grupo cíclico finito de ordem m é isomorfo ao

grupo aditivo (Zm,+) das classes de resto módulo m.

1.4 Homomorfismos e automorfismos de grupos cíclicos

Proposição 1.15 Sejam G e G
′

dois grupos, a ∈ G e b ∈ G
′

.

(i) Se O (a) < ∞ então existe um homomorfismo f : 〈a〉 −→ G, tal
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que f (a) = b se, e somente se O (b) divide O (a). Quando existir, o

homomorfismo f é único e definido por f (ar) = (br) ∀ r ∈ N.

(ii) Se O (a) = ∞ e (O (b) qualquer) então existe um único homomor-

fismo f : 〈a〉 −→ G tal que f (a) = b. Tal homomorfismo f é dado por

f (ar) = (br) ∀ r ∈ Z

Demonstração 1.11 Se temos que O (a) < ∞ e O (b) não divide

O (a), não existe homomorfismo f : 〈a〉 −→ G, tal que f (a) = b.

Se O (a) = ∞ ou se O (a) < ∞ e O (b) divide O (a), considere a

função f : 〈a〉 −→ G, definida por f (ar) = (br). Então no caso onde

O (a) < ∞ um mesmo elemento φ ∈ 〈a〉 pode ter duas representações

φ = ar e φ = as; Porém, para que f seja uma função bem definida, de-

vemos verificar que o valor f (φ) independe desta representação, ou seja,

devemos verificar que r e s são dois inteiros tais que ar = as ⇒ br = bs.

Com efeito, sejam φ = ar e φ = as duas representações de φ. Temos

que ar−s = e, logo r− s é múltiplo de O (a) e ,como por hipótese, O (b)

divide O (a) temos que r−s é múltiplo de O (b) e consequentimente que

br−s = e o que implica em br = bs portanto, f está bem definida neste

caso.

Se O (a) = ∞, temos que;

ar = as ⇔ ar−s = e⇔ r−s = 0 ⇔ r = s, isto é, todo elemento φ ∈ 〈a〉

tem uma única representação. Logo, se O (a) = ∞ f é realmente uma

função, independente qualquer que seja O (b). �
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1.5 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

A base da teoria dos grupos finitos, com objetivo de compreender

melhor a conjectura de que para cada subgrupo H de um grupo finito

G, a ordem de H é sempre um divisor da ordem de G. Seja G um grupo

finito e H um subgrupo de G. Sobre essa grupo vamos considerar a

relação de equivalência ≡E (modH) dada para quaisquer a e b ∈ G por

a ≡E b(modH) → a−1b ∈ H.

Proposição 1.16 A relação ≡E (modH) citada acima é de equivalên-

cia. Além disso, a classe de equivalência de um elemento g ∈ G, relativa

a esta relação é dada por {g · h | h ∈ H}.

Demonstração 1.12 Consideremos a, b, c ∈ G. (≡E é reflexiva )

Como a−1a = e ∈ H, então a ≡E a(modH), ou seja, ≡E é reflex-

iva.

( ≡E é simétrica ) Se a ≡E b(modH), então a−1b ∈ H. Assim,

(a−1b)−1 ∈ H → b−1a ∈ H → b ≡E a(modH)

de modo que ≡E é simétrica.

(≡E é transitiva ) Se a ≡E b(modH) b ≡E c(modH) então, a−1b= h1

∈ H e b−1c= h2 ∈ H. Desse modo,

(a−1b)(b−1c) = h1h2 ∈ H ⇒ a−1c ∈ H ⇒ a ≡E c(modH).

assim, ≡E é transitiva e, por isso, é de equivalência.

Por outro lado, dado g ∈ G, seja g a classe de equivalência de g relativa

à relação ≡E. Por definição, g = {x ∈ G | g ≡E x}. Logo, para x ∈ G,

x ∈ g ⇔ g ≡E x⇔ g−1x ∈ H
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isto é, g−1x = h ∈ H, ou melhor, x = gh ∈ {gh | h ∈ H}. Isto

nos diz que g ⊂ {gh | h ∈ H}. Agora, se x ∈ {gh | h ∈ H}, então

existe h ∈ H tal que x = gh, ou seja g−1x = h. Por conseguinte,

g ≡E x(modH) e, assim, x ∈ g. Logo, {gh | h ∈ H} ⊂ g, mostrando

que g = {gh | h ∈ H}. �

Vamos denotar aqui a classe g de um elemento g ∈ G segundo a relação

≡E (modH) por gH, a qual chamaremos de classe lateral à esquerda de

H em G determinada por g. Assim,

gH = {gh | h ∈ H}

Analogamente, prova-se que a relação ≡D (modH) sobre G dada, para

quaisquer a, b ∈ G, por

a ≡D b(modH) ⇔ ab−1 ∈ H

é de equivalência e, para cada g ∈G a classe de equivalência de g segundo

esta relação é g = {hg | h ∈ H}, a qual vamos denotar por Hg,

Hg = {hg | h ∈ H}

e chamaremos classe lateral à direita de H em H determinada por g

Observação 1.6 As seguintes proposições apresentam-se com classes

laterais à esquerda, porém tanto faz à direita ou à esquerda. Portanto,

seja G um grupo e H um subgrupo de G.

Proposição 1.17 A união de todas as classes laterais de H em G é

igual a G.

Proposição 1.18 Temos que aH = bH ⇐⇒ a−1b ∈ H, ∀ a, b ∈ G.
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Proposição 1.19 Sejam aH e bH duas classes laterais qualquer de H

em G, então aH ∩ bH = ∅ ou aH = bH.

Demonstração 1.13 A função

Ψ : H −→ aH

h 7−→ ah

∀ h ∈ H é claramente uma bijeção pois:

(i) ψ(h1) = ψ(h2)

(ii) Dado ah ∈ aH, fica claro que ah é a imagem de h por ψ

Exemplos de classes laterais

(i) Sejam o grupo multiplicativo G = {−1, 1,−i, i}, e o subgrupo H =

{−1, 1} de G, então:

(−1) ·H = {(−1) · 1, (−1) · (−1)} = {−1, 1} = H · (−1)

1 ·H = {1 · 1, 1 · (−1)} = {1,−1} = H · 1

(−i) ·H = {(−i) · 1, (−i) · (−1)} = {−i, i} = H · (−i)

i ·H = {i · 1, i · (−1)} = {i,−i} = H · i

(ii) Sejam G = (Z6,+) e seu subgrupo H = {0, 3}, então:

0 +H = {0 + 0, 0 + 3} = {0, 3} = H + 0

1 +H = {1 + 0, 1 + 3} = {1, 4} = H + 1

2 +H = {2 + 0, 2 + 3} = {2, 5} = H + 2

3 +H = {3 + 0, 3 + 6} = {3, 0} = H + 3

4 +H = {4 + 0, 4 + 3} = {4, 1} = H + 4

5 +H = {5 + 0, 5 + 3} = {5, 2} = H + 5

Teorema 1.2 ( Teorema de Lagrange )

Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G. Então |G| = |H|(G : H)

e a ordem e o índice de H dividem G.
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Demonstração 1.14 Considerando que (G : H) = α, e {a1H, ..., aαH}

todas as classes laterais de H em G. Como cada uma dessas classes pos-

sue |H| elementos,(da proposição anterior) e a1H ∪ ...aαH = G, com

aiH ∪ ...ajH 6= ∅ (proposições 1.4 e 1.6), temos que |G| = α|H| =⇒

|G| = |H|(G : H).

Deste teorema, temos os seguintes corolários:

Corolário 1.2 Seja G um grupo finito e α ∈ G. Então a ordem de α

divide a ordem de G.

Corolário 1.3 (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p um número primo.

Então:

ap−1 ≡ 1modp, ∀ a ∈ Z \ pZ

Corolário 1.4 Seja G um grupo de ordem prima. Então G é cíclico.

Demonstração 1.15 Seja α ∈ G\e e considere 〈α〉 o subgrupo gerado

por α. pelo Teorema de Lagrange, |〈α〉| divide |G| e portanto |〈α〉| =

p = |G|,logo G = 〈α〉 �

Teorema 1.3 Seja (G, ·) um grupo cíclico finito de ordem n, onde g é

um gerador, então:

gn =e e G = {g, g2, ..., gn−1, gn = e}, com gi 6= gj, ∀i 6= j; i, j ≤ n.

Corolário 1.5 Seja (G, ·) um grupo cíclico finito de ordem n, onde g

é um gerador, então n é o menor inteiro positivo tal que gn = e.

Teorema 1.4 Seja (G, ·) um grupo cíclico finito de ordem n , onde g

é um gerador e k ∈ Z, então gk = e se, e somente se n | k.
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Proposição 1.20 Considere o grupo (G, ·) onde e é o elemento neutro,

se um elemento h de G tem ordem n, então hk = e. �

Demonstração 1.16 Se O(h)= n e hk = e, então usando o Lema de

Euclides podemos escrever k = nq + r ≤ r ≤ n. Logo, e = hk =

(hn)q · hr =⇒ hr = e, e portanto r = 0, pois r < n e n é a ordem de h.

�

Lema 1.1 Seja G um grupo e considere α ∈ G,α 6= e.

(i) O(α) = 2 se e somente se α = α−1

(ii) Se O(α) = 2, ∀ α 6= e, então G é um grupo abeliano.

Lema 1.2 Todo grupo de ordem par possui pelo menos um elemento de

ordem 2.

Teorema 1.5 (Teorema de Cauchy). Cosidere G um grupo finito de

ordem n e p um número primo que divide n. Então, G contém um

elemento de ordem p.

Proposição 1.21 Considere G um grupo abeliano e α, β ∈ G com

ordens finitas. Se MDC(O(α), O(β)) = 1, então O(αβ) = O(α)O(β).

Demonstração 1.17 Iniciaremos demonstrando que, se G é um grupo

e α e β ∈ G tal que αβ = βα com O(α) = n e O(β) = m, então,O(αβ) |

MMC(n,m).

De fato:

Tomando O(αβ) = p =⇒ (αβ)p = e, e se (αβ)k = e =⇒ p | k. Como

αβ = βα =⇒ (αβ)P = αPβP = e, e além disso, (αβ)mn = αmnβmn =

(αn)m(βm)n = e.

Seja MMC(n,m) = l =⇒ n|l e m|l pois l = n · n1 = m · m1 .
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Mas, αβl = αlβl = αn·n1βm·m1 = (αn)n1(β
m)m1 = e =⇒ p|l, isto é,

O(αβ)|MMC(n,m). Considerando então que MDC(m,n) = 1 =⇒

l =MMC(n,m) = nm =⇒ O(αβ)|nm e existem x, y ∈ Z, tais que:

mx+ ny = 1. (1)

Então: (αβ)mx+ny = αmx+nyβmx+ny = αmx αnyβmx

︸ ︷︷ ︸
βny = αβ =⇒

(αmxβny)p = (αβ)p = e =⇒ αpmxβpny = e =⇒ αpmx = β−pny =⇒

(αpmx)n = e = β−pn2y =⇒ m|pn2y mas de (1) temos que (n2y,m) =

1 =⇒ m|p.

Também temos que n|pmx, mas de (1) temos que (mx, n) = 1 =⇒ n|p.

Conclui se que m|p e n|p =⇒ mn|p, logo:

p|mn e mn|p =⇒ p = mn, isto é, O(αβ) = mn. �

Proposição 1.22 Seja G um grupo abeliano com a e b elementos de G

de ordens finitas. Então existe c ∈ G tal que O(c) =MMC(O(a)O(b)).

Proposição 1.23 Se G é um grupo abeliano e r := sup{O(g)|g ∈ G}

é finito, então O(x) divide r para cada x ∈ G.

Demonstração 1.18 Suponhamos que r = sup{O(g)|g ∈ G} é finito

etomemos y ∈ G tal que O(Y ) = r. Se existir x ∈ G tal que O(x) não

divide r, tem-se r := MMC(O(x)O(y)) > r e pela proposição 1.10,

existe um elemento c ∈ 〈x, y〉 ⊆ G tal que O(c) = s > r, um absurdo,

uma vez que r é o supremo do conjunto. �

1.6 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Estabelece-se nesta parte, condições sobre um subgrupo H de um

grupo G, para verificar se a operação de G induz de maneira natural
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uma operação sobre o conjunto das clases laterais à esquerda de H em

G. veremos com mais clareza no decorrer da seção.

Definição 1.11 Um subgrupo H de um grupo G é um subgrupo normal

de G, escrevemos H ⊳ G, se

aha−1 ∈ H, ∀ a ∈ G e ∀ h ∈ H.

Proposição 1.24 Seja G um grupo, então:

(i) N ⊳ G⇔ Ng = gN, ∀ g ∈ G

(ii) N1, N2 ⊳ G→ N1 ∩N2 ⊳ G.

(iii) K < G e N ⊳ G→ KN = {k · n|k ∈ K,n ∈ N} < G.

(iv) N1 ⊳ G,N2 ⊳ G→ N1 ·N2 ⊳ G.

(v) K < G,N ⊳ G→ K ∩N ⊳ K.

Exemplos de subgrupos normais

(i) {e}, G são subgrupos normais de G.

(ii) Z(G) ⊳ G tal que Z(G) = {x ∈ G|xg = gx, ∀ g ∈ G}

Proposição 1.25 Se N é um subgrupo de um grupo G, onde (G : N) =

2, então N ⊳ G.

Demonstração 1.19 Como (G : N) = 2, existem em G duas classes

laterais diferentes; N e G − N e, dado a ∈ G, exitem as seguintes

possibilidades; aN = Na = N . Por outro lado, a ∈ G − N então

aN = G−N = Na.

Verificamos que, se (G : N) = 2, temos aN = Na, ∀ a ∈ G e, pelo item

(i) da proposição 1.13, conclui-se que N ⊳ G. �

Grupos Quocientes
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Definição 1.12 Se G é um grupo e H subgrupo normal de G. O grupo

de suas classes laterais, com a operação induzida de G é chamado de

grupo quociente de G por H, denotado por G�H.

Proposição 1.26 Seja G um grupo e N um subgrupo normal de G;

(i) Se G é abeliano, então G/N é abeliano.

(ii) Se G é cíclico, então G/N é cíclico.

Proposição 1.27 A ordem do grupo quociente G�H é o índice de H

em G, ou seja |G/H| = (G : H).



Capítulo 2

Grupos Finitos Gerados por dois

Elementos

Os grupos cíclicos, gerados por um elemento, são de mais simples

classificação. Em compensação, classificar grupos gerados por dois ele-

mentos pode ser de grande complicação. Vamos aqui, restringir nosso

estudo aos grupos finitos gerados por dois elementos a e b ou seja,

G = 〈a, b〉 satisfazendo uma relação ba = asb. Obteremos resultados

que serão de grande ajuda para classificar os grupos de ordem ≤ 11.

Consederemos, primeiro , o grupo S3 das permutações de grau 3.

Veja:

e =




1 2 3

1 2 3



 α =




1 2 3

2 3 1



 β =




1 2 3

2 1 3





γ =




1 2 3

1 3 2



 δ =




1 2 3

3 1 2



 ǫ =




1 2 3

3 2 1



.

Vemos que S3 é um grupo de ordem 6, onde

34
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S3 = 〈α, β〉

α3 = e

β2 = e

βα = α2β

Então, mostraremos que se G é um grupo qualquer de ordem 6 no

qual possue elementos A e B tais que:







G = 〈A,B〉

A3 = e

B2 = e

BA = A2B

,

Daí, existe um isomorfismo entre S3 e G. Logo, a menos de isor-

morfismos, o grupo S3 é caracterizado como sendo o grupo de ordem 6

gerado por dois elementos α e β satisfazendo as relações:







α3 = e

β2 = e

βα = α2β

Precisamos, pois, sobre um grupo gerado por dois elementos , de-

terminar a natureza dos homomorfismos definido para esse grupo que

satisfaça a relação ba = asb.

Proposição 2.1 A relação ba = asb equivale a Ib (a) = as.

Demonstração 2.1 ba = asb ⇐⇒ bab−1 = asbb−1 ⇐⇒ bab−1 =

ase⇐⇒ bab−1 = as ⇐⇒ Ib (a) = as. �
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Teorema 2.1 sejam G um grupo finito e a, b ∈ G e satisfazendo ba =

asb e seja G
′

um grupo qualquer e α, β ∈ G. Tomando s ≥ 1 e sejam

n,m ≥ 1 inteiros tais que;

an = e e bm ∈ 〈a〉 (∗).

Então:

a) bt · ar = ars
t

· bt ∀ r, t ∈ N, e

〈a, b〉 = {aibj | 0 ≤ i ≤ n− 1 e 0 ≤ j ≤ m− 1}.

b) Se os inteiros me n são escolhidos minimalmente satisfazendo (∗),

então o grupo 〈a, b〉 tem ordem igual a nm.

c) Se os inteiros m e n são escolhidos minimalmente, e se u é um inteiro

tal que bm = au, então existe um homomorfismo f : 〈a, b〉 −→ G, se

f〈a〉 = α e f〈b〉 = β se, e somente se

βα = αsβ, αn = e, βm = αu

Demonstração 2.2 Primeiramente, observamos que, G sendo um grupo

finito, os inteiros n e m existem de fato.

a) Devemos mostrar que bt · ar = ars
t

· bt , o que equivale a I tb (a) = ars
t

. Por indução sobre t temos;

Se t = 1

Ib (a
r) = (Ib (a))

r = (as)r = ars.

Se t ≥ 2 e supondo que o resultado é válido para t− 1, temos

Ib (a
r) = Ib ◦ I

t−1
b (ar)

Se vale para t− 1 =⇒ I t−1
b (ar) = ars

t−1

,então
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Ib ◦ I
t−1
b (ar) = Ib

(
I t−1
b (ar)

)
= Ib

(

ars
t−1

)

= (Ib (a))
rst−1

= (as)rs
t−1

=

arss
t−1

= ars
t

.

podemos então, concluir que qualquer elemento de 〈a, b〉 pode ser escrito

da forma avbw com v, w ∈ N. Agora, a conclusão bw ∈ 〈a〉 permite

escrever este elemento avbw na forma av
,

bj com v, ∈ N e 0 ≤ j ≤ m−1;

a condição an = e permite que se escreva o elemento av
,

bj na forma

aibjcom 0 ≤ i ≤ n− 1 e 0 ≤ j ≤ m− 1 portanto temos;

G = 〈a, b〉 = {aibj | 0 ≤ i ≤ n− 1 , 0 ≤ j ≤ m− 1}.

b) Agora, suponhamos que n e m são de fato minimais satisfazendo (∗)

. Para vermos que 〈a, b〉 tem ordem mn ,é suficiente verificarmos que

se 0 ≤ i, k ≤ n − 1, 0 ≤ j, l ≤ m − 1 e aibj = akbl , então i = k e

j = l.

Suponhamos que, sem perda de generalidade, l ≤ j. Multiplicando am-

bos os lados da igualdade aibj = akbl por a−i pela esquerda e b−l pela

direita, temos que bj−l = ak−i ∈ 〈a〉 com 0 ≤ j − l ≤ j ≤ m − 1.

Portanto, pela minimalidade de m , temos j − l = 0. Assim l = j e,

consequentimente, ak−i = e; pela minimalidade de n obtemos também

i = k.

c)(=⇒)Supondo que existe um homomorfismo f : 〈a, b〉 −→ G, tal que

f (a) = α e f (b) = β. Como ba = asb, temos;

βα = f (b) f (a) = f (ba) = f (asb) = (f (a))s f (b) = αsβ.

Como an = e, temos αn = f (a)n = e e como bm ∈= 〈a〉, temos que

bm = au, com u ∈ N, logo:

bm = au =⇒ βm = αu
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(⇐=) Considerando que βα = αsβ , αn = e e βm = αu. Natural-

mente, podemos aplicar a parte (a) ao grupo G, e a α, β, obtendo que

βt ·αr = αrst ·βt ∀ r e t ∈ N. É suficiente, então, verificar que a função

f : 〈a, b〉 −→ G, definida por f
(
aibj

)
= αiβj para 0 ≤ i ≤ n − 1 e

0 ≤ j ≤ m−1 é um homomorfismo. Ora, f está bem definida, uma vez

que m e n foram escolhas minimais. Agora, escrevendo j + l = pm+ v

com 0 ≤ v ≤ m−1 e escrevendo i+ksj+pu = qn+w com 0 ≤ w ≤ n−1

para i, j, k, l ∈ N.

Temos:

f
(
aibj · akbl

)
= f

(
ai · bjak · bl

)
= f

(

ai · aks
j

bj · bl
)

= f
(

ai+ksjbj+l
)

= f
((

ai+ksjbpm+v
))

= f
((

ai+ksjbpmbv
))

= f
((

ai+ksjapubv
))

= f (awbv) =

αwβv = αi+ksjαpuβv = αi+ksjβpmβv = αi+ksjβj+l = αiαksjβjβl =

αiβj · αkβl = f
(
aibj

)
·
(
akbl

)
�

Teorema 2.2 Sejam m,n e s números inteiros positivos.

(i) Existe um grupo G de ordem mn que possui elementos a, b tais que






G = 〈a, b〉

an = e

bm = au

ba = asb

,

se, e somente se sm ≡ 1(modn) e u (s− 1) ≡ 0(modn).

(ii)Quando existir um grupo de ordem mn satisfazendo as condições

acima, ele é único a menos de isomorfismo.

Demonstração 2.3 (i)(⇒) Do Teorema 2.1, temos que bma = as
m

bm.

Como bm ∈ 〈a〉,temos que bm comuta com a, o que implica em abm =

as
m

bm. Podemos multiplicar ambos os lados por a−1 á esquerda e por
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b−m á direita, donde obtemos:

a−1abmb−m = a−1as
m

bmb−m =⇒ ebm−m = as
m−1bm−m =⇒ e = as

m−1

Portanto, sm − 1 é um múltiplo da ordem de a pelo Teorema 2.1 parte

a) logo, sm ≡ 1(modn) .

Ainda pela primeira parte do Teorema 2.1, bau = ausb Como au ∈ 〈b〉,

temos que au comuta com b, o que implica em aub = ausb; Podemos mul-

tiplicar ambos os lados por a−u á esquerda e por b−1 á direita, donde

obtemos;

ebb−1 = aus−ue =⇒ e = au(s−1)

Portanto, u (s− 1) é um múltiplo da ordem de a pelo Teorema 2.1 parte

a); logo, u (s− 1) ≡ 0(modn).

(⇐=) A volta da demonstração será aqui omitida, uma vez que se faz

necessário conhecimentos prévios de produto semidireto de dois grupos.

(ii) Considere, agora, um grupo G
′

de ordem mn que possui dois ele-

mentos α e β tais que;






G = 〈α, β〉

αn = αu

βm = e

βα = αsβ

Temos que | G |=| G
′

|= mn , logo, a aplicação f : G −→ G
′

que foi

definida por f
(
aibj

)
= αiβj para 0 ≤ i ≤ n − 1 e 0 ≤ j ≤ m − 1 é

uma bijeção e , da última parte do Teorema 2.1 podemos concluir que

f é um isomorfismo. �

Teorema 2.3 Seja n,m e s números inteiros positivos e u = 0, o teo-

rema 2.1 pode se resumir a:
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a) Existe um grupo G de ordem nm que possui elementos a, b tais que






G = 〈a, b〉

an = e

bm = e

ba = asb

,

se, e somente se, sm ≡ 1(modn).

b) Quando existir um grupo de ordem nm tal que satisfaça as condições

acima, este é único a menos de isomorfismo.



Capítulo 3

Classificação dos grupos de ordem

≤ 11

Utilizaremos aqui os principais resultados obtidos nos capítulos an-

teriores e, a partir disso, classificar os grupos de ordem menor ou igual

a 11, finalizando assim este trabalho.

Grupo de ordem 1

Temos que o único grupo dessa ordem é o G = {e} e o único elemento

de um grupo dessa ordem é o neutro.

Grupos de ordem p, com p = 2, 3, 5, 7 ou 11

Temos que, pelo corolário 1.4, todo grupo de ordem p, com p primo, é

cíclico e simples. Portanto, se G é um grupo de ordem p prima então

G ≃ Zp, pelo corolário 1.1

Grupo de ordem 4

Consideremos os grupos a seguir de ordem 4:

Z4 = {0, 1, 2, 3} e Z2 × Z2 = {
(
0, 0

)
,
(
0, 1

)
,
(
1, 0

)
,
(
1, 1

)
}

Vamos mostrar que esses dois grupos são os únicos grupos de ordem 4, a

menos de isomorfismos. Lembrando que esses grupos não são isomorfos

41
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devido Z4 possuir elementos de ordem 4 e Z2×Z2 não. Seja G um grupo

de ordem 4, se esse grupo possui um elemento de ordem 4, pelo corolário

1.1 temos que G ≃ Z4; caso contrário, pelo teorema de Lagrange, todos

os seus elementos diferentes do elemento neutro são de ordem 2, uma

vez que a ordem dos elementos deve dividir a ordem do grupo. Logo,

pelo Lema 1.1, G é um grupo abeliano.

Como | G |= 4, descreveremos G = {e, a, b, c} onde, O (a)= O (b)=

O (c) = 2 com todos distintos.

Procuraremos então em sua tabela de multiplicação, o resultado das

possíveis multiplicações de seus elementos. Ora:

ab 6= e, se não, a = b−1, um absurdo já que O (b) = 2 implica b−1 = b;

ab 6= a pois ab = a⇐⇒ b = e, absurdo;

ab 6= b pois ab = b⇐⇒ a = e, absurdo;

Portanto, ab = c e como o grupo é abeliano, ba = c.

Como também:

ac 6= e, se não, a = c−1, um absurdo já que O (c) = 2 implica c−1 = c;

ac 6= a pois ac = a⇐⇒ c = e, absurdo;

ac 6= c pois ac = c⇐⇒ a = e, absurdo;

Portanto, ac = b e como o grupo é abeliano, ca = b.

de forma semelhante, temos: bc = a = cb. Seja f a seguinte função:

f : Z2 × Z2 → G
(
0, 0

)
7→ e

(
0, 1

)
7→ a

(
1, 0

)
7→ b

(
1, 1

)
7→ c
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Tendo que Z2 × Z2 e G possuem elementos distintos, notamos que a

função f é uma bijeção.

De fato, pois:

f
[(
0, 0

)
+
(
1, 0

)]
= f

(
1, 0

)
= a = e · a = f

(
0, 0

)
· f

(
1, 0

)

f
[(
0, 0

)
+
(
0, 1

)]
= f

(
0, 1

)
= b = e · b = f

(
0, 0

)
· f

(
0, 1

)

f
[(
0, 0

)
+
(
1, 1

)]
= f

(
1, 1

)
= c = e · c = f

(
0, 0

)
· f

(
1, 1

)

f
[(
1, 0

)
+
(
0, 1

)]
= f

(
1, 1

)
= c = a · b = f

(
1, 0

)
· f

(
0, 1

)

f
[(
1, 0

)
+
(
1, 1

)]
= f

(
0, 1

)
= b = a · c = f

(
1, 0

)
· f

(
1, 1

)

f
[(
1, 0

)
+
(
1, 0

)]
= f

(
0, 0

)
= e = a · a = f

(
1, 0

)
· f

(
1, 0

)

f
[(
0, 1

)
+
(
0, 1

)]
= f

(
0, 0

)
= e = b · b = f

(
0, 1

)
· f

(
0, 1

)

f
[(
0, 1

)
+
(
1, 0

)]
= f

(
1, 1

)
= c = b · a = f

(
0, 1

)
· f

(
1, 0

)

f
[(
0, 1

)
+
(
1, 1

)]
= f

(
1, 0

)
= a = b · c = f

(
0, 1

)
· f

(
1, 1

)

f
[(
1, 1

)
+
(
1, 1

)]
= f

(
0, 0

)
= e = c · c = f

(
1, 1

)
· f

(
1, 1

)

Devido Z2 × Z2 ser abeliano, temos que:

f
[(
a, b

)
+
(
c, d

)]
= f

[(
c, d

)
+
(
a, b

)]
, ∀

(
a, b

)
,
(
c, d

)
∈ Z2 × Z2

Contudo, temos que a função f é um homomorfismo e, logo, um isomor-

fismo. Portanto, a menos de isomorfismo, Z4 e Z2 × Z2 são os únicos

grupos de ordem 4.

Grupo de ordem 6

Vimos anteriormente que Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} e S3 são grupos de ordem

6 onde não são isomorfos uma vez que Z6 é um grupo abeliano e S3 não

é. Vamos mostrar agora que esses são os únicos grupos de ordem 6 a

menos de isomorfismos.

Tomenos então um grupo G qualquer de ordem 6.

Pelo teorema 1.5, temos que G possue um elemento α, com | α |= 3
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e um elemento β onde | β |= 2 daí, α, α2 ∈ G, β ∈ G como tam-

bém os elementos αβ e α2β. Devido | G |= 6, vemos que G =

{e, α, α2, β, αβ, α2β}, daí;






| G |= 6

G = 〈α, β〉

α3 = e

β2 = e

Vendo que | 〈α〉 |= 3, então (G : 〈α〉) = 2, portanto 〈α〉 ⊳ G, assim

βαβ−1 = βαβ ∈ 〈α〉 ⇒ βαβ = α ou βαβ = α2 então βα = αβ ou

βα = α2β.

Temos, disso tudo, que existem duas possibilidades:

(i)







| G |= 6 = 3 · 2

G = 〈α, β〉

α3 = e

β2 = e

βα = αβ

,

(ii)







| G |= 6 = 3 · 2

G = 〈α, β〉

α3 = e

β2 = e

βα = α2β

Pela parte (ii) do Teorema 2.2, temos em cada um dos casos, no máximo

um grupo, a menos de isomorfismo, satisfazendo as condições. Devemos

então saber se existem de fato tais grupos. Existem sim, basta tomar

G = Z6 para o caso (i) e G = S3 no caso (ii).
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Observemos que Z2 × Z3 também satisfaz o caso (i) e, pela unicidade,

temos que Z2 × Z3 ≃ Z6.

Grupo de ordem 8

Consideremos os grupos de ordem 8 a seguir:

Z8,Z4 × Z2,Z2 × Z2 × Z2 e D4

Esses grupos não são isomorfos entre si e são compostos pelos seguintes

elementos:

Z8 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},

Z4 × Z2 = {
(
0, 0

)
,
(
0, 1

)
,
(
1, 0

)
,
(
1, 1

)
,
(
2, 0

)
,
(
2, 1

)
,
(
3, 0

)
,
(
3, 1

)
}

Z2 × Z2 × Z2 =

{
(
0, 0, 0

)
,
(
0, 0, 1

)
,
(
0, 1, 1

)
,
(
1, 1, 1

)
,
(
1, 0, 0

)
,
(
1, 1, 0

)
,
(
1, 0, 1

)
,
(
0, 1, 0

)
}

D4 = {a0 = e, a1, a2, a3, a4a5, a6, a7}

com;

a0 =




1 2 3 4

1 2 3 4



, a1 =




1 2 3 4

2 3 4 1



, a2 =




1 2 3 4

3 4 1 2



,

a3 =




1 2 3 4

4 1 2 3



, a4 =




1 2 3 4

4 3 2 1



, a5 =




1 2 3 4

2 1 4 3



,

a6 =




1 2 3 4

1 4 3 2



, a7 =




1 2 3 4

3 2 1 4





Observa-se que D4 não é abeliano, notando que:

a1 ∗ a4 =




1 2 3 4

1 4 3 2



 e a4 ∗ a1 =




1 2 3 4

3 2 1 4
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ou seja, a1 ∗ a4 6= a4 ∗ a1.

Observemos que

◦ Z8 possui 4 elementos de ordem 8,
(
1, 3, 5, 7

)
, e que Z4×Z2,Z2×Z2×

Z2 e D4 não possuem tais elementos, o que nos garante a afirmação do

não isomorfismo entre Z8 e o restante dos grupos citados.

◦ Z4 ×Z2 possui 4 elementos de ordem 4
((
1, 0

)
,
(
1, 1

)
,
(
3, 0

)
,
(
3, 1

))
,

enquanto que ,Z2 × Z2 × Z2 possui apenas elementos de ordem 2 e que

D4 só possui 2 elementos de ordem 4 daí, podemos afirmar que Z4 ×Z2

não é isomorfo a nenhum dos grupos citados.

◦ Z2 × Z2 × Z2 tem ao todo, 8 elementos de ordem 2 e D4 apenas 5

desses elementos, assim, esses dois grupos são não isomorfos.

Denotaremos agora o grupo Q3, o grupo dos quatérnios que, juntamente

com os 4 grupos citados anteriormente, são os únicos de ordem 8, a

menos de isomorfismos assim, Q3 que é dado por;

Q3 =






±




1 0

0 1



 ,±




i 0

0 −i



 ,±




0 1

−1 0



 ,±




0 i

i 0











Com i ∈ C tal que i2 = −1 e

A =




−1 0

0 −1



, B =




1 0

0 1



 = e, C =




i 0

0 −i



, D =




−i 0

0 i



, E =




0 1

−1 0



, F =




0 −1

1 0



, G =




0 i

i 0



,

H =




0 −i

−i 0



,
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Devemos observar que | Q3 |= 8, pois todos os seus elementos são

distintos, vejamos:

C2 =




i 0

0 −i








i 0

0 −i



 =




−1 0

0 −1



= A

C3 =




−1 0

0 −1








i 0

0 −i



 =




−i 0

0 i



= D

C4 =




−1 0

0 −1








−1 0

0 −1



 =




1 0

0 1



= e

E2 =




0 1

−1 0








0 1

−1 0



 =




−1 0

0 −1



= A

E3 =




−1 0

0 −1








0 1

−1 0



 =




0 −1

1 0



= F

E4 =




−1 0

0 −1








−1 0

0 −1



 =




1 0

0 1



= e

CE =




i 0

0 −i








0 1

−1 0



 =




0 i

i 0



= G

EC =




0 1

−1 0








i 0

0 −i



 =




0 −i

−i 0



= H

C3E =




−i 0

0 i








0 1

−1 0



 =




0 −i

−i 0



= H

Logo:
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| Q3 |= 8

Q3 = 〈A,B〉

C4 = e

E2 = C2

EC = C3E

,

Portanto, pela parte (b) do teorema 2.3, temos que Q3 tem caracterís-

ticas das relações acima. Ainda notamos que Q3 não é isomorfo aos

grupos Z8,Z4 × Z2,Z2 × Z2 × Z2 e precisamos verificar que D4 e Q3

também não são, notando que Q3 tem apenas 1 elemento de ordem 2

enquanto D4 possui 5 elementos com essa ordem. Isto está claro quando,

tomando um grupo G de ordem 8, pelo Teorema de Lagrange, as ordens

possíveis para os elementos de G− {e} são 2, 4 e 8.

(Caso 1) G possui um elemento de ordem 8.

Seja δ ∈ G tal que O(δ) = 8; logo G = 〈δ〉 e G ∼= Z8.

(Caso 2) G não tem nenhum elemento em que sua ordem seja 8.

Logo, as ordens possíveis dos elementos de G diferentes de e são 2 e 4.

Aqui, dividiremos o caso 2 em duas partes:

(Caso 2.1) G não possui nenhum elemento de ordem 4.

Assim, todos os elementos de G diferentes do elemento neutro, são de

ordem 2 e, portanto, o grupo G é abeliano. Agora, seja a 6= e, como

O(a) = 2 temos que H = 〈a〉 é um subgrupo de G. Tome b ∈ G −H;

então K = {e, a, b, ab} é também um subgrupo de G. Tome c ∈ G−K;

temos:

G = {e, a, b, ab, c, ac, bc, abc} = {aibjck | i, j, k,∈ 0, 1}.

Logo, a função abaixo é um isomorfismo de grupos.
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ϕ;Z2 × Z2 × Z2 → G
(
i, j, k,

)
7→ aibjck

(Caso 2.2) G possui um elemento de ordem 4.

Considere a ∈ G um elemento de ordem 4 e seja H = 〈a〉. Tome

b ∈ G−H e considere o subgrupo H de G gerado por a e por b, ou seja,

H = 〈a, b〉, com b não pertence ao subgrupo H, temos que | H |> 4 e,

pelo Teorema de Lagrange, | H | divide 8; portanto H = G = 〈a, b〉 =

{e, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b}.

Temos que b2 não pertence a H pois, b2 não pertence a {b, ab, a2b, a3b},

também temos ba não pertence a {e, a, a2, a3}, provando assim que:






| G |= 8

G = 〈a, b〉

a4 = id

b2 = au, para algum u ∈ {0, 1, 2, 3}

ba = asb, para algum s ∈ {0, 1, 2, 3}

,

Vejamos agora as possibilidades para u e s ∈ {o, 1, 2, 3}. Primeiramente,

O(bab−1)= O(a) = 4 assim, s = 1 ou s = 3. Mas, b2 não pertence a

{a, a3}, pois caso contrário a O(b2) = 4 o que implica em O(b) seria um

multiplo de 4 e consequentimente O(b) = 8 ( absurdo pois, por hipótese,

G não possui elementos de ordem 8) ou que O(b) = 4 ( absurdo, pois

nesse caso teríamos O(b2) = 2 .

Portanto, u = 0 ou u = 2 e como ja foi visto s = 1 ou s = 3.

Considerando u = 0, temos dois casos correspondentes a s = 1 e s = 3:
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(iii)







| G |= 8

G = 〈a, b〉

a4 = e

b2 = e

ba = ab

,

(iv)







| G |= 8

G = 〈a, b〉

a4 = e

b2 = e

ba = a3b

,

Daí, pela segunda parte do Teorema 2.2, em cada um dos casos, va-

mos ter no máximo um grupo, a menos de isomorfismo, satisfazendo as

condições indicadas. Podemos nos perguntar se existem tais grupos, de

fato? Veremos a seguir que esses grupos existem.

Basta apenas tomar G = Z4 × Z2 no caso (iii) e G = D4 no caso (iv).

Considerando u = 2, temos dois casos correspondentes a s = 1 e s = 3:

(v)







| G |= 8

G = 〈a, b〉

a4 = e

b2 = a2

ba = ab

,
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(vi)







| G |= 8

G = 〈a, b〉

a4 = e

b2 = a2

ba = a3b

,

Então, pela segunda parte do Teorema 2.2, em cada um dos casos, va-

mos ter no máximo um grupo, a menos de isomorfismo, satisfazendo as

condições indicadas.Veremos a seguir que esses grupos também existem.

Basta apenas tomar G = Z4 × Z2 no caso (v) e G = Q3 no caso (vi).

Portanto,

Z8,Z4 × Z2,Z2 × Z2 × Z2, D4 e Q3

a menos de isomorfismo, são os únicos cinco grupos de ordem 8.

Grupo de ordem 9

Tomenos, a seguir, os seguintes grupos:

Z9 e Z3 × Z3

que são de ordem 9. Eles não são isomorfos pois, Z9 possui elementos

de ordem 9, enquanto que Z3×Z3 não possui tais elementos. Esses dois

grupos são compostos pelos elementos seguintes:

Z9 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

Z3 × Z3 =

{
(
0, 0

)
,
(
0, 1

)
,
(
0, 2

)
,
(
1, 0

)
,
(
1, 1

)
,
(
1, 2

)
,
(
2, 0

)
,
(
2, 1

)
,
(
2, 2

)
}

Vamos mostrar agora que esses dois grupos são os únicos grupos, a menos

de isomorfismos, de ordem 9.
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Consideremos um grupo G que não seja cíclico e, pelo Teorema de La-

grange, todos seus elementos diferentes do neutro, tem ordem 3. Sejam

então, e 6= α ∈ G e β ∈ G − 〈α〉. Então, 〈α〉 = {α, α2, α3} ∈ G e

〈β〉 = {β, β2, β3} ∈ G e αi 6= βj, ∀ i, j ∈ {1, 2} . Daí, por razões

elementares, temos que

G = {e, α, α2, β, αβ, α2β, β2, αβ2, α2β2}

Portanto,






| G |= 9

G = 〈α, β〉

α3 = e

β3 = e

,

Mas quem é o produto βα? Temos que βα não pertence a {e, α, α2, β, β2}.

Analisaremos os casos restantes:

βα = αβ, βα = α2β, βα = αβ2, βα = α2β2, Observando ainda que,

pela segunda parte do Teorema 2.2, temos no máximo um grupo a menos

de isomorfismo em cada um dos casos.

(a) Caso βα = αβ, basta tomar G = Z3 × Z3.

(b) Caso βα = α2β não existe tal grupo, observando a primeira parte

do Teorema 2.2, onde 23 = 8 ≇ 1mod3.

(c) Caso βα = αβ2 Também não existe este grupo, pois, tomando

A = β2 e B = α, teríamos G = 〈A, B〉 com A3 = e, B3 = e, BA =

αβ2 = βα = A2B, um absurdo pois, 23 = 8 ≇ 1(mod3).

(d) Caso βα = α2β2 não existe, pois senão, teríamos (αβ)2 = αβαβ =

αα2β2β = e, um absurdo, quando sabemos que αβ tem ordem 3.

Portanto, a menos de isomorfismo, Z9 e Z3 ×Z3são os únicos grupos de
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ordem 9.

Grupo de ordem 10

Seja G um grupo qualquer de ordem 10.

Pelo Teorema de Cauchy,G possui um elemento α onde O(α) = 5 e um

elemento β tal que O(β) = 2. Daí:

G = {e, α, α2, α3, α4, β, αβ, α2β, α3β, α4β} = 〈α, β〉

Surge então a questão: Qual o produto βα?

Ora, por razões elementares, βα não pertence a {e, α, α2, α3, α4, β}

então, pelo Teorema 2.2 βα 6= α2β pois 22 = 4 ≇ 1(mod5), e que

βα 6= α3β pois 32 = 9 ≇ 1(mod5) Restam então duas possibilidades:

(1)







| G |= 10 = 5 · 2

G = 〈α, β〉

α5 = e

β2 = e

βα = αβ

,

(2)







| G |= 10 = 5 · 2

G = 〈α, β〉

α5 = e

β2 = e

βα = α4β

,

Daí, pela segunda parte do Teorema 2.2, teremos no máximo um grupo,

a menos de isomorfismo, que satisfaça as condições. Para notar que tais

grupos existem de fato, basta então, tomarG = Z10 no caso (1) e no caso

(2) G = D5 ( grupo das simetrias espaciais do pentágono regular que

consiste da identidade, das rotações de ângulos 2π/5, 4π/5, 5π/5, 8π/5
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e das reflexões espaciais em torno das cinco bissetrizes ). É fácil notar

que o grupo Z2 × Z5 també consegue satisfazer as condições do caso

(1) e então, portanto, pela unicidade estabelecida na segunda parte do

Teorema 2.2 temos que Z2 × Z5 ≃ Z10.

Desta forma, conclui-se que :

Z10 e G = D5

são os únicos grupos de ordem 10, a menos de isomorfismo.



Conclusão

A álgebra é de fundamental importância na matemática e em di-

versas outras áreas diferentes , como na Física com suas aplicações, em

várias sub áreas da própria matemática como na Álgebra Computa-

cional, na compreensão da construção de determinados conjuntos, Con-

seguimos com isso notar a importância dessa desta área e a sua con-

tribuição no avanço de outras grandes áreas da ciência. No processo

de construção desse trabalho foi possível compreender de forma mais

aprofundada e detalhada o caminho para a classicação de grupos, a im-

portância do Teorema de Lagrange, Fermat e Cauchy no decorrer desse

estudo e das estruturas algébricas. Alcançamos o objetivo deste de clas-

sificar os grupos de ordem ≤ 11 e, por tudo isso, esse trabalho pôde ser

concluído.
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