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Resumo

Este trabalho é um estudo sobre classificagao, a menos de isomor-
fismo, de grupos finitos por meio de resultados importantes da algebra
como o Teorema de Lagrange, de Cauchy e o pequeno Teorema de Fer-
mat, satisfazendo a condicao de que sejam gerados por dois elementos a
e b tal que ba = a’b, Além de promover uma maior e melhor compreen-
sao de alguns resultados da teoria de grupos. Para isso, se faz necessério
um bom entendimento de parte dos principais resultados da teoria de
grupos a nivel de graduacao, citamos entao os resultados suficientes com

as suas respectivas demonstragoes.

Palavras-chave: Grupos finitos, Ordem de grupos, Grupos gerados.



Abstract

This work is a study of classification , less than isomorfismo, of nite
groups generated by two elements a and b that satisfy the relation ba =
a’b. Beyond Promoting greater and better understanding of some results
of group theory.For it | it is necessary a good understanding of some of
the main results of that theory the level of graduation then we quote
the enough results with your respective demonstrations .

Keywords:Finite groups , order groups , generated groups.
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10



Introducao

Ao estudar a teoria de grupos, busca-se o conhecimento e a determi-
nacao de suas estruturas e esse foi também um objetivo deste trabalho,
além de classificar grupos finitos gerados por dois elementos a e b que
satisfazem uma relacao do tipo ba = a’b, o que nos requer um conheci-
mento de resultados sobre teoria de grupos a nivel de graduacao.

Este trabalho foi dividido em trés capitulos, onde no primeiro estao as
preliminares; uma revisao dos conceitos e resultados basicos de grupos
ou seja, a base para o terceiro capitulo.

No capitulo segundo, damos énfase aos grupos gerados por dois elemen-
tos satisfazendo a relacao ba = a®b, ode oferece resultados de suma
importancia para que a conclusao do terceiro citulo fosse possivel.

No tltimo capito, é a parte onde classificamos todos os grupos de or-
dem menor que ou iguais a 11, a menos de isormorfismo, utilizando dos

resultados dos capitulos anteriores.
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Capitulo 1

Grupos

Neste capitulo vamos apresentar alguns conceitos elementares da
teoria dos grupos, os quais, sao essenciais para a compreensao dos prox-

imos capitulos.

Definicao 1.1 Seja G um conjunto nao vazio e * uma operacao em G.
Dizemos que (G, %) € um grupo se valem as sequintes propriedades:

i) (axb)xc=ax(bxc), Va,b,c € G

ii) Eriste e € G tal que axe =exa=a, VYa€ G

iii) Para cada a € G, eziste ' € G tal que axa' =ad' xa =e.

Se, além disso, a operagao * for comutativa, ou seja, axb = b*a Va,b €

G, dizemos que (G, *) é um grupo comutativo ( ou abeliano).

Observagao 1.1 1) Por simplicidade, usaremos apenas G ao invés de
(G, *) para denotar um grupo, ficando subentendido a opera¢io. Tam-
bém usaremos ab, ao invés de a x b para denotar a operado com b.

2) O grupo G possui um unico elemento neutro.

3) Para cada a € G, seu inverso a’ € G € unico.

4) Operagoes no grupo. Em todos os grupos citados acima, as operagoes

de multiplicacao e adicao mencionadas, sao as usuais de cada conjuno.

12



CAPITULO 1. GRUPOS 13

Usaremos a notacao multiplicativa. Todavia, tudo pode ser adaptada

para a notagao aditiva.

Demonstraremos aqui as propriedades (2), (3) e (4) da observagao acima:

Demonstracgao 1.1 (2) De fato, se e e e sao elementos neutros de G,

entao;

1 . r,
e =e-e poise € elemento neutro,

/ . .
= e pois e € elemento neutro.

(3) De fato, seja a pertencente a G, e sejam b e b € G dois elementos

mversos de a, temos:

b=b-e=b-(a-b) poisb € inverso de b

=(b-a)- e b =) pois b € inverso de a.

(4) Dado a € G, um elemento b € G €, por defini¢io, o inverso de a

ou vice-versa, quando

a-b=>b-a =e.

Como a-a‘l = a_l-a = e, entao a = a_l -1
)

Sao exemplos de grupos

(1) Z, R, Q, C grupos aditivos abelianos com a soma usual.

(2) R — {0}, @ — {0}, C — {0}, grupos abelianos com a multiplicagao
usual.

(3) (Mpxn(Z)), (Myxn(R)), (Myxn(Q)), (Myxn(C)), representam o

grupo das matrizes de ordem nXm, abelianos , sob a adi¢ao usual.
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Em cada grupo acima, as operacoes de adicao e multiplicagao sao as

usuais de cada conjunto.

(4) Seja Z,, = {0,1,2,---,m — 1} , defina em (Z,, a soma @a+b = a + b;
Vaebc Z, temos que (Z,,,+) é grupo abeliano das classes de resto
modulo m.
(5)O grupo (S, o), das permutagoes de grau n, onde a notac¢ao

1 2 .. n

11 %9 ... ip
representa a fungao bijetiva definida por f(1) = i1; f(2) = i9; ...,
f(n) =i, e rpr, = rpor,.
(6) O grupo (G x H, ), formado a partir dos grupos (G, ¢) e (H, o) com
elementos neutros iguais a eg e ey respectivamente. O produto carte-
siano de G por H denotado por (Gx H) ={(g,h) | g € Geh € H},com
a operacao - definida entre pares de elementos de (G x H) pela regra:
(g,h)-(g,h) = (gog,hoh) Yg,g € G;h,h € H. Verica-se entio
que o grupo (G x H,-) tem como elemento neutro e = (e, ep). Por

exemplo, como (Zsy, +) é um grupo, temos que

Observagao 1.2 (G; x Gs) € abeliano quando Gy e Gy o sao.

(7)Grupo dos quatérnios (3, dado por

10 1 0 0 1 0 1
Q3: + 7:|: 7:|: 7:|:
01 0 —1 —1 0 1 0

Com 7 € C tal que i* = —1
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1.1 Subgrupos

Estudaremos aqui um subconjunto H de um grupo GG, onde o estudo
de GG torna-se-a4 mais factivel, usando resultados obtidos sobre H de

forma a conseguir informacodes interessantes de G

Definigao 1.2 Seja G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G.
Dizemos que H é um subgrupo de G, denotado por H < GG, se valem:
i) vy € HVx,y € H;

i) x™t € HVx € H

Definicao 1.3 Seja G um grupo e H C G nao vazio seja um subgrupo

de GG, € necessdario e suficiente que:

a-b'e€eH VYaebeH

Observacao 1.3 Se G ¢ um grupo e H < G. Entao valem:
1) e € H, onde e é o elemento neutro de G.

2) O subgrupo H com operagao de G, € por si s6 um grupo.

Sao exemplos de subgrupos

(1){e} e G sao subgrupos de um grupo G, denominados subgrupos triv-
1ais.

(2) Para cada n € Z, o conjunto H = nZ de todos os multiplos de n,

nZ = {nk : k€ Z} ,

¢ um subgrupo de Z.
(3) Considere G um grupo arbitrario. O subconjunto Z(G) = {z € G |
rg = gx,¥ g € G}, é um subgrupo de GG denominado centro de G.
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Primeiro, temos que Z(G) # & pois, claramente, e € Z(G). Sejam
aebe Z(G)ex e G. Assim

(ab D)z = (ab™Hze = ab~twbb™!

(4) O subgrupo de Sy, denotado por Dy, o qual representa o grupo das

simetrias de um quadrado, onde:

Dy = {CLO = e,a1, a2, a3, a4, as, g, a7}

coim,;
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
ap = , a1 = , a2 = )
1 2 3 4 2 3 41 341 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
as = , A4 = , a5 = )
4 1 2 3 4 3 21 214 3
1 2 3 4 1 2 3 4
ae = y A7 =
1 4 3 2 32 1 4

Observa-se que D4 nao é abeliano, notando que:

1234 1234

ai *x ag = €ay*xay =
1 4 3 2 3214
ou seja, aj * ay # ay * aj.

Subgrupo gerado por um subconjunto

Vamos considerar as seguintes notacgoes:

Sejam H e K subgrupos de G, definimos HK = {hk |h € He k € K}

e H' = {hYh e H}.

Tomando S um subconjunto nao-vazio do grupo G, faga (S)= {a1as...a,|n €
N,a; € S oua; € S7'} . Se S possuir um ntimero finito de elementos,

ou seja, S = {ay,as,...,a,} utilizaremos (ay, as, ..., a,) para designar
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{{a1,as,...,a,)}. Observemos que, se r € N, escreveremos g~ ", para

denotar o elemento (g_l)r, com g € G. Portanto, se g € GG, temos que:

(@) ={-. (") g e, .} ={Jt €Z}.

Proposicao 1.1 Sejam G um grupo e S um subconjunto nao vazio de

G. Entao (S) € subgrupo de G.

Demonstracao 1.2 Devemos provar que:
1)¥ x ey € (S), temos xy € (S).
2)V x € (S), temos x71 € (9).
Sejam x,y € (S).Temos
T = a1ay...a,, coma; € S oua; € STLY i
y = b1by...by,, com b; € S ou bj € S~V
1 ~1,-1 1

Logo, 7y = a1as...aubiby..by, e 71 = ata t ...a;ta;l estdo também

em (S). |

Definicao 1.4 Sejam G um grupo e S subconjunto nao vazio de G,

entdo (S) € o subgrupo gerado por (S).

Definicao 1.5 A ordem de um grupo finito G é o numero de elementos
do conjunto G, denotada por |G|. Sendo o um elemento do grupo G, a

ordem de v é a ordem do subgrupo gerado por « e denotada por O(«).

Proposicao 1.2 Sejam G um grupo e o € G e {a) o subgrupo gerado
por o, entao, sao equivalentes as sequintes condigoes:

(i) A ordem ()| € finita.

(i) Eviste k > 1 tal que of = e

Assim, se denotarmos por n a ordem de o, temos

{k>0;0"=¢} ={o,n,2n,..}



CAPITULO 1. GRUPOS 18

e (o) ={e,a,..,a" 1}

Demonstragao 1.3 (i) — (i) Como {(a) = {a™;m € Z}, e como,por
hipdtese, o subgrupo {a) tem ordem finita, existem p e q € Z, p # q
tais que of = af. Sem perda de generalidade, podemos supor que p > q.
Como of = o4, entio oP~9 = e e portanto existe k > 0 tal que o = e.
(ii) = (i)Consideramos o inteiro 1 = min{k > 1;a* = e}. Quer-

emos mostrar que r = n. Para isto, basta apenas provar que (o) =

{e,a,...,a" 1} e os elementos e, a, ..., ! sio distintos. |

1.2 Homomorfismo e Isomorfismo de Grupos

Um conceito de grande importancia para o nosso estudo de grupos
¢ a parte de homomorfismo e isomorfismo, uma vez que torna-se uma
ferramenta indispensavel neste sentido. Aqui, relacionaremos dois gru-
pos com intuito de adquirir informagoes algébricas do segundo através
de propriedades algébricas do primeiro e vice-versa. A noc¢ao de isomor-
fismo de grupos é de grande valia, uma vez que nos fornece um modo de
verificar se dois grupos sao essencialmente os mesmos, ou seja, possuem

propriedades algébricas iguais.

Definigao 1.6 Sejam (G, %*) e (Ga,-) grupos. Definimos um homo-

morfismo de G; em G2, como sendo uma funcao que satisfaz:
flexy) = f(x) fy)
para quaisquer x,y € G.

Sao exemplos de homomorfismo

(1) e : G1 — Go, e(g) = eq, (homomorfismo trivial)
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(13) Id : (Gy1,-) — (G1,-), Id(g) = g (identidade)

Proposicao 1.3 Seja f : Gi — G5 um homomorfismo de grupos.
Entao,
(1) f(e1) = ea, €1 € ey elementos neutros de G e G, respectivamente.

(2) fa™') = f(a)™, ¥V a € G1.

Definicao 1.7 Seja f : G1 — Gy um homomorfismo. Definimos:
i) O nicleo de f, denotado por Ker f, como sendo Ker f = {x €

Gi | f(z) = €2}
ii) A imagem de f, denotada por Im f, como sendo Im f = {f(x)| z €

G}

Proposicao 1.4 (1) Im(f) ={f(a) : a € G1} é um subgrupo de Gy —
a tmagem de f.
(2) Kerf = {x € Gi|f(x) = eqg,} € um subgrupo normal de Gy

chamado nicleo do homomorfismo f.

Demonstracao 1.4 (1) Sendo f(e1)= eq, entdo, Im(f) # @. Agora,
dados xey € Im(f), existem a e b € Gy tais que f(a) =z e f(b) = y.

Por isso,

vyt = fla)- fO)7" = fla)- f(O7) = fla-b7h),
de maneira que x -y~ € Im(f) e Im(f) < G
(2) Temos que Ker de f C Gy, pois f(eq,) = eq, = eq, € Kerf e
Kerf # @. Além disso, ¥ a e b € Kerf, temos f(a) = f(b) = eq,,

entao;
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fla) b=t = f(a)- f(0)~' = f(a) - f(B)~"
=eq, - (ea,) " = eq, - eq, = eaq,
Logo, a xb~' € Kerf, e pela proposicao 1.3, concluimos que Kerf <
G1. Mas,V a € Gy eV ke Kerf, temos:

flaxkxa™t) = f(a)* f(k)* f(a™') = f(a) x eg, * f(a™)
= flaxa™) = f(eq,) = eq,

Isto é, axkxa ' € Kerf que implica que Kerf <G. |

Observagao 1.4 O resultado das proposicao 1.3 e 1.4 parte (1), podem
ser traduzidas em "um homomorfismo de grupos preserva nao somente
as operacoes do grupo, mas também a identidade de G1 e o inverso de

cada elemento a € G1"

Proposicao 1.5 sejam f : G — Gy e g : G; —> Gy homomorfismo

de grupos. Entao, go f é um homomorfismo.

Demonstragdo 1.5 De fato, ¥ a, b € Gy temos que:

(go fllaxb) = g(flaxd) = g(fla)- f(b) = g(f(a)) - g(f(b) =
(9o f(a))- (g0 f(b)). u
Defini¢ao 1.8 Um homomorfismo de grupos f : G1 — Go bijetivo ¢

dito um isomorfismo . De forma singular, um isomorfismo f : G —

G denomina-se um automorfismo de GG.

Um isomorfismo f ¢ um automorfismo se G; = G5, dizemos que

G1 e G4 sao isomorfos se f : G; — G9 um isomorfismo e escrevemos
G1 ~ GQ.
Proposicao 1.6 Se f : Gy — Gy € um isomorfismo , entio f!:

Gy — G4 também € um isomorfismo.
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Demonstragao 1.6 Basta mostrar que f~1: Gy — Gy € um homo-
morfismo. Dados que as e by € Go, exitem aq e by € Gy tais que
fla1)=as < f1(az) = ai e f(b1)=by &= f~Hba) = by por isso
fHaz-b2) = f7H(f(ar) - f(br)

=~ (f(a1 - br))

=f"Haz) - f(b2)

o que mostra que f~ € um homomorfismo. |

Definicao 1.9 Um homomorfismo [ : G; — G5 € dito um monomor-

fismo se f € injetora, epimorfismo se f é sobrejetora.

Proposigao 1.7 Se f é sobrejetivo, entio ker (f) = {e} < f é um

isomorfismo.

Proposicao 1.8 Se f : Gy — Gy € um isomorfismo, entio f~! :

G1 — Gy também é.
Proposicao 1.9 Seja f : Gy — Gy um isomorfismo. FEntao, temos
que;

O(f(z)) =0(z),Vz el

O conjunto dos autumorfismos e automorfismos internos de G, serao

denotados respectivamente por Aut(G) el(G); assim:
1(G) = {I,lg € G} € Aut(G)

Proposicao 1.10 Seja a fungio I, : G — G definida por 1,(x) =
q-x- g_l, temos que

(i) (1) = Iy
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(Z‘i) Ig1 © 192 — ]9192

Proposicao 1.11 Seja G um grupo abeliano, entao, ¥V g € G temos
que;

[g(x):g.x.gflz(g.gil).xze.aj:x
1.3  Grupos Ciclicos

Sejam GG e a € G. Denotemos por < a >, o subconjunto de

G dado por < a >= {a" | n € Z}.
Proposicao 1.12 Se G ¢ um grupo e a € G. Entao < a > € um
subgrupo de G.

Demonstragao 1.7 Sejam x,y €< a >, entao v = a" ey = a’, onde

r e s sao inteiros. Dai, x.y = a".a® = a"™* €< a >. FE mais, se

re<a>, entior=a"=x = (a")=a"€<a> Logo, <a>
€ subgrupo de G.

Observagao 1.5 O grupo < a > de G é chamado de subgrupo de G

gerado por a € GG.

Definicao 1.10 Seja G' um grupo. Dizemos que G € ciclico se existir
a € G tal que < a >= G. Quando existir a € G tal que < a >= G o

elemento a € chamado um gerador de G.
Exemplo 1.1 1) O grupo (Z,+) € ciclico, pois
<l>={nl|nez}={.,-3,-2,-1,01,23, ..} =Z.

2) O grupo (Q,+) nao é ciclico.
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Proposicao 1.13 Todo grupo ciclico é abeliano.

Demonstracao 1.8 Considerando G um grupo ciclico e a € G tal que;
G = (a)={a":neZ}.
Dados x1 e x9 € G, com x1 = a™ e x9 = a2, onde ny eny € Z,

Tl Ty9g = anl . anQ — a((n1)+(n2)) — a((n2)+(n1)) — anQ . anl =29 X.

Ou seja, temos que G € abeliano. |

A reciproca da proposicao anterior nao ¢ valida, pois, conforme feito an-
teriormente, o grupo G = (Z, x Z,,+) nao é ciclico. (exemplo cléssico

de um grupo abeliano que nao ¢é ciclico.)

Teorema 1.1 Todo subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.

Demonstracgao 1.9 Considerando G = {(a) um grupo ciclico e H um
subgrupo de G. Se H = {e}, temos H = (e¢). Se H # {e} , entdo existe
umb € H, comb+#e. Comob€e G, b=a" para algum k € Z,. Mas,

sendo H < G,a* € H. Por isso,
X={neN:d"ec H} # 2.

Pelo Principio da Boa Ordem, existe m € X, com m = minX. Vamos
mostrar que H = (a™). Como a™ € H, entio (a™) C H. Considere-
mos, pois h € H. Desde que H < G, entao h = a" para algum n € 7.

Pelo algoritmo da divisao, existem q,r € Z tais que
n=maq-+r, com0<r<m.

Logo, a™ = a™¥ - a", isto ¢,
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Como a™ € H, seque que (a™) * € H . Além disso, sendo que a" e
(a™)"? elementos de H, temos que a" - (a™) % € H, isto é, a" € H.
Mas, desde que m = minX, devemos necessariamente ter r = 0. Por

consegquinte, n = mq e
h=a"=(a™)? € (a™), Assim, H C (a™)e , portanto, H = {(a™).
|

Proposigao 1.14 Seja G = {g) ={...,g7},e,9,972, ...} um grupo ciclico
de ordem infinita. Entao:
(i) f:(Z,+) — (G,-), dada por f (z) = g*, € um isomorfismo.

(it) O elemento g* gera G se, e somente se z =1 ou z = —1.

Demonstragao 1.10 (1) V z; e z5 € Z, temos que;

f(z14+20) =g2T2 =g - g2 = f(21) f (22) Portanto, f é um homo-
morfismo.

Além disso, a funcao f € claramente uma bijecao e consequentimente
um 1somorfismo.

(it) Ja vimos em (i) que f : z — g* € um isomorfismo. Logo, g* gera
G se , e somente se, z gera Z. Mas os 1inicos elementos que geram Z

sao z=1¢e z=—1. [ ]

Corolario 1.1 Todo grupo ciclico finito de ordem m € isomorfo ao

grupo aditivo (Zy,,+) das classes de resto mddulo m.

1.4 Homomorfismos e automorfismos de grupos ciclicos

Proposicao 1.15 Sejam G e G dois grupos, a € G eb € G .

(i) Se O (a) < oo entao existe um homomorfismo f : (a) — G tal
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que f(a) = b se, e somente se O (b) divide O (a). Quando ezistir, o
homomorfismo f € unico e definido por f(a") = (b")V r € N.

(ii) Se O (a) = 0o e (O (b) qualquer) entao existe um unico homomor-
fismo f:{a) — G tal que f (a) =b. Tal homomorfismo f € dado por
f@)=0")VreZ

Demonstragao 1.11 Se temos que O (a) < oo e O(b) nao divide
O (a), nao existe homomorfismo f : (a) — G tal que f (a) =b.

Se O(a) = oo ou se O(a) < oo e O(b) divide O (a), considere a
funcao f : (a) — G definida por f(a") = (b"). Entao no caso onde
O (a) < oo um mesmo elemento ¢ € (a) pode ter duas representacoes
¢o=a" e¢p=a’; Porém, para que f seja uma funcao bem definida, de-
vemos verificar que o valor f (¢) independe desta representagao, ou seja,
devemos verificar que v e s sao dois inteiros tais que a” = a® = b" = b°.
Com efeito, sejam ¢ = a" e ¢ = a® duas representacoes de ¢. Temos

que a"°

= e, logo r — s € multiplo de O (a) e ,como por hipdtese, O (b)
divide O (a) temos que r—s € multiplo de O (b) e consequentimente que
b"=% = e o que implica em b" = b* portanto, f estd bem definida neste
caso.

Se O (a) = oo, temos que;

a=a"sd FP=esr—s=0s1r=s,isto ¢ todo elemento ¢ € (a)

tem uma unica representa¢ao. Logo, se O (a) = oo f € realmente uma

fungao, independente qualquer que seja O (b). |
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1.5 Classes Laterais e Teorema de Lagrange

A base da teoria dos grupos finitos, com objetivo de compreender
melhor a conjectura de que para cada subgrupo H de um grupo finito
GG, a ordem de H é sempre um divisor da ordem de G. Seja G um grupo
finito e H um subgrupo de G. Sobre essa grupo vamos considerar a

relagdo de equivaléncia =g (modH ) dada para quaisquer a e b € G por
a =g b(modH) — a'b € H.

Proposicao 1.16 A rela¢io =g (modH) citada acima é de equivalén-
cia. Além disso, a classe de equivaléncia de um elemento g € G, relativa

a esta relagio é dada por {g-h|h € H}.

Demonstragao 1.12 Consideremos a, b, ¢ € G. (=g € reflexiva )

Como a=!

a =e € H, entio a =g a(modH), ou seja, =g € reflex-
nwa.

( =g € simétrica ) Se a =g b(modH), entio a ‘b € H. Assim,
(a7 te H—b'lae H— b=pa(modH)
de modo que =g € simétrica.

(=g € transitiva ) Se a =g b(modH) b =g c¢(modH) entdo, a b= hy
€ H eblc=hy € H. Desse modo,

(a7b)(b7lc) = hihy € H = a 'c € H = a =g c¢(modH).
assim, =g € transitiva e, por isso, € de equivaléncia.
Por outro lado, dado g € G, seja g a classe de equivaléncia de g relativa

a relagao =g. Por definicao, g ={x € G| g =g x}. Logo, para x € G,

r€Ejgeg=ppreglreH
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isto €, g~'x = h € H, ou melhor, v = gh € {gh | h € H}. Isto
nos diz que g C {gh | h € H}. Agora, se v € {gh | h € H}, entdo
eviste h € H tal que v — gh, ou seja g~'x — h. Por consequinte,
g =g v(modH) e, assim, v € g. Logo, {gh | h € H} C g, mostrando
queg = {gh|h e H}. |

Vamos denotar aqui a classe g de um elemento g € G segundo a relagao
=g (modH) por gH, a qual chamaremos de classe lateral a esquerda de

H em G determinada por g. Assim,
gH = {gh|h € H}

Analogamente, prova-se que a relacao =p (modH) sobre G dada, para

quaisquer a, b € G, por
a=p b(modH) < ab™t € H

¢ de equivaléncia e, para cada g € G a classe de equivaléncia de g segundo

esta relacdo ¢ g = {hg | h € H}, a qual vamos denotar por Hg,
Hg ={hg|he H}
e chamaremos classe lateral a direita de H em H determinada por g

Observacao 1.6 As sequintes proposicoes apresentam-se com classes
laterais a esquerda, porém tanto faz a direita ou a esquerda. Portanto,

seja G um grupo e H um subgrupo de G.

Proposicao 1.17 A uniao de todas as classes laterais de H em G é

gual a G.

Proposicao 1.18 Temos que aH = bH <= a~'b € H,¥ a,b € G.
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Proposicao 1.19 Sejam aH e bH duas classes laterais qualquer de H
em G, entao aH NbH = & ouaH = bDH.

Demonstragao 1.13 A funcao

V:H — aH

h — ah

V h € H é claramente uma bijecao pois:

(i) ¥(h1) = ¥ (ha)
(ii) Dado ah € aH, fica claro que ah é a imagem de h por

Exemplos de classes laterais

(i) Sejam o grupo multiplicativo G = {—1,1, —i,i}, e o subgrupo H =
{—1,1} de G, entao:

(=D-H=A{CD-L(=1) - (=D} ={-1L1} = H-(-1)

1. H={1-1,1-(-1)}={1,-1} =H -1

(=) - H ={(=i) - 1,(=1) - (=1)} = {—i,i} = H - (=)

i H=1{i-1i (=1)}={i,—i} = H-i

(ii) Sejam G = (Zg, +) e seu subgrupo H = {0, 3}, entéo:
0+H={0+0,0+3}={0,3}=H+0
1+H={1+0,1+3}={1,4}=H+1

24+ H={2+0,2+3}={2,5} =H+2

3+ H={3+0,3+6}={3,0t=H+3

44+ H={4+0,4+3}={4,1} =H+14
5+H={54+0,5+3}={52} =H+5

Teorema 1.2 ( Teorema de Lagrange )

Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entao |G| = |H|(G : H)

e a ordem e o indice de H dividem G.
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Demonstragao 1.14 Considerando que (G : H) = o, e{a1H, ...,a,H}
todas as classes laterais de H em G. Como cada uma dessas classes pos-
sue |H| elementos,(da proposicao anterior) e ayH U ...a,H = G, com
a;H U ..a;H # @ (proposi¢oes 1.4 e 1.6), temos que |G| = a|H| =
G| = [H|(G : H).

Deste teorema, temos os seguintes corolérios:

Corolario 1.2 Seja G um grupo finito e a € G. Entao a ordem de «

divide a ordem de (.

Corolario 1.3 (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p um nimero primo.
Entao:
a’~! = 1modp,V a € 7\ pZ

Corolario 1.4 Seja G um grupo de ordem prima. Entao G € ciclico.

Demonstracao 1.15 Seja o € G\ e e considere (a) o subgrupo gerado

por a. pelo Teorema de Lagrange, |{«)| divide |G| e portanto [{a)| =

p=1|Gl.logo G = (o) u

Teorema 1.3 Seja (G, -) um grupo ciclico finito de ordem n, onde g €

um gerador, entao:

g" =e e G={g,9* ...9" L g" =e}, comg' # ¢, Vi#j;i,j <n.

Corolario 1.5 Seja (G, -) um grupo ciclico finito de ordem n, onde g

€ um gerador, entao n € o menor inteiro positivo tal que g" = e.

Teorema 1.4 Seja (G, -) um grupo ciclico finito de ordem n , onde g

¢ um gerador e k € 7, entdo g* = e se, e somente se n | k.
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Proposicao 1.20 Considere o grupo (G, -) onde e € o elemento neutro,

se um elemento h de G tem ordem n, entdo h* = e. |

Demonstragao 1.16 Se O(h)=n e h* = e, entdo usando o Lema de
Euclides podemos escrever k = ng + r < r < n. Logo, e = h* =
(h")?-h" = h" = e, e portanto r = 0, pois r <n en € a ordem de h.
|

Lema 1.1 Seja G um grupo e considere o € G, # e.
(i) O(a) = 2 se e somente se o = ™!

(i1) Se O(a) = 2,V « # e, entio G € um grupo abeliano.

Lema 1.2 Todo grupo de ordem par possui pelo menos um elemento de

ordem 2.

Teorema 1.5 (Teorema de Cauchy). Cosidere G um grupo finito de
ordem n e p um numero primo que divide n. FEntao, G contém um

elemento de ordem p.

Proposigcao 1.21 Considere G um grupo abeliano e o, 8 € G com

ordens finitas. Se MDC(O(«),O(5)) =1, entio O(af) = O(a)O(5).

Demonstragao 1.17 Iniciaremos demonstrando que, se G € um grupo
eaef € G tal que aff = Ba com O(a) =n e O(B) = m, entao,O(af) |
MMC(n,m).

De fato:

Tomando O(af) = p = (aB)’ =e, e se (aB)* =e = p | k. Como
aff = Ba = (aB)Y = o' BY =e, e além disso, (aB)™" = ™" ™" =
(@) () =

Seja MMC(n,m) =1 = n|l e m|l poisl = n-ny = m-my .
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Mas, afl = olfl = a™mgmm = (@B = ¢ = pll, isto ¢
O(aB)|MMC(n,m). Considerando entio que M DC(m,n) = 1 =

[ = MMC(n,m) =nm = O(af)|nm e existem x,y € Z, tais que:
mx +ny =1. (1)

Entio: (af)m+m = qmetnygmetny — gme w g = ff —
(@M = (af)f = e = " = ¢ = o = TP —
(P = e = B3PV —s mpn2y mas de (1) temos que (n2y,m) =
1 = m|p.

Também temos que n|pmz, mas de (1) temos que (mx,n) = 1 = n|p.
Conclui se que m|p e n|p = mn|p, logo:

plmn e mn|p = p = mn, isto €, O(af) = mn. |

Proposigao 1.22 Seja G' um grupo abeliano com a e b elementos de G

de ordens finitas. Entao existe ¢ € G tal que O(c) = MMC(O(a)O(b)).

Proposicao 1.23 Se G ¢ um grupo abeliano e r := sup{O(g)|g € G}

€ finito, entao O(x) divide r para cada x € G.

Demonstragao 1.18 Suponhamos que r = sup{O(g)|g € G} € finito
etomemos y € G tal que O(Y') = r. Se existir x € G tal que O(x) nao
divide 1, tem-se r := MMC(O(x)O(y)) > r e pela proposicao 1.10,
existe um elemento ¢ € (z,y) C G tal que O(c) = s > r, um absurdo,

uma vez que T € o supremo do conjunto. |

1.6 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Estabelece-se nesta parte, condi¢oes sobre um subgrupo H de um

grupo G, para verificar se a operacao de GG induz de maneira natural
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uma operagao sobre o conjunto das clases laterais a esquerda de H em

GG. veremos com mais clareza no decorrer da secao.

Definicao 1.11 Um subgrupo H de um grupo G' é um subgrupo normal

de G, escrevemos H <G, se

aha '€ HVYacGeVheH.

Proposicao 1.24 Seja G um grupo, entao:

(i) Na«G< Ng=gN,VgeG

(17) N1, No<G — N1 NN2 < G.

(i) K <G e N<G— KN={k-nlke K,ne N} <G.
(1v) N1 <G, Ny <G — Ny - Ny <G,

(v) K<G,N<G— KNN<K.

Exemplos de subgrupos normais
(7) {e}, G sdo subgrupos normais de G.
(17) Z(G) <G tal que Z(G) = {z € Glzg = gx,¥ g € G}

Proposicao 1.25 Se N é um subgrupo de um grupo G, onde (G : N) =
2, entao N < G.

Demonstracao 1.19 Como (G : N) = 2, existem em G duas classes
laterais diferentes; N e G — N e, dado a € G, exitem as sequintes
possibilidades; aN = Na = N. Por outro lado, a € G — N entao
aN =G — N = Na.

Verificamos que, se (G : N) = 2, temos aN = Na,V a € G e, pelo item

(1) da proposicao 1.13, conclui-se que N < G. |

Grupos Quocientes
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Definicao 1.12 Se G é um grupo e H subgrupo normal de G. O grupo
de suas classes laterais, com a operacao induzida de G € chamado de

grupo quociente de G por H, denotado por G,/ H.

Proposicao 1.26 Seja G um grupo e N um subgrupo normal de G;
(1) Se G € abeliano, entao G/N € abeliano.

(17) Se G € ciclico, entao G/N ¢é ciclico.

Proposigao 1.27 A ordem do grupo quociente G,/ H ¢é o indice de H
em G, ou seja |G/H| = (G : H).



Capitulo 2

Grupos Finitos Gerados por dois

Elementos

Os grupos ciclicos, gerados por um elemento, sao de mais simples
classificacao. Em compensacao, classificar grupos gerados por dois ele-
mentos pode ser de grande complicagao. Vamos aqui, restringir nosso
estudo aos grupos finitos gerados por dois elementos a e b ou seja,
G = (a,b) satisfazendo uma relacdo ba = a°b. Obteremos resultados
que serao de grande ajuda para classificar os grupos de ordem < 11.
Consederemos, primeiro , o grupo S3 das permutagoes de grau 3.

Veja:

1 2 3 12 3 12 3

12 3 2 31 213

1 23 123 1 23
’}/: 5: €E =

1 3 2 31 2 3 21

Vemos que S3 € um grupo de ordem 6, onde

34
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(S5 = (a, )
04326
<
B =e
| Ba=a?s

Entao, mostraremos que se GG é um grupo qualquer de ordem 6 no

qual possue elementos A e B tais que:

(

G = (A, B)
Ad=ce
B?=e¢

\ BA = A’B

Dai, existe um isomorfismo entre S3 e G. Logo, a menos de isor-
morfismos, o grupo S3 é caracterizado como sendo o grupo de ordem 6

gerado por dois elementos a e 3 satisfazendo as relagoes:

ad=e
§ pr=e
kﬁa:oﬂﬁ

Precisamos, pois, sobre um grupo gerado por dois elementos , de-
terminar a natureza dos homomorfismos definido para esse grupo que

satisfaca a relacao ba = a®b.

Proposicao 2.1 A relagio ba = a’b equivale a I, (a) = a®.

Demonstracao 2.1 ba = a’b <= bab™! = a’bb™! < bab™! =

a‘e < bab~! = a* <= I, (a) = a®. |
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Teorema 2.1 sejam G um grupo finito e a,b € G e satisfazendo ba =
a’b e seja G um grupo qualquer e o, B € G. Tomando s > 1 e sejam

n,m > 1 inteiros tais que;
a"=-eeb" € (a)(*).

Entao:

a)b-a" =a” BV rteN,e
{(a,b0) ={a'V |0<i<n—-1e0<j<m-—1}.

b) Se os inteiros me n sao escolhidos minimalmente satisfazendo (x),
entdo o grupo {a,b) tem ordem igual a nm.
c¢) Se os inteiros m e n sao escolhidos minimalmente, e se u é um inteiro

u

tal que b™ = a", entdo existe um homomorfismo f : {(a,b) — G, se

fla)y = a e f(b) = B se, e somente se
fa=a’p, a" =e, f"=a"

Demonstragao 2.2 Primeiramente, observamos que, G sendo um grupo

finito, os inteiros n e m existem de fato.

TSt

t .
a) Devemos mostrar que b'-a” = a™ -b' | o que equivale a If (a) = a
. Por inducao sobre t temos;

Set=1
Iy (a") = (I, (a))" = (a*)" = a".
Set > 2 e supondo que o resultado € vdlido para t — 1, temos
Iy(a")=Tyo I} (a")

Se vale para t —1 = I} ' (a”) = ™" entio
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t—1 t—1

ol (o) = 1 (17 (@) = 1 (@) = (L (@) = (@) =

podemos entao, concluir que qualquer elemento de {a,b) pode ser escrito
da forma a'b* com v,w € N. Agora, a conclusio b* € (a) permite
escrever este elemento a’b” na forma a’t’ comv € Ne0 < j<m—1;
a condicdo a™ = e permite que se escreva o elemento a’b’ na forma

ablcom0<i<n-—1 e 0 <3< m—1 portanto temos;
G={a,b)={a'¥ |0<i<n—-1,0<j<m-—1}.

b) Agora, suponhamos que n e m sdao de fato minimais satisfazendo (x)
. Para vermos que {a,b) tem ordem mn ,é suficiente verificarmos que
se0<i, k<n—-1,0<j5,l<m-—1 e a'tV = da*b | entioi =k e
Jj=I.

Suponhamos que, sem perda de generalidade, | < 5. Multiplicando am-
bos os lados da igualdade o'V = a*b' por a= pela esquerda e b= pela
direita, temos que V7! = a*7" € (a) com 0 < j—1 < j < m— 1.
Portanto, pela minimalidade de m , temos j —1 = 0. Assim [ = j e,
i

consequentimente, a*~ = e; pela minimalidade de n obtemos também

i=k.
c¢)(=>)Supondo que existe um homomorfismo f : {a,b) — G tal que
fla)=ae f(b)=p. Como ba = a’b, temos;

Ba = [f(b) f(a) = f(ba) = f(a’b) = (f (a))" f (b) = .
Como a" = e, temos o™ = f(a)" = e e como V™ €= {(a), temos que

b™ = a", com u € N, logo:

b" = a" = " = a"
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(<) Considerando que fa = o*f , & = e e f™ = a". Natural-
mente, podemos aplicar a parte (a) ao grupo G> e a «, 3, obtendo que
Btoar =a™ BtV r et € N. E suficiente, entio, verificar que a fun¢io
f :{a,b) — G definida por f(aibj) =o' para0 <i<n-—1ce
0<j3<m—1¢€um homomorfismo. Ora, f estd bem definida, uma vez
que m e n foram escolhas minimais. Agora, escrevendo j+1 = pm + v
com (0 < v <m-—1 e escrevendo z'+/<:sj+pu =qgn+w com(0 <w < n—1
para i, 7, k,l € N,

Temos:

f (@it - a*d!) = f (a’- bk b)) = f <ai N ERE bl> _ ¢ <ai+ksjbj+l>
—f <(az‘+ksibpm+v)> = f <<ai+ksjbpmbv)> = f <(ai+k‘sjapubv)> —f (awbv) —
avBY = Oéz'—i—k‘sjapuﬂv _ az’+ksj/5pm5v _ az‘+ksiﬁj+l _ aiaksjﬁjﬁl _

o'l kgl = f (aibj) . (akbl) |

Teorema 2.2 Sejam m,n e s numeros inteiros positivos.

(1) Eziste um grupo G de ordem mn que possui elementos a, b tais que

(

G = (a,b)
a = e
{ )
b = a"
ba = a®b
\

se, e somente se s™ = 1(modn) e u(s — 1) = 0(modn).
(11)Quando existir um grupo de ordem mn satisfazendo as condi¢oes

acima, ele € unico a menos de isomorfismo.

Demonstragao 2.3 (i)(=) Do Teorema 2.1, temos que b™a = a*" b™.

Como b™ € (a),temos que b™ comuta com a, o que implica em ab™ =

1

a®"b™. Podemos multiplicar ambos os lados por a™' d esquerda e por
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b~ d direita, donde obtemos:

alab™b™™ = a a® Vb T" = e = a* WM = e = a* !
Portanto, s™ — 1 ¢ um mailtiplo da ordem de a pelo Teorema 2.1 parte
a) logo, s™ = 1(modn) .

Ainda pela primeira parte do Teorema 2.1, ba" = a"b Como a" € (b),
temos que a* comuta com b, o que implica em a“b = a"*b; Podemos mul-

v q esquerda e por b=' d direita, donde

tiplicar ambos os lados por a~
obtemos;

ebb™! = " e = ¢ = g5
Portanto, u (s — 1) € um maltiplo da ordem de a pelo Teorema 2.1 parte
a); logo, u (s — 1) = 0(modn).

(<) A wvolta da demonstracao serd aqui omitida, uma vez que se faz
necessdario conhecimentos prévios de produto semaidireto de dois grupos.

(11) Considere, agora, um grupo G’ de ordem mn que possui dois ele-

mentos a e B tais que;

p

G ={a,f)
an:Qu
]
pr=e
| fa=ap

Temos que | G |=| G' |= mn , logo, a aplicagio f : G — G que foi
deﬁnz’daporf(aibj) =a'flpara0 <i<n—-1e0<j<m-1¢
uma byjecao e , da ultima parte do Teorema 2.1 podemos concluir que

f € um isomorfismo. |

Teorema 2.3 Seja n,m e s niumeros inteiros positivos e u =0, o teo-

rema 2.1 pode se resumir a:
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a) Existe um grupo G de ordem mm que possui elementos a, b tais que

(

G = (a,b)
a” = e

{ )
b =e
ba = a’b

\

se, e somente se, s™ = 1(modn).

b) Quando existir um grupo de ordem nm tal que satisfaca as condigoes

acima, este € unico a menos de isomorfismo.



Capitulo 3

Classificacao dos grupos de ordem

<11

Utilizaremos aqui os principais resultados obtidos nos capitulos an-
teriores e, a partir disso, classificar os grupos de ordem menor ou igual
a 11, finalizando assim este trabalho.

Grupo de ordem 1

Temos que o tnico grupo dessa ordem é o G = {e} e o tnico elemento
de um grupo dessa ordem ¢é o neutro.

Grupos de ordem p, com p = 2, 3, 5, 7 ou 11

Temos que, pelo corolario 1.4, todo grupo de ordem p, com p primo, é
ciclico e simples. Portanto, se G é um grupo de ordem p prima entao
G ~ Z,, pelo corolério 1.1

Grupo de ordem 4

Consideremos os grupos a seguir de ordem 4:

Vamos mostrar que esses dois grupos sao os unicos grupos de ordem 4, a

menos de isomorfismos. Lembrando que esses grupos nao sao isomorfos

41
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devido Z,4 possuir elementos de ordem 4 e Zs X Zy nao. Seja G' um grupo
de ordem 4, se esse grupo possui um elemento de ordem 4, pelo corolario
1.1 temos que G' ~ Zy4; caso contrario, pelo teorema de Lagrange, todos
os seus elementos diferentes do elemento neutro sao de ordem 2, uma
vez que a ordem dos elementos deve dividir a ordem do grupo. Logo,
pelo Lema 1.1, G é um grupo abeliano.

Como | G |= 4, descreveremos G = {e,a,b,c} onde, O (a)= O (b)=
O (¢) = 2 com todos distintos.

Procuraremos entao em sua tabela de multiplicacao, o resultado das
possiveis multiplicacoes de seus elementos. Ora:

ab # e, se ndo, a = b1, um absurdo ja que O (b) = 2 implica b~! = b;
ab # a pois ab = a <= b = ¢, absurdo;

ab # b pois ab = b <= a = ¢, absurdo;

Portanto, ab = ¢ e como o grupo é abeliano, ba = c.

Como também:

1 1

ac # e, se ndo, a = ¢+, um absurdo ja que O (¢) = 2 implica ¢~ = ¢;
ac # a pois ac = a <= ¢ = e, absurdo;
ac # ¢ pois ac = ¢ <= a = e, absurdo;

Portanto, ac = b e como o grupo ¢é abeliano, ca = b.

de forma semelhante, temos: bc = a = cb. Seja f a seguinte funcgao:

fIZQXZQ%G
(0,0) — e

(0,1) — a
(1,0) — b
(1,1) = ¢
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Tendo que Zs X Zo e G possuem elementos distintos, notamos que a
funcao f é uma bijecao.

De fato, pois:

£1(0,0) + (1,0)] = f (1,0) =a=e-a= £ (0,0) - f (I,0)
F1(0,0)+(0,1)] =f(0,T)=b=e-b=f(0,0) f(0,1)
F100)+(0D)] =f(TT) =c=c-c=f(0,0)f(1,71)
FIA0)+ (0,T)] =f(TT) =c=a-b=f(1,0)- £ (0,1)
FIA0+ @D =f01) =b=a-c=f(1,0)- £ (1,1
FI(@,0)+ (1,0)] = f(0,0) =e=a-a= f(1,0)- f(1,0)
F10,1)+(0,1)] = F(0,0) =e=b-b=f(0,1)- f(0,1)
F100,1)+(1,0)] = f(1,]) =c=b-a=f(0,1)- f(1,0)
FIOD)+(TD)]=f(10)=a=b-c=f(0,1)- f (1,1
FIOD+0D] =00 =e=c-c=f(T,7)-f(1,T)

Devido Zs X Zo ser abeliano, temos que:

f(@b) + (c,d)] = f[(c.d) + (a,b)],V(ab),(c.d) € Zy x Zy
Contudo, temos que a funcao f ¢ um homomorfismo e, logo, um isomor-
fismo. Portanto, a menos de isomorfismo, Z4 e Zy X Zso sa0 0s UNicos
grupos de ordem 4.

Grupo de ordem 6

Vimos anteriormente que Zg = {0,1,2,3,4,5} e S3 sao grupos de ordem
6 onde nao sao isomorfos uma vez que Zg ¢ um grupo abeliano e S3 nao
¢. Vamos mostrar agora que esses sao os unicos grupos de ordem 6 a
menos de isomorfismos.

Tomenos entao um grupo GG qualquer de ordem 6.

Pelo teorema 1.5, temos que G possue um elemento a, com | a |= 3
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e um elemento 3 onde | B |= 2 dai, a, a®> € G, f € G como tam-

bém os elementos af e a?fB. Devido | G |= 6, vemos que G =

{67 Q, 0427 67 aﬁa Cﬂﬁ}) daia

;

|G [=6
} G=laf)

04326
| =

Vendo que | {a) |= 3, entao (G : {a)) = 2, portanto () < G, assim
BaB™! = BaB € (a) = BaB = a ou Baf = o entdao Ba = af ou
Ba = a?B.

Temos, disso tudo, que existem duas possibilidades:
(

G l=6=32
G = (a, )

B =e
fa = ap

e

Gl=6=32
G = (a,5)

Ba =a’p

Pela parte (i7) do Teorema 2.2, temos em cada um dos casos, no maximo

\

um grupo, a menos de isomorfismo, satisfazendo as condi¢oes. Devemos
entao saber se existem de fato tais grupos. Existem sim, basta tomar

G = Zg para o caso (i) e G = S3 no caso (i1).
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Observemos que Zs X Zs3 também satisfaz o caso (i) e, pela unicidade,
temos que Zy X Zg =~ Zg.

Grupo de ordem 8

Consideremos os grupos de ordem 8 a seguir:
ZS,Z4 X ZQ,ZQ X ZQ X ZQ € D4

Esses grupos nao sao isomorfos entre si e sao compostos pelos seguintes

elementos:

com;
1234 1 234 1 234
ap = ; A1 = ; A2 = )
1234 2341 341 2
12314 12314 1 2314
ag = ; Ay = y U5 = ;
41 2 3 4 3 21 2143
1 234 123 4
g = , A7 =
1 43 2 3214
Observa-se que D4 nao ¢é abeliano, notando que:
12314 1 234

ap * a4 = € ay*xa =
1 4 3 2 3 2 1 4
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Ou seja, aj * ay 7# Ay * ay.

Observemos que

o Zg possui 4 elementos de ordem 8, (1,3,5,7), e que Zy X Zy, Zy X Ly X

Zs e D4 nao possuem tais elementos, o que nos garante a afirmacao do

nao isomorfismo entre Zsg e o restante dos grupos citados.

o Zy X Zs possui 4 elementos de ordem 4 ((1,0), (1,1), (3,0), (3,1)),

enquanto que , Zo X Zo X Zo possui apenas elementos de ordem 2 e que

D, s6 possui 2 elementos de ordem 4 dai, podemos afirmar que Zy X Zso

nao ¢ isomorfo a nenhum dos grupos citados.

o Zo X Lo X Zs tem ao todo, 8 elementos de ordem 2 e D, apenas 5

desses elementos, assim, esses dois grupos sao nao isomorfos.

Denotaremos agora o grupo ()3, o grupo dos quatérnios que, juntamente

com os 4 grupos citados anteriormente, sao os tnicos de ordem 8§, a

menos de isomorfismos assim, ()3 que é dado por;

01 0 — -1 0 v 0

-1 0 10 1 0
A= B = — ¢, O = D =
0 -1 01 0 —1
—1 0 0 1 0 —1 0 2
y E - 3 F — ) G = )
0 =2 -1 0 10 1 0
0 —1
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Devemos observar que | Q3 |= 8, pois todos os seus elementos sao

distintos, vejamos:

1 0 1 0 -1 0
C? = = — A
0 —2 0 —1 0 -1
-1 0 1 0 —1 0
C3 = =D
0 -1 0 —2 0 =
A -1 0 -1 0 1 0
C = f— = e
0 -1 0 -1 01
0 1 0 1 -1 0
E? = = = A
-1 0 -1 0 0 -1
-1 0 0 1 0 —1
E3 = = = F
0 -1 -1 0 1 0
. -1 0 -1 0 1 0
E* = — —e
0 -1 0 -1 01
1 0 0 1 0 2
CE = — — QG
0 —2 -1 0 1 0
0 1 1 0 0 —2
EC = — - H
-1 0 0 —2 —7 0
— 0 0 1 0 —
C3FE = - H
0 1 -1 0 — 0

Logo:
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p

| Q3 |=38
Q3: <AaB>
{ 04:6 )
E? =
EC =C3FE

\

Portanto, pela parte (b) do teorema 2.3, temos que (3 tem caracteris-
ticas das relacoes acima. Ainda notamos que (Y3 nao é isomorfo aos
grupos Zg, Ziy X Lo, Lo X 7o X Lo e precisamos verificar que Dy e Q3
também nao sao, notando que (Y3 tem apenas 1 elemento de ordem 2
enquanto Dy possui 5 elementos com essa ordem. Isto esté claro quando,
tomando um grupo GG de ordem 8, pelo Teorema de Lagrange, as ordens
possiveis para os elementos de G — {e} sao 2, 4 e 8.

(Caso 1) G possui um elemento de ordem 8.

Seja 0 € G tal que O(§) = 8; logo G = (0) e G = Zs.

(Caso 2) G nao tem nenhum elemento em que sua ordem seja 8.
Logo, as ordens possiveis dos elementos de G diferentes de e sao 2 e 4.
Aqui, dividiremos o caso 2 em duas partes:

(Caso 2.1) GG nao possui nenhum elemento de ordem 4.

Assim, todos os elementos de G diferentes do elemento neutro, sao de
ordem 2 e, portanto, o grupo G ¢é abeliano. Agora, seja a # e, como
O(a) = 2 temos que H = (a) é um subgrupo de G. Tome b € G — H;
entdo K = {e, a,b,ab} é também um subgrupo de G. Tome ¢ € G — K

temos:
G = {e,a,b,ab,c,ac,bc,abcy = {a'bic* | i,5,k,€0,1}.

Logo, a funcao abaixo ¢ um isomorfismo de grupos.
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QO;ZQXZQXZQ%G

(i,j, k,) — a'blck

(Caso 2.2) GG possui um elemento de ordem 4.

Considere @ € G um elemento de ordem 4 e seja H = (a). Tome
b € G — H e considere o subgrupo H de GG gerado por a e por b, ou seja,
H = {(a,b), com b nao pertence ao subgrupo H, temos que | H |> 4 e,
pelo Teorema de Lagrange, | H | divide 8; portanto H = G = {(a,b) =
{e,a,a? a’ b,ab,ab, a®b}.

Temos que b? nao pertence a H pois, b? nao pertence a {b, ab, a®b, a>b},

2

também temos ba nao pertence a {e, a,a?, a®}, provando assim que:

’

|G |=38
G = (a,b)
< a4:id )

b? = a, para algum u € {0, 1,2, 3}

k ba = a°b, para algum s € {0, 1,2, 3}
Vejamos agora as possibilidades paraues € {o,1,2,3}. Primeiramente,
O(bab )= O(a) = 4 assim, s = 1 ou s = 3. Mas, b? nao pertence a
{a,a’}, pois caso contrario a O(b?*) = 4 o que implica em O(b) seria um
multiplo de 4 e consequentimente O(b) = 8 ( absurdo pois, por hipotese,
GG nao possui elementos de ordem 8) ou que O(b) = 4 ( absurdo, pois
nesse caso terfamos O(b?) = 2 .

Portanto, u = 0 ou u = 2 e como ja foi visto s =1 ou s = 3.

Considerando v = 0, temos dois casos correspondentes a s = 1e s = 3:
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P

(i) 4

\
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| G |=38
G = (a,b)
at=e
¥ =e
ba = ab
|G |=8
G = (a,b)
at=e
V¥ =e
ba = a3b

Dai, pela segunda parte do Teorema 2.2, em cada um dos casos, va-

mos ter no maximo um grupo, a menos de isomorfismo, satisfazendo as

condicoes indicadas. Podemos nos perguntar se existem tais grupos, de

fato? Veremos a seguir que esses grupos existem.

Basta apenas tomar G = Zy4 X Zs no caso (iii) e G = D4 no caso (iv).

Considerando v = 2, temos dois casos correspondentes a s =1 e s = 3:

p

|G |=38
G = (a,b)
at=ec
b2 — 42
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(

|G [=8
G = (a,b)
(UZ)< CL4:€ )
v’ = a?
ba = a’b

\

Entao, pela segunda parte do Teorema 2.2, em cada um dos casos, va-
mos ter no maximo um grupo, a menos de isomorfismo, satisfazendo as
condigoes indicadas.Veremos a seguir que esses grupos também existem.
Basta apenas tomar G = Zy X Zs no caso (v) e G = (3 no caso (vi).

Portanto,
Lig, Loy X Ly, Ly X Ly X Lz, Dy € Q3

a menos de isomorfismo, sao os Gnicos cinco grupos de ordem 8.
Grupo de ordem 9

Tomenos, a seguir, os seguintes grupos:
Zg (§ Zg X Zg

que sao de ordem 9. Eles nao sao isomorfos pois, Zg possui elementos
de ordem 9, enquanto que Zs X Zs nao possui tais elementos. Esses dois

grupos sao compostos pelos elementos seguintes:

Lz X Lz =
{(0,0),(0,1),(0,2), (1,0),(1,1),(1,2),(2.0), (2.1), (2,2)}
Vamos mostrar agora que esses dois grupos sao os inicos grupos, a menos

de isomorfismos, de ordem 9.
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Consideremos um grupo G' que nao seja ciclico e, pelo Teorema de La-
grange, todos seus elementos diferentes do neutro, tem ordem 3. Sejam
entdo, e # a € G e B € G — (o). Entao, (o) = {a,a?,a3} € G e
(B) = {B8,6% 8%} € Gea® # p/,Vi je {1,2} . Dai, por razoes

elementares, temos que

G - {67 a, CKQ, 67 Oéﬁ, 05267 527 @BQa @252}

Portanto,
(
|G |=9
) G = (o, B)
ad=e 7
| F=c

Mas quem & o produto Sa? Temos que Ba nio pertence a {e, a, o, 3, 3%}.
Analisaremos os casos restantes:

Ba = afB, Ba = oa?B, Ba = aff?, Ba = o2, Observando ainda que,
pela segunda parte do Teorema 2.2, temos no maximo um grupo a menos
de isomorfismo em cada um dos casos.

(a) Caso fa = af3, basta tomar G = Zg X Zs.

(b) Caso Ba = 2B nao existe tal grupo, observando a primeira parte
do Teorema 2.2, onde 2% = 8 2 1mod3.

(c) Caso Ba = «f? Também nao existe este grupo, pois, tomando
A= p3%e B = q, terfamos G = (A, B) com A3 = ¢,B3 = ¢, BA =
af8? = Ba = A?2B, um absurdo pois, 23 = 8 2 1(mod3).

(d) Caso Ba = a?$? nao existe, pois sendo, terfamos (046)2 = afaf =
aa’B? = e, um absurdo, quando sabemos que a3 tem ordem 3.

Portanto, a menos de isomorfismo, Zg e Zg X Z3sa0 0s Unicos grupos de
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ordem 9.

Grupo de ordem 10

Seja GG um grupo qualquer de ordem 10.

Pelo Teorema de Cauchy,G possui um elemento a onde O(a) = 5 e um

elemento ( tal que O(f) = 2. Dai:
G = {67 0{7 a27a37&47/87 &67 Oé267 Oé367 Oé46} = <a7 6>

Surge entao a questao: Qual o produto fa?

Ora, por razoes elementares, Ba nao pertence a {e,«,a? o? o, 5}
entdao, pelo Teorema 2.2 Ba # o?B pois 22 = 4 2 1(mod5), e que
Ba # a3 pois 32 = 9 2 1(mod5) Restam entao duas possibilidades:

(

1G|l=10=5-2

fa=af
1Gl=10=52

\
(

| Pa= a'f

Dai, pela segunda parte do Teorema 2.2, teremos no maximo um grupo,
a menos de isomorfismo, que satisfaca as condicoes. Para notar que tais
grupos existem de fato, basta entao, tomar G = Z;0 no caso (1) e no caso
(2) G = D; ( grupo das simetrias espaciais do pentagono regular que

consiste da identidade, das rotac¢oes de angulos 27/5,4m /5, 57/5, 87 /5
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e das reflexdes espaciais em torno das cinco bissetrizes ). E facil notar
que o grupo Zo X Zs també consegue satisfazer as condicoes do caso
(1) e entao, portanto, pela unicidade estabelecida na segunda parte do
Teorema 2.2 temos que Zy X Zs >~ Zqp.

Desta forma, conclui-se que :
ZlO e G = D5

sao os unicos grupos de ordem 10, a menos de isomorfismo.



Conclusao

A algebra é de fundamental importancia na matematica e em di-
versas outras areas diferentes , como na Fisica com suas aplicagoes, em
véarias sub areas da propria matematica como na Algebra Computa-
cional, na compreensao da construcao de determinados conjuntos, Con-
seguimos com isso notar a importancia dessa desta area e a sua con-
tribuicao no avango de outras grandes areas da ciéncia. No processo
de construcao desse trabalho foi possivel compreender de forma mais
aprofundada e detalhada o caminho para a classicagao de grupos, a im-
portancia do Teorema de Lagrange, Fermat e Cauchy no decorrer desse
estudo e das estruturas algébricas. Alcangamos o objetivo deste de clas-
sificar os grupos de ordem < 11 e, por tudo isso, esse trabalho pode ser

concluido.
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