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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos um método bastante conhecido na estatistica que é si-
mulagao por Método de Monte Carlo. Utilizamos inicialmente uma explanacgao sobre
integrais e coordenadas polares, ferramenta 1til na determinacao da integral de uma fun-
¢ao conhecida, sendo de suma importancia nas diversas areas da aplicagao. Em seguida,
estudamos variaveis aleatorias continuas com quaisquer distribui¢oes de probabilidade, as
quais sao simuladas a partir de nimeros uniformemente distribuidos em um determinado
intervalo através de certas transformacoes. O Método de Monte Carlo é um mecanismo
que gera dados a partir de um simulador de niimeros aleatorios e das distribuigoes de
frequéncias de interesse, as quais caracterizam os processos estocasticos considerados pelo
modelo de simulacao. Baseado nessas caracteristicas do método, resolvemos integrais
aproximativas através de simulacao de Monte Carlo usando linguagem R. Resolvemos
analiticamente integrais de graus de complexidades diferentes, obtendo o seu resultado
exato de modo analitico e numérico. Em seguida, comparamos com o resultado via si-
mulagao de Monte Carlo com o resultado exato, obtendo assim resultados semelhantes a

medida que o nimero de valores simulados foi aumentado.

Palavras-chave: Integracao numérica, Variavel aleatoria, Simulagao em R, Simulagao

estocastica, Métodos aproximativos.



ABSTRACT

In this work, we showed one statistical method that is the simulation by the Monte
Carlo Method. Initially, we used an explanation about integrals and polar coordinates,
useful tool in the determination of integral of a function known, which is important in
various areas of applications. Then, we studied continuous random variables with any
probability distributions, which are simulated from numbers uniformly distributed within
a certain range by certain transformations. The Monte Carlo method is a mechanism
that generates data from a simulator of random numbers and distributions of frequencies
of interest which features the stochastic processes considered by the simulation model.
We based on these features of the method, we solved approximates integrals through
Monte Carlo simulation, using the language R. We solved analytically integrals of dif-
ferent degrees of complexity, obtaining your absolute result of analytical and numerical
mode.Then, we compared with the result via Monte Carlo simulation with the absolute

results, obtaining similar results according with the incresead number of simulated values.

Keywords: numerical integration, random variables, Monte Carlo Method, stochastic

simulation, approximation methods.



Capitulo

Introducao

Os métodos de integragao numérica de fungoes e de equagoes de movimentos sao am-
plamente utilizados para resolver problemas que descrevem sistemas dinamicos lineares e
nao-lineares, que sao muito comuns em engenharia, fisica e matemaéatica. Na resolucao des-
ses problemas, alguns métodos semi-analiticos como o do balan¢o harmémico sao também
utilizados, bem como os métodos analiticos aproximados (métodos de perturbagao).

Nesse estudo de sistemas lineares e nao-lineares, os resultados numéricos sao fun-
damentais, especificamente quando se deseja comparar com resultados analiticos para
analisar os resultados obtidos. Dentre os métodos de integragao numérica para esses sis-
temas, o algoritmo Runge Kutta 4 é bastante utilizado, o qual tem sido um método para
a resolugdo numérica (aproximagao) de solugoes de equagoes diferenciais ordinarias [1].

A necessidade de utilizar integracao numérica surgiu diante de alguns problemas en-
volvendo func¢oes que: nao admitem uma primitiva de maneira explicita, a primitiva é
muito complicada para ser analisada ou quando nao ha uma expressao analitica para o
integrando conhecendo assim os pontos do dominio [2|. No estudo de integragao numérica
de fungoes torna-se conveniente mencionar que a interpretagao da integral como sendo a
area sob a curva ¢ extremamente util no desenvolvimento de métodos aproximados [3].

A integracao numeérica ainda tem sido um processo lento e oneroso em analises paramé-
tricas, diferentemente dos outros métodos aproximados, que sao extremamente rapidos.
A rapidez dos métodos de perturbacao trazem consigo uma menor precisao, a exemplo de
alguns problemas de nao-linearidade que utilizam expoentes fracionarios, os quais sao de
dificil ou de impossivel aplicagao [4].

Para utilizarmos o método de integracao por aproximacao se faz necessario utilizar
simulagao. Esse termo simulacao refere-se ao tratamento controlado pelo pesquisador
em um ambiente, especificamente o computador, onde os problemas reais sao analisados
através de reprodugoes. Na utilizagao de simulagao podemos observar que em alguns

casos ela descrevera um sistema no qual todos os componentes sao conhecidos e o seu
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comportamento é dito deterministico. Em outros, os componentes sao aleatorios, nao
havendo regra matematica que o descreva e sim o uso de estruturas probabilisticas, sendo
estocéstico o processo de simulacao, ou seja, baseado em distribui¢oes de probabilidade.

Para a utilizacao de simulagoes estocasticas necessita-se construir um gerador de nu-
meros pseudo-aleatorios (comportamento similar aos efetivamente aleatorios), presente
em mecanismos deterministicos e iterativos, o qual gera ntimeros em um intervalo [0, N],
para um dado valor N. O algoritmo é deterministico e prediz com certeza o préoximo
valor gerado, possuindo a propriedade béasica necessaria a um nimero aleatério que é
uniformidade no intervalo unitério e independéncia entre sequéncias de valores [5].

No estudo de varios problemas matematicos, recorrer ao Método de Monte Carlo
(MMC) tem sido notadamente interessante, pois através de experimentos de amostragem
estatisticas realizados em um computador apresentam solugoes aproximadas. Diante de
tantos métodos numéricos, o MMC tem tido um destaque especial, tendo em vista que
aplica-se tanto a problemas com teor nao probabilistico quanto aqueles com estrutura
probabilistica.

Um outro item interessante nesse método é que ao considerarmos n-pontos no espaco
de m-dimensoes que produzem uma solucao aproximada, o MMC apresenta erro absoluto

1/2

de estimacao da ordem de n™"/*, enquanto que os demais métodos numéricos tém erros

1/m_ o que representa boa eficiéncia computacional [6].

que decrescem a taxa de n~

A origem do nome do método e a sistemizacgao circundam em torno de 1944, onde os
precussores antes da denominagao do método datam de 1873. A fundamentacao tedrica
do método comegou com A. Hall nesse mesmo ano, fazendo o que Buffon propds em seu
exemplo classico, onde jogando uma agulha de comprimento [ em um plano com linhas
paralelas afastadas e de distancia igual ao comprimento da agulha, descobriu que a proba-
bilidade da agulha cruzar uma das linhas era proporcional ao nimero 7 . Em 1899 Lord
Rayleigh descreveu a caminhada aleatoria unidimentsional, em 1931 Kolmorgorov tratou
os processos markovianos e em 1908 W.S.Gosset mostrou a distribuicao t de Student [7].

Durante a segunda guerra mundial, mediante o projeto Manhattan, o método teve os
primeiros usos. A aplicacao inicial se remete ao estudo sobre a fissao nuclear, da bomba
atomica. Até entao, nao havia um desenvolvivmento sistematico, o que ocorreu apenas
em 1948 através de Harris e Herman Kanh. Nesse mesmo ano, Fermi, Nicholas Metropolis
e Ulam estimaram os autovalores da equagao de Scrodinger.

O polonés Stanislaw Ulam foi um dos primeiros cientista a vislumbrar o computador
eletronico de proposito geral desenvolvivo por John von Neumann, o qual utilizou essa ma-
quina para obter solugao de problemas que necessitavam de uma abordagem estatistica, a
qual ficou conhecida como MMC, homenagem sugerida por Nicholas Metropolis inspirada
em um tio de Ulam, conhecido apostador do Casino de Monte-Carlo, em Ménaco.

Na sequéncia cronolégica, somente em 1949 que o primeiro artigo sobre o método foi

publicado. Dessa maneira, observa-se que vérios problemas ja estavam sendo resolvidos
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por amostras ou ainda por varidveis aleatorias, sendo estas de fato o principio fundamental
do método.

A abordagem estatistica torna necessario repetitivos experimentos, os quais sao tedi-
0s0s e em muitos casos impraticaveis, uma vez que envolve diversos passos e excessivas
contas e numeros. Com o auxilio do computador, esses experimentos sao possiveis e via-
veis, tornando possivel assim a programacao, dentre elas o MMC, apresentando resultado
final com a precisao que desejamos.

Os métodos numéricos de Monte Carlo utilizam amostragem estatistica (em contra-
posi¢do a métodos deterministicos), possuindo assim amostragem aleatoria a partir de
uma fungao distribuicao, onde alguns problemas deterministicos podem ser reescritos em
funcao de uma distribuicao de probabilidades, ou seja, em forma de integragao. Assim,
comecou a perceber uma maior difusao desse método, principalmente nas areas de Fisica,
Matematica e Biologia, existindo ainda trabalhos nas mais diversas areas do conhecimento.

Dessa maneira, recorrer a simulagao computacional representa uma vantagem, princi-
palmente quando nao podemos obter respostas de problemas complexos e que necesssitam
de prototipos inviaveis pelo custo, limitagoes ambientais e ainda em casos extremos como
o que avaliar um vazamento toxico.

Diante do exposto, o objetivo geral deste trabalho ¢ utilizar um método alternativo
de simulacao para obtermos aproximacoes numéricas de integrais complexas por meio do
software estatistico R.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira:

Capitulo 2: Realizamos uma breve explanagao sobre os tipos de integrais e solugao
em coordenadas polares. Nesse estudo, se fez necessario explicar que nas integrais temos
um artificio de recuperar a fungao original a partir de sua derivagao e ainda que utilizando
o valor numérico de uma integral podemos calcular uma determinada regiao. Recorremos
ainda a utilizacao de coordenadas polares, pois é possivel determinéa-la em cada ponto de
um plano, conhecendo apenas sua distancia em relacao a um ponto fixo e o angulo em
relacao a uma direcao fixa.

Capitulo 3: Estudamos as variaveis aleatorias continuas e seus principais pontos,
onde pode-se assumir qualquer valor numérico em um determinado intervalo ou em um
dado grupo de intervalos, resultando assim em um dado numérico, de modo que se pode
operar um mecanismo nao determinado ou ainda fazer uma experiéncia, a qual nao esté
determinada e nos fornece assim resultados aleatorios.

Capitulo 4: Apresentamos os métodos computacionais, dando enfoque ao MMC, que
é uma das saidas para fazer inferéncia quando nao se conhece a distribuicao de parametros
de interesse, sendo esta uma classe de métodos estatisticos que se baseia em amostragem
aleatoria para obter resultados numéricos. Utilizamos a linguagem de programacgao no
ambiente R, tendo em vista que para analise de dados, esta é de grande importancia no

que se refere a anélise e intepretacao de resultados. Resolvemos trés fungoes utilizando o
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método analitico, MMC analitico e ainda o método numérico de simulacao via MMC em
R.
Capitulo 5: Expomos uma sintese geral do nosso traballho com explanagoes contex-

tualizadas e embasadas nas ideias gerais contidas neste material.



Capitulo

Integrais

A integral de uma funcao foi desenvolvida para calcular areas de curvas no plano carte-
siano. A integral ¢ uma ferramenta bastante utilizada em estudos algébricos e numéricos,
sendo uma das ferramentas mais utilizada em matematica, fisica, estatistica, economia e

entre outras.

2.1 Funcoes primitivas

A fungao primitiva ou antederivada trata-se da funcdo inversa da derivada [8]. Ao
falarmos de funcao primitiva, devemos atentar para a sua defini¢cao, corolario e teoremas,

0s quais sao:

Definigao 1. Uma funcdo F(z) é chamada de uma primitiva da fungdo f(x) em um

intervalo I, se para todo = € I, tem-se F'(z) = f(x).

Teorema 2.1.1. Seja f(x) continua no intervalo I. Se f’(z) = 0 em todo z interior a

I, entdo existira uma constante k, que f(x) = k para todo = € I.

Corolario 2.1.2. Se f(z) e g(z) sao duas fungoes, em que f'(x)=¢'(x) para todo = no

intervalo I, logo havera uma constante k, talque: f(x)=g(z) + k, para todo k em I.

Teorema 2.1.3. Se F(z) for uma primitiva particular de f(z) em um intervalo I, entao
toda primitivade f em I serda dada por F(x) + K onde K é uma constante arbitraria
e todas as antiderivadas de f(x) em I poderao ser obtidas de (I), atribuindo-se certos

valores a K.

Teorema 2.1.4. Seja g(x) uma fungao diferenciavel e seja o intervalo de I a imagem de
g(x). Suponha que f(x) seja uma fun¢ao em I e que F'(z) seja uma primitiva de f(z)
em I. Entdo, [ f(g(z))[¢'(z)dz] = F(g(x)) + K.
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2.2 Integral Definida

Vamos apresentar agora as defini¢oes e teorema necessarios para encontrar a solugao

de uma integral definida [9].

Defini¢ao 2. Seja f uma fungao cujo dominio inclui o intervalo fechado [a, b], entao f
sera integravel em [a, b] se existir um nimero L satisfazendo a seguinte condi¢ao: para
todo € > 0, existe um § > 0 tal que toda particao A para a qual ||Al| < 4, com &;, no

intervalo fechado [z;_1,2;], i = 1,2, 3, ..., n,temos

Y f(&)Az — L] <e. (2.1)
i=1
Nessas condigoes, escrevemos
Jim ;f@) (2.2)

Definicao 3. Se f(z) for uma funcao definida no intervalo fechado [a, b], entao a integral
definida de f(z) de a até b, denotada por

/ab f(z)dx, (2.3)

serd dada por

n

b
/ fl@)de = lim > f(&) A, (2.4)

lA[—0 “=
i=1

se o limite existir.

Teorema 2.2.1. Se uma fun¢ao for continua no intervalo fechado [a, b], entao ela sera

integravel em [a, b].
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Definig¢ao 4. Seja f(x) uma funcao continua em [a, b] e f(x) > 0 para todo = em |a, b].
Seja R a regido limitada pela curva y = f(z), pelo eixo x e pelas retas © = a e x = b.

Entao, a medida A da area da regiao R é dada por

A= Algln%Zﬂ&)Aix (2.5)
b
— A = /f(:r;)dx. (2.6)

Na Fig. 2.1 mostramos a representagao da medida de area A dada pela Eq. (2.6).

/b f(z)dz

a

Figura 2.1: A funcdo f(z) definida e continua num intervalo real [a, b].

2.3 Propriedades da Integral Definida

O calculo de uma integral definida a partir da definicao em geral é trabalhoso, para
isso torna-se necessario estabeler método mais simples. Assim, algumas propriedades da

integral foram desenvolvidas, onde necessitamos dos teoremas a seguir [10].

Teorema 2.3.1. Se A for qualquer parti¢ao do intervalo fechado [a, b], entao

lim ANxz=b—a 2.7
Aeo; (27)
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Teorema 2.3.2. Se f for definida no intervalo fechado [a, b], e se

‘ gﬁgOZf &) Az (2.8)

existe, onde A é qualquer parti¢ao de [a, b], entdo se k for uma constante qualquer,

lim Y kf(&) A=k lim Y f(&)Aw. (2.9)

|A[—0 <= |A[—0 “=
i=1 =1

Teorema 2.3.3. Se as fungoes f e g forem integraveis em [a, b], entdo f + g sera inte-

graveis em [a, b] e

/ab [f(z) + g(x)] dz = /abf(xdx) + /abg(:c)d:c. (2.10)

Demonstragao. As fungdes f e g sdo integraveis no intervalo fechado [a, b]; seja entao

/abf(x)d:c =Me /abg(m)dac ~ N. (2.11)

Para provar que f + g é integravel no intervalo fechado [a, b] e que fab [f(z) + g(z)] dx =
M + N, precisamos mostrar que para todo € > 0 existe um 6 > 0 tal que para todas as

partigoes A e para todo & em [x;_1,x;], se ||A] < 9, entdo

n

STIA(E) + 9] Aiw — (M + N)| < e

=1

(2.12)

Como

= lim Zf &)Az e N = lim ig(&;)Aix, (2.13)

HA\HU 1AI=0 <=
1=
segue que para todo € > 0 existe um d; > 0 e 5 > 0 tais que para todas as particoes A e
para qualquer & em [z;_1,z;] se ||A|| < 61 e ||A|| < d2, entao

if(fi)Aiaf_ Zg@Aaz—
=1

—e <— (2.14)

logo, se 6 = min(dy,ds), entdao para qualquer ¢ > 0, para todas as partigdes A e para
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qualquer §; em [z;_q,x;], se ||A]] <9,

n

Z 9(&)Ajx — N

i=1

<sfi=e (2.15)

i 2 2

Zf(&-)Aﬂ: - M

Pela desigualdade triangular, temos

‘ (Z f(&)Ar — M) + <Z g(&)Ax — N) | (2.16)

< Zf(&)Aix — M|+

Zg(fi)Aix - N' (2.17)

fazendo a desigualdade, temos

| (Z f(&) A — M + Zg(&)Aix - N) — (M +N)| <e¢, (2.18)
usando Y [F(i) + G(i)] = >, F(i) + Y.~ , G(i), portanto
Z f(&)Air + Z 9(&)Aiz = Z [f (&) Aix + (&) Asa] - (2.19)

Assim, substituindo essa igualdade em 2.18, podemos concluir que para todo € > 0, para
todas as partigdes A e para qualquer & em [z;_1, ;] se |A|| < &, onde § = min(dy, 2),

entao:

n

D (&) + 9(&)) Ajr — (M + N)

=1

<e (2.20)

logo, isto prova que f + g é integravel no intervalo fechado [a, b] e que [§]

b b b
/[f(:n)+g(x)]d$:/ f(a:)dx—{—/ g(x)dz (2.21)

O

Teorema 2.3.4. Se a fungao f for integrével nos intervalos fechados [a, b], [a, c| e [c, b],

entao

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx, (2.22)

onde a < ¢ < b.
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Teorema 2.3.5. Se f for integravel num intervalo fechado contendo os ntumeros a, b e

¢, entao

/a  Ha)de = / " fla)de + / ’ Ha)de. (2.23)

nao importando a ordem de a, b e c.

Teorema 2.3.6. Se as fungoes f e g forem integraveis no intervalo fechado [a, b] e se

f(z) = g(x) (2.24)

para todo x em |a, b], entao

/a " Hayde > / ' o). (2.25)

Teorema 2.3.7. Vamos supor que a fungao f seja continua no intervalo fechado [a, b].

Se m e M forem, respectivamente, os valores minimo e méaximo absolutos de f em [a, b],

ou seja
m< f(r) < M (2.26)
para
a<z<b, (2.27)
entao
b
m(b—a) < / F@)dz < M(b— a). (2.98)

2.4 O teorema do valor médio para integrais

No que diz respeito ao Teorema do Valor Médio (TVM), consideraremos o teorema e

a definigao abaixo [11].

10
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Teorema 2.4.1. Se a funcao f for continua no intervalo fechado [a, b], existe um nimero

X em [a, b] tal que

| #a)dz = £000 - o) (2.29)

Definigao 5. Se a fungao f for integravel no intervalo fechado [a, b], o valor médio de

f em |a, b] sera

T (2.30)

Na Fig. 2.2 mostramos a representagao grafica do que é o TVM.

f(z)

Figura 2.2: A &rea da regiao f(c) é igual a drea de um retangulo cuja altura é dada pelo

TVM.

2.5 Os teoremas fundamentais do calculo

Nesta secao apresentamos os teoremas fundamentais do calculo, os quais foram mostra-
dos independentemente por Newton e Leibniz, de modo que determinaram uma integral

dedifinida por antidiferenciagao.

11
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Teorema 2.5.1 (Primeiro teorema fundamental do célculo). Seja f uma fungao continua
no intervalo fechado [a, b] e seja x qualquer ntimero em [a, b]. Se F' for a fungao definida

por

Flz) = / o (2.31)
entao,
F'(z) = f() (2.32)

(Se = = a, a derivada na Eq. (2.32) pode ser a derivada a diteira e se x = b, a derivada

na Eq. (2.32) pode ser a derivada a esquerda.)

Teorema 2.5.2 (Segundo teorema fundamental do calculo). Seja f uma fungao continua

no intervalo fechado [a, b] e seja g uma fungao tal que
g'(z) = f(z) (2.33)
para todo x em |[a, b]. Entao,
b
| sttt = gtt) - g0 (234)

(Se x = a, a derivada na Eq. (2.33) pode ser uma derivada a direita, e se x = b,a derivada

na Eq. (2.33) pode ser uma derivada a esquerda.)

12
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2.6 A Integral Dupla

Definicao 6. Seja f uma funcao definida numa regiao retangular fechada R. O nimero

L seré o limite das somas da forma [12]

> f (&) AiA (2.35)

se L satisfizer a propriedade de que para todo € > 0 existe § > 0, tal que para toda
partigdo A, para a qual ||A|| < § e para todas as possiveis selegdes do ponto &;,~; no

i-ésimo retangulo i = 1,2,3,...,n

S G mAA-L| <e (2.36)
i=1

Se tal ntiimero L existir, escrevemos
lim Y f (&) AA=L (2.37)

|A[—0 <=
=1

Definicao 7. Uma fungao f de duas variaveis sera dita integravel numa regiao retan-
gular fechada R se f estiver definida em R e o ntumero L da definigao 1 existir. Esse

numero L serd chamado de intregral dupla de f em R, e escrevemos

IilﬁnOZf &, i) DA = //f z,y)d (2.38)

Teorema 2.6.1. Se uma funcao de duas variaveis for continua numa regiao retangular

fechada R, entao f sera integravel em R.

Teorema 2.6.2. Seja f uma fungao de duas variaveis, continua numa mesma regiao
fechada R, no plano zy e f(z,y) > 0 para todo (x,y) em R. Se V for a medida do
volume do sélido S tendo a regiao R como base e tendo uma altura cuja medida é

f(z,y) no ponto (x,y) em R, entdo

—‘ngZm,% ) AA = //fa:y (2.39)

13
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Teorema 2.6.3. Se c¢ for uma constante e a fungao f for integravel numa regiao fechada

R, entao cf sera integravel em R e

/R/Cf(x’y)dA:C/R/f(x’y)dA (2.40)

Teorema 2.6.4. Se as fungoes f e g forem integraveis numa regiao fechada R, entao a

funcao f + g sera integravel em R e

/R/[f(x,y)Jrg(a:,y)] dA:/R/f(x,y)dA—i—/R/g(x,y)dA (2.41)

Teorema 2.6.5. Se as fungoes f e g forem integraveis na regiao fechada R e, além disso,

flz,y) > g(z,y) (2.42)

para todo (x,y) em R, entao

/R/f(x’wdA = /5,4/9“"’?/)‘51‘1 (2.43)

Teorema 2.6.6. Seja a fungao f integravel numa regiao fechada R e suponha que m e

M sejam dois ntumeros tais que
m< fle.y) <M (2.44)

para todo (x,y) em R. Entdo, se A for a medida da area da regiao R,

mA < /R/f(:v,y)dA < MA. (2.45)

Teorema 2.6.7. Suponha que a funcao f seja continua numa regiao fechada R e que
a regiao R seja composta de duas sub-regidoes R; e Ry que nao tém pontos em comum,

com exce¢ao de pontos em partes de suas fronteiras. Entao,

/R/f(x,y)dA:/Rl/f(x,y)dA+/Rz/f(x,y)dA. (2.46)

14
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2.7 Coordenadas polares

Um sistema de coordenadas polares no plano incide em um ponto fixo, chamado de
origem e de um raio que parte do polo, chamado eixo polar. Num sistema de coordenadas,
temos que associar a cada ponto P no plano um par de coordenadas polares (r,6), onde
r ¢ a distancia de P ao polo e 6 é o angulo entre o eixo polar e o raio OP. 0 nimeros r
é chamado de coordenada radial de P, enquanto que # é a coordenada angular de P. Se
P estiver no polo, entao r = 0. Mesmo diante de todas informagoes, ainda nao ha uma
definigao concreta de eixo polar [13].

As coordenadas polares de um ponto nao sao exclusivas. Na sua grande maioria, se
um ponto P tiver coordenadas polares (r,0), entao (r,0 + n.360°) e (r,0 — n.360°), logo
serao coordenadas polares de P, para qualquer n inteiro nao-negativo. Portanto, todo

ponto tem um numero infinito de coordenadas polares.

2.7.1 Graficos de equacoes em coordenadas polares

Os teoremas para os graficos de equagoes com coordenadas polares sao mostrados a

seguir, em conjunto com as figuras correspondentes.

Teorema 2.7.1. Se, para uma equacao em coordenadas polares,obtivemos uma equagao

equivalente quando (r, @) for substituido por(r, — + 2nr) ou (—r,m — 6 + 2n7), onde n

é um inteiro qualquer, o grafico da equagao seréd simétrico em relagao ao eixo polar.

90°

r =4cos(26)
®  r=4cos(—26)

135°

270°

Figura 2.3: r = 4 cos(260), é a rosacea de quatro pétalas.

15
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Teorema 2.7.2. Se, para uma equacgao em coordenadas polares, obtivemos uma equagao

equivalente quando (r, @) for substituido por(r,7 — 0 + 2nm) ou (—r, —0 + 2n7), onde n

¢ um inteiro qualquer, o gréafico da equagao serd simétrico em relagao ao semi-eixo 7.

90°

r =4cos(27—26)
> —r=4cos(2m—20)

135°

270°

Figura 2.4: Apresenta simetrias em relagao aos dois eixos cartesianos.

Teorema 2.7.3. Se,para uma equacao em coordenadas polares,obtivemos uma equacao

equivalente quando (r, §) for substituido por(—r, 8 + 2nm) ou (r, 7™ + 6 + 2nm), onde n é

um inteiro qualquer, o grafico da equacao sera simétrico em relacao 4 origem.

90°

—

*  r=4cos(2m +20)
r=4cos(26)

270°

Figura 2.5: O espagamento entre os eixos de simetria entre duas pétalas consecutivas é
dado por 27/p, onde p é a distancia de uma pétala para outra.

16
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2.8 Coordenadas polares - Integracao

A integral de uma fungao f sobre uma regiao R expressa em coordenadas cartesianas é

/ / f(z, y)dydz. (2.47)

Sendo a regiao descrita em coordenadas polares, onde x = rcosf e y = rsenf, a

dada por

integral é dita como

//f(r cos 0, rsenf)rdrdf. (2.48)

Os limites de integracao serao os mais apropriados mediante o problema proposto e a

a ordem de integragao é aquela que é mais conveniente.

17



Capitulo

Variavels Aleatorias Continuas

Variavel Aleatoria (v.a) é uma fun¢do matematica, que associa cada elemento do
espago amostral a um ntimero dos reais, ela geralmente ¢ expressa por uma letra maitscula
qualquer. O que diferencia uma v.a das outras variaveis é que ela nao vai ter uma resolucao
para esta variavel, ela sera ttil quando tivermos resultados ou consequéncia de alguma

situagao, o que iremos utilizar para transformar em um valor numérico. [14]

3.1 Variaveis Aleatorias Unidimensionails

Inicialmente apresentaremos a definicao de varidveis aleatérias, no qual na grande
maioria dos problemas praticos encontramos dois tipos de v.as: as discretas e as continuas.
Neste capitulo daremos énfase as variaveis continuas. [15]

Uma variavel é dita continua quando assume qualquer valor ao longo de um intervalo
(ntmero infinito), isso equivale a delinear os resultados de um experimento aleatorio por
meio de niimeros ao invés de palavras, o que é uma grande regalia, pois permite um melhor

tratamento matematico.

Definicao 8. Seja ¢ um experimento e S um espago amostral associado ao experimento.
Uma fun¢ao X, que associe a cada elemento s € S um numero real X(s) é denominado

Variavel Aleatoria.

O espaco R,, ¢ o conjuntos de todos os valores possiveis de X, é designado algumas
vezes de contradominio. Poderemos considerar R, como um outro espago amostral. Se

for X (s) = s, teremos S = R, para representar a caracteristica numérica.

Definigao 9. Sejam um experimento € e o seu espa¢o amostral S. Seja X uma v.a
definida em S e seja R, seu contradominio. Seja B um evento definido em relagao a R,,

isto é, B C R,. Entao, A sera definido assim:

A={seS/X, e B} (3.1)

18
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Defini¢ao 10. Seja B um evento no contradominio R,. Nesse caso, definimos P(B) da

seguinte maneira.

P(B) = P(A),ondeA = {s € S/ X, € B} (3.2)

3.2 Variaveis Aleatorias Continuas

Temos que o contradominio de X seja formado por um ntimero finito extremamente
grande, digamos que todos os valores X no intervalo 0 < X < 1, onde a cada um dos
valores esté relacionado um niimero nao-negativo.

Portanto os valores possiveis de X nao sao numeraveis, nao podemos falar do i-ésimo

valor de X, e por isso, P(z; se torna sem sentido.

Definicao 11. Diz-se que X é uma v.a continua, se existir uma funcao f, denominada
funcao densidade de probabilidade (fdp) de X que satisfaz as seguintes condigoes:

(a) f(x) > 0 para todo x

(b)

—+00

f(z)dx =1 (3.3)

—00

(c)Para quaisquer a, b, com —o0 < a < b < 400, teremos

pla<z<b) = / f(z)dz. (3.4)

3.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

A funcao de distribuicao acumulada nos da uma forma de apresentar como as probabi-
lidades sao associadas aos valores ou aos intervalos de valores de uma v.a. De uma forma
geral, podem ser utilizadas para determinar a distribuicao de probabilidade de uma v.a
X que possui distribuicao discreta, distribuicao continua ou distribuicao mista. A dis-
tribuicao de X também pode ser inteiramente apontada por outra funcao que tem como

vantagem fazer sentido no caso discreto quanto para o continuo.

Definicao 12. Seja X uma v.a, discreta ou continua. Define-se a funcao F' como a

fungao de distribui¢do acumulada da variavel aleatoria s< como f(x) = P(x < X).
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Teorema 3.3.1. Se X for uma v.a continua com fdp f, entao,

F(z) = /_x f(s)ds (3.5)

Teorema 3.3.2. lim, , o, F(X) =0elim, ,,, F(X) = 1. [Frequentemente, escrevemos
isto como F(—o0) =0 e F(oc0) = 1]

Teorema 3.3.3. Seja F a fdp de uma v.a continua, com fdp. Entdo, f(z) = L F(z),

para todos x no qual F' seja derivavel.

3.4 Variaveis Aleatorias Uniformemente Distribuidas

Definicao 13. Suponha-se que = seja uma v.a continua, que tome todos os valores no

intervalo [a, b], no qual a e b sejam ambos finitos. Se a fdp de z for dada por:

flz) = =0, (3.6)

para quaisquer outro valores,diremos que z é uniformemente distribuida sobre o intervalo

[a, b] [16].

3.5 Funcgoes de Variaveis Aleatoérias

3.5.1 Eventos Equivalentes

Definigao 14. Seja C' um evento (subconjunto) associado ao contradominio R,, de
y,como se explicou acima B € R,, definido assim: B =z € R, : H(x) € C. B é um
conjunto de todos os valores de X, tais que H(z) € C. Se B e C forem relacionadas

desse modo, denominaremos eventos equivalentes.

Definicao 15. Seja uma v.a X definida no espago amostral S. Seja R, o contradominio

R,. Para qualquer evento C' C R,,., definiremos P(C') assim:

P(C)=P[{z € R, : H(z) € C}] (3.7)
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3.6 Variaveis Aleatorias Continuas

Teorema 3.6.1. Seja X uma v.a continua com fdp f, onde f(z) > 0, para a < x < b.
Suponha-se que y = H(x) seja uma fun¢do z estritamente mono6tona. Admita-se que
essa fungao seja derivavel para todo t. Entao a v.a y, definida como Y = H(X) possui

a fdp g dada por:

dzx

9(y) = f(=) a (3.8)

onde z é expresso em termos de y. Se H for crescente,entao g serd nao-nulo para aqueles
valores de y que satisfacam H(a) < y < H(b). Se H for decrescente, entdo g sera
nao-nulo para aqueles valores de y,que satisfagam H(b) < y < H(a).

Teorema 3.6.2. Seja X uma v.a continua com fdp. Facamos y = 2. Entao,a v.a y

tem a fdp dada por

1

e F(Vy) + (=) (3.9)

9(y)

3.7 Variaveis Aleatorias de Duas ou Mais Dimensoes

Definicao 16. Sejam £ um experimento e S um espago amostral, associado a €. Sejam
X = X(s) e Y = Y(s) duas fun¢bes,cada uma associando um ntmero real a cada

resultado s € S. Denominaremos (X,Y) uma v.a bidimensional.

Definicao 17. (X,Y') serd uma v.a continua bidimensional se (X, Y’) puder tomar todos

os valores em algum conjunto nao-numeravel do plano euclidiano.

Definigao 18. Seja (X,Y') umav.a continua tomando todos os valores em alguma regiao
R do plano euclidiano. A fungao densidade de probabilidade de conjuntof é uma fungao
que satisfaz as seguintes condigoes:
(a)f(z,y) > 0 para todo (z,y) € R.

(b)

//Rf(:c,y)dxdy =1 (3.10)
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Definicao 19. Seja (X,Y) uma v.a bidimensional. A fungao de distribui¢do acumulada
(fd)F da v.a bidimensional (X,Y") é definido por:

F(z,y)=P(X <z,Y <y) (3.11)

3.8 Distribuicoes de probabilidade Marginal e Condi-

cionada

Definigao 20. Dizemos que a v.a continua bidimensional é uniformemente distribuida
sobre a regiao R do plano euclidiano quando f(z,y) = ct. para (z,y) € R= 0 para

qualquer outra regiao.

Definigao 21. Seja (X,Y) uma v.a continua bidimensional com fdp conjuntaf. Sejam
g e h asa fdp marginais de X e Y respectivamente:

A fdp de X condicionada a um dado Y = y é definida por:

g (f> @) S0 (3.12)

y h(y)
A fdp de Y condicionada a um dado X = x é definida por:
v\ _ f(zy)
h{=])= 0 3.13
(3) =" 0@ > (3.13)

3.9 Variaveis Aleatorias Independentes

Definigao 22. Seja (X,Y) uma v.a continua bidimensional. Diremos que X e Y sdo
variaveis aleatorias independentes se, e somente se, f(x,y) = g(z)h(y) para todo (z,y),

onde f é a fdp conjunta, e g e h sao as fdp marginais de X e Y, respectivamente.

Teorema 3.9.1. Seja (X, Y) uma v.a continua bidimensional. Nesse caso, X e Y serdo
independente se, e somente se,g(z | y) = g(z), ou equivalente, se e somente se, h(y |

x) = h(y), para todo (z,y).

Teorema 3.9.2. Seja (X,Y) uma v.a bidimensional. Sejam A e B eventos cuja ocorrén-
cia (ou nao ocorréncia) dependa apenas de X e Y, respectivamente. Isto é, A é um sub-
conjunto de R, o contradominio de X, enquanto Bé um subconjunto de R,, o contrado-
minio de Y. Entao, se X e Y forem v.as independentes, teremos P(ANB) = P(A)P(B).
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3.10 Funcoes de Variavel Aleatoéria

Teorema 3.10.1. Suponhamos que (X,Y’) seja uma v.a continua bidimensional com
fdp conjunta f. Sejam Z = (H1(X,Y) e W = Hy(X,Y), e admitamos que as fungoes
H, e H, satisfacam as seguintes condigoes:
(a) As equagoes z = Hi(x,y) e w = Hy(z,y) podem ser univocamente resolvidas para z
e y, em termos de Z e w,isto é, x = G1(z,w) e y = Ga(z,w)

or Oz

(b) As derivadas parciais 57, 57, % e g—f’l’) existem e sao continuas.

3.11 Distribuicao do produto e do Quociente de Varia-

veis Aleatérias Independentes

Teorema 3.11.1. Seja (X,Y) uma v.a continua bidimensional e admita-se que X e

Y sejam independentes. consequentemente, a fdp f pode ser escrita como f(z,y) =
g(x)h(y). Facamos W = XY.
Nesse caso, a fdp de W, digamos p, é dada por

o = [t (22)

1

d 3.14
du (314

Teorema 3.11.2. Seja (X,Y) uma v.a bidimensional continua e suponhamos que X
e Y sejam independentes. | portanto a fdp de (X,Y’) pode ser escrita como f(z,y) =
g(x)h(y).] Seja Z = X/Y. Deste modo, a fdp de Z, digamos ¢, sera dada por

a(z) = / " g(02)h(w) [o] dv (3.15)

—00
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3.12 Variaveis Aleatorias n-Dimensionais

3.12.1 Caracterizacao Adicional das Variadveis Aleatoérias

Definicao 23. Seja X uma v.a continua com fdp f. O valor esperado de X ¢ definido

B(X) = /_ " ). (3.16)

Pode acontecer que esta integral (impropria) nao convirja. Consequentemente, diremos

que E(X)existira se, e somente se,

/OO || f(x)dz, (3.17)

for finita.

Teorema 3.12.1. Seja X uniformemente distribuida sobre o intervalo [a, b]. Nesse caso,

B(x)="2 ; b (3.18)

3.13 Expectancia de uma funcao de uma variavel Ale-

atoria

Definicao 24. Se Y for uma v.a continua com fdp ¢, definiremos,

B = [ " )y (3.19)

EYV) = BHX) = [ H@)f(2)de (3.20)

—00
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3.14 Variaveis Aleatorias Bidimensionais

Defini¢ao 25. Seja (X,Y) uma v.a bidimensional e seja Z = H(X,Y’) uma fungao real
de (X,Y). Em consequéncia, Z serd uma v.a (unidimensional) e definiremos F(Z) como

Se Z for uma v.a continua com fdp f,teremos

E(Z)= /_+00 z2f(2)dz (3.21)

[ee]

Teorema 3.14.1. Seja (X,Y) uma v.a bidimensional e fagamos Z = H(z,Y).

Se (X,Y) for uma v.a continua com fdp conjunta f, teremos

B = [ [ HG Sy (3.22)

3.15 Propriedades de Valor Esperado

Propiedade 3.15.1. Se X = C, onde C' é uma constante, entao, E(X) = C.

Propiedade 3.15.2. Suponha-se que C seja uma constante e X seja uma v.a. Entao, E(C'X) =
CE(X).

Propiedade 3.15.3. Seja (X,Y’) uma v.a bidimensional com uma distribui¢ao de proba-
bilidade conjunta. Seja Z = H,(X,Y) e Ho(X,Y). Entao, E(Z+ W) = E(Z)+ E(W).

Propiedade 3.15.4. Sejam X e Y duas variaveis aleatorias quaisquer. Entao, E(X +
Y)=EX)+ EY).

Propiedade 3.15.5. Sejam n v.as Xq, ..., X,,. Entao,
EXi+ ..+ X,)=EXy)+ ...+ E(z,) (3.23)

Propiedade 3.15.6. Sejam (X,Y) uma variavel bidimensional e suponha que X e Y
sejam independentes. Entao, E(X,Y) = E(X)E(Y) [17].

3.16 A distribuicao da Normal

A distribuicao normal é uma das mais importantes distribuigoes da estatistica. Tendo

sua importancia devido a varios fatores, entre eles o teorema central do limite, o qual é
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um resultado fundamental em aplicacoes praticas e tedricas, com o uso da distribuicao
normal ou gaussiana como também é conhecida, ela serve de aproximacao para calculos

de outras distribuicoes quando o niimero da observacao esta muito grande.

Definicao 26. A v.a X, que tome todos os valores reais —oo < x < 00, tem uma

distribui¢ao normal (ou Gaussiana) se sua fdp for da forma

F@) = ——eap (-% F — “} 2) . —co< 1< oo (3.24)

Graficos

A Fig 3.1 ilustra a funcdo de densidade para a distribui¢ao normal padrao, determinada
por valores particulares de p e 0. A anélise da curva permite concluir que as ocorréncias

tendem a concentrar-se em torno de uma média e se tornam mais raras ou menos provaveis

a medida que dela se afastam.

Modelo Normal Gaussiana
— pdf

0.5

0.4r

0.1f

0.0"

Figura 3.1: f.d.p de uma v.a normal com média p e desvio padrao . A area total sob a
curva é unitaria porque indica a probabilidade de todo o conjunto observado, onde dois
valores quaisquer de x indica a probabilidade de ocorréncia entre os valores.
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Momentos

Pode-se mostrar que,

E(X)=pu (3.25)
Var(X) = o? (3.26)

Além disso, f(z;pu;0?) — 0, quando # —F oo, y — 0 e pu + o sao pontos de inflexao
de f(x;u;0%),xr = p é ponto de maximo de f(x;u;0?), e o valor maximo é 1/0v/2mw. A

densidade f(z;u;0?) é simétrica em relagio a reta x = p, isto ¢,

flp+zp,0%) = flp—x;p1,0%) (3.27)

para todo x real. [1§]
Para simplificar a notagao, denotaremos a densidade da normal simplesmente por f(z)

e escreveremos, simbolicamente
X ~ N(p,0%)

Quando = 0 e 0 = 1, temos uma distribuigdo padrao ou reduzida, N(0,1) como
mostramos na Fig. 3.2. Para essa a fun¢ao densidade reduz-se a
1 22
o(z) = e 7 —00<z<. (3.28)

V2r

f.cj.p

0.5

Figura 3.2: f.d.p de uma v.a normal padrao Z ~ N(0,1)
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3.16.1 Funcao Distribuicao Acumulada

A Fungao Distribuicdo Acumulada (f.d.a) F(y) de uma v.a normal X com médiay e

1
2mo

exp (—% [”C—_H]Q) de —oo até y, ou seja

variancia o2 é obtido integrando-se f(z) = =

y
F(y) =/ fa;p;0%)de,y € R (3.29)
A integral corresponde a area, sob f(z), desde —oo até y, como mostra a Fig. 3.3

f(y) como area

f(z)

Figura 3.3: f(y) como area.

Utilizamos a seguinte notacao, que é universal:
Y Y 22
(y) :/ d(z)dz =1 \/2%/ e 2dz (3.30)
O grafico de ®(z) ¢ da seguinte forma:

3.16.2 Propriedades da Distribuicao Normal

Propiedade 3.16.1. f(x) é simétrica em relagao a origem x = p, ou ¢(z) é simétrica em

relacao a origem Z =0

Propiedade 3.16.2. f(x) possui um méaximo para x = p, ou ®(z) possui um maximo

para Z = 0, e neste caso sua ordenada vale 0, 39.

Propiedade 3.16.3. f(x) tende a zero quando = tende para 4+0o0 ou —o0, 0 mesmo

acontecendo com Z —71 oo. Isto é, ¥ ou z sao assintotas de f(x) ou ¢(z).
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f.d.c da normal padrao

Figura 3.4: f.d.c da normal padrao Z ~ N(0,1)

Propiedade 3.16.4. f(z) tem dois pontos de inflexao cujas abscissas valem p+o e u—o,

ou ¢(z) tem dois pontos de inflexdo cujas abscissas valem +1 e —1.

Teorema 3.16.5. Se X tiver a distribuigao N(u,0?), e se Y = aX + B, entao Ytera a
distribuigao N (ap + b, a*0?)

Corolario 3.16.6. Se X tiver distribuicio N(u,0%) e se Y = (X — u)/o, entdo YV teré
distribuigao N(0,1).

3.17 Tabulacao da Distribuicao Normal

Supondo que X tenha distribui¢gdo em N (0, 1). Neste caso.

1"
pla< X <b) = \/_2_7r/ e~ 2dx. (3.31)

Essa integral nao pode ser calculada pelos métodos conhecidos tradicionalmente. (A
grande dificuldade estd em nao poder o Teorema Fundamental do Calculo, porque en-
contramos uma fungao cuja a sua seja e~/ 2). Logo, o métodos de integracao numeéricas
podem ser utilizada para integrais da forma acima, e de fato P(X < s) tem sido tabe-
lada [19].
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A fd da distribuicao normal reduzida sera denotado por ®. Isto é,

B(s) = \/%7 /_ T2y (3.32)

Vamos utilizar a tabulagao da fun¢ao ®, com o propésito de calcularmos p(a < X < b),

onde X tem a distribuigdo reduzida N (0, 1) visto que
Pla < X <b)=®() — P(a) (3.33)

A vantagem da tabulag@o acima é precisa ao fato de que, se X tiver qualquer distribuicao
normal N(u,0?, a funcido tabelada ¢ pode ser empregada para calcular probabilidade
associadas a X.

Facilmente aplicaremos teorema 3.16.5 para salientar que se X tiver distribui¢ao N,

entao Y tera distribuicao N. Portanto,

P(agxgb)_P(O‘_“sygb_“)_q>(b_“>—q><%”) (3.34)

o o

E ainda evidente da definicdo de ® que
O(—z)=1— () (3.35)

Esta relacao é individualmente favoravel, porque na maioria das tdbuas, a funcao ¢ esta
tabulada somente para valores positivos de z. Por fim, iremos calcular P(y — ko < X <
p+ ko), onde X tem distribuigao N(u,0?). A probabilidade acima pode ser demonstrada

em termos da fungao ® , ao se escrever:

Plu—ro <X <pu+ro) = P(—KSX_'U</<;) (3.36)
= ®(k) — O(—k) (3.37)

Aplicando a Eq. (3.35), teremos para £ > 0

P(p—ro <X <p+ro)=20(k)—1 (3.38)
3.18 A Normal Como Aproximacao da Binomial

Como uma distribui¢ao de probabilidade binomial usa caracteristicamente apenas ni-
meros inteiros para a v.a x, enquanto a aproximacao normal é continua, devemos usar

uma correcao de continuidade, com um niimero inteiro x representado pelo intervalo de
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xr—0,5ax+ 0,5 Podemos utilizar uma distribuicao normal para uma aproximagao de
uma distribui¢ao de probabilidade binomial, muitas aplicacoes praticas da distribuicao
binomial podem ser ajustadas com o uso de programas computacionais ou calculadoras,
mas neste momento iremos falar sobre o principio de que uma distribui¢ao binomial pode

ser aproximada por uma distribui¢ao normal [20].

Definigcao 27. Se uma distribui¢ao binomial satisfaz as exigéncias de np > 5 e nq > 5,
entao a distribuicao de probabilidade binomial pode ser aproximada por uma distribuigao
normal com média p = np e desvio padrao o = /npq e com os niimeros inteiros discretos
x ajustados pela correcao de continuidade, de modo que z é representado pelo intervalo
dex—0,5ax+0,5.

3.18.1 Procedimento para o Uso de uma Distribuicao Normal

como Aproximacao de uma Distribuicao Binomial

1. Determine que a distribui¢ao normal é uma aproximacao apropriada da distribuicao
binomial verificando z—0,5 a £+0, 5.(caso estas condigoes nao forem satisfeitas, en-
tao vocé deve utilizar um software, ou uma calculadora, ou formula da probabilidade

binomial.)
2. Ache os valores dos parametros p e o calculando = np e 0 = /npq.

3. Identifique o valor discreto x. Mude o valor discreto x substituindo pelo intervalo
de x — 0,5 a z + 0,5. Esboce uma curva normal e introduza os valores de u, o ou

x — 0,5 ou x + 0,5 conforme seja necessario.
4. Mude z, substitua por x — 0,5 ou x + 0, 5, conforme seja necessario.

5. Usando x — 0, 5ou £+ 0, 5 no lugar de z, ache a area correspondente a probabilidade
desejada, encontrando primeiro o nimero de acertos z : z = (z — p)/o. Use agora o
numero de acertos z para achar a area a esquerda do valor ajustado de x. Essa area

serd usada agora para identificar a drea correspondente a probabilidade desejada.

3.19 Correcoes de Continuidade

O método para o uso da distribuicdo normal para aproximar a distribuicao binomial
envolve um passo no qual mudamos um ntumero discreto para um intervalo que esta 0,5
inferior e 0,5 superior do nimero discreto. Este passo em particular é chamado correcao
de continuidade, em geral é dificil de se entender, onde a parti de agora vamos considera-lo

com mais detalhes.
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Defini¢ao 28. Quando usamos a distribui¢ao normal(que é uma distribui¢ao de proba-
bilidade continua)como aproximagao da distribuigdo binomial (que é uma distribuigao
discreta), é feita uma corregao de continuidade para o numero inteiro discreto = na dis-
tribuicao binomial, representando-se o tinico valor x pelo intervalo de x — 0,5 a x + 0,5

(isto ¢, somando e subtraindo 0, 5).

3.19.1 Procedimento para Corregoes de Continuidade

1. Ao usar a distribuicao normal como uma aproximacao da distribui¢do binomial,
sempre use a corre¢ao de continuidade. (Ela é necessaria porque estamos usando a

distribuigao normal continua para aproximar a distribui¢ao binomial discreta.)

2. Ao usar a correcao de continuidade, primeiro identifique o ntimero discreto inteiro

x apropriado para o problema da probabilidade binomial.

3. Desenhe uma curva normal centrada em p, em seguida desenhe uma faixa vertical
centrada em z. Marque o limite esquerdo da faixa com o ntiimero z —0, 5 e marque o
limite direito como niimero x+ 0, 5+. Considere que a area total da faixa representa

a probabilidade do proprio niimero discreto x.

4. Agora, determine se o valor de x deve ser incluido na probabilidade desejada. Em
seguida, determine quer a probabilidade de pelo menos x, no maximo x, mais do
que z, menos do que z ou exatamente x. Sombreie a area a esquerda ou & direita
da faixa conforme apropriado; sombreie também o interior da faixa propriamente
ita se e somente se o valor de = for incluido. Essa area total sobreada corresponde

a probabilidade desejada.

3.19.2 Usando probabilidade para Determinar se Resultados Sao
Nao-usuais

e Nao usualmente alto x acontecimentos em n amostras é um nimero nao usual-

mente alto de sucessos de p(z ou mais) ¢ muito pequena(tal como 0,05 ou menor).

e Nao usualmente baixoxr acontecimentos em n amostras é um nimero nao usu-
almente baixo de sucessos de p(z ou menos) é muito pequena(tal como 0,05 ou

menor).

3.20 O Papel da Aproximacao Normal

Na realidade, uma boa parte das aplicagoes praticas da distribui¢ao de probabilidade

binomial podem, agora, ser bem trabalhadas com um método computacional ou uma
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calculadora(do tipo TI). A distribuicao de probabilidade binomial pode ser aproximada

por uma distribuigao normal.

3.21 Determinacao de Normalidade

Fornecemos conceitos para determinar se as exigéncias para uma distribui¢cao normal
sao satisfeitas. Os critérios envolvem verificagao visual de um histograma para conferir
se tem a forma aproximada de sino, identificando-se quaisquer outliers e estabelecer um

novo grafico chamado grafico de quantis normais

Defini¢ao 29. Um gréfico dos quantis normais (ou grafico de probabilidade normal) é
um grafico de ponto (x,y) onde cada valor x vem do conjunto original de dados amostrais

e cada valor y € o escore z correspondente ao valor esperado do quantil da distribuicao

normal pedrao.

Procedimento para Determinar se os Dados Tém Distribuicao Nor-

mal

1. Histograma: Construa um histograma. Rejeite normalidade se o histrograma se

afasta muito de uma forma de sino.

2. Outliers: Identifique os outliers. Rejeite normalidade se houver mais de um outlier.
(Apenas um outlier pode ser um erro ou resultado de uma variagao casual, mas tenha

cuidado- mesmo um tnico outlier pode ter efeito dramético sobre os resultados).

3. Graficos dos quantis normais: Se o histrograma for basicamente simétrico e se hou-
ver no maximo um outlier, construa o grafico dos quantis normais. Os seguintes
passos descrevem um procedimento relativamente simples para a construcao de um
grafico dos quantis normais, mas diferentes pacotes estatisticos usam varias outras

abordagens.

(a) Primeiro organize os dados ordenado os valores do menor para o maior.

(b) Com uma amostra de tamanho n, cada valor representa uma propor¢ao de 1/n
da amostra. Usando o tamanho amostral conhecido n, identifique as reas de
1/2n, 3/2n, 5/2n, 7/2n e assim por diante. Essas sdo as areas acumuladas a

esquerda dos valores amostrais correspondentes.

(c) Use a distribui¢ao normal padrao para achar os escores z correspondentes as

areas acumuladas a esquerda encontrada no passo (b).
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(d)

(e)

Combine os dados originais ordenados com os seus escores z correspondentes,
encontrados no passo (c), e plote os pontos (z,y), onde x é um valor amostral

original e y é o escore z correspondente.

Examine o grafico dos quantis normais usando os seguintes critérios:se os pontos
nao se aproximam de uma reta ou se os pontos exibem um padrao sistematico
que nao seja um padrao linear, entao os dados parecem provir de uma populagao
que nao seja um padrao linear, entao os dados parecem provir de uma populagao
que nao tem distribuicao normal. Se o padrao dos pontos é razoavelmente
proximo de uma reta, entao os dados parecem provir de uma populagao que

tem uma distribuicao normal.
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Capitulo

Métodos Aproximados

4.1 Métodos Numéricos de Integracao

Notamos que as fungoes a serem integradas numericamente terao caracteristicamente
duas formas: uma tabela de valores ou uma equacao. A forma dos dados tem uma ex-
tensao importante nos enfoques usados para calcular a integral. Para os dados tabulados,
permanecer limitado pelo nimero de pontos dados. Ja se uma equagao estiver disponivel,
¢ possivel gerar tantos valores de f(z) quantos forem necessarios para alcangar a exatidao
cabivel.

Vamos falar de duas técnicas para avaliar casos nos quais a funcao é dada. A primeira
é aperfeicoada na extrapolacgao de Richardson, que é um método para combinar duas
estimativas numéricas para a integral para conseguir um terceiro valor, mais apurado.
O algoritmo computacional para praticar a extrapolacao de Richardson de uma maneira
alternativa e competente é chamado integracao de Romberg. Essa técnica é recorrente e
pode ser usada para gerar uma estimativa da integral dentro de uma tolerancia de erro
pré-especificada.

O segundo método é chamado quadratura de Gauss, as formulas utilizam valores de x
que estao distribuidos entre a e b, de uma maneira que é determinada uma avaliacao da

integral muito mais apurada [21].

4.2 Formulas de Newton-Cotes

Nas formulas utilizadas de Newton-Cotes o conceito de polinomio que aproxime f(z)
razoavelmente é que este polindmio insira f(z) em pontos [a,b] igualmente separados.
Avaliemos a particao do intervalo [a,b] em subintervalos, de comprimento h, [x;, 1],

i=0,1,...,n—1. Assim ;41 —2; = h= (b —a)/n.
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As férmulas fechadas sao dos tipo:zg = a,x, = b e

b In
/ f(z)dx = / f(z)dx (4.1)
= Aof(z0) + Arf(@1) + o+ Anf(wa) = D Aif (). (4.2)

emos os coeficientes A; determinados de acordo como grau do polindémio aproximado [22].

4.3 Regra do Trapézio

Para a determinacgao da regra do trapézio, é utilizado a formula de Lagrange para

expressar o polindémio p;(x) que interpole f(z) em xg e x1, temos que:

lﬂuwx:l;?mm (43)
_ / [@:—ﬁf(xo) + @f(xl)] de = Iy (4.4)

Assim temos, It = 2 [f(zo) + f(z1)] dois pontos do extremo do intervalo, fez-se passar
uma que é a area do trapézio de altura h = x1 — o e bases f(x¢) e f(xq). Foi aproximada

pela area sob esta reta. Que ¢ a formula dos trapézios [23].

4.4 Regra de Simpson

Quando o termo de erro abrange a derivada de 4° grau de f , a regra de Simpson

produz resultados exatos quando aplicada a qualquer polinémio de 3° grau ou inferior:

| e = S+ 4 ) + e - G510 (4.5)

Definicao 30. O grau de precisao de uma férmula de quadratura é o maior valor positivo

inteiro n tal que a férmula é exata para z*, para quaisquer k = 0, 1,2, ..., n.

Teorema 4.4.1. Suponha que > a;f(z;) indique a férmula fechada de Newton-Cotes
com (n+ 1) pontos, com xy = a, x, = be h = (b—a)/n. Entao, existe um € € (a,b) para

o qual
/ f(z)dx = Z a; f(z;) + e /On 2t —1)...(t — n)dt, (4.6)

(n+2)!
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se n for par e f € C"2[a,b], e

hn+2fn+1( )

/f dx— azf(xz)—i— (n+1)

/nt(t S 1)t — ), (@7)

se n for impar e f € C""! [a, b].

4.5 Integracao de Romberg

A integragao de Romberg é um projeto usado para aprimorar a precisao do valor esti-
mado de uma integral que aplica continuamente a formula de extrapolagao de Richardson.
O esquema usa uma série de estimativas iniciais da integral. A estimativa e o erro associ-
ados com a aplicagao miltiplas da regra do trapézio podem ser representados da seguinte

forma:
I =1(h)+ E(h) (4.8)

Onde [ é o valor exato da integral, I(h) é aproximagdo por aproveitamento da regra
do trapézio com n intervalos com tamanho do passo h = (b — a)/n e E(h) é o erro de
truncamento. Se fizermos duas estimativas separadas usando tamanhos de passo hi e hs

e apresentarmos os valores exatos para o erro, entao:
I(h1) + E(h1) = I(h2) + E(h2) (4.9)

A partir de agora usaremos que o erro da aplicacao multipla da regra do trapézio pode

ser representado pela a seguinte equacao.

B (b — a)3 o
E,=-— Ton2 f (4.10)
comn = (b—a)/h
~ (b —a)?
o= T ~—pr (4.11)

Usando f~" constante independente do tamanho do passo, a equacio acima, pode ser

usada para determinar que a razao entre os dois erros, que sera:

E(h) 1
E(hy) — h}

(4.12)

, , . " M .
Usando esté formula conseguimos remover o termo f~ do calculo. Logo em seguida
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conseguimos ter acesso a informagoes embutida na equagao (4.4), sem utilizarmos o co-

nhecimento da segunda derivada, vamos reorganizar a equagao (4.5), para obter:

E(hy) = E(hy) (Z—;) (4.13)
onde substituiremos na equagao (4.2):
E(hy) + E(h2) (—) = I(hg) + E(h2) (4.14)

onde resolveremos, assim:

I(h1) — I(hy)
1 — (h1/hs)?

I

E(hs) (4.15)
Portanto, encontramos uma estimativa de erro de truncamento em termos da integral

e seus tamanhos de passos, logo esta estimativa pode ser substituida por:
I =1I(hg) + E(hs) (4.16)

para termos um céalculo mais apurado, teremos:

1

] = [(hQ) + —(hl/h2)2 1

[£(ha) = I(h1)] (4.17)

4.6 Quadratura de Gauss

As formulas de integracao numéricas ou quadraturas, conhecidas como equacgoes de
Newton-Cotes, tem como caracteristicas destas formulas a estimativa da integral como
valores da funcao igualmente espacada. Logo as posi¢oes dos pontos sao predeterminadas
ou fixa.

A regra do trapézio é fundamentada em assumir a area sob uma reta unindo os valores
da funcao nas extremidades do intervalo de integracao. A féormula usada para calcular

I~@- G)M (4.18)

em que a e b sao os limites de integracao e b — a é a largura do intervalo de integracao.
Como a regra do trapézio fala que deve passar pelas extremidades, existe casos em que a
formula resulta em erros grandes.

Quadratura de Gauss é o nome de uma classe de técnicas para praticar tais tati-

cas. As formulas de quadratura de Gauss descritas aqui sao chamadas de féormulas de
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Gauss-Legendre. Vamos aproveitar para mostrar como as férmulas de integracao numé-
rica e como a regra do trapézio podem ser descritas usando-se o método dos coeficientes
indeterminados. Logo esse método serd utilizado para deduzir as féormulas de Gauss-
Legendre [24].

4.7 Computacao Bayesiana

Todos os algoritmos que serao vistos aqui, nao se baseiam por meio de determinacoes,
todos requerem a simulagao de nimeros (nao verdadeiro) aleatorios de alguma distribuigao
de probabilidades. Em geral, a tinica restricao para o nimero de simulagoes sao o tempo
de computacao e a capacidade de armazenamento dos valores simulados. Assim, se houver
qualquer suspeita de que o nimero de simulagoes é escasso, a abordagem mais simples

consiste em simular mais valores [25].

4.8 Meétodo de Monte Carlo Simples

A ideia do método é exatamente escrever a integral que se deseja calcular como um
valor esperado. Para incluir o método considere o problema de calcular a integral de uma

fungao ¢(#) no intervalo (a,b),

I / " (06, (4.19)

Podemos reescrever esta integral da seguinte forma:

1= [ 0= ag0)5=a0 = (- a)Flg(0) (1.20)

Temos 6 como uma variavel aleatoria com distribuicdo U(a,b). Assim, modificamos
o problema de avaliar a integral no problema estatistico para encontra-se uma média,
E[g(6)]. Se temos uma amostra aleatoria de tamanho n, 0y, ..., 0; da distribui¢ao uniforme
no intervalo (a,b) teremos também uma amostra de valores g(6,), ..., g(6,) da fungao g(0)

e a integral acima pode ser encontrada pela média amostral,
= (-0t 30 (a.21)
=0b—-a)- .
" !

Nao é dificil ver que este calculo nao é viavel ja que

(b—a)

n

E() =

S~ Elgl09)] = (0 o) Elg(0)) = / 4(0)d6 (4.22)
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Iremos usar o seguinte algoritmo:

1. gere 04, ..., 0, da distribuigao U(a,b);

2. calcule g(61),...,9(0,);

3. calcule a média amostral g = >, g(01)/n

4. calcule I = (b—a)g

Podemos resolver a integral § = fol ze® dz utilizando simulacdo de MMC via software

de programacao em R, onde apresentamos o algoritmo utilizado e a saida no terminal,

respectivamente.

~— Algoritmo

U<-runif (100, 0, 1)
GU<-Ux\exp (U*U)
theta<-mean (GU)
print (theta)

\.

— Saida no Terminal

> U<-runif (100, 0, 1)
+ GU<-Ux\exp (UU)

+ theta<-mean (GU)

+ print(theta)

[1] 0.865422

\

J

Na Fig. 4.1 mostramos a representacao da integral. Uma grande vantagem dos métodos

de simulagao é que apdés uma amostra de vetores aleatorios ser gerada podemos facilmente

calcular caracteristicas das distribui¢oes marginais e condicionais.
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40 representacao da integral 6

3.5/
3.0f
2.5}

=20/
1.5}

1.0

0.5

0'%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.1: Representacao visual da integral § = fol ze” dr .

4.9 Monte Carlo via Funcao de Importancia

Em muitas situagoes pode ser muito dificil ou mesmo impossivel simular valores da
distribuigdo que vird mais a frente. Neste caso, pode-se apelar por uma fung¢ao ¢(0)
que seja de facil amostragem, frequentemente chamada de funcao de importancia. O
procedimento é usualmente chamado de amostragem por importancia.

Se ¢(0) for uma fungao de densidade definida no mesmo espago onde a variagao de 6

entao, a integral

b
1= [ 9(@w(6)8 = Elg(6) (4.23)
pode ser reescrita da seguinte maneira:

e s

Assim, temos a disposi¢ao uma amostra aleatoria 64, ...,0,, , onde é tomada da distri-

buigao ¢ o estimador de Monte Carlo da integral acima, fica:
2 1 g(0)p(6:)
I =— —_ 4.25
>0 (4.25)

tem as mesmas propriedades de Monte Carlo simples.

Logo no comego nao hé restricoes quanto a escolha da densidade de importancia g,
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porém na hora de usar, alguns cuidados devem ser tomados. Pode-se mostrar que a

escolha é Otima no sentido de minimizar a variancia do estimador consiste em tomar

q(0)oog(0)p(0).

4.10 Aplicacao 1

Considerando a fungao

f@) = — exp<—%[x_”r>,—oo<a:<oo (4.26)

2ro o

vamos mostrar que f é uma fdp legitima. Temos f(x) > 0, devemos ainda verificar que

[, fa)de = 1.

4.10.1 Solugao Analitica

Calcularemos esta integral de forma analitica. Escrevendo a fungao dada pela Eq. (4.26)

na forma de uma integral, temos que

+oo +o00 1 1 [r— L 2
x)dxr = exp | —= :
—o00 f@) —o V2o p<2{ o ]
Fazendo t = [%},ondex—uzatixzat—l—ujZ—fzaidmzadt. Logo,
teo 1.5 1 too ¢2
exp | —= [t = exp” 2 odt
o0 2Qmo P < 2 [ ] ) 2mo /;oo P

g

oo 2 d 1 oo t2 d I
= exp 2 dt = — exp 2 dt =
2o /_oo P V2r /_Oo P

Devemos usar um artificio para calcular esta integral, que é considerar no lugar de I, o

quadrado desta integral, a saber I2. Deste modo,

1 +o0 2 +o00 2
I’ = o exp‘?dt/ exp” 2 ds
T J - —00
1 oo oo 32+t2
= o5 / exp~ 2z dsdt (4.27)
T J - —00

Vamos usar coordenadas polares para calcular esta integral dupla, onde

S =TCOS

t = rsenc.
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Devemos determinar o elemento de area dsdt, utilizando a matriz jacobiana

Os Os
J—det (250) _| o o (4.28)
I(r, ) ot ot |- ‘
’ or O«
Resolvendo as derivadas
% = cos a, % = senw
g—; = —rsenq, g—i = rcoso

e as substituindo na na Eq. (4.28), temos que

CoOsQx —rsenq 9 9
= =7rcos"a+rsen‘a=r.

seno rCcos

O elemento de area em coordenadas polares é
dsdt = Jdrda = rdrda.

Como s e t variam entre —oo e +oo, 7 varia de 0 a 0o, enquanto « varia entre 0 e 27.

Portanto,
1 2T 0 )2
I? = —/ / rexp” 2 drda.
2 Jo  Jo
Para facilitar, vamos fazer a integral de dr, chamando v = —§ e du = —%Tdr = du =
—rdr = dr = —dT“, logo,
o r2 d
/ rexp 2 dr = —/rexp“—u (4.29)
0 r

Voltando para a integral dada na Eq. (4.27), temos que

1 2m 12 00
2= (- exp_7> da (4.30)
2m Jo 0
1 [ 1 5. 2
_ ldo = — ()?™ = 22 — 1. 4.31
2 Jo “ 2 (@) 27 ( )

Portanto,

o 1[xz— ,u} 2
exp | —= dr = 1. 4.32
oo V27O P ( 2 [ o (4.32)
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4.10.2 Solugao pelo Método de Monte Carlo em R

Resolvendo numericamente a integral em R, utilizando o algoritmo

Algoritmo

f<-function(x) dnorm(x)

integrate(f,-Inf, Inf) #integracao exata

|
|

obtemos no terminal 1 with absolute error < 9.4e — 05.
Pelo MMC implementamos o algoritmo em R, onde resolvemos a integral da Eq. (4.26),
cujo dnorm(z) é a densidade da distribuigdo dada pela fdp. Conforme n aumenta, o

resultado se aproxima do verdadeiro valor, como verificamos na Tabela 4.1.

— Algoritmo

int.fdp = function(n, a, b) {

x = runif(n, a, b)

# n iniciou em 1000 até 100000000
y = dnorm(x) R
int.fdp = (b - a) * mean(y) #metodo monte carlo

return(int.fdp)
}

Na Fig. 4.2, mostramos que existe uma variagao consideravel na estimativa da inte-
gral, isto se chama “erro de Monte Carlo” e decresce conforme aumentamos o nimero
de simulacoes. Repetindo o experimento com n = 1000000 a variagao serd4 bem menor.
Evolugao deste erro conforme se aumenta o nimero de simulagoes fica bem evidente.

Nas aplicagoes que resolvemos utilizando o MMC, apresentamos graficos que mostram
a eficacia do método, onde utilizando o boxplot e executando a fungao 50 vezes para as

simulagoes, observamos o "erro de Monte Carlo", o qual decresce conforme aumentamos

Tabela 4.1: Resultado numérico da integral aproximada da Eq. (4.26) usando método
Monte Carlo.

n- nimero de observagoes | Resultado
1000 1.358598¢ ¢
10000 1.807096
100000 0.9383038
1000000 1.058059
10000000 1.040077
100000000 1.0099891
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o nimero de simulagoes.

Ao utilizarmos o boxplot, 0 mesmo permite que possamos avaliar a simetria dos da-
dos, a dispersao e a existéncia ou nao de outliers, sendo adequado para compararmos os
conjuntos de simulagoes e a quantidade de erros correspondentes para cada categoria.

No boxplot estao os quartil inferior e superior delimitando, respectivamente, as cercas
superior e inferior, as quais constituem limites. Além desses, os dados passam a ser
outliers.

Na Fig. 4.3 verfica-se que ao realizarmos apenas uma estimativa para n = 20, 50, 100, 200
e 500, a = 0 e b = 1 observamos a existéncia de outliers. Ao aumentarmos para 50 esti-
mativas, como observamos na Fig. 4.4, o niimero de erro para a simulagao de ntimero 500

é menor e inexiste outlier.

0.5 representacao da integral ¢

0.4}

0.1}

Figura 4.2: Representagao da area da integral dada pela Eq. (4.26).
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— Algoritmo para Gerar Boxplot

int.fdp = function(n, a, b) {

x = runif(n, a, b)

y
int.fdp = (b - a) * mean(y) #metodo monte carlo

dnorm(x)
return(int.fdp)
n = c(20, 50, 100, 200, 500)

y = matrix(0, ncol = length(n), nrow = 50)
for (j in 1:length(n)) {

m = NULL
for (i in 1:50) m = c(m, int.fdp(n[jl, 0, 1))
yl, j1 =m
}
boxplot(data.frame(y), names = n)
© I
™M - I
© I
o | L T
C").— 1 _:_ O
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Figura 4.3: Boxplots para 1 estimativa da integral dada pela Eq. (4.26) com n

20, 50, 100, 200 e 50.
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Figura 4.4: Boxplot para 50 estimativas da integral dada pela Eq. (4.26) com n =
20, 50, 100, 200 e 50.

4.11 Aplicagao 2
Nesta aplicagao, desejamos calcular uma aproximagao para a integral
3
) :/ exp *dz, (4.33)
1

utilizando de simulacao Monte Carlo.

4.11.1 Solucao Analitica

Inicialmente, calcularemos esta integral de forma analitica. Portanto, temos que o valor

exato para 6y é dado por

3
/ exp “dr = [— exp‘ﬂi’ = —exp P +exp ! (4.34)
1

= —0,049787 + 0, 367879 = 0, 318092. (4.35)
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4.11.2 Solugao via Método de Monte Carlo

Considerando o MMC, temos que a integral utilizada é do tipo

b n
9= / flz)dz = Z flz) Az, (4.36)

sendo Ax = b_T“ comn =1,..,100, e f(z;) = e ™ com i = 1, ..., 100.

O valor aproximado da integral é dado por

n

<) >= "3 f(a), (4.37)

i=1

onde todas x; sao observagoes independentes de uma distribui¢ao uniforme no intervalo

[a,b]. Portanto, para a Eq. (4.33) temos que
< 05(100) >= Z——Y "l (4.38)

Logo, a integral pode ser escrita como

(3-1) /1 ;jld:c, (4.39)

que sera aproximada usando 100 valores simulados da distribui¢ao uniforme no intervalo
[1,3] e de valor aproximado de2 7,2 e(~%9).

A e7* & fungdo de densidade de uma variavel aleatoria, onde X ~ exp(l). De forma

exata,

3

/ e *dx = Pr(x <3)— Pr(z <1), (4.40)

1

onde
3
Pr(z<3)= / e dr = —e"|) = —e 3+ €°
0

e

1
Pr(z <1) = / e fdr = —e*|y = —e ! 4 €
0

. Desse modo,

3
/ e %dr = —e P+ e’ + et —e¥ = —0,049787 + 0,367879 = 0,318092.  (4.41)
1
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4.11.3 Solugao pelo Método de Monte Carlo em R

Aplicamos o algoritmo abaixo para calcular uma aproximagao para 6 em diversos valores

de n, plotar a curva da fungao e calcular o resultado exato da integral.

— Algoritmo \

#metodo monte carlo

f<-function(x) exp(-x)

n=100 # n de 100 a 10000000
theta<-mean(f (runif(n,1,3)))*(3-1)
print (theta)

integrate(f,1,3) #integracao exata
#grafico da funcao

curve(f(x),1,3, xlab="x", ylab="f(x)")

Conforme n aumenta, o resultado se aproxima do verdadeiro valor conforme o resultado

mostrado na tabela 4.2.

Tabela 4.2: Resultado numeérico da integral da Eq. (4.33) usando método Monte Carlo

n - nimero de observagoes | Resultado
100 0.3565906
1000 0.3196586
10000 0.3169927
100000 0.3186645
1000000 0.3179756
10000000 0.3181011
100000000 0.3180888

No algoritmo, a saida no terminal para o resultado exato foi [1] 0.3180924 with absolute
error < 3.5e —15. Na Fig. 4.5 mostramos que quanto maior for o valor de n, mais preciso
sera o resultado.

Utilizando o algoritmo a seguir, onde executamos int.exp 50 estimativas com n =
20, 50,100,200 e 500, a = 1 e b = 3, existindo assim uma variavel consideravel na esti-
mativa da integral. Nas Figs. 4.6-4.7, mostramos os boxplots da integral com simulagoes,
onde "erro de Monte Carlo"decresce conforme aumentamos o numero de simulagoes, o
qual podera ser cada vez mais menor de acordo com o aumento do nimero n. Veja que a
evolugao erro ¢ menor conforme se aumenta o nimero de simulacoes, o que torna-se bem

evidente. Boxplots para 50 estimativas da integral com simulagoes.
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05 representacao da integral 0,

0.41
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0.2f

0.1f

09
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Figura 4.5: Representagao da area da integral dado pela Eq. (4.33).

~ Algoritmo para Gerar Boxplot <

#metodo monte carlo

int.exp = function(n, a, b) {

x = runif(n, a, b)
y = exp(-x)
int.exp = (b - a) * mean(y)

return(int.exp)

}

n = c(20, 50, 100, 200, 500) R
y = matrix(0, ncol = length(n), nrow = 50)

for (j in 1:length(n)) {

m = NULL

for (i in 1:50) m = c(m, int.exp(n[jl, 1, 3))

y[, j] = m

}

boxplot(data.frame(y), names = n)
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Figura 4.6: Boxplot para 1 estimativa da integral dada pela Eq. (4.33) com n =
20, 50, 100, 200 e 50.
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Figura 4.7: Boxplot para 50 estimativas da integral dada pela Eq. (4.33) com n =
20, 50, 100, 200 e 50.

o1



CAPITULO 4. METODOS APROXIMADOS

4.12 Aplicagcao 3

Nessa aplicagao, consideramos a integral

1+ 22

b
0y — / da. (4.42)
0

4.12.1 Solugao Analitica

Resolveremos a integral analiticamente utilizando o método por substituicao trigonomé-

trica. Veja que podemos escrever #5 da seguinte maneira

L |
0 = / E— (4.43)
0

12422

Considerando 1 e x os catetos de um triangulo retangulo e /12 4+ x2 a hipotenusa, temos

assim as relacoes

1
o) = e
X
el = T
x

Observe que utilizando a relagao de cos(a), cos®(a) = = e tg(a) = z, onde dz =

sec?(a), o que nos permite escrever

/01 #dx = /01 cos? () sec?(a)da. (4.44)

12 + 22

Sabemos que cos?(a) = m, logo

1 1 1 1
/ ——dr = / cos? (o) sec?(a)dar = / do = alp. (4.45)
0 0 0

12 + 22

Retornando a varidvel z, = tg(a) e « = tg~!(z). Portanto,

1 1 T T
—— dr=tg = tg7 (1) — tg7(0) = = — 0= — = 0.78539816. 4.46
/Opwx g b=t ()~ g 0 = —0=1 (4.46)

4.12.2 Solugao via Método de Monte Carlo

Pelo MMC, utilizando o mesmo procedimento da sessao 4.11.2,

/1 #da: =Pr(r<1)—Pr(z<0)=tg (1) = (4.47)

12 + 2

e
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4.12.3 Solugao pelo Método de Monte Carlo em R

~ Algoritmo \

f<-function(x) 1/(1+x~2)

n=100 # n de 100 a 1000000

theta<-mean(f (runif(n,0,1)))*(1-0) #metodo monte carlo
print (theta)

integrate(f,0,1) #integracao exata
curve(f(x),-0.7,0.7, xlab="x", ylab="f(x)")

Conforme n aumenta, o resultado se aproxima do verdadeiro valor cuja saida no ter-
minal para o resultado exato foi [1] 0.7853982 with absolute error < 8.7e — 15 como visto
na tabela 4.3.

Na Fig. 4.8 mostramos que a aproximacao pode ser tao acurada quanto se deseje,
bastando aumentar o valor de n. E importante notar que n estd sob nosso controle aqui,
e nao se trata do tamanho da amostra de dados.

Utilizando o algoritmo abaixo, onde executamos int.div com 1 até 50 estimativas para
n = 20, 50,100,200 e 500, a = 0 e b = 1, existindo assim uma variavel consideravel na
estimativa da integral. Nas Figs. 4.9-4.10, mostramos os boxplots da integral com simula-
¢oes, onde "erro de Monte Carlo"decresce conforme aumentamos o namero de simulacoes.
Veja que a evolucao deste erro conforme se aumenta o niimero de simulagoes se torna bem

evidente.

Tabela 4.3: Resultado numeérico da integral da Eq. (4.42) usando método Monte Carlo

n- nimero de observagoes | Resultado
100 0.7766158
1000 0.7793186
10000 0.7860363
100000 0.7855211
1000000 0.7853376
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representagao da integral 6,
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Figura 4.8: Reresentacao da area da integral dado pela Eq. (4.42).

~— Algoritmo para Gerar Boxplot <

#metodo monte carlo

int.div = function(n, a, b) {

x = runif(n, a, b)
y = 1/(1+x72)

int.div = (b - a) * mean(y)

return(int.div)

}

n = c(20, 50, 100, 200, 500) R
y = matrix(0, ncol = length(n), nrow = 50)

for (j in 1:length(n)) {

m = NULL

for (i in 1:50) m = c(m, int.div(n[jl, 0, 1))

y[, j] = m

}

boxplot(data.frame(y), names = n)
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Figura 4.9: Boxplot
20, 50, 100, 200 e 50.
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Figura 4.10: Boxplot’ para 50 estimativas da integral dado pela Eq. (4.42) com n =

20, 50, 100, 200 e 50.
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Capitulo

Conclusoes

Neste trabalho falamos sobre integracao por aproximacao utilizando simulagao via
MMC, mostrando que este é um método estatistico utilizado em simulagoes cujo o estado
é indeterminado. Assim, o modelo baseado no interesse de origem dos eventos aleatorios,
onde o objetivo é permitir a observacao do desempenho de uma variavel de interesse
ou quando as suposicoes de um modelo sao violados. Para obter resultados confiaveis,
torna-se necessario conhecer a distribuicao da estatistica.

Em diversas situacoes reais, a complexidade ou ainda a dimensao do problema acaba
exigindo as ferramentas de simulagdes computacionais. Conceitualmente simples, o MMC
apresenta uma técnica de grande aplicabilidade e uso em diversas areas do conhecimento,
com diversas aplicacoes em areas como a fisica, matematica, biologia, gestao de riscos em
projetos e diversas areas onde exista incerteza e se precise simular comportamentos.

O MMC pode ser aplicado em problemas de tomada de decisao a qual envolva risco
e incerteza, como situagoes nas quais o comportamento das varidveis envolvidas com o
problema nao é de natureza deterministica.

Como exemplos podemos utilizar a aplicacao em fisica médica em especial na area
de radioterapia. A determinacao de parametros dos feixes de radiacao produzidos em
Acelerador de Particulas Linear (LINACS), especialmente aqueles dificeis ou impossiveis
de medir, foi realizada com o auxilio do MMC. Ainda contribui na determinacao da
distribuicao de dose em pacientes que se submetem a radioterapia ¢ um dos processos
mais importantes no tratamento de cancer e, portanto, requer alta qualidade em seus
resultados |7].

De um modo geral, é reconhecido que os MMCs atualmente, sao uma das ferramen-
tas mais precisas para a obtencao desses resultados. Acrescentando-se o fato de que a
capacidade computacional de processadores aumentou muito nestes tltimos anos.

Portanto, na aplicagao pratica deste trabalho, consta-se a eficiéncia do método, onde

as estimativas simuladas foram muito proximas dos valores calculados de forma exata.
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