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Resumo

Neste trabalho é feito o estudo do buraco negro de Schwarzschild na presenca do monopolo
global, e dos efeitos que este tipo de defeito topologico traz para a geometria do espaco-tempo.
Inicialmente, com a obtencao da métrica que descreve este espago-tempo, mostraremos como
o monopolo global afeta o desvio da 6rbita do planeta Mercurio, e ainda analisaremos a
estabilidade das 6rbitas com base no calculo dos potenciais. Em seguida consideraremos que
o monopolo global possui em suas vizinhancas a quintesséncia e a partir da métrica obtida,
considerando que os buracos negros emitem modos de vibragao caracteristicos, calcularemos
os chamados modos quase-normais de vibragao e as frequéncias associadas. Por ultimo, ainda
neste contexto, faremos o estudo da termodinamica dos buracos negros, buscando obter leis

mecanicas, analogas as leis classicas da termodinamica usual.



Abstract

In this paper is studied the Schwarzschild black hole in the presence of a global monopole,
and the effects that this kind of topological defect brings to the spacetime geometry. Initially,
using the metric which describes this space-time, we show how the global monopole affects
the deviation of the orbit of the Mercury planet , and also analyze the stability of orbits
based on the calculation of potentias. Then, we consider that the global monopole has
in their neighborhoods the quintessence and form the metric obtained, by assuming that
the black holes emit characteristic vibration modes, we calculate the so-called quasi-normal
modes of vibration and the associated frequencies. Finally, even in this context, we study the
thermodynamics of black holes, trying to get mechanical laws, similar to the usual classical

thermodynamic laws.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria relativistica da gravitacao apresenta-se como uma das mais belas e revolucionarias
concepgoes da Ciéncia Moderna, ao sugerir que a gravidade se deve a geometria de um espaco-
tempo curvo quadridimensional. Juntamente com a teoria quantica, a Relatividade Geral é

um dos mais profundos desenvolvimentos da Fisica no século XX [1].

Cuidadosamente testada, a Relatividade Geral nos fornece o entendimento do Universo
em grandes escalas de distancia e é fundamental na explanacao de fené6menos como o colapso
gravitacional, no estudo de buracos negros, estrelas de néutrons, ondas gravitacionais e o

Big-bang.

Nesse contexto, a teoria relativistica prediz que haverd a formacgao de buracos negros,
sempre que a massa deste for comprimida em um volume menor que o chamado raio
gravitacional, o qual é pequeno o suficiente, para que a forca gravitacional na superficie
nao permita que nada escape, inclusive a luz. Isso implica que a velocidade necessaria para
deixar as vizinhangas de um buraco negro, ou seja, a velocidade de escape, é igual a velocidade
da luz. Sendo esta a velocidade limite de propagacao na natureza, o resultado é que nenhum

sinal ou particula pode deixar a regiao interna de um buraco negro.

Dado que sinais nao podem escapar de um buraco negro, a medida que objetos fisicos e



radiacdo caem nesta regiao, a superficie limite de um buraco negro, chamada horizonte de
eventos, ¢ uma superficie tipo-luz. A criacao de um buraco negro, significa a formacao de
uma estrutura causal nao-trivial no espaco-tempo. Diante dessas caracteristicas especificas,
novos métodos foram desenvolvidos para analisar a interacao de buracos negros com campos

e matéria, e também com outros buracos negros.

Embora o termo buraco negro tenha sido introduzido por Wheeler em 1967, seu estudo
teorico ja tem uma longa histéria. A possibilidade da existéncia de tais objetos, foi
inicialmente discutida por Michell e Laplace no ambito da teoria Newtoniana no final do
século XVIII [2|. Na relatividade geral, o problema surge um ano apo6s a teoria ter sido
desenvolvida, quando Schwarzschild obteve a primeira solucao exata das equagoes de Einstein

no vacuo.

Um campo gravitacional de particular interrese, a partir do qual pode ser analisado sua
interacao com os buracos negros, esta relacionado com o monopolo global. Este é um tipo de
defeito topoldgico, ou seja, uma configuracao estavel de matéria, que pode ter sido originado
em transicoes de fase no universo primordial. Mesmo nao havendo nenhuma evidéncia
experimental, acerca desse tipo de estrutura fisica, os resultados obtidos com o estudo dos

monopolos globais, traz novas ideias para a relatividade geral.

Neste trabalho, portanto, consideraremos a solucao de Schwarzschild, admitindo que o
buraco negro estd na presenca do monopolo global, e a partir do da métrica obtida para
esse espaco-tempo, analisaremos alguns efeitos provenientes dessa interagao. O contetido esta
organizado da seguinte forma: no capitulo 2, é feita uma revisao da Teoria da Relatividade
Geral, discutindo seus fundamentos e o processo de obtencao das equagoes de Einstein. Neste
mesmo capitulo, obtemos a solu¢do de Schwarzschild com monopolo global, e discutimos
alguns efeitos inerentes & métrica desse espaco-tempo. No capitulo 3, fazemos a consideracao

que o buraco negro de Scharzschild com monopolo estd na presenca da quintesséncia e



calculamos 0s modos normais de vibracao emitidos por estes, via aproximagao WKB. No
capitulo seguinte, considerando este mesmo espaco-tempo, estudamos a termodinamica dos
buracos negros, em analogia com a termodinamica usual. Por tultimo, sdo apresentadas as

conclusoes.



Capitulo 2

Relatividade Geral

2.1 Fundamentos da Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Restrita ou Especial, elaborada por Albert Einstein no inicio do
século passado, provocou modificacoes profundas nos conceitos e idéias acerca da estrutura
do Universo, cujas consequéncias ainda estao longe de serem esgotadas. Essa teoria mostrou
que tempo e espaco nao sao mais independentes, existindo agora um relacao intrinseca entre
esses dois conceitos. Classicamente o espaco é considerado como tendo trés dimensoes, sendo
o tempo uma quarta dimensdo totalmente desconexa do espaco [3]. Com a Relatividade
espaco e tempo se misturam, e esta interdependéncia é matematicamente representada pelas
1.

transformacoes de Lorentz Teém-se entao, um novo conceito, o de espago-tempo, uma

estrutura quadridimensional, com trés dimensoes espaciais e uma temporal.

No que diz respeito a Teoria da Relatividade Especial, esta afirma que as leis fisicas sao as
mesmas em todos os referenciais inerciais, nao existindo nenhum referencial preferencial [7].
Isto implica, que ao se considerar uma transformacao de coordenadas entre dois referenciais
inerciais, as leis fisicas serao invariantes sob essa transformacao. Para a construcao da Teoria

da Relatividade Geral, deve-se considerar um principio equivalente, porém de uma forma mais

I'Equacoes que relacionam as coordenadas do espaco-tempo em dois referenciais inerciais.



ampla, incluindo quaisquer transformacoes de coordenadas entre referenciais arbitrarios.

Um outro principio fundamental para a elaboracao da Teoria da Relatividade Geral, é
o principio da equivaléncia, o qual afirma que: "Em um ponto qualquer de um campo
gravitacional arbitrario, é possivel escolher um sistema de coordenadas localmente inercial, tal
que numa regiao suficientemente pequena em torno do ponto em questao, as leis da Natureza
possuem as mesmas formas como em um sistema de coordenadas cartesianas, nao acelerados

na auséncia de campo gravitacional"|8|.

Na préatica, esse principio implica que as equagoes de movimento ou as equacoes de campo
para as leis da Natureza, devem ser correspondentes as equagoes da Relatividade Especial,
a0 se passar para um sistema de coordenadas localmente inercial, ou seja, um referencial em

queda livre.

Desta forma, um primeiro passo para se construir a Teoria da Relatividade Geral, é deixar
de lado o espaco Euclideano e o sistema de coordenadas cartesianas, e adotar uma estrutura
mais abrangente, ou seja, a estrutura de uma variedade Riemanniana. Para isso, se faz
necessario o uso de um ferramental matematico que possa descrever essa generalidade, que é

a geometria diferencial [4].

Um dos conceitos fundamentais da teoria dos tensores é o de derivada covariante.
Diferentemente do sistema de coordenadas cartesianas, em um sistema curvilineo, a diferencial
de um vetor nao é um vetor e a derivada parcial ndo é um tensor por transformacoes gerais
de coordenadas. Isto deve-se ao fato de que a diferencial é calculada levando-se em conta
a diferenca entre dois vetores, em pontos infinitesimalmente separados do espacgo-tempo, e
que as leis de transformacao para vetores dependem da posicao. Sendo assim, a derivada

covariante fica definida como,

V.V =0, VY + T, VA, (2.1)



onde I'/, sdo os simbolos de Christoffel. No caso de um tensor de ordem arbitraria, essa

definicao pode ser generalizada, escrevendo-se

VPT#UQ i :apTﬂlm 122 1+FZ§\T M2 +

Viv2...1] Viv2...V Viv2...1]

M2 Ay _TA (YN A M2 A _
—|—Fp>\T FPV1T Ao FWQT

Viv2...1] + V... ViA...Y

Para uma melhor compreensao das derivadas covariantes, se faz necessario entender o
conceito de transporte paralelo. Sabe-se que na Relatividade Especial h4 uma compreensao
bastante clara do que vem a ser um campo vetorial constante, que é aquele cujas componentes
nao mudam de um lugar para outro. Porém, este conceito nao é invariante por transformacoes
gerais de coordenadas, e onde nao ha um sistema de coordenadas preferencial, a idéia de um
campo vetorial constante nao tem sentido. Por outro lado, é intuitivamente claro que um
observador, ao se deslocar ao longo de uma curva arbitraria, pode transportar um vetor
constante ao longo dessa curva. Esse processo é chamado de transporte paralelo. Como
consequéncia desse processo pode-se definir uma quantidade geométrica chamada tensor de

curvatura ou tensor de Riemann [5, 6] dado por

P — P _ P P o _ TP 10
R Apy T aﬂru/\ 8VF/J,)\ + Fua VA Fua BA* (22)
As propriedades algébricas do tensor de curvatura, se tormam mais claras, ao se considerar

a forma covariante de R’ \u due € definida por

RpALLV = gpg J)\MV' (2.3)

A partir dessa definicdo, pode-se mostrar que o tensor de curvatura é simétrico pela troca
do primeiro com o segundo par de indices, ou seja, R,y = [\ € anti-simétrico pela troca
de qualquer um dos indices desses pares, R,y = —Rypu- Uma outra propriedade importante

do tensor de curvatura, é que a soma das permutacoes ciclicas dos trés ultimos indices é igual



a zero, podendo-se escrever

Rp)\ul/ + Rpw/)\ + Rpl/)\u = 0. (24)

O tensor de Riemann também satisfaz a uma identidade envolvendo derivadas, conhecida

como identidade de Bianchi, dada por
voRp/\;w + VARUp,uV + VpR)\U/w =0. (25)
Tomando-se o traco do tensor de Riemann, tém-se o tensor de Ricci, escrito como

Ry = 9" Ryppor = Ry = R, (2.6)

pov

e contraindo do tensor de Ricci, obtém-se o escalar de curvatura, dado por

R=R' = g¢"R,,, (2.7)

Sendo assim, com a introducao do tensor de curvatura de Riemann, motivada pela
necessidade do seu uso na construcao das equacoes de campo gravitacional, foi possivel
desenvolver um conjunto de equacgoes capazes de descrever matematicamente a estrutura
do espaco-tempo. Essas equagoes sao as chamadas equacoes de Einstein, as quais serao, de

forma geral, deduzidas a seguir.

2.2 Equacoes de Einstein

As equacoes de campo gravitacional necessitam para sua dedugao que sejam estabelecidos
alguns axiomas baseados em principios fisicos. Esses axiomas dependem do tipo de equacao
que se deseja obter. De posse dessas equagoes, faz-se o confronto com os dados experimentais
e é verificado se ha concordancia com estes ou nao. Caso o resultado nao seja satisfatorio,

outras hipoteses sao lancadas.

Para a deducao das equagoes de Einstein, sao escolhidos os seguintes axiomas:

7



e a gravitacao deve ser descrita por uma métrica Lorentziana, sobre uma determinada

variedade;

e as equacoes de movimento para a métrica devem possuir apenas dependéncia do

contetido de matéria de todos os campos no espaco-tempo;

e as equacoes de movimento devem ser covariantes sob transformacgoes gerais de

coordenadas e, portanto, devem ter carater tensorial;

e o tensor energia-momento 7", deve satisfazer a relacao V,T"” = 0, significando que o

contetdo de energia-momento dos campos de matéria, deve ser conservado localmente;

e a matéria deve ter comportamento causal, ou seja, esta nao pode viajar com velocidade

superior a da luz;
e no limite de campos fracos, a gravitacao de Newton deve ser valida;

e as equacoes de campo devem conter, no maximo, derivadas de segunda ordem.

Esta tdltima condigao, ao restringir as derivadas apenas de segunda ordem, deixa de lado
o problema que seria o de escolher infinitas equacoes de campo. Além do mais, equacoes com
derivadas de ordem superior a 2, necessitam que sejam impostas outras condigoes iniciais para

se determinar a evolucao do sistema de campos.

Um outro axioma que poderia ainda ser considerado, é que as equacoes de campo devem

ser obtidas apartir de um principio de minima acao, na forma covariante geral.

Levando em conta as condigoes acima, tem-se da conservacao do tensor energia-momento
que

v, " =0, (2.8)



a qual obriga a ter uma quantidade geométrica covariante, contendo derivada até 2 ordem e

com divergéncia nula. Sendo assim, a Gnica possibilidade é
(G/w + Agw) =all, (2.9)

sendo G, = RW%RQW e A e a constantes a serem determinadas.

O lado esquerdo da equagao (2.9) possui divergéncia nula pois V,g,, = 0. Para mostrar

que V,G# = 0, temos da identidade de Bianchi que

V[)\Rpa]uu =0 (210)
a qual fornece
glM(vARﬂUuV + vUR)\puV + VpRO')\;U/) = O (211)
VR, + Ve — V,Rs =0 (2.12)
VHR/;,OU = ZV[pRU}V (213)

Contraindo esta expressao com ¢“?, obtém-se

VR = VR (2.14)
Aplicando V* a G, tem-se
V*G, = V(R — %ng,) = %V,,R - %V,,R (2.15)
o que implica
V4G, =0 (2.16)

ou seja, G, possui divergéncia nula.

Para que a equagdo (2.9) esteja dimensionalmente compativel, a constante A deve ter

dimensdes de [L7?]. Como T}, tem dimensoes de [ML*T~2L73] a constante a deve ter

9



dimensoes de [M~'L7'T?]. Sendo G a constante gravitacional de Newton, cujas dimensdes
sdo de [M~1L3T~?] e ¢ a velocidade da luz de dimensoes [LT '], a constante a pode ser dada
em termos dessas constantes, de tal forma que fique dimensionalmente compativel. Sendo

assim, pode-se escrever que

kG

sendo xk uma constante adimensional, cujo valor é 8, obtido pela imposicao de que no limite

de campo fraco devemos obter o resultado Newtoniano.

A constante A é um parametro da teoria que deve ser medido e é chamada de constante

cosmologica.

Dessa forma a equagao (2.9) passara a ser escrita como

1 rGT,,
RMV - ERQMV + Aguu - Tﬂ (218)

Esta equacao ¢ conhecida como equagao de Einstein com constante cosmologica. No vacuo,
o conteiido de massa-energia ¢ nulo, e portanto 7,,,—0. Para este caso, as equagoes de Einstein

se reduzem a

R, = Agu (2.19)

e quando a constante cosmologica é nula,
R, =0 (2.20)

O termo Ag,, foi introduzido por Einstein de modo a alterar suas equacoes, com o objetivo de

obter uma solugao cosmologica que descrevesse um universo homogéneo, isotropico e estatico.

10



2.3 Solucao de Schwarzschild na presenca do Monopolo
global

Transicoes de fase no Universo primitivo, podem ter dado origem a diversos tipos de
defeitos topologicos, dentre os quais pode-se citar os monopolos globais, a corda cosmica e
as paredes de dominio [9, 10]. No caso dos monopolos globais, esses sdo formados devido
a uma quebra espontanea de simetria global de gauge e a maior parte da sua energia esta
concentrada em uma pequena regiao, proxima ao nicleo. Uma configuracao correspondente
ao monopolo global foi proposta por Barriola e Vilenkin [11]. Este modelo se constitui de um
iso-tripleto de campo escalar ¢%, cuja simetria global O(3) é espontaneamente quebrada para
U(1). Para se estudar os monopolos globais, deve ser considerada a seguinte densidade de
Lagrangiana:

L= S0,0°0"0" — A6 — ), (2.21)
sendo ¢* o tripleto de campos isoescalares,o qual ¢ dado por ¢* = nf(r)%, coma=1,2,3
e n é um parametro que estd associado com a escala de energia na qual ocorreu a quebra

espontanea da simetria.

Para um monopolo isolado e estatico, a métrica mais geral que possui simetria esférica

pode ser escrita da seguinte forma:

ds* = = A(r)dt* + B(r)dr® 4+ 1°d0” 4 r*sen®0dp* (2.22)

Considerando agora o operador d‘Alembertiano que é dado por

1

- _gau(\/—_gg“”ay), (2.23)

§

nesse espaco-tempo ele adquire a forma

/ ’

1 A B B 2 1
O=—— P+ | - 4+ 4+ =19, +-0
cQAt+2AB BQ+2B2+BT +B’“+

cotg
r2

Lo 1 2
— —_— 2.24
% + r? % + r2sen26’a¢ (2.24)

11



onde omitiu-se a dependéncia em r de A e B por questoes de simplicidade.

Agora, é necessario resolver as equacoes de campo para ¢®. Desta forma, sendo

a

¢* = nf(r)x? (2.25)
tem-se
& = 60 = nf (1) (r) 2 (2.26)
& = fr) (227)
¢* =’ f*(r) (2.28)

ja que %z, = r2. Sendo assim as equacoes de movimento serdo:

A® —1*)¢® + 06" = 0. (2.29)
Para a = 1, obtém-se
Pt = nf(r)x?l = nf(r)senfcosy (2.30)

Com o uso desta equacao, o operador d’Alambertiano atuando em ¢! sera:

’ ’ !/

1 A B B2 1
0¢! = (— af+{ ——+—+—}ar+§@3 COtgeamt

2A 2AB B2 ' 2B2 ' Br
1, 1
+ﬁ89 4+ — ong e ) nf(r)senfcosp (2.31)
A B’ B’ )
Opl= |—/— - — 4 — 4 = el
¢ [2AB B2 232 + ]Wf( )senfcosp + Bﬁf (r)senfcosp+

cot

s—1.f(r)cosfcosp — r—12nf(r)sen9005<p an( r)senfcosy (2.32)

r2sen?
Desta forma a equagao de movimento (2.29) para ¢' sera escrita como:

/ ’

A B B

AL B2 + 5 (r)cosbcosp—

2 1
+ B nf'(r)senfcosp + Enf”(r)sen&cosgp

12



1 1

_ - 0 -
nf(r)senfcosp r2$€n29nf

5 (r)senfcosp + An* f2(r) — n?|nf(r)senfcosp = 0
,

que dividida por nsenfcosp resulta em

/ / !

B B 2 1

S B—J F)+ () = 1)+ AP 1] =0

e ainda pode ser escrita como

2w+ [z (8)] 70 - 2+ xsonrm -1 =0

Resolvendo agora pra a = 2 temos

¢’ = ﬁf(?")7 = nf(r)senfsenp

que fornece

1 A B B 2

2 _ _ 2 _ - P
0™ = < @A@*_bAB B 23 Br
1, 1

+505 +

1 9 4 cotgt

BT r2 Dot

o+

32) nf(r)senfseny

r2sen?6 ¥
e de forma anéloga a anterior, obtém-se o seguinte resultado

5w [ (2)] 70 - 2 asonrm -0 =0

Para ¢, o resultado seré

’ /

1 A B B 2 1 cotgl
0¢® = |[— 2 2 .2 42 L 92
¢ < @A@*_bAB lﬁ+23f+BJaf%B@+ o 0t
1 2 1 2
a0t ma) nf(r)cost

que também resulta em

5+ [ o (8)] 70 - 2+ xsonrm - 1=

13

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)



Assim as equacgoes (2.35), (2.38) e (2.40), mostram que a equagdo de movimento pode ser

escrita como

L+ [+ 2 (Y] 1o - 2 oairoirm -1—0  @ay
"\ Br Toa\p) |V T AT A= '
Para resolver as equacoes de Einstein, inicialmente sera feito o célculo do tensor energia-

momento, o qual é dado por

Tw = (au¢a)(au¢a) — gk (2.42)

que com a Lagrangiana dada por (2.21) fica

1

T = (9.0")(009") = Gy [58@“6’%& — iA(W% —1?)? (2.43)

Calculando as componentes do tensor energia-momento, serd obtido o seguinte resultado

Alr)p® [f2(r) | 2f(r)?
2 {B(r) + r2

Too = - |+ amgatee) - (2.44)

B(r) ,

1 = 2270 - 28 ) - P - (2.5)
T = — 00 = 1)~ 17 (2.40)

2= 795" i |
T3 = —%(7”)7727‘2]”2(7")567120 — 2T2n4sen20[f2(7") — 17 (2.47)

E para o tensor de Ricci, as componentes nao-nulas sao:

b A”+1 Al B’+A’ 1 /A (2.48)
W= TopTu\B)\B " A r \ B '

A" 1 (A B A 1 /B
f=51 1 (z) (E ! z) T (E) (2:49)
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B A\ 1
<&2=1—l;<——4~—)——- (2.50)

Rsz = sen®0Ryy (2.51)

Em regioes distantes do niicleo, temos que f(r) — 1 de acordo com [9]. Assim as
componentes do tensor energia-momento associado & configuragao do monopolo global, serao

dadas aproximadamente por:
TN =T = - Ty =T¢ =0 (2.52)

Assim, sabendo-se que

T=Ty+T' +T; +T; (2.53)

para o monopolo, as componentes do tensor energia-momento serao

2
T=-"1 (2.54)

Desta forma, levando esses resultados as equacgoes de Einstein, serao obtidas as seguintes

expressoes:
A" 1 (A B A 1 (A
—— 4+ - = —4—]—-=-(=)= 2.
5+1(3) (F+3) -1 (F) =0 255
A" 1 (A B’ . A 1/B"\ 0 (2.56)
24 4\A)J\B A r\B/) '
r B A 1 8rGn?
1_ﬁ <—§+Z> —E— C4 (257)
r B A 1 2, 8mGn?sen®d
{1—ﬁ (—E%—Z) —E} sen Q—T (2.58)
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Multiplicando a equagao (2.55) por 1/A e (2.56) por 1/B, obtém-se

A”+1 Al B’+A’ 1 [A 0 (2.59)
2AB 4A\B/)\ B A rA\B) '

A" 1 (A B A 1 (B
2AB 1B (z) (E + z) ~ B <E) =0 (2.60)

e somando essas duas equagoes tem-se

1 [A(r) B'(r)
— = 2.61
"B [A(r) B (2.61)
da qual se pode concluir que
A B
T 2.62
1 + iz 0 (2.62)
a qual implica em
D inae) = —Linp(r) (2.63)
o inA(r) = ——InB(r .
cuja solucao é
C
A(r) = 2.64
)= 53 (264)

na qual C' é uma constante de integracdo. Substituindo essa relacao na equagao (2.57), o

seguinte resultado serd obtido

r B BB 1 8nGn?
11— (= - = 9.
2B ( B B ) B~ (2.65)
da qual se obtém
l B =Inr +C (2.66)
" [(87Gn2) /A —1]B+1) " '
sendo
C' =In|x| (2.67)
Dessa forma a solugao de (2.66) sera:
1 8tGn? 1
—=1- — 2.68
B A + KT ( )
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Da relagao (2.64), fazendo-se C' = 1, resulta em

1 srG® 1
A= =1-— - 2.69
B ct + KT (2.69)
Considerando 1/k = —2mG/c?, obtido a partir da aproximagao de campo fraco, onde m é a
massa do buraco negro, tem-se
1 8tGn?  2mG
A=—=1— . 2.70
B ct cr (2:70)

Finalmente, levando esse resultado & métrica dada por (2.22), a solucdo sera escrita como

FES (1 _2Gm 87TG772> e (1 _ 2Gm 8nGw?

-1
) dr® + r?(d6? + sen®0dp?).

c2r ct c2r ct
(2.71)
Considerando as redefini¢oes abaixo
T
= — 2.72
s (272
r=>0R (2.73)
m = b*M (2.74)
onde
8tGn?
52=:<1- = ) (2.75)

obtemos que a métrica dada por (2.71) assume a seguinte forma:

2GM 2GM\
2 2 2 2 | 12p2( 7p2 20 7 2
ds” = —c (1 2R )dT + (1 2R ) dR* + b"R*(d6° + sen“0dy”) (2.76)

a qual representa a solucao de Schwarzschild na presenca do Monopolo global.
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2.3.1 Precessao do Periélio de Mercurio

Para o estudo do movimento de uma particula de teste que se move em torno de uma

estrela, deve ser considerado inicialmente a Lagrangiana, a qual é dada por:

1 dz* dx¥

L= 59 i ax

(2.77)

onde X é o parametro afim da curva. Usando a métrica dada por (2.76), a Lagrangiana passa

a ser escrita como:

s L o, 26M dT2+1 2GM\ dR2+
- 9| EN A 2R X

+b* R? L 2+b2R256n2¢9 do 2 (2.78)
dA dX

e as equacoes de Euler-Lagrange que sao dadas por

d oL 0L
Bl 2.
d\oz*  Oxt 0 (2:79)
fornecem os seguintes resultados:
d 2GM \ dT
— |=cl1= — | = 2.
dA{ C( c2R>dA} 0 (2.80)
d 2 o2 40 2 2 de ’ _
o (b R dA) b*R*senfcost o) = 0 (2.81)
d 2p2. 2,d9Y _
i\ (b R*sen 95 =0 (2.82)
Da equacao (2.80) segue que:
2GM\ dT

onde E é uma constante de movimento. No limite Newtoniano, £ corresponde & energia

relativistica da particula.
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™

Tomando 6 = Z radianos, ou seja, considerando o plano equatorial, a equacdo (2.81)

|

fornece que % =0, e a equagdo (2.82) que:

de
VPR — [, 2.84
Rd/\ (2.84)

sendo L uma constante, relacionada com o momento angular.

Para a obtencao da equacao radial observamos que

1 dxtdx” mac?

L=2g, Y pepr—ppr— _
oI N an I "

(2.85)

onde mg é a massa de repouso da particula. O parametro A pode ser ajustado de tal forma

que teremos —2L = myc?. Isso é obtido através da relacio

A= — (2.86)

myo
sendo 7 o tempo proprio da particula. Desta forma, com essa reparametrizacao e considerando

mgo = 1, a Lagrangiana fornece:

o 2GM)\ (dT 2+ | _2GM ~(dR 2+
¢ E AW 2R )

+b*R? (ﬁ>2 + b*R*sen®d <d£)2 = —c? (2.87)
d\ d\) '

Com o uso das equagoes (2.83) e (2.84), a equagao anterior pode ser escrita como:

1 /dR\? L2 2 GML®> GM 1
(= 4 — — _F? 9.
> (dA) TRt T @R T R 2 (2.88)

s

onde foi considerado 6 = 5

Considerando R = R(yp), e fazendo a mudanca de variaveis R = %, a equacao anterior

passa a ser escrita da seguinte forma:

du .,  GMb*  3GMb*u?
— +bu= +

2.89
dp? L? c? (2:89)
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Esta equacao pode ser resolvida através de um método perturbativo. Para isso é definido o
seguinte parametro de perturbagcao:

3G M*

Sendo assim a equagao (2.89) passa a ser escrita como:

Pu GMb* L2b*u?
Assumindo uma solucao da forma
u = uy + euy + O(€?) (2.92)

e adotando a convencao de que o indice’ representa a derivada primeira e o indice ” representa

a derivada segunda, tem-se da equacao (2.91) que:

” GMb4 ” L2b2u2
(uo + b0 — —7 ) +e (u1 +ub* — GM3O> +0() =0 (2.93)

Igualando os coeficientes de cada poténcia de € a zero, encontra-se que a solucao de ordem

zero é dada por

_GMY

o = 7 [1+ ecos(by — ¢o)] (2.94)

DIL2

ez sendo g e D constantes. Esta equagao também pode ser escrita em termos

onde e =

de R fornecendo:

[
7= 1 + ecos(by — o) (2.95)

— L
onde | = 15

A equacdo de primeira ordem é dada por:

L*p?

"
2

a qual substituindo ug da equagao (2.94) com ¢y = 0 resulta em:

" G° e 2eGU° e2GU°
2
Uy +urh” = 73 (1 +5 > + 371z cos(byp) + SV cos(2by) (2.97)
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Definindo

Gv* e?
= — 2.
A ML2(1+2) (2.98)
Geb*
B= 2.
iE (2.99)
Ge?b?
= —— 2.1
C ML (2.100)
a equacao (2.97) adquire a forma
uy +ub? = Ab? + 2Bb%cos(bp) — 3Chcos(2by) (2.101)
cuja solucao sera
u; = A+ Bbpsen(bp) + Ccos(2bp) (2.102)

Assim a solucao geral de primeira ordem para (2.91) seré

_GMY? €G! 11

uN—fT{1+@m@ﬂ]+MigF+e¢wm¢)+&(§—gmqmﬂ)} (2.103)

onde definimos bp = ¢'.

.. ~ , ’ ’ . ~
A mais importante corre¢ao para ug € o termo que envolve ¢ sen(y ), pois a cada revolugao
ele se torna cada vez maior. Sendo assim, desprezando-se os demais termos, na solucao dada

pela equacao anterior, o resultado é

_ GMY \O3MAGRE

U=~ 1+ ecos(p ) + —apz ¥ sen(p ) (2.104)
Fazendo x = 3G0221\L422 i ¢, esta equacio pode ser escrita como
G Mb? , ,
U= [1+ ecos(p ) + xesen(p )] (2.105)

Se considerarmos x < 1, esta equacao pode ser escrita na forma

_ GMP?

72 (14 ecos(¢ — )] (2.106)

u
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Sendo o periélio a menor distancia entre o planeta e o sol, u deve ter seu valor maximo,

ja que u = 1/R. Assim, de acordo com a equacao (2.106), temos

cos(@ —x) =1
o que implica em
o —x =2

/ z
a qual, resolvendo para ¢ , nos da

277272\ —1
S0,:27T<1_3cu\4b>

L3¢
que expandindo em primeira ordem, fornece

3G2M262>

Y 21 (1 + T[22

Assim, para uma volta completa, o desvio da 6rbita sera dado por
Ap=¢ —2m,

resultando em

L2¢2

201272
A¢:(67TGMb).

(2.107)

(2.108)

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

Para converter o momento angular L. em quantidades mais convencionais, podem ser

usadas expressoes validas para orbitas Newtonianas, j4 que a quantidade procurada é uma

pequena perturbacao. Considerando, portanto, que uma elipse neste contexto satisfaz

(1 —€%a
1+ ecos(y)

onde a é o semi-eixo maior da elipse e e a excentricidade.
e comparando a equagao (2.113) com (2.95) encontra-se que

L* = GMb (1 - e)a

22
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que substituindo em (2.112) resulta em

6mrGM

Avo = A1 —e?)a

(2.115)
Lembrando que M = 73 a equagao que fornece o desvio da orbita passa a ser escrita entao na

seguinte forma
6rGm

e 2.11
b3 (1 —e?)a (2.116)

Apop, =
Calculando o valor desse desvio para o movimento do planeta Merctrio em torno do sol,

sabendo-se que n ~ 107° [9], 0 que implica em b ~ 0,99999, encontra-se:

Ao, = 42,9419" /século (2.117)

Sem a presenca do fator b3, que caracteriza o monopolo global, o resultado para o desvio
seria de [15]

Ay = 42,9411" /século (2.118)

O valor observado para o desvio da 6rbita de Mercurio é de 43,1140, 45. Portanto o valor

previsto pela teoria esta dentro desse intervalo.
2.3.2 Estabilidade das 6rbitas

Seré considerado agora, o movimento de uma particula de teste no espaco tempo do
monopolo global, onde através de andlises qualitativas, serd descrito as condicoes que

determinam Orbitas estaveis em torno do buraco negro.

Inicialmente, considerando a equacdo (2.88), observa-se que esta pode ser escrita na
seguinte forma
R? +V?*(R) = E? (2.119)
onde foi usada a notacio R = dR/d)\ e V2(R) é um potencial efetivo dado por:

_ P 2MGIP 2MG
- B2R? c2b?2 R3 2R

VZ(R) (2.120)
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Isolando o termo R? na equacdo (2.119), tem-se que
R? = E? - V*R) (2.121)
e sendo assim o potencial efetivo passa a ser escrito como:

V(R) = \/(1 - 23—?_.{4) (1 + bf;) (2.122)

A escolha da raiz quadrada positiva para R? e V(R), deve-se ao fato de estar-se considerando

positiva a energia de uma particula vinda de R > 2GM/c*. Assim pode-se escrever

R=+/E?—-V2(R) (2.123)

Apartir dessa equacao, é possivel estudar qualitativamente o movimento de uma particula
no espago-tempo do monopolo global, do ponto de vista da prépria ou de um observador

movendo-se junto com ela, em termos de R, E' e L.

Inicialmente é observado que no limite R — oo o potencial V' fornece

. 2G M L?
ngxgo\/<1— r ) <1+b2R2> —1 (2.124)

porém sempre menor que 1, devido ao termo R™! dentro da raiz ser negativo. Observa-se

também que

V(R=2GM/c*) =0 (2.125)

o qual nao esta definido para R < 2GM/c>.

Determinado o comportamento assintético do potencial, pode-se agora investigar seus

extremos. Para isso, tomando a derivada do potencial com relagao a R, tem-se

GM L2 3GML?
% — % R T BT (2.126)
V(1= 22) (14 )
que igualando a zero, permite achar os maximos e minimos. Sendo assim,
av GM L?* 3GMIL?
=0 = — =0 2.127
iR 2 PR PR (2.127)
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cujas solucgoes sao dadas por

M
R = el (2.128)

2 <1 +./1— 12c222%2b2>

6MG

12G2 M 2b2
c? (1 —\/1- T)

Para saber se esses pontos sao maximos ou minimos, é necessario calcular a derivada

RQZ

(2.129)

segunda do potencial com relacao a R. Fazendo isto, encontra-se que,

2
2 2 GM _ I? 3GML?
Py My ar peurr (G o4 3GHE)
_ _ (2.130)

2 /
ARy (k) [(0-20) (14 )]

Para R = R, a derivada segunda ¢ negativa, indicando portanto que R; é um ponto de
maximo de V. No caso em que R = R,, a derivada é positiva, e assim [y ¢ um ponto de minimo
de V. Sem perda de generalidade, serd considerado daqui por diante que L > 0, e dessa
forma, os méaximos e minimos s6 existem para L > 2GMbv/3/c?. Quando L = 2GMb\/3/c?,
Ry = Ry = 6GM/c? e d*V/dR? = 0, indicando assim um ponto de inflexdo no grafico de V
em fungao de R. No caso em que R = 6GM/c?, o potencial possui o seguinte valor

V(R =6GM/c?*) = g (2.131)

Para R = R; e R = R», os valores do potencial sao

1 1262022 | [2 L2c \/ 12G2M2b2
_ Ly o o ReEMRt 2 e ) RGEMEY 2.132
V(1) \ 3 \/ L2cA ] [3 MRTEIEIE ( * L2t )] .
[§]
1 G2 2 L2ct \/ 12G2 M2
_ by o ReEMR 2 e ) 2GR MY 2.1
V(R2) \ 3 + \/ L204 ] [3 + 18b2G2M2 ( L2C4 )] ( 33)

Apartir desses valores, observa-se que para L = 4GMb/c?, o valor maximo do potencial sera

V(R;) = 1, excedendo esse valor se L > 4GMb/c*.
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A seguir sao mostrados graficos do potencial V' em funcao de R. Admitimos por questoes

de simplicidade que G =c= M = 1.

Figura 2.1: Potencial efetivo V em funcao de r, para L = 0, b, 2b, 2bv/3.

Sabemos que os tipos de movimento dependerao dos valores de L e E. Sendo assim, hé

varios casos a analisar: L < %5; L= %5; % <L< ‘ZQGCZ”L e L > ‘;gg

No primeiro caso, L < QGbQL;/g, vemos pelos graficos que o potencial nao possui um maximo
(&

local, indicando que qualquer que seja a energia I da particula esta cai no buraco negro,

havendo portanto, apenas uma possibilidade de movimento. No caso em que L = %3,

vimos que F = g, indicando o tdnico valor para o qual a particula nao é capturada pelo
buraco negro. Esta energia corresponde & particula esta localizada em r = %303 Temos assim

um movimento instavel em volta do buraco, de tal forma que a menor perturbacao a lanca

na dire¢ao do buraco negro.
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Figura 2.2: Potencial efetivo V' em funcao de r, para L = 4b, 7b, 100.

Para o caso em que %g < L < ‘g’g, vemos a presenca de um maximo e um minimo

distintos para V', sendo porém o méximo menor que 1, valor do potencial quando r — oc.
Assim, para uma particula vinda do infinito, com energia superior ao maximo de V' esta caira
no buraco em r = 2GM/c?. Se a energia for igual ao maximo de V, ela apresenta uma orbita
circular instavel, em r» = ry. Por menor que seja a perturbacao, esta pode levar a particula em
direcdo ao buraco negro, se sua energia for elevada, ou levi-la para orbitas estaveis, caso haja
diminui¢ao da energia. Se a energia £ estiver entre o méximo e o minimo de V', a particula
estara descrevendo 6rbitas limitadas, com dois pontos de retorno. Ja se F for igual ao minimo
de V, a orbita seré circular e estavel em r = ry. No caso em que L = 4GM/b*c?, a andise é
semelhante a anterior, sendo que agora teremos a orbita circular instavel para particulas com

E =1, no ponto r = 4Gm/b*c?, e a captura ocorre em r = 2Gm /b*c?, caso E > 1.
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4Gm
b2c2

Para o dltimo caso em que L > , temos as seguintes situacoes: Se E for igual ao
minimo de V, a orbita sera circular e estavel em r = ry; para £ igual ao maximo de V,

a oOrbita serd circular instavel e a menor perturbacao arrastard a particula para dentro ou

para longe do buraco. Porém se E ultrapassar o maximo do potencial, a particula cai em

r=2Gm/b*c.
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Capitulo 3

Buraco negro de Schwarzschild na
presenca do monopolo global mais
Quintesséncia

Observagoes astronomicas recentes [16], mostram de maneira convincente, que o Universo
estd em expansao acelerada, o que implica na contribuicao da matéria com pressao negativa.
Essa caracteristica da pressao pode ser traduzida em termos de dois fatores: o primeiro
esta relacionado com o termo de constante cosmolbgica, e o segundo se deve a chamada
quintesséncia [17], com a equagao de estado dada pela relacdo entre a pressao p, e a densidade
de energia p4, na forma p, = w,p,, com o parametro w, variando no intervalo —1 < w, < —%,

exigéncia para a aceleragao cosmica.

3.1 Equacoes de movimento

Para esse modelo vamos considerar a Lagrangiana, na seguinte forma

£ = 50,6060 — 00— 1)’ 3.1)
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onde, como ja visto, ¢® é o tripleto de campos isoescalares, com a = 1,2, 3. Para este caso ¢*
¢é escrito como
a x

2

com z%r, = r°. Considerando a métrica com simetria esférica mais geral, a qual pode ser

escrita na forma
ds? = = A(r)dt* + B(r)dr® + r?d6* + r*sen®0d?, (3:3)

onde as coordenadas esféricas r,60,p possuem as relacoes usuais com as coordenadas

cartesianas x“.

Assim as equacoes de movimento serdao dadas por

Lr+ [Bi vk (g)] - APFOP) 1] =0 (3.4)

Para resolver das equacoes de Einstein, devemos considerar o tensor energia-momento da

quinta esséncia 7,,. Desta forma estas passam a ser escritas como

G = 87G(Tyy + 7)) (3.5)

No caso estatico e esfericamente simétrico, as componentes do tensor energia-momento da

quintesséncia sdo dadas por [18]

T =1, = pg(r) (3.6)
e
1
7% = T = —§pq(7’)(3wq +1) (3.7)
onde
c 3wy
Pa(T) = 5 57 (3.8)

sendo ¢ um fator constante e w, é um parametro livre definido no intervalo —1 < w, < —%.
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Sendo assim, obtemos que a métrica dada por (4.43), tera a seguinte forma:

2GM 2 2GM 2 !
dsQ:—c2(1—62— G + € Po )dt2+(1—62— G + € o ) dr’+

c2r 12 3wqrdwatl 2r 123w, rdwatl

+1r?(d6? + sen*0dp?) (3.9)

onde €2 = 87Gn?/c*, po é a densidade de energia da quintesséncia em 7 = 1.

Vamos agora considerar a equacao de Klein-Gordon para um campo massivo, a qual é
dada por:
(@ +m*)y =0 (3.10)

Utilizando o ansatz,
R(r)

¢(tar7€7@> = e_th_Ylm(ea gb)a (311)
a equacao (3.9) toma a seguinte forma
& +w?* = V(r)) R(r) =0 (3.12)
dr? o )
onde r, é a coordenada tartaruga, definida como
d
dr, — T 2 (3.13)
(1 - 7723<jq£"0“’q“>
e V(r) é o potencial efetivo dado por
(141 ’
V(?”) — ( +T2)f(r) o me(T> 4 f(r)g (T)’ (314)

2 / . .
sendo f(r) = (1 —e2 XM 1723; f30wq+1> e f (r) sua derivada com respeito a 7.
q

Sabe-se que a dinamica da evolucao do campo, em um buraco negro, é constituida de
trés estagios. O primeiro estd relacionado com uma onda, vinda diretamente da fonte
de perturbagao, e é dependente da forma do campo da onda inicial. O segundo envolve

as oscilacoes amortecidas, ou seja, os modos quasenormais, os quais dependem apenas da
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estrutura do espaco-tempo, independendo das condigoes iniciais. O terceiro é uma lei de
poténcia, relacionada com o comportamento das ondas, causado pelo espalhamento do campo

gravitacional.

Os modos quasenormais possuem certas frequéncias complexas caracteristicas, as
chamadas freqéncias quasenormais. FEsses modos, caracteristicos dos buracos negros,
correspondem a oscilacoes que decaem exponencialmente, devido ao buraco negro emitir
radiacao para o infinito, e suas frequéncias serem representadas por funcoes complexas, com a
parte real representando a verdadeira frequéncia de oscilagao e a parte imaginaria responsével
pela taxa de amortecimento. Esses modos satisfazem as equagoes de perturbacao, com as
condigoes de contorno apropriadas para as ondas que incidem no horizonte de eventos e para

as ondas que emergem do horizonte de eventos para o infinito [19].

3.2 Modos Normais de vibracao

Para encontrar os modos normais ou solugoes ressonantes para a equagao radial (3.12),
vamos usar a proximacao WKB [20, 21], motivados pela similaridade entre as equagoes para
buracos negros em teoria de perturbacao e a equacao de Schrondinger para um potencial
barreira. Em ambos os casos a equacao geral possui a forma

42

da?

+ Q(2)p(z) =0 (3.15)

onde para nosso caso v representa a parte radial da variavel de perturbagao e Q(x) sera
equivalente & Q(r), o qual é dado por Q(r) = w? — V(r). A coordenada x esta relacionada

com a coordenada tartaruga r,, variando de —oo no horizonte de eventos a +oco no infinito.

Podemos representar o potencial @(x) graficamente para se ter uma ideia de seu

comportamento:
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Figura 3.1: Barreira de potencial efetivo

Em analogia com o caso quantico, o campo v nas regioes I e [Il da figura, ¢é
dado aproximadamente por combinacoes lineares das funcoes de onda incidentes e ondas
emergentes, as quais devem se conectar com a regiao II, onde ocorre o pico do potencial
efetivo. Para essa regido fazemos uma expansao de Q)(x) em série de Taylor em torno do seu
valor maximo em x = x incluindo termo de ordem (x — )%, que deve entdo se conectar com

a regiao exterior.

3.2.1 Aproximacao WKB para modos normais

O procedimento para encontrar os modos normais da equacao padrao (3.15), consiste em
usar a aproximagao WKB, seguindo o método desenvolvido por [22]. Em primeiro lugar

escrevemos a equacao padrao na forma genérica:

€ + Q(z)Y(x) =0 (3.16)

sendo € um parametro introduzido para indicar a ordem na aproximacao WKB. Definimos,

entao, a aproximagao assintética como
i~ eSO (3.17)
onde S(z) é expandido em poténcias do parametro e da seguinte forma:

S(x) =) "Sulx). (3.18)

n=0
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Substituindo na equacao (3.16), até terceira ordem, o resultado é o seguinte:

Su(e) =+ [ (@) (3.194)
Si(x) = —iln@(m) (3.19D)

Sy() = :Fé / ’ [ 5%;2 _ Zg;} dn (3.19¢)
Sy(x) = % {g—; - Z%—ﬂ (3.194)

Vamos convencionar que ondas vindo do infinito em direcao ao horizonte de eventos tem
sinal positivo, e ondas se afastando, indo para o infinito tem sinal negativo. Dessa forma,

escrevemos que a solucao geral para as regioes [ e I 11 da figura 3.1, sao dadas respectivamente

por:
= 2+ Zhy, 320
2 DT+ 2L (321

onde Z;, representa a amplitude da onda imergente e Z.,, a amplitude da onda emergente.

Deve-se notar que no caso dos buracos negros Z!II' = 0.

E necessério agora determinar as formulas que relacionam as amplitudes das ondas

emergentes com as amplitudes das ondas imergentes. E preciso, portanto, determinar os

coeficientes da relacao linear dada por

Zg,’nf My M Zefm
Z =L ] 7 52

Assim vamos agora considerar a solucao na regiao I1.
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3.2.2 Aproximagao assintética para a solugao interior

Na regido 11 o potencial Q(z) deve ser expandido em série de Taylor até termos de sexta
ordem em sua derivada. Com a aproximacao assintética para a solucao interior, usaremos
esta para fazer a conexao com as solucoes WKB. Realizando, entdo, a expansao de Q(x) em

torno do ponto de maximo xzy, obtemos:

1 "9 1 mn-g 1 (4) 4 1 (5) 5 1 (6) 6
— - - — S — 2
Qz) = Qo+ 2@02 + 6@02 + 24Q0 Z+ 120@0 20+ 790 %0 * (3.23)

onde z = x — xg. Assim, a equagao (3.16) adquire a forma

d2
EQd_;f + k(=25 + 22 +02° + 2t +d2° + [20) = 0 (3.24)
na qual
1 2@0
k=-=-0Q e —
20 0 Qo
" 4
po Qo - ﬁ (3.25)
3Q, 120,
(5) (6)
d= %0 = _%0 _
60Q; 3600,

Definindo uma nova variavel t oc €'/2, a qual deve expressar a solucdo assintotica interior, e
também definindo as constantes v, A e (2, relacionadas a zg e reescaladas com os parametros

b, ¢, de f como
(4/{)1/46_”/42

t= 2 (3.26a)
1 ik'/222 5
v+ - =— — e\ —€w (3.26Db)
2 2e



—_

_ ) 1 )
b= Z—15(414;)—1/4@”/4 c= Zc(4k)_l/26”/2 (3.26¢)
-_ 1 —3/4 3in/4 +_1 =1 im
d= Zd(4k> e f= Zf(élk:) e (3.26d)
Dessa forma a equagao(3.24) pode ser escrita como
. 1 1 _ _ _
Vvt - ZtQ — €203 e(A —ath) — E2dt° + E(Q - ft) | Y =0 (3.27)

onde o ponto representa a derivada com respeito a . Sem a presenca dos termos prporcionais
a poténcias de €, as solugoes para esta equagdo sdo fungoes cilindricas parabdlicas D, (t)
e D_,_1(it) |22]. Considerando os termos de € a solugdo para esta equagdo deve ser da
forma f(t)D,[g(t)], onde D, sao fungoes cilindricas parabolicas. Substituindo essa solu¢do na

equagao anterior, e definindo Q(t) como sendo o polinémio entre colchetes, obtemos
" 11, . . .
—fG w5 =39+ [+ Qf | Dyt (2f§+ f§)Dy =0 (3.28)

Fazendo a escolha f = ¢~/2, podemos eliminar a primeira derivada de D,. Sendo assim,

igualando o coeficiente de D, a zero, obtemos a seguinte equagao para g(t):

, 1 1 9% 32
2 L IR A 2
g (V+2 4g>+29 1 (t)=0 (3.29)
Considerando Q)(t) uma expansao da forma
Q) =v+ L ie"/QQ () (3.30)
2 4 & ! '

onde @, (t) € um polindémio, tal que temos uma expansao similar para g(¢):

g(t) =t + i €2 A, (1) (3.31)

sendo A, (t) um polinémio em ¢. Substituindo na equagao (3.29), igualando os coeficientes de

cada poténcia da ordem €'/? e definindo o operador L; por

a3 1 1 d
Li=—+4 ) — —t 32
s <V+2 4 )dt (3:32)
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é obtido um conjunto de equagoes para A, (t) onde cada polindmio pode ser escrito na forma

An(t) = apt com (n+1—2)>0 (3.33)

i=0

Para valores de n impar, o nimero de poténcias distintas de ¢ é igual ao niimero de coeficientes
ay;. Assim podemos resolver para estes coeficientes igualando cada coeficiente de ¢ igual a
zero. Ja para valores de n par, o niimero de poténcias distintas de t, excede em um o ntimero
de coeficientes desconhecidos. Para este caso porém, aparecem as constantes A e €2, as quais
podem ser escolhidas convenientemente para fornecer solucoes consistentes. Dessa forma,

obtemos para essas constantes:

1 ~ 1\? ~
A= (3e- ) + (y T 5) (62 — 300°) (3.34a)

1 _ _ _ _
0=— (1/ + 5) (11550 — 918b°¢ + 67¢2 + 190bd — 25F) +

1\ - _ _ —
— (y + 5) (28206" — 18006°¢ + 68¢2 + 280bd — 207) (3.34b)

Para a regiao I, a solugao geral pode ser escrita como

W~ g P[AD, (g(t)) + BD_,_1(ig(t))] (3.35)

que usando formas assintoticas apropriadas das fungoes cilindricas parabolicas [22], obtemos

b g2 {Agu692/4 {1 — ’/(”292 D) + v(v - 1)(294 Aw=3) ] +

Blig) et/ {1 M, 12)9(2” +2) D ?g(f ) (U } } (3.36a)
para x/e'/? — oo, e
1/2 —imv /2 _1
~ 112 @m) Pe ™ g |y Vv 1)
(VRSN { A+ B OES) ]ge 1 29 + ...+
‘ 9 )1/2gimv 1 2
+ | BeBim+1)/2 _ A(71:>(_V€>] gu—1692/4 [1 + (”"";g(;/"” 4 ]} (3.36b)
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1/2

quando z/e'/? — —o0.

Para fazer a conexdo com a solugao interior, devemos estabelecer os zeros da funcao Q(z),

que denotaremos por Z e que sao dados por:

1 1 1
Z=1dz+ §bz§ + §(5b2 —4c)z8 — 5(2b3 —3bc+d)zy £

1
E8(23154 — 504b%c + 224bd + 112¢* — 64f)z] (3.37)

Podemos agora, entdo escrever (3(z) na forma

Q(2) = k[ + 22 +b(z* —Z°) +c(z* — 7)) +d(2° — 2°) + f(2° - 2%) (3.38)

Para a menor ordem de aproximagao, préoximo de z;, podemos aproximar Z = z; e

Q(z2) = k(2? — 22). Assim teremos

S /222 1 1 2 1
?0 ~ 262 + (V—f— 5) + (l/-f— §> In (z_j) , S, ~ —Zln(kz2), para z > 2

(3.39)

S, k1/2 22 1 1 2 1
20 :FZ - T <1/—1— 5) F (l/+ —) In (——2) , S1 ~ —Zln(k:ZQ), para 2z < —2

€ 2¢ 2 20
(3.40)

Substituindo esses resultados nas equagoes (3.17)-(3.21), obtemos o seguinte resultado

w [ZI e— Zk1/2 2/26(2’/61/2) (4l€) (v— 1/4 im(v+1) /4R+

+71 eik'?2? /2¢(z/e?)” (4k)”/4e’17”’/4R’1] (4/€ke™)V8 para 2> z (3.41)

Q/} =~ [Z{éle—ik'l/222/2€( 2/61/2) (4/6) (v— 1/4 im(v+1) /4R—|—

—|—ZeI,I,LIeik1/2z2/26(—2/61/2)”(41@)”/46_1””/4}2_1} (4/€ke™Y8 para 2 <z (3.42)
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onde

R = (v 4 1/2)vH1/2/2g=(41/2)/2 (3.43)

Substituindo ¢(¢) para a menor ordem nas equacoes (3.36a) e (3.36b), temos

respectivamente, para z > 2p e 2z < zp, as seguintes solucoes

’l/} ~ Aeik’l/sz/Qe(Z/EI/Q)V(4k)V/46—i7rV/4 +

+Beik1/2z2/25<z/61/2) (v+1) (4]€) (v+1) /4 —im(v+1)/4 (344)
[§]
2 1/2 —inv/2 ) N
W~ {A-i- B(Wr‘)(y—j_l)} elk1/2z2/2e(_z/€1/2)u(4k)u/46317ru/4 +
(27)1/2¢imv

+ |:B€3i7r(u+1)/2 —_A :|6—ik1/2z2/26( /El/2> l/+1)(4k) (v+1)/4 —3z7r1//4 (345)

P(=v)

Igualando os coeficientes das equacoes (3.42) e (3.44) e também de (3.43) e (3.45), obtemos

gimv iR*e™ (2m)'2 T (v +-1) 1 { Zen } (3.46)

ZIH
{ZIH] - {R2(27T)1/2/F(—I/) _eimx Zz‘lm

que nos fornece as relagoes entre as amplitudes das ondas nas regides [ e I'11 da figura 3.1.

3.2.3 Equacao para as frequéncias dos modos normais

Podemos usar agora a equagao (3.46), para determinar as formulas das frequéncias normais
para buracos negros, assumindo as condigoes de contorno ja impostas. No caso de buracos
negros, devemos ter a condi¢io Z/X = 0, e para os modos normais Z. = 0. De acordo com a
equagao (3.46), estas condicoes sdo satisfeitas apenas quando I'(—v) = oo.Isso implica que v
deve ser um inteiro nao negativo, para o caso de frequéncias com a parte real positiva. Para as
frequéncias com a parte real negativa, teremos agora as condigoes de contorno Z!II' = 71 = (.
Isso s0 pode ser satisfeito quando I'(v 4 1) = 0o, 0 que implica que v assumira valores inteiros

negativos.
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Apartir dessas condigoes podemos escrever (3.26b) como

1 1:1/2 .2
ntg = ! 2€Z0 —eA — fw (3.47)
onde
n=20,1,2,... para Rew >0 e n=-1,-2,... para Rew <0 (3.48)

Fazendo € = 1 e substituindo as equacoes (3.25), (3.26) e (3.34) em (3.47), obtemos

i— 90 Ay —m) —n+ - (3.49)

(2Q0)"/?

Sendo @ uma funcao da forma Q = w? — Vj;, podemos escrever

B VA 1
ZW—A( )= Qn)=n+3
que resulta em
" 1
w? = Vy —i(=2V, )2 {A(n) +Q(n) + <n + 5)] (3.50)
definindo agora
~ A ~ Q
A= — Q= 3.51
i © nt1/2 (3:51)
podemos escrever as frequéncias normais na forma
W = [Vo + (=2V )Y2A(n)] — i(n + 1/2)(=2V, )2[1 + Q(n)] (3.52)
onde
(4) e 2
1 1 1 1 1@
A(n) = — 2 s+ - == | 22| (74600 3.53
" (—2628)1/2{8[@5 {4”‘} 288[%] (7 60ec) (3.5
e

(51 + 100a?) +

20) 6912 | Q) 384 "3

2t 20
Q(n):n+1/2{ ° {QO} (77+188a2)—i[ o o

@
o

/12

1
(19 +280%) — — {
0

- 35 } (54 4a?) ¥ (3.54)

@72 " ~(5)

1 1QQ

0 2 0 %0
—— | 22| (67+68 —
+ [ ] (67 4 68a°) + 533 [
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sendo oo =n + %

A equagao (3.51) se aplica a qualquer problema fisico governado pela equacio (3.15), com
as condicoes de contorno apropriadas para os modos normais. Em particular, esta se aplica a

determinacao de ressonancias proximas ao pico de uma barreira de potencial.
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Capitulo 4

Termodinamica do Buraco Negro com
quintesséncia

4.1 Formulacao da Termodinamica

O estudo da Termodinamica teve inicio com a observacao de que a matéria agregada pode
existir em estados macroscopicos estaveis que nao mudam no tempo [23]. Estes estados de
equilibrio sao caracterizados por propriedades mecanicas definidas, tais como cor, tamanho
e textura que variam quando ha variacao de temperatura. No entanto, qualquer estado
de equilibrio pode ser reproduzido, trazendo a substancia ao mesmo estado de equilibrio.
Estando nesse estado, todas as variacoes cessam e o sistema ird permanecer para sempre
nesse estado, desde que nao haja a influéncia de um agente externo. Esta estabilidade e a
possibilidade de reproducao dos estados de equilibrio é observada em todos os sistemas que
fazem parte do mundo em nossa volta. Desta forma a Termodinamica tem sido capaz de
descrever, com notéavel precisao, uma grande variedade de sistemas em todo o intervalo de
temperaturas experimentalmente acessiveis, variando de 107K a 10°K, sendo considerada

uma teoria universal da matéria.

A Termodinamica se baseia em quatro leis [24], as quais para serem melhor compreendidas,

devemos introduzir alguns conceitos basicos.
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Um sistema estd em equilibrio termodinamico se as varidveis mecanicas nao mudam no
tempo e se nao existe nenhum processo macroscopico de calor presente. Esse sistema pode
se encontar separado de outro por uma parede fixa e adiabética, ou seja, que nao permite
a transferéncia de matéria, calor e trabalho mecanico entre os sistemas. Se a parede for
condutora, mudancas nas variaveis de estado de um sistema causarao mudancas nas variaveis
de estado do outro sistema, pois esta parede permite a troca de calor, diferentemente da

parede adiabética.

Entre os sistemas termodinamicos, é 1til distinguir trés tipos de sistemas: um sistema
isolado é aquele que é envolto por uma parede fixa e impermeavel, que nao permite troca
de calor ou matéria com as vizinhancas. Um sistema fechado é envolto por uma parede
condutora, através da qual calor pode ser trocado com o meio externo, porém matéria nao.

Ja o sistema aberto é aquele no qual calor e matéria podem ser trocados com o meio externo.

Com relagao as mudancas de um estado de equlibrio a outro, estas podem ocorrer de forma
reversivel ou irreversivel. Uma mudanca reversivel é aquela em que o sistema permanece
infinitesimalmente préoximo do equilibrio termodinamico, e esta ocorre quase-estaticamente.
Tais mudancas podem sempre ser revertidas sem causar qualquer alteracao nos estados
termodinamicos do universo. Ja a mudanca irreversivel ou espontanea, ocorre sempre de forma
rapida e na maioria das vezes d4 origem a fluxos e efeitos de atrito. Ap6s uma mudanca desse
tipo o sistema nao pode retornar a seu estado termodinamico original sem alterar o estado

termodinamico do universo.

Assim, podemos agora enunciar as leis da termodinamica da seguinte forma:

o Lei Zero: dois corpos, cada um em equilibrio termodindmico com um lerceiro corpo,

estao também em equilibrio termodindmico um com o outro.

e Primeira Lei: a energia é conservada.
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e Sequnda Lei: para um sistema isolado a entropia nunca diminui.

o Terceira Lei: a entropia é minima no limite T— 0.

Abaixo discutiremos um pouco mais sobre cada uma destas leis.

4.1.1 Leis da Termodinadmica

Lei Zero

Esta lei é de fundamental importancia para a termodinamica experimental, pois permiti-
nos introduzir o conceito de termometro para medir a temperatura de varios sistemas de forma
reprodutivel [23]. Verifica-se que ao colocar um termoémetro em contato com um sistema de

1 as variaveis mecanicas que descrevem o estado

referéncia, como a 4gua no ponto triplice
termodinamico do termometro assumem os mesmos valores. Se em seguida o termometro

é colocado em contato com um terceiro corpo e as varidveis mecanicas nao mudam, entao

dizemos que o terceiro sistema, o termdmetro e a dgua estao a mesma temperatura.

Primeira Lei

A primeira lei nos diz que existe uma quantidade de energia no sistema, chamada energia
interna E, que pode variar devido a realizacao de trabalho pelo sistema ou absorcao de calor
[23]. Sendo assim, a variagdo na energia interna devido a esses processos, pode ser escrita

como

dE = dQ — dW (4.1)

O trabalho dW pode ser realizado devido a mudancas em qualquer varidvel extensiva mecanica

ou variaveis quimicas.

Ponto no qual a dgua coexiste nos estados sélido, liquido e gasoso.
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Segunda Lei

Essa lei afirma que a variagao de entropia de um sistema e suas vizinhancas, é positiva
e tende a zero para processos que se aproximam da reversibilidade |23]. Através da segunda
lei, introduzimos uma nova variavel de estado, a entropia S. A entropia nos da a medida do
grau de desordem de um sistema e também nos da um meio para calcular a estabilidade dos
esados termodinamicos. Ela ainda fornece uma importamte ligacao entre processos reversiveis

e processos irreversiveis.

No caso em que os processos sao reversiveis a variagao na entropia é dada por

dQ
ds = — 4.2
. (42)
que de acordo com a equagao (4.1), pode ser escrita na seguinte forma
TdS =dFE +dW (4.3)

Terceira Lei

A terceira lei afirma que a diferenca de entropia entre estados conectados por processos
reversiveis tende a zero quando a temperatura se aproxima de zero [23]. Assim um sistema no
zero absoluto tende a seu estado quantico mais baixo e nesse sentido torna-se completamente
ordenado. Sendo a entropia considerada a medida da desordem, em T" = 0 esta deve ter seu

valor mais baixo.

4.2 Os Buracos Negros e a Termodinamica

A semelhanca entre as leis termodinamicas e as leis fisicas dos buracos negros, motivou
Bekenstein [25] e Stephen Hawking [26] a estabeler analogias entre essas leis.Para que se possa

estabelecer uma conexao entre as leis da Termodinamica e as leis mecanicas que descrevem
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os buracos negros, precisamos inicialmente calcular a area do horizonte de eventos. Sabemos

que esta é dada por [27]
A= [ s (4.4)
R=rpg

sendo g o determinante da parte angular da métrica.

Dessa forma, para uma métrica com simetria esférica, temos que g é dado por g = rsen?.
Assim temos que a area do horizonte de eventos [26] sera
2m s
A= / dgp/ 2 senddf (4.5)
0,R=rpg 0
onde, estamos aqui definindo r = rg. O resultado é entao
A = 4mry, (4.6)

Para a solucao de Schwarschild, temos que o raio do horizonte de eventos é dado por

rg = 2GM/c*. Assim a area do horizonte pode ser escrita como

B 167 G2 M?
=

A (4.7)

Cc

e se considerarmos o monopolo global, com o raio do horizonte de eventos rg = 2G'm /b*c?,

de acordo a métrica (2.76), esta serd dada por

_ 167G*m?

A== (4.8)

Para o caso em que ha a presenca da quintesséncia, precisamos inicialmente encontrar o

raio do horizonte de eventos rg. Sabemos que este ¢ dado por

gu(r=ryg) =0 (4.9)
ou seja
2MG 2
1—é— S ) (4.10)
Ary 2n?



Observe da eq. (4.10) que na auséncia da quintesséncia (pp = 0) e auséncia do monopolo

(n=0),

do horizonte de eventos do buraco negro de Schwarzschild [26].

2MG’

Para resolver a equacao (4.10), e obter o raio do horizonte de eventos ry, observamos

inicialmente que esta pode ser escrita como

2 2GM
i;{ (1-é)

=0 4.11
3 (411)

cuja solucao é

(1-e)+ \/ (1— e2)? — AcpuliG
rg = . (412)

2

n

a qual é vélida, apenas para o caso em que 3 e ”0 # 0.

Com o objetivo de analisarmos qualitativamente esse resultado, consideremos inicialmente

que o termo sob a raiz, pode ser escrito como

32w G? M p,
\/(1 —e2)2 C—GO (4.13)

onde usamos o fato que €2 = 87Gn?/c*.

Sem perda de generalidade, vamos considerar 0 < pg << 1, tal que

327G?*M
W—GPO << (1 _ 62)2.
c
Assim escrevemos
\/(1_ 2y2 _ 32w G2 M py - (1- 327G? M py 12 (4.14)
‘ b B ‘ (1 — €2)? '
o qual, expandindo até segunda ordem, fornece
32w G2 M py 9 167G*Mpy  12872GM?p?
\/(1 —€2)? — — % ~(1—-€)( (- G =) — Z(1 ey (4.15)
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Substituindo esse resultado na equacao (4.12), e considerando o sinal negativo, ja que este

fornece as solugoes particulares, obtemos

2MG STG*M _ _
R —g— |1+ — po(1—e)2 (1 -, (4.16)

que ¢é o raio do horizonte de eventos para um buraco negro, na presenca do monopolo global

e quintesséncia.

Podemos ter uma ideia da inluéncia da quintesséncia na alteracao do raio do horizonte de

eventos, analisando o grafico abaixo:

304 /

Figura 4.1: Variacao do raio do horizonte de eventos com a massa

onde a linha continua corresponde ao raio de Shwarzschild e a tracejada com a presenca
da quintesséncia. Observamos entao, a partir deste grafico, que o raio do horizonte de eventos
do buraco negro de Schwarzschild , para uma determinada massa, é sempre maior quando
consideramos o termo de quintesséncia. Isso implica que a quintesséncia altera a geometria

do espago-tempo a sua volta.

Calculando agora, a area do horizonte de eventos, para o buraco negro com monopolo

global e quintesséncia, encontramos

16w M?G?
=—

2

2
+ W;—Mpo(l e = (4.17)

b

A 1

Cc

Em 1971 Stephen Hawking estabeleceu que a area do horizonte de eventos A de um

buraco negro nunca diminui em qualquer processo fisico, podendo no entanto, aumentar ou
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permanecer constante durante o processo. Dessa forma podemos escrever que:

AA>0 (4.18)

Podemos agora estabelecer as leis da termodinamica para buracos negros em paralelo com

as usuais leis da termodinamica. Essa relagao ¢ feita a seguir.
4.2.1 Leis da Termodindmica para buracos negros

Através de parametros do buraco negro, como a gravidade de superficie k, a massa m e a
area do horizonte de eventos A, sdo estabelecidas quatro leis mecanicas em paralelo com as

leis da termodinamicas:

Lei Zero

O horizonte de eventos é descrito por uma quantidade x |26, 28], a gravidade de superficie,
que é a aceleracao gravitacional experimentada por uma particula de teste em sua superficie,
a qual, possui o mesmo valor sobre o todo o horizonte. Essa constante x esté relacionada com

a temperatura fisica do buraco negro Ty por

B he w B he
_k327T_47T]€B

L [ g™ dgy
= —— — = 4.20
| (1.20)

e kp é a constante de Boltzmann. Para calcularmos quantitativamente a temperatura T, com

d

—gu(r =rm)

T
H dr

(4.19)

onde k é definida como

a métrica dada por (3.9), sabendo que o parametro w, pertence ao intervalo —1 < w, < —%,

wN

vamos considerar, para efeito de andlise w, = —3%.

Logo a temperatura Ty serd dada por

_h 2GM . €2 pic?
 Adrkpe \ 1% 2n?

Tn (4.21)
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onde ry é dado pela eq. (4.16). Observe que a temperatura Ty depende de py e de 7,
e quando fazemos esses dois parametros irem a zero, ou seja, na auséncia do monopolo
global e da quintesséncia, recuperamos o resultado ja bem conhecido para o buraco negro

de Schwarzschild [26].

Primeira Lei

Essa lei nos da a variagao da massa do buraco negro, quando este vai de uma estado

estacionario a outro. Pode ser expressa da seguinte forma [16]:

dM = <i> dA + termos de trabalho (4.22)
8m
Definindo
Ak’BC3

onde kg é a constante de Boltzmann e usando a equacao (4.19), podemos escrever a segunda

lei como

AdM = TydSy, + termos de trabalho, (4.24)
que é analoga a primeira lei da termodinamica
dE =TdS + termos de trabalho (4.25)

Assim da equacao (4.24) identificamos o termo dSy,, como a varia¢ao na entropia do buraco
negro, a qual é dada pela equagao (4.23). Dessa forma, vemos que entropia do buraco negro

¢ igual a um quarto da area do horizonte de eventos.

Expressando a entropia S, na forma dimensionalmente correta, a equagao (4.23) fornece

. k‘BCgA
T AGH

= CHawkingA (426)

onde Crauwking ¢ conhecida como constante de Hawking [29]. Com a area dada por (4.6),

obtemos a entropia do buraco negro com monopolo global,

. 47T]€B Gm2

Sbn — hb4C (427)
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e para o caso em que consideramos a quintesséncia, a entropia é dada por

ATK g M2G 8TG2M ?
= B T T (1 — )2 (1— )72, (4.28)

Stm ke c

Essa relacao entre a entropia do buraco negro e a area do horizonte de eventos, foi de fato
encontrada por Hawking, feita com base na aplicacao da teoria quantica de campos. Esta
mostra que os buracos negros absorvem ou emitem particulas como se fossem corpos térmicos

com a temperatura Hawking, Ty.

Segunda Lei

Dessa lei temos que, em processo classico a area do horizontes de eventos nunca diminui,
ou seja,

dA >0, (4.29)

o que também se aplica a entropia do buraco negro.

Observa-se porém, que a segunda lei para buracos negros pode ser violada, quando
efeitos quanticos sdo considerados [30]. Classicamente, um buraco negro s6 emite ondas
gravitacionais o que corresponderia a uma temperatura nula. No entanto, apos a lei das areas
ser estabelecida Sthephen Hawking constatou através da teoria quantica de campos que os
buracos negros emitem radiacao, mesmo aqueles que nao possuem carga e nem rotacao. Foi
constatado que estes irradiam bésons e férmions com espectro térmico a uma temperatura 7.

Essa radiagao ficou conhecida como radiacao Hawking.

Um outro ponto que deve ser considerado é que a lei das areas é mais estrita do que a
segunda lei da termodinamica. Para um sistema contendo varios buracos negros, a lei das
areas tanto ¢ valida para o sistema como um todo, como para um buraco negro tomado

isoladamente. Isso significa que nao é possivel transferir d&rea de um buraco negro para outro.
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No caso da termodinamica, para um sistema fechado a entropia nunca diminui, porém pode

haver transferéncia desta quantidade entre os subsistemas.

Ainda temos a questao da evaporacao dos buracos negros, outro fato que pode contradizer
a lei das areas, pois permitiria que os buracos negros desaparecessem. Para analisar esse
fato vamos considerar um buraco negro como sendo um absorvedor perfeito, ou seja, com
absorptividade 1, com temperatura dada pela equagao (4.19). E também vamos considerar
o coeficiente de transmissao do potencial efetivo como sendo 1, ou seja, a distribuicao dessa
radiagao se comporta como um corpo negro [26]. Sabendo-se que a poténcia irradiada por um
corpo negro é proporcional & quarta poténcia de 7', temos a lei de Stefan-Boltzmann para a

poténcia irradiada por unidade de area, como sendo
j=oT", (4.30)

onde o = 5,67.1078W/m? é a constante de Stefan-Boltzmann. Explicitamente essa lei pode

ser escrita como
27.4
7 kn 4
60c2h3

j (4.31)

sendo kg = 1,38.1072J/K a constante de Boltzmann, h = 1,05.10734J.s a constante de

Planck normalizada e ¢ a velocidade da luz.

Dessa forma a poténcia total irradiada pelo buraco negro é dada multiplicando-se j pela

area do horizonte de eventos dada por (4.6). Fazendo isto obtemos

po_ (4.32)
153607 G2M?2 '
Sendo E = Mc? a energia do buraco negro temos
dE o dM dF 1
at ~ Cdt dt M (4.33)
onde
hc
- 4.34
¢ 153607G? (4.:34)
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que integrando obtemos

M? = —3act+d= —38t +d (4.35)

onde d é uma constante de integracdo e 3 = ac™2. Usando a condicao inicial que em ¢t = 0,
M = M,, obtemos

M(t) = (M - 36)/%, (4.36)
o que nos fornece o tempo necessario para a evaporagao completa do buraco negro

_ Mg

(4.37)

No caso de um buraco negro com massa inicial My = Mg, onde Mg é a massa do sol,

podemos estimar que o tempo necessario para sua evaporagao sera de

t =2,1011.10"anos (4.38)

Considerando, que o buraco negro estd na presenca do monopolo global, temos que a

poténcia total irradiada serda dada por

hc6b12

=" 4.39
153607G2m? ( )

e com o procedimento analogo ao anterior, encontramos que o tempo de evaporac¢ao do buraco
negro, nesse caso, sera de

t = 2,1013.10"anos (4.40)

Os valores encontrados sao portanto, muitas ordens de grandeza superiores ao valor
estimado para a idade do Universo, do qual se pode concluir que estes buracos nao tiveram
tempo suficiente para evaporarem de tal maneira que sua area nao sofreu uma variacao

significativa.
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Terceira Lei

De acordo com a terceira lei, é impossivel atingir, em um tempo finito, o limite x = 0.
Pra esse valor, temos de acordo com a equagao (4.19), que a temperatura do buraco negro

serd nula, porém a entropia nao.

4.3 Capacidade Térmica

A capacidade térmica estd incluida no grupo das chamadas funcdes resposta, em
termodindmica, as quais sao quantidades mais acessiveis ao experimento. Através destas,
podem ser obtidas informacgoes sobre como uma variavel de estado especifica sofre alteracao,
quando certos parametros sao mantidos fixos. Também é possivel obter uma medida do

tamanho das flutuacoes de um sistema termodinamico.

Para o calculo da capacidade térmica de buracos negros, inicialmente consideremos a
equagdo (4.24), ou seja, a segunda lei da termodinamica para buracos negros. Apartir
desta equacao identificamos que o termo de massa, é o equivalente ao termo de entropia
da termodinamica usual. Sendo assim, podemos expressar a capacidade térmica da seguinte
forma
5 OM

_9E C=c——— (4.41)

C=37 — o7

sendo M a massa do buraco negro e T' sua temperatura.

Inicialmente usando a expressao para a tempertaura do buraco negro de Schwarzschild

[18], podemos escrever sua massa como

he?
M=——— 4.42
87Tk’BGT < )
Calculando a capacidade térmica obtemos
hc?
C=—"—— 4.43
87’(’]{53 GT2 ( )
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que pode ser escrita na forma
87T/{ZBGM2

= (4.44)

C:

Observando essa equacao, podemos ver que a capacidade térmica sempre sera negativa e
que se M — oo, C' — —oo. Classicamente, uma capacidade térmica negativa significa que o

sistema ¢ termodinamicamente instavel, ou seja prestes a colapsar.

Abaixo temos a variacao da capacidade térmica em funcao da massa M para um buraco

negro de Schwarschild:

-1000 4

-2000 4

-3000 4

-4000 4

- 5000

Figura 4.2: Capacidade térmica para o buraco negro de Schwarzschild em funcao de M

Incluindo agora, os termos do monopolo e quintesséncia para a expressao da temperatura,
ou seja a equagao (4.21), podemos escrever que sua capacidade térmica sera dada pela seguinte

expressao
~1

5(1 _ 2 _
O 2 he’(1 — €°) N 2hcGpo(1 — €%) ‘ (4.45)

2 3
i (558 o (1 )

Apartir dessa expressao, observamos como no caso de Shwarzschild, que a capacidade
térmica sempre assumira valores negativos. No caso em que M — oo, €' — —oo. Quando

po =0 e e =0, aexpressdo se reduz a equacao (4.44), como era de se esperar.

O gréfico a seguir mostra a variacao da capacidade térmica com a temperatura. Assumimos
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que pg = 0,1 e e =0.001.

- 100000 4

-200000 4

-300000 4

~400000

-500000

Figura 4.3: Capacidade térmica para o buraco negro de Schwarzschild com monopolo e
quintesséncia em funcao de M

Vemos que a presenca da quintesséncia faz com que a capacidade térmica dininua mais
rapidamente do que no caso de Schwarzschild. Portanto, contribui para alterar as quantidades

termodinamicas do buraco negro.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho analisamos alguns efeitos que o monopolo global traz para a métrica do
espaco-tempo gerada pelo buraco negro de Schwarzschild. Partindo da consideragao que este
tipo de defeito topolégico pode ter surgido em transicoes de fase de um Universo primitivo,
resolvemos inicialmente as equacgoes de Einstein e foi entao obtida a métrica que descreve este
cenario. A partir dai pode-se verificar as alteracoes que surgem no céalculos dos potenciais
efetivos e a consequente estabilidade das orbitas, assim como a alteracao no desvio do periélio
do planeta Merctrio. Em seguida, consideramos que o buraco negro de Shwarzschild, além
de estar na presenga do monopolo global, possui em suas vizinhancas a quintesséncia. Com
a alteracao da métrica, produzida por essa nova fonte de energia, procedemos ao calculo dos
modos normais de vibragao, ou seja, vibragoes caracteristicas emitidas pelos buracos negros.
Por dltimo, com a analogia estabelecida entre as leis mecanicas que descrevem os buracos
negros e as leis termodinamicas usuais, calculamos algumas quantidades fisicas de interesse

termodinamico.

Observamos na sec¢ao (2.3.1), que o monopolo global introduz uma pequena corregdo no

desvio da orbita do planeta Merctirio, porém o resultado ainda esti no intervalo de variacao
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previsto pela teoria. Com relagao a estabilidade das érbitas, como mostrado na secgdo (2.3.2),
o resultado para os potenciais efetivos também sao alterados. Neste espaco-tempo, estes agora
passam a depender do parametro b, caracteristico do monopolo global. No capitulo 3, com
o calculo dos modos normais de vibracao emitidos pelos buracos negros, vimos que estes
dependendo diretamente dos potencias, também sao afetados pelos parametros relacionados
ao monopolo global e & presenga da quintesséncia. Por tltimo, no capitulo 4, com o estudo
da termodinamica dos buracos negros, observamos que o termo de quintesséncia, altera o raio
do horizonte de eventos, fazendo com que este tenha uma maior dimensao em relacao ao raio
de Shwarzchild, quando considerado um mesmo valor para a massa do buraco negro. Ainda
temos, como mostrado, que a quintesséncia, faz com que a capacidade térmica dos buracos

negros diminua mais rapidamente com o aumento de sua massa

Outras consideracoes a serem feitas a respeito desse espaco-tempo, como por exemplo, o
desvio do periélio de mercirio, analise da estabilidade das o6rbitas, o calculo de captura de
particulas pelo buraco negro; a generalizacao dos célculos apresentados para buraco negro
carregado e com rotacao; extensao para Brans-Dicke com quintesséncia; anélise do impacto
deste modelo de quintesséncia na formacao de estruturas césmicas; influéncia da quintesséncia
no decaimento de particulas; estudo do efeito Casimir gravitacional no espacgo-tempo do
buraco negro bi-dimensional no cenario de quintesséncia e o calculo da polarizacao do vacuo,

serao objeto de estudos posteriores.
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