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RESUMO

Uma questao intrigante na fisica atual é o fato de algumas teorias proporem a existén-
cia de um ntmero de dimensoes superior ao observado fisicamente. Uma dessas teorias é a
Teoria das Supercordas, a qual prevé um universo formado por nove dimensoes espaciais e
uma temporal. Neste trabalho apresentaremos alguns métodos de compactificacao dessas
dimensoes em objetos de dimensdes menores. O primeiro método trata de um modelo de
seis campos escalares reais fornecendo seis solu¢oes de paredes de dominos 8-dimensionais
(ou 8-branas) mergulhadas no espago-tempo (9 + 1)-dimensional que se intersectam for-
mando jungoes cujo espago-tempo é 4-dimensional. Nesse método incluimos o setor fer-
midnico na teoria a fim de investigar se o Modelo Padrao SU(3) x SU(2) x U(1) pode
ser o resultado de um mecanismo de reducao ou compactificacao de dimensoes extras.
O segundo método que vamos abordar aqui trata-se de uma tnica parede de dominios
(ou 3-brana) imersa em D-dimensdes. Em todos os métodos abordados aqui tratamos

essencialmente da localizagao de modos de campos escalares e fermionicos.



ABSTRACT

An intriguing question in physics today is that some theories propose that the existence
of a number of dimensions higher than observed physically. One of these theories is the
Superstring Theory, which provides a universe composed of nine spatial dimensions and
one temporal. In this work we present some methods of compactification of these dimen-
sions to smaller dimensions. The first method is a model of six real scalar fields providing
six 8-dimensional domain wall solutions (or 8-branes) embeded in (9 + 1)-dimensional
space-time which intersect forming junctions whose space-time is 4-dimensional. In this
method we include the fermionic sector in theory to investigate whether the Standard
Model SU(3) x SU(2) x U(1) may be the result of a mechanism for reduction or com-
pactification of extra dimensions. The second method that we address here it is a single
domain wall (or 3-brane) embedded in D-dimensions. All the methods discussed here deal

primarily to the location of fermionic and scalar field modes.



Contetido

1 Introducao 1
2 Juncoes de p-branas 3
2.1 “Relaxando” para 3-branas . . . . . . . .. ... ... 4
2.1.1 Modelo de dois campos . . . . . . . . ... 4

2.1.2 Modelo de trés campos . . . . . . ... 7

2.2 Compactificagao por jungoes . . . . . . . . .. 10
2.2.1 Campos fermidnicos em paredes de dominios . . . . . . . . .. . .. 12

2.2.2 Modos localizados bosonicos e fermionicos . . . . . . . .. ... .. 13

2.2.3 Modelo quadridimensional . . . . . ... ... ... ... ... ... 16

3 Compactificagao via p-branas I 20
3.1 Mecanismo de compactificagao . . . . . .. ..o 20
3.1.1 Modelo ¢* . . . . .., 23

4 Compactificagao via p-branas II: defeitos escalares globais em D-dimensoes 27

4.1 Formalismo estendido . . . . . . . . ..o 27
4.2 Aplicagdo . . . . .. 30
4.2.1 Acaoefetivaparad=1lea=1 . ... .. .. .. ... ... .... 32
4.2.2 Acaoefetivaparad=1lea=3 . ... .. .. .. ... ... ... 33
4.2.3 Acaoefetivaparad=1lea=5 ... ... ... ... ... .. ... 33
4.2.4 Acaoefetivaparad=3ea=1 ... ... ... ... ... .. ... 34

4.2.5 Acaoefetivaparad=3ea=3 .. ... .. ... ... ... ... 35



4.2.6 Acaoefetivaparad=3ea=5 ... ... ... ... .. ... .

5 Comentarios e Conclusoes

A Equacgoes de primeira ordem e energia de Bogomol’nyi

11

40



Lista de Figuras

2.1

2.2
2.3

24

2.5

3.1
3.2

3.3

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

4.6

Setores conectando vacuos (em vermelho) no espago dos campos u e v. Em
roxo temos os setores 1-diag e em preto os setores tipo borda. . . . . . . . .
Processo de bifurcagao do setor 1-diag. . . . . . . . . .. ... ...
Conexao entre os quatro vacuos. . . . . . . . . . . ..o
Setores conectando vacuos (em vermelho) no espago dos campos u, v e w.
Em roxo temos um dos setores 1-diag, em verde, um dos setores 2-diag e
em preto os setores tipo borda. . . . . . . .. ..o

Intersecao de trés 2-branas formando uma juncao tipo O-brana no centro. .

Solugao tipo parede de dominios (kink).. . . . . . .. ... ...
Potencial tipo Poschl-Teller modificado. . . . . . . . .. ... .. ... ...

Potencial em funcao dos dois campos localizados na brana. . . . . . . . ..

Solugoes estaticasem d=1. . . . . . . . . . ... ...
Fungoes de onda normalizadasem d=1. . . . . . . ... ... ... ....
Potenciais para o modo {gemd=1. . . .. . .. .. ... ... ... ..
Solugoes estaticasem d=3. . . . . . . . ... Lo
Fungoes de onda normalizadasem d=3. . . . . ... ... ... ... ...

Potencial para o modo {gemd=3. . . . . . .. ... ... ... ...

11

26

34

34

36

36



Capitulo 1

Introducao

Baseando-nos na nossa experiéncia didria acreditamos que o universo possui ape-
nas trés dimensoes espaciais. Quando entramos em contato com a relatividade restrita,
descobrimos que o tempo é adicionado como uma dimensao, formando um espago-tempo
(3 4 1)-dimensional. Entretanto, existem teorias que sustentam a possibilidade de que os
fenémenos fisicos observados no nosso mundo sejam manifestacoes de dimensoes superi-
ores. Uma dessas teorias é a Teoria de Supercordas [1], a qual assegura a idéia de que
0 universo possui nove dimensoes espaciais e uma temporal, ou seja, a possibilidade de
vivermos em um espago-tempo (9+1)-dimensional. Assim, é interessante estudar métodos
de compactificagao desse espago-tempo para outro (3 + 1)-dimensional, a fim de entender
o reflexo dessas dimensoes extras no nosso mundo cuja fisica parece ser regida por um
espago-tempo quadridimensional.

No capitulo 2 iniciamos o trabalho apresentando os métodos de compactificacao por
bifurcagao [2|, e jungao de p-branas [3]. O primeiro método trata-se essencialmente em
analisar os setores formados pelas solucoes de vacuos em configuragoes de dois e trés cam-
pos. A generalizagdo para N campos é direta. Esses setores podem se bifurcar em “meias”
paredes de dominios formando jungoes estaveis, mas isso s6 é possivel para certos valores
do parametro de deformacgao. Este processo de bifurcacao tem sido utilizado em sistemas
periodicamente for¢ados em matéria condensada [4]. Como consequéncia, as jungoes de p-

branas nos fornecem um mecanismo no qual se selecionam dimensoes menores a partir de



jungoes ortogonais de paredes de dominios. Se o nosso espago-tempo é (9+1)-dimensional,
logo devemos ter seis paredes de dominios, cuja codimensao é 1, unidas ortogonalmente
a fim de se formar uma junc¢ao de dimensao espacial 3, a qual retrata o universo que ex-
perimentamos usualmente. Neste caso estamos principalmente interessados em localizar
estados fermidnicos massivos e sem massa, que junto aos escalares, vivem inicialmente nas
seis p-branas geradas por seis copias de modelos ¢*. Quando essas paredes se intersectam,
um nimero de modos bem definido tem mais chances de ocorrer na jun¢ao, o que nos
fornece um indicio para a explicacao do nimero de sabores de quarks e léptons no nosso
universo quadridimensional observado.

Posteriormente, no capitulo 3, estudamos a compactificagdo numa tnica brana [5, 6],
onde ha possibilidade de localizacao de modos escalares na mesma. Basicamente este
método trata de construir através de um campo escalar real em p + 2 dimensoes, uma
acao efetiva para varios modos (campos localizados) em p + 1 dimensoes. Notamos que,
analogamente & compactificagao via Kaluza-Klein |7, 8, 9], na compactacdo via branas,
um determinado grau de liberdade em p + 2 dimensoes se traduz em varios graus de
liberdade em p + 1 dimensoes.

No capitulo 4 apresentamos um novo estudo que amplia o método de uma tinica brana
descrito no capitulo anterior. Para isto, propomos uma modificacao na topologia do
espaco-tempo da forma MPT4Hl = MPH x R4, Isso nos permite usar um modelo com
potencial escalar bem mais geral que o modelo ¢* [10], fornecendo assim, novos defeitos
escalares globais.

Por fim, no capitulo 5 apresentamos nossas conclusoes e perspectivas.

A convencao utilizada neste trabalho é h = ¢ = kg = 1. A métrica utilizada é

g = diag(1,—-1,—1,—-1).



Capitulo 2

Juncoes de p-branas

Este capitulo introduz um método muito importante de compactificacao, o qual uti-
liza juncoes de p-branas como mecanismo para selecionar dimensoes inferiores. Primeira-
mente vamos discutir a idéia béasica, a qual é baseada no simples fato de que n obje-
tos d-dimensionais de co-dimensao 1 quando se cruzam ortogonalmente formam juncoes,
criando uma reducao dimensional de d+1 para d+1—n dimensoes, dando origem a objetos
(d4+1—n)-dimensionais. Com essa idéia, e assumindo o ponto de vista da Teoria de Super-
cordas, supomos que o universo ¢ primordialmente 10-dimensional (9 + 1). Sendo assim,
deve haver seis paredes de dominios 8-dimensionais (8-branas) — objeto de co-dimensao
lem D =9+ 1 dimensoes — interceptando-se para formar uma jun¢ao 3-dimensional, a
qual evolui no tempo, e com isso fornecendo o “volume-mundo” 4-dimensional exibido pelo
nosso universo. Posteriormente, iremos estender esse mecanismo incluindo férmions, na
tentativa de explicar o fato de o universo selecionar um certo nimero de familias de quarks
e léptons. Este nimero pode estar relacionado com o niimero de paredes de dominios que
se cruzam. Essas paredes de dominios devem possuir apenas dois estados ligados: o modo

zero e um estado ligado massivo, pelo menos para os modos fermiodnicos.



2.1 “Relaxando” para 3-branas
2.1.1 Modelo de dois campos

Considere uma teoria de dois campos escalares reais ¢; = u e ¢ = v. A densidade
lagrangeana (ou usualmente lagrangeana) que descreve a dindmica desses campos é dada

por

L= %aauaau + %c%v@”v —~ %(auW)2 - %(&W)?, (2.1.1)

e o superpotencial escrito como

W:r(u+v)—% (%3+%3> (2.1.2)

Usando a equagao de Euler-Lagrange para campos obtemos as seguintes equagoes de

movimento para os campos u € v respectivamente

d?u
proh W Weau + WoWou, (2.1.3)
d*v
prh W W + WWoy, (2.1.4)

onde W,, = oW /0u, W, = % (%—Iﬁ/) etc. Ao substituir o superpotencial nessas equagoes

chegamos a

2 2
du_y, (“— - 1) , (2.1.5)

dx? r2
d*v v?

Podemos usar o método de Bogomol’'nyi, desenvolvido no Apéndice a, para traba-
lharmos com equagoes diferenciais de primeira ordem, ao invés dessas (segunda ordem).
Portanto, as solugoes estaticas unidimensionais sao obtidas através das seguintes equagoes
de primeira ordem

du u? dv v
—=r—— e —=r—-—. (2.1.7)
dx r dx r
Essas equagoes podem ser facilmente integradas fornecendo solugoes de vacuos (minimos)
e solugoes estaticas. As solugoes de vacuo sdao © = v = =+r envolvendo uma simetria

Z,. Esses vacuos sao veértices de um quadrado no plano (u,v) (espago dos campos).

Eles formam um conjunto de 6 setores BPS independentes, cada um conectando um par

4



de vértices. Quatro setores sao as bordas do quadrado, e os outros dois setores sao as

diagonais, os quais nomeamos estados borda e 1-diag, como ilustrado abaixo

\Y

Figura 2.1: Setores conectando vacuos (em vermelho) no espaco dos campos v e v. Em
roxo temos os setores 1-diag e em preto os setores tipo borda.

Esses setores fornecem, a partir de (2.1.7), as seguintes solugoes estéticas (kinks)

u? =1r? v =r?tanh’(x) borda (2.1.8)

a a =
ul = vf; v = r?tanh®(z) 1-diag . (2.1.9)

O indice a = 1,2, 3,4 indica uma borda particular e b = 5,6 indica uma diagonal par-
ticular. Essas solucoes sao independentes e imersas num espac¢o bidimensional repre-
sentam paredes de dominios, ou 1-brana, separando quatro vacuos. Entretanto, existe
a possibilidade de incluir um parametro de deformacao, que denominaremos €, o qual,
dependendo do seu valor, pode permitir que uma parede de dominios se bifurque. Isso
permite ao sistema preferir apenas solugdes tipo borda (2.1.8) estaveis, ao invés de 1-diag
(2.1.9). E importante salientar que ao admitirmos isto, devemos adicionar & lagrangeana
(2.1.1) o termo de interacdo —3eF(u,v), onde F(u,v) ¢ uma fun¢do dos campos, a qual
mostraremos adiante.

Sendo assim, a jungao pode ser representada por quatro meias paredes — (ver figura
(2.2)) — rodadas de 90°, onde cada uma das quatro “pernas” representa metade de uma

parede de dominios.
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Figura 2.2: Processo de bifurcagao do setor 1-diag.

Esses sao dados pelas solugoes

(2.1.10)

(2.1.11)

Figura 2.3: Conexao entre os quatro vacuos.

O parametro € esta associado as estabilidades das solu¢oes. Ao admitirmos bifurcagao,

devemos entao corrigir a energia de Bogomol’'nyi das solu¢oes BPS, admitindo um novo

valor [11]
1 o0
E*=FEy+ 55/ F(u,v)dz, (2.1.12)
onde E} = |AW,| ¢ a energia de Bogomol'nyi, a qual descrevemos detalhadamente no

apéndice A; € é o parametro de deformacdo. F'(u,v) é uma fungdo dos campos, a qual

inferimos por

1 9
F(u,v) = §(u4 + vt — 3u*v® + 7 (2.1.13)



Agora mostraremos que apenas uma das solugoes (2.1.8) ou (2.1.9) é estavel enquanto
a outra é instavel. A juncao sera estavel quando a soma das energias de duas bordas ad-
jacentes for menor do que qualquer diagonal, isto é, £+ E%*1 < E® (condi¢ao de juncio)
[2, 3, 12]. Com isso, calculando a energia de Bogomol'nyi de cada setor e substituindo

junto com (2.1.13) em (2.1.12), chegamos a
a a+1 21
E‘*+ FE :4—|—75, a=1,2,3,4 borda (2.1.14)

E*=4+6¢, b=5,6 1-diag . (2.1.15)

Note que a configuracao borda é estavel para ¢ < 0, pois nesse regime a condi¢ao de
juncao é satisfeita. Entretanto, a configuragao 1-diag é estavel para € > 0. Assim, as con-
figuragoes (2.1.8) e (2.1.9) ndo podem ser simultaneamente estaveis. Em alguns cenérios
envolvendo € < 0, paredes de dominos (de setores 1-diag) separando vacuos adjacentes
tendem a bifurcar em quatro “meias” paredes de dominios (dos setores borda) juntas, for-
mando uma juncao de duas 1-brana, e conseqiientemente formando um objeto com uma
dimensao menor equivalente a uma 0O-brana. Esse é um exemplo tipico de mecanismo de
relaxamento de dimensoes, quando um universo inicialmente (p + 1)-dimensional relaxa

para outro (p + 1 — 2)-dimensional.
2.1.2 Modelo de trés campos

Estendendo para trés campos, devemos usar o seguinte superpotencial

1 3 3 3
W:r(u+v+w)—;(%+%+%>. (2.1.16)

como no caso anterior, solugoes estaticas unidimensionais podem ser encontradas através

das equacoes de primeira ordem

du u? dv B v? dw w27 (2.1.17)

de r dx r ¢ dx r

e as solugoes de vacuo sendo & = v = w = £r. Esses sao vértices de um cubo no espaco dos
campos (u, v, w). Eles formam um conjunto de 8 vacuos e 28 setores BPS independentes,

cada um conectando um par de vértices. Desses setores, 12 sao bordas, 12 sao diagonais

7



superficiais e 4 sao diagonais internas do cubo, os quais nomeamos respectivamente por

estados borda, 1-diag e 2-diag. Abaixo segue uma ilustracao do que foi comentado

Vv

1

w

Figura 2.4: Setores conectando vacuos (em vermelho) no espago dos campos u, v e w. Em
roxo temos um dos setores 1-diag, em verde, um dos setores 2-diag e em preto os setores
tipo borda.

As solucoes correspondentes de cada setor sao

u? =0 =1 w? =r’*tanh®(z), borda (2.1.18)
up =r% vl =w?; w=r?tanh’(z), 1-diag (2.1.19)
u? = v =w?; w?=r?tanh’(x), 2-diag (2.1.20)

onde a =1,2,...,12, b = 13,14, ..., 24 e ¢ = 25,26, 27,28 rotulam todos os setores. Mais
uma vez devemos enfatizar que o sistema pode exibir o fenémeno de bifurcacao, depen-
dendo do valor de €, com as configuracoes de borda estaveis. Tais configura¢oes podem
formar jungoes estaveis, e em trés dimensoes espaciais, fornecem uma jun¢ao de 2-branas.
Sendo assim, a juncao pode ser representada por doze “quartos” de parede rodadas de

90°, dadas pelas solucoes
Vg = (Ug,y Vg, We) com a—1,....12 , (2.1.21)
sendo as primeiras trés solugoes dadas por

v; = r(1,tanh(y),1), ©v5=r(—tanh(z),1,1) e w03 =r(—1,—1,—tanh(z)). (2.1.22)



Argumentos similares ao caso anterior podem ser usados aqui, para mostrar que a
configuracao das 12 bordas realmente é estavel. Antes, devemos considerar que a funcao
a ser usada em (2.1.12) deve agora estar na forma F(u, v, w) = F(u,v)+F (u, w)+F (v, w).
A estabilidade da juncao é garantida se a soma das energias das trés bordas adjacentes for
menor que a anergia de algum estado 2-diag, isto ¢, E*+E*T 4+ F4t? < ¢, Analogamente,

encontramos as energias CcOo1mo

63

E*+ Bt 4+ B2 =6 + 5&  a=1.,10 (borda) (2.1.23)
E' + E"™ =6+27¢, b=12,..,23 (l-diag) (2.1.24)
E¢=6+18s, c¢=25,..,28 (2-diag) (2.1.25)

Note que a configuracao das 12 bordas é estavel para ¢ < 0 porque nesse regime a
condicao de juncao é satisfeita. Por outro lado, a configuracao 2-diag é estavel somente
para ¢ > 0. Os estados 1-diag tém energia intermediaria e decaem em qualquer um
dos casos. Assim as configuragoes (2.1.18), (2.1.19) e (2.1.20) nao sao simultaneamente
estaveis. Entretanto, para nossos propsitos, admitimos € < 0 o que nos leva a um cenério
envolvendo paredes de dominios (de setores 1-diag) separando dois vacuos adjacentes
que tendem a bifurcar em doze quartos de parede de dominos (de setores borda) juntos

formando uma jungao de 2-branas, equivalente a uma 0-brana (figura abaixo)

Figura 2.5: Intersecao de trés 2-branas formando uma juncao tipo 0-brana no centro.

Por fim, esses casos podem ser naturalmente extendidos para n campos escalares,
em d dimensoes espaciais, analisando a formagao de jungoes estaveis de p-branas (d —

n)-dimensionais. A justificativa de sempre escolhermos o parametro de deformacao (¢)

9



negativo, é devido ao fato de que localizacao de gravidade em p-branas e jungoes de p-
branas, exige a condigao da constante cosmologica do espago ambiente ser negativa, e isso
s6 é possivel considerando ¢ < 0 conforme discutido nas referéncias |2, 3]. Entretanto,

nesta dissertacao vamos nos concentrar na localizacao de campos escalares e fermionicos.
2.2 Compactificacao por juncoes

Nos restringimos aqui aos setores fermidnicos e escalares bosonicos de uma teoria
supersimétrica em dez dimensodes [13| para encontrar jungdes de objetos de codimensao
1. O namero de dimensoes é sugerido pela teoria de supercordas, e assim, nesse contexto,
branas sao solugdes de paredes de dominios classicas 8-dimensionais (8-branas) imersas
no espago-tempo 10-dimensional.

Entretanto nos referimos a nossa teoria, como uma teoria supersimétrica “suavemente
quebrada” [11], onde uma teoria supersimétrica é perturbada sob a agdo de um pequeno
parametro €, o qual vimos anteriormente ser responsavel pela estabilidade das jungoes.

Assim, a lagrangeana com supersimetria suavemente quebrada é escrita como segue
1 ) . _. . _ . 1 )
L= éamqs’a%’ + YT 0" + Wy — V(¢') — §5F(gb’), (2.2.26)
ondem=0,1,2,....D—1ei,7=1,2,...., N. O potencial escalar V' é dado em termos do

superpotencial W, da seguinte maneira
1 /ow\* 1 [/ow)° 1/ ow°
V(g', ¢ . ™) = = | =— | == R e 2.2.27
e 0os campos escalares no superpotencial obedecem

V(gh, 6%, .., 0" ) =V(¢") + V(¢?) + ... + V(8"), (2.2.29)
onde W4 representa a segunda derivada do superpotencial.

Entretanto, como se sabe [3], para que paredes de dominios se cruzem, a fim de se for-

mar uma juncao estavel, suas tensoes devem satisfazer a seguinte desigualdade triangular
Ty, + Tiy + .. + iyl < |Tiy| + 1 T0p| + oo+ T |, (2.2.30)
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onde iy,19,....,ixy = 1,2,..., N e T; = AW;, o qual se comporta como um vetor presente em
linhas retas (setores) e em diferentes dire¢oes no espago dos campos (¢1, 2, ..., ¢,). Sendo
que aqui estamos “deformando” a teoria, entao essa desigualdade deve ser reformulada a

fim de considerar o parametro de deformacao ¢
Tiy +Tiy + o+ Ti| = [Ty | + |Tiy| + o+ | Tig | + Ae < |Tiy | + [Tig| 4o 4+ [T |- (2.2.31)

Essas equagoes representam as mesmas condigoes dadas em (2.1.23)-(2.1.25). Aqui tam-
bém £ < 0 e A é um namero positivo que depende da escolha de F/(¢') = Zj\;z F(¢', ¢7).

Aqui usaremos a mesma funcao F' apresentada na secao anterior, ou seja

F(8',0/) = (60" +(#)") =360 ()" + . (223

Apartir da lagrangeana (2.2.26) e usando a equagao de Euler-Lagrange para campos,

obtemos as seguintes equagoes de movimento para bosons e férmions respectivamente

€8F_

. IV .
Og* - — i i g VY - - = /N
¢+a¢i W¢¢¢¢w+2w (2.2.33)
IOt + Wigith" = 0. (2.2.34)

Para uma escolha adequada do superpotencial, encontramos solugoes individuais de pare-

des de dominios no setor bosonico, cuja dindmica é governada pela equacao de movimento

ov
dpi

O¢' + 0. (2.2.35)

Estamos interessados em solugoes de paredes de dominio que se cruzem ortogonalmente
para formar jungoes estéveis. Portanto, devemos considerar que cada campo dependa

apenas de uma tnica coordenada espacial ¥, isto é

p(at, 22, .. 2) — o () € {o'(2h), P2 (2?), ..., oV (™)} (2.2.36)

onde z* ¢ uma coordenada espacial transversal & parede de dominios descrita por ¢*, sendo
cada uma delas de codimensao 1. Sobre tais condi¢oes, paredes de dominios estéticas sao

governadas pelas equagoes

Lk oV

07 = oo k=1,2,..,N, (2.2.37)
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o que nos permite trabalhar com as equagoes de primeira ordem

d¢b oW
i k=1,2,..N. (2.2.38)
2.2.1 Campos fermidonicos em paredes de dominios

Vamos agora estudar os férmions no contexto da presenca de uma parede de dominios

14, 15, 16, 17, 18]. As solugoes fermidnicas sao dadas na forma
[ ¢
zbk = ¢l ﬁ(‘k)xuxk(xk), (2.2.39)

k) . .
onde P,E ¢ o quadrimomento e . = 0,1,2,..., D — 2 sao indices rotulando coordenadas
no “volume-mundo” da parede de dominios, excluindo assim z* da soma. Substituindo,

portanto, (2.2.39) em (2.2.34) obtemos
THPIXE — TROxF + Wggex™ = 0. (2.2.40)

Tomemos um referencial tal que o quadrimomento tenha apenas componente temporal,

ou seja, sistema de repouso da particula: P;Ek) = (E*,0,...,0). Assim, (2.2.40) se torna

iEMTOXY — TR0 " 4+ Wgrgre ™ = 0. (2.2.41)
Agora, usando as propriedades das matrizes gama [19, 20| temos que
"¢ =+¢f e It = (2.2.42)

Isso nos permite escrever as equagoes de movimento em termos das componentes positiva

e negativa do espinor x*. Assim, chegamos a um sistema de equacoes
(O — Wiggr)CE = EFCE (2.2.43)

(O + Wi )CF = —EFCE. (2.2.44)

Combinando essas duas equacoes, com um pouco de manipulacao algébrica, chegamos as

seguintes equagoes tipo Schroedinger

=0k + U (2")]¢E = B, (2.2.45)
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COo1m
UL (2") = Wi (2¥) £ Wi (). (2.2.46)

Essas equagoes governam a dinamica dos estados ligados fermionicos que estao associados
a paredes de dominios independentes. Para descrever paredes unidas formando uma

juncao, devemos considerar a equacao tipo Schroedinger na forma

(=2 4 Ujuncl 1) = By juncenn.mn)s (2.247)
onde
Ujune = UL(z") + U (2%) + ... + UY (2), (2.2.48)
EZ . nyyjune = Etnon T Elngye + -+ Ef iy (2.2.49)
Vi nronn) = Chimy) (T Ly (@), (2.2.50)

Vamos aqui considerar n; = 0,1, isto ¢, somente dois estados ligados que podem ser

localizados em paredes de dominios individuais.
2.2.2 Modos localizados bosonicos e fermionicos

Tomemos o caso de N = 2 campos escalares formando N = 2 paredes de dominios
independentes, unindo-se para formar uma jungao num espago-tempo (3+ 1)-dimensional.
A extensao para o caso de N qualquer pode ser feito naturalmente. Inicialmente conside-

remos o seguinte superpotencial a ser usado

3 3
W (o1, ¢2) = M (% — a2¢1) + Ao <§2 — a2¢2) : (2.2.51)
As equagbes de primeira ordem sao
dp, OW dps  OW
A = 2.2.52
del 9ot da? T 9¢? (2:252)
Solugoes que satisfazem essas equacgoes sao dadas por
¢*(z') = —atanh(\az') e  ¢'(2®) = —atanh(A\az?), (2.2.53)

e, usando (2.2.51) em (2.2.48) considerando o sinal positivo, obtemos os potenciais
Ui (z') = 4\1a® — 6Aa’sech®(\az'), (2.2.54)
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U2 (2%) = 4\3a® — 6)\3a’sech’®(\saz?). (2.2.55)

Esses sao potenciais do tipo Poschl-Teller modificado, que é muito conhecido na literatura
[21], 0 qual tem a forma geral U(z*) = A — Bsech?(2*) para k = 1,2, com A e B sendo

constantes reais. Os estados ligados normalizados tém as seguintes energias

2
/ 1 1
B+ - — il
—1—4 <n+2)
0,1 <\/B+1 L (2.2.57)
n = —- — —. /R
) ) 4 2

O espectro discreto é composto por dois estados ligados: o modo zero e o estado excitado.

E,=A- : (2.2.56)

onde

Eles sao dados por

E(20)1,2 =0, (2.2.58)

X(162) = Cysech® (A gaz'?), (2.2.59)

E(21)1,2 = 3>\i2a2> (2.2.60)

X%ﬁ =(C] tanh()\1’201371’2)SeCh()\l’Qa{ELQ). (2.2.61)

Esses sao o espectro dos férmions ligados & parede de dominios. O espectro ligado a
uma juncao de paredes de dominios pode ser encontrado usando (2.2.47). Existem quatro

combinagoes possiveis usando o modo zero e o estado excitado, que sao e descritos por

Efooyjunc = 0, (2.2.62)

Yooy = Cisech?®(Ajaz') x sech?(Apax?), (2.2.63)

Ef1)june = 3A30°, (2.2.64)

Y01y = Casech®(Ajaz') x tanh(Ayaz?) x sech(Apaz?), (2.2.65)

EZ0)june = 3Aid®, (2.2.66)

Yoy = Cytanh(Ajaz') x sech(Ajax') x sech®(A\gaz?), (2.2.67)

El ) june = 3(AT + A3)a?, (2.2.68)

Y1y = Cytanh(Ajax') x sech(Ajaz') x tanh(Agaz?) x sech(Aqaz?). (2.2.69)
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Vamos agora aplicar a teoria de perturbagio as solugoes de kink ¢¥. Essa se da como

uma soma de todos os modos normais de vibragao [22, 23| para k = 1,2, isto é

Ga(a®,y") = Bk (™) + Y ah(ah)Ea(y?). (2.2.70)

O indice p = 0,1,2,3, ... rotula as coordenadas no “volume-mundo” da juncao. Substi-
tuindo a perturbag@o (2.2.70) na equagao de movimento (2.2.35), obtemos também uma

equacao tipo Schroedinger para as flutuagoes 7, (z') e n2,(2?) como segue

+ Vigne; = El e, k=12, (2.2.71)
onde usamos o fato de as flutuagoes obedecerem a equagao de Klein-Gordon
DR (y") = EQwl" (¥"). (2.2.72)

Aqui, Vj; sao componentes da matriz

V _ V¢1 d)l V¢1 ¢2
V¢2¢1 V¢2 ¢2 '

Os valores dessas componentes foram obtidos anteriormente (caso fermionico), ou seja

Vit = 4\fa* — 6Afa’sech’(\jazt), (2.2.73)
Vizge = 4X5a° — 6A3a’sech?(\paz?), (2.2.74)
Vi = Vipgr = 0. (2.2.75)

Assim como no caso fermionico, para cada componente de campo escalar, o espectro
discreto é composto por dois estados ligados: o modo zero e o estado excitado. Assim,

segue que esses Sao

Efy12 =0, (2.2.76)

o, = Cosech?(Ay paz™?), (2.2.77)

E(21)1,2 = 3)‘%,20’27 (2.2.78)

ny = Cr tanh (A saz?)sech(Ay saz"?). (2.2.79)
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Eles sao o espectro dos modos escalares ligados & parede de dominios. O espectro associado
a uma jungao pode ser encontrado usando (2.2.47). E importante levar em consideragao o
fato de que esses resultados em D = 3+ 1 dimensoes podem ser tteis em outros cenarios,

por exemplo, em inverstigagoes cosmologicas [12, 11].

2.2.3 Modelo quadridimensional

Vamos aqui estender os resultados obtidos nas subsecoes anteriores para o caso de seis
campos escalares em dez dimensoes. Queremos encontrar uma teoria efetiva quadridimen-
sional para campos localizados numa juncao de seis paredes de dominios 8-dimensionais e
ortogonais (8-brana), em dez dimensoes. Cada uma das seis dimensoes extras requer um
campo escalar. Assim, como cada campo descreve uma parede de dominios, unidas elas
formarao uma juncao de 2-branas.

A lagrangeana para estados fermionicos localizados na juncao 4-dimensional é dada

pela integragao da lagrangeana 10-dimensional, de onde partimos
Lh = /EIOddxldxgdxgdx4dx5dx6, (2.2.80)
onde a dindmica dos férmions e o acoplamento de Yukawa sao governados pela lagrangeana
Ll = VTMOp U + (Whigr + ... + Wogs) WU (2.2.81)

Podemos aplicar a decomposigao espectral aos campos escalares e fermionicos, do seguinte

modo

¢—¢s = U(y”;xh vy L)

D D AN (70 LA (2.2.82)
ni...ng
Uy, w6) = Y T (Y, (2.2.83)
ni...ng

onde n; = 0,1 e ™" = ™ (x1) X ... X X" (xg), sendo x(x;) fungdes que satisfazem
a equagao (2.2.47), valida para ambos bosons e férmions. Desde que o sistema permita,

dois estados ligados, entdao devem existir 2V superpaceiros, isto é, para N = 6, existem
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20 = 64 férmions de Dirac quadridimensionais 774" (y) e 25 = 64 escalares quadridimen-

ni...ne

junc

June J(y*) “vivendo” na juncdo. Isso nos permite escrever a seguinte lagrangeana,

sionais

quadridimensional (com as dimensoes extras ja eliminadas pela integral (2.2.80))

'Cfd _ ]uncrua T]unc+ § : 7‘2&?”%6 Fua — - na),]_]unc +

Jjunc ni...ne
ni...ne

DI IR I A s (2.2.84)

l1...lg m1...mg N1...n6

Note que o primeiro termo descreve férmions quadridimensionais sem massa e o segundo
descreve os massivos. Os acomplamentos de Yukawa sao controlados pela constante g,
que é calculada pelos acoplamentos nas seis dimensoes extras.

Podemos observar que de todos esses estados, existe um certo ntimero de estados
degenerados para cada valor de energia. Primeiro, temos um tnico estado com energia
nula que é o modo zero. E no caso em que m = v/3\a, temos 6 estados com energia m, 15
estados com energia \/§m, 20 estados com energia \/§m, 15 estados com energia \/Zm, 6
estados com energia v/5m e um tnico estado com energia v/6m. Isso nos permite escrever

a seguinte distribuicao
(Ny,m) = {(1,0),(6,m), (15,v/2m), (20,/3m),
(15, vV4m), (6, V5m), (1, V6m)}. (2.2.85)

Assim, os férmions tém uma hierarquia nas massas na lagrangeana, que é dada como

segue

6 N
Ly = 7 TOm” + 3 > 719, — Vem)r? +

s=1 n=1

+ Z Z Zgl’lm’mn’ngl(l,)7ir(nm/)7_7(zn/)7 (2.2.86)

Ll mm' nn'

onde: Ny =6, Ny =15,N3 =20, N, =15,N5 =6, Ng=1el' ,m',n' =0,1,...,6.
Consideremos agora nossa configuracao como um gas de juncoes de seis paredes de

dominios 8-dimensionais. A funcao de particdo pode ser encontrada ao considerar a

energia de todos os estados fermidnicos no gas de 6 M paredes de dominios 8-dimensionais

m (94 1) dimensdes

= e, =06 i=12 . 6M (2.2.87)



Por ser um sistema de dois niveis, metade das 6M “particulas” (6M paredes de dominios
ou M jungoes séxtuplas) esta no estado fundamental e metade esta no estado excitado.
A energia na juncéo é portanto € = 3 ¢ £ = E?/X\2a®. Com isso, a funcio de particio é
dada na forma

7 = Z exp [—BZn,Q] = [Z exp(—ﬁne)] ) (2.2.88)

ni,...,NeM

A energia média por parede de dominios na jungao, é dada por

e = — 2 (IH—Z> PR (2.2.89)
op \ M 1 4 e—Pe

onde B =1 /T, T = kT com r sendo uma escala que torna 7' adimensional juntamente
com é. Note que em temperaturas suficientemente altas (3¢ < 1), Ujune — 3€. Isto
significa que nesse regime, a energia da juncao por parede de dominios é precisamente a
mesma que a energia de trés paredes de dominios excitadas, intersectando trés paredes
de dominios no seu estado fundamental (¢ = 0). E importante salientar que, apesar da
temperatura ser alta, ela nao é suficiente para permitir que os modos “escapem” da juncao.
Lembre-se que mencionamos o fato de 20 estados massivos contribuirem para a ener-

gia da juncao nesse caso. Fazendo a média das massas nao-nulas dos férmions sob a

distribuigao (2.2.85), chegamos a

6
N
<m>= Z=16—ﬁm =1,709m ~ /3m. (2.2.90)

Zs:l NS

Isso mostra que a classe de N3 = 20 férmions distintos com massas V/3m é favorecida. Em
outras palavras, em um gas de paredes de dominios em dez dimensoes, a probabilidade
de uma juncao ser formada com a superposicao de 20 estados massivos, através da combi-
nacao de trés paredes de dominios 8-dimensionais (em seu estado fermionico fundamental)
com trés (no estado excitado), é maior do que qualquer outra combinagao.

Portanto, os férmions observados no mundo 4-dimensional sao descritos pela lagrangeana
“média’:

20
Efd = %éO)F“ﬁuTéo) + Z ?,§3)(F“3M — \/gm)rr(f)) +

n=1

- Z Z Zgl’lm’mn’ngl(l,)%ézml)Tr(zn/)' (2.2.91)

LU mm' nn'
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Tomando o fato de que esses estados fermidnicos possam ser embutidos num vetor
coluna, o qual se transforma localmente sob o grupo SU(3)

1
%
QTL - Tn

3

Tn

podemos, entdo, dar N, = 3 cores a seis quarks (n = 1,2,...,6), rotulando assim o
ntimero de sabor do quark por Np = 6. Sendo assim, compreendemos N.Np = 18 graus
de liberdade fermionicos. No entanto, existem ainda 2 férmions, que em conjunto com o
modo zero, da origem a trés léptons. Logo, o simples modelo (2.2.91) parece propor uma
boa aproximagcao para descrever as seis familias de quarks e as trés de léptons.

Por fim, a dindmica dos modos bosonicos é descrita pela lagrangeana

1 1
£1€Jd = 58“7]8#?7 - 577(—v2 + Ujunc)n +
1< 1o
_ 5 Z V///<¢k) 3 E Z V””(Qbk)n4- (2‘2‘92)
" k=1 T k=1

Integrando essa lagrangeana nas coordenadas extras (zj...x¢), como anélogo ao caso an-

terior, obtemos a lagrangeana quadridimensional do setor escalar

1 . .
Loy = 5 D DuEh 0 60, — V()

ni...ng
Lo 0 aue | 1 =
= 2 L&o OMEy T + 5 Zﬁuf,‘f’)a“gﬁf) - V(¢ (2.2.93)
n=1

O potencial escalar é responsavel por dar solugoes nao-triviais de vacuo aos 21 es-
calares. Eles devem ser capazes de dar massas aos quarks e léptons na lagrangeana
(2.2.91). Isso completa a idéia de que a fisica do Modelo Padrao possa ser uma manifes-
tagao de dimensoes extras, isso porque seus 21 graus de liberdade podem ser baseados na
exigéncia de que a fisica de altas dimensoes pode se manifestar como uma fisica quadridi-

mensional na juncao.
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Capitulo 3

Compactificacao via p-branas 1

Neste capitulo apresentamos uma outra alternativa para compactificacao via de-
feitos, a compactificagdo através de uma tnica p-brana [5, 6]. Primeiramente mostraremos
que através de uma perturbacao dos campos em torno de uma solug¢ao conhecida, ex-
pandindo em modos normais de vibracao podemos obter modos localizados na brana.
Isso permite aplicar a compactificagao & uma teoria de campo, em especial uma teoria de
campos escalares, usando um modelo de potencial que é muito conhecido na literatura,

como o modelo ¢*.

3.1 Mecanismo de compactificacao

Vamos aqui usar uma teoria de campos escalar simples para elencar as propriedades das
Dp-branas e as possiveis localizagoes de campos nas mesmas. Inicialmente consideremos
uma teoria de um campo escalar imerso num espaco-tempo de dimensao p + 2, cuja
topologia é dada por

MPT2 = MPH x RY, (3.1.1)
onde a coordenada x nao é nescessariamente compactificada. Ela pode ser de comprimento

infinito. A acao é dada da seguinte maneira

1
S = / dtdPydx [Eansans — V()] (3.1.2)

com: M = (y*,z) e y* = (t,9"), i = 1,2, ..., p. Note que y* sao coordenadas no “volume-

mundo” da Dp-brana imersa num espago (p + 2)-dimensional. Podemos reescrever (3.1.2)
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CcOomo

S = /dp“ydx {% [(Z—f)Q - (i gi)Q - (%)1 - v<¢)} . (3.1.3)

Vamos agora aplicar uma perturbagao, s6 que agora ao campo escalar ¢, da seguinte

maneira [5, 6]

oz, y") — o) +n(x, y"), (3.1.4)

e assim,

S(¢) — S(o,n). (3.1.5)

Com isso, o potencial é expandido em torno da solugao estética ¢ como

V(g)=V(p)+nV'(9) + 77V"2(!gb>n + Vl;ggb) n + %n‘* + ... (3.1.6)

onde V'(¢) = 0V (¢)/0¢ etc. Usando a perturbagao (3.1.4) nesta expansao, reescrevemos

(3.1.3) do seguinte modo

1 (do\> 1 dp 0 1 /on\”
s feed () v e (255 (5)

V(@ V(@) 5 V™(9)
— V(@) -5 - 3 n — 0 Ly (3.1.7)
Da equagao de movimento para ¢(x) podemos escrever
&%
"(¢) = — 1.
V(e =5 (319

e usando o fato de que 9,(F0,G) = 0,F0,G + FO?G = 0 na agao S, por ser um termo

de superficie, temos

0% on\”
e
dpon  d*¢

Logo, a acao (3.1.7) se torna

1 /do\> 1
S = /dp“yda:{—§ (d—i) —V(¢>—§ ,noH'n

1 8277 VW((E) V//// (é)

0 5(77@—77‘/”(@77)— TR 774+---}- (3.1.11)
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Dai tiramos dois termos importantes:

1 /do\? _
T, = /dm [5 <£) + V(o) (3.1.12)
e
0? _
%an = %77 (—% + V”(cb)) 1, (3.1.13)

que sao respectivamente a tensao da p-brana e o termo bilinear com operador “hamilto-

niano”. Assim, a ac¢ao (3.1.11) é simplificada para

1 1
S = — / d"yT, + / dPydx {—Qaunﬁ“n — 577H77
V”/(é) 5 VW(QE) 4
- TR AT +..., (3.1.14)
que nos permite escrever uma lagrangeana para as flutuagoes da seginte forma
1 " 1
Loy = Tpo(x) + | =50m0"n — gnHn
V///((g) 5 V””(&) A
- TR T + ... (3.1.15)
Da equacao de Euler-Lagrange
oL oL
(r+2) 3 |: (p+2):| — 07 (3116)
on 9(0,m)
chegamos a seguinte “equacao de movimento”
v Iy v Iy
Hn+ (9) n* + (¢) n’ + ... = 0,0"n = 0y (3.1.17)

2! 3!

Na equacgao acima o termo H7n domina todos os outros termos. Com isso, apenas os

termos lineares sao relevantes. Portanto a equagao acima torna-se
Hn = 0. (3.1.18)

Essas flutuagoes podem ser escritas em termos de uma expansao de modos normais, da

seguinte maneira

N, z) =Y &uy)in(x). (3.1.19)
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Usando o fato de que os modos £ sao campos que descrevem particulas localizadas na

p-brana, eles satisfazem, assim, a equagao de Klein-Gordon

Opnénly) = Mealy)- (3.1.20)

Portanto, ao substituir (3.1.19) e (3.1.20) em (3.1.18), obtemos uma equagao tipo Schroedinger

para as massas das particulas
Hp,(z) = M2, (), (3.1.21)
ou seja,
@)+ V@) = M2, (). (31.22)
Por fim, a acao efetiva é obtida ao substituir a condicao de ortonormalidade

/dm¢m(x)¢n(x) = Omon (3.1.23)

e a expansao (3.1.19) em (3.1.14). Isto nos fornece a seguinte expressao

S:—/dp+1y

Esta é portanto a acao de uma teoria de N+1 campos escalares localizados no “volume-

(3.1.24)

N
T+ 5 30,6076 (w) + V()
n=0

mundo” de uma p-brana. O potencial V() é dado por

VI/I(¢) 3 V/I/I(¢) 774 + :| '

n° +

V(E) = / do wa . . (3.1.25)

Comparando a agao original com a agao (3.1.24) podemos concluir que o método
de compactificacao via branas nos permitiu partir de um campo escalar real em p +
2 dimensbes para varios modos (campos localizados) em p + 1 dimensées. Em outras
palavras, assim como no mecanismo de compactificacao via Kaluza-Klein, na compactacao
via branas, um determinado grau de liberdade em p + 2 se traduz a varios graus de

liberdade em p 4+ 1 dimensoes.

3.1.1 Modelo ¢*

Nesta secao vamos mostrar uma aplicagao do método de compactagao via branas

usando um modelo simples e muito conhecido em teoria de campos, que é o modelo ¢*.
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O modelo ¢* ¢ dado por
1
V(p) = §(¢2 — 1) (3.1.26)

A p-brana é representada pela solucao estatica da equagao de movimento:

oV
iy = =5 (3.1.27)

Para solugoes solitonicas com dependéncia apenas na coordenada  ao longo de R! (com-

primento infinito) e invariante ao longo de MP*™!, (3.1.27) se torna

d*¢ OV
_— = 1.2
dz?  0¢ (31.28)
Usando o potencial definido previamente, temos a equacao de movimento

d*¢

— =2¢(¢? — 1 3.1.29

Tz = 20(¢" — 1), ( )

cuja solucao ¢ dada por
¢ = +tanh(z). (3.1.30)

Graficamente esta solugao nos fornece o que se conhece de solugao tipo parede de dominios,
que é dada por um “kink” e um “anti-kink”. O perfil do kink é dado pela figura que segue

abaixo:

0,51

Figura 3.1: Solugao tipo parede de dominios (kink).

Para achar o espectro localizado na p-brana, usamos a equacao tipo Schroedinger que

obtemos
d? _
— 3 Un(2) + V() dn(z) = Mytn(2), (3.1.31)
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coml:

V"(¢) = 4 — 6sech?(x).
Esse potencial é do tipo Poschl-Teller modificado e possui dois estados

3
Yy = %_sechQ(x) para M; =0

Py = ?tanh(x)sech(m) para M} = 3.

Graficamente, esse potencial tem o seguinte comportamento:

4 -

Figura 3.2: Potencial tipo Poschl-Teller modificado.

(3.1.32)

(3.1.33)

(3.1.34)

A acao efetiva é obtida, como mostrado na secao anterior, pela seguinte expressao

1 1
S = —/deyTp—l—/deyd:v {—5@778“7]— §7ZHU

" V///I
VB VI ] |

onde
2

- [ [ (%) W)] )

Como temos apenas duas autofungoes (1y e 1), n é dada pela expansao

ny", z) = &o(y)vo(z) + & (y)vi (),

que junto a relacao de ortonormalidade, tornam a agao efetiva na forma
p+1 1 2 1 Iz
S=—[d"y|T,+ §aufo(y)5 So(y) + §6M§1(y)8 &iy) +V(§)
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Esta é portanto a acao de uma teoria de dois campos escalares localizados no “volume-
mundo” de uma p-brana.

O potencial é dado por

V/// V////
V() = /d:v Ban + %ng + #774 + ... (3.1.39)

Substituindo as autofungoes, as derivadas acima e integrando em x, obtemos

9v/67 367

2
64 Sofi+ 32

1 18 9 9
V(§) = 5(Mg&s + MrEy) + 6+ 566+ 5260+ ol (3.140)

ou ainda, substituindo as massas My =0e M; = V'3 obtemos

9\/67r 3\/67r
32

V(e = 26 + e + 20T + D8+ bt et (3.1.41)

2

64

Graficamente, temos

Figura 3.3: Potencial em funcao dos dois campos localizados na brana.

Note que o potencial s6 possui um minimo na origem. Isto quer dizer que ha impossi-
bilidade de aparecer um kink “dentro” da brana. A possibilidade de encontra-lo é admitida
usando uma teoria de compactificacao de p-branas com uma dimensao extra compacta
[6], a qual nao sera abordada no nosso estudo. Nessa teoria é possivel obter um modo
cuja massa quadrada é negativa (modo taquiénico), onde esse modo sera responsavel pela

existéncia de kinks dentro da brana.
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Capitulo 4

Compactificacao via p-branas 11:
defeitos escalares globais em
D-dimensoes

Neste capitulo estendemos o formalismo desenvolvido no capitulo anterior aqui
denominaremos formalismo estendido. Este agora, trata de abranger nao s6 uma coor-
denada extra “fora” da p-brana. Agora podemos ter d coordenadas espaciais extras que
admitimos posteriormente ter simetria esférica. Com isso usamos um novo modelo pro-
posto em [10] que comporta certos parametros e fornece varios defeitos escalares globais,
os quais discutiremos detalhadamente a seguir. Aplicamos a teoria de compactificacao

via branas e observamos a localizacao de campos nas p-branas.

4.1 Formalismo estendido

Considere agora uma teoria de um campo escalar imerso num espago-tempo (p+d+1)-

dimensional, cuja topologia é
MPTEL — ML o RY (4.1.1)

onde M = (y*,q), com q = (1, %9, ...,74) € y* = (t,9y") (i = 1,2,...,p). Ou seja, y' sao as
coordenadas no “volume-mundo” da Dp-brana imersa num espago (p+d+1)- dimensional.

Note que agora temos d coordenadas extras infinitas fora da p-brana, ou seja, nao sao
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necessariamente compactas. A agao é dada por

S = /dtdpydxldxg...dmd E@MQM)MQS - V(gzﬁ)] , (4.1.2)

a acao acima pode ser reescrita convenientemente da seguinte maneira:

s= [aad 1 1(%) —(Z 25) Ll vy, @)

=1

com diq = dxydxy...dvg = r¢tdrdQ(d —1), sendo dQ2(d — 1) = lngd_d//;) o angulo soélido visto
do centro de uma esfera S?~! mergulhada em d dimensoes extras arbitrarias [1, 24, 25, 26]
e I' é a funcao gama. O indice g rotulado no operador nabla indica que o mesmo s6 atua

nas coordenadas extras (fora da p-brana).

Vamos aplicar a teoria de perturbacao ao campo ¢ do seguinte modo

(g, ") — olq) +nl(q, y"), (4.1.4)

com 1isso,

S(¢) — S(é,n). (4.1.5)

Isso nos permite expandir o potencial em torno da solugao soliténica de uma maneira

analoga ao que fizemos no capitulo anterior. Assim, a acao é reescrita como

- - 1
s = [t (7.7 - V(o) - gom0n

1 _ v Vv
+ 5 (Ve —nV"(@)n) - (2) - (@) 7t + } , (4.1.6)

3! 4!

que é uma agao para as flutuagdes n da p-brana, nao esquecendo da notagao V" (¢) =
D3V (¢)/0¢* etc. Desta agdo, podemos identificar dois termos importantes: a tensio da

p-brana (7},) e o termo bilinear com o operador “Hamiltoniano” (nHn),

T, = /ddq E(qug)2 + V(cﬁ)} (4.1.7)

1 _
SMHn = S5n(=Ve+V"(#)n. (4.1.8)
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Com isso, temos

1 1
S = —/deyijL/dp“yddq [—5@7]8“77— 577H77
V”l(§5> V////(Q;)
— Tﬁg—Tn4+... . (4.1.9)
Essa acao nos permite escrever uma lagrangeana para as flutuagoes, dada por
Liprary = T,0%q) + —50un0"n — St
\vdd " vl Iy

- 3$¢)n3 — 4@774 + } . (4.1.10)

Usando a equacao de Euler-Lagrange

oL oL
(p+d+1) _ au |: (p+d+1):| =0 (4111)
on 9(9un)
obtemos a seguinte “equacgao de movimento”
AV " v "
Hn+ 2$¢) n? + 3‘(¢> 0+ ... = 9,0"n = Opprayn- (4.1.12)
No regime linear temos
Hn = Oy (1.113)
Escrevendo as flutuagoes 1 em termos de uma expansao de modos normais
N q) = &)tn(a), (4.1.14)

substituindo em (4.1.13) e admitindo que os modos &,(y) sd@o campos que descrevem

particulas localizadas na p-brana satisfazendo a equacao de Klein-Gordon

Opraén(y) = Maa(y) (4.1.15)

obtemos, entao, uma equagao do tipo Schroedinger que governa as massas M? das particu-

las dada por
=Vtu(q) + V" (9)¥n(q) = Myihu(q). (4.1.16)

Por outro lado, admitindo a seguinte condi¢ao de ortonormalidade para as funcoes de

onda ¥ (q)
/ S (0)0n(@) = S (4.1.17)
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substituindo a expansao (4.1.14) na acao (4.1.9) e integrando em ¢, obtemos a agao efetiva

N
s=— [ @y | 1,43 0606 W) + VE) (4.1.18)
n=0
onde o potencial para os modos é escrito como
1 V/// n V//// n
V() = /ddq bnﬂn + %n?’ + %774 + } . (4.1.19)

Portanto, para solugoes estéaticas com dependéncia na coordenada q(zx1, s, ..., x4) oOU,
em coordenadas esféricas, q(r,01,0s,...,0(4_1)) ao longo de R? (comprimento infinito) e

invariante ao longo de MP*!, escrevemos a seguinte equacao de movimento

Vip = —. (4.1.20)
4.2 Aplicacao

Aqui iremos aplicar todo formalismo desenvolvido na segao anterior usando agora um

potencial mais geral que o modelo ¢* [10] que é dado da seguinte maneira

1
V(p,r) = ij. (4.2.21)

A primeira derivada do superpotencial (W, = 0W/0¢) ¢ dada por

W, = (gzs“? _ ¢“T“) . (4.2.22)

Onde d ¢é a dimensao do espago e a = 1,3,5,.... Note que ao fazermos d =1 ea =1
em (4.2.21) reproduzimos o modelo ¢*. O formalismo de primeira ordem também pode
ser aplicado a esse modelo, ou seja, solugoes de equagoes diferenciais de segunda ordem
sao satisfeitas por equacgoes diferenciais de primeira ordem. Assim, para configuragoes de

campos estaticos e radiais em d dimensoes, temos

do 1

Ao substituirmos (4.2.22) na equagado acima, considerando o sinal positivo, obtemos a

solucao

¢(r) = tanh F (;:2)] : (4.2.24)

a
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Os argumentos para a escolha do parametro a ser impar sao baseados no fato de que ao
considerar a = 2,4, ..., as solugoes exibidas nao conectam os minimos 0 e +1, ou seja,
as solucoes nao exibem esses valores assintéticos dos campos, o que nao condiz com um
defeito topologico [10].

Para o espectro localizado na brana, s6 usaremos a primeira autofuncao, que denomi-
naremos . A justificativa para isto é o simples fato de que podemos fatorar a equacao

tipo Schroedinger, isto é, escrevendo

H=Q'Q (4.2.25)
com
d
Q = Tdila + W¢¢, (4226)
d
QT - —Tdila + W, (4.2.27)

e aplicando a um estado 1, reproduzimos a equagao tipo Schroedinger (4.1.16). Isso

garante que H seja quadratico e portanto s6 tem um estado ligado, ou seja o modo zero

o.

Para determiné-lo devemos resolver a seguinte equacao de autovalor com My = 0
Hupg = M,

ou seja,

Cuja solucao é
Woo
oy = exp {— / mdr} . (4.2.28)
Portanto, como temos apenas a autofuncao vy, a tensao (4.1.7) tem a mesma forma, mas

a agao efetiva (4.1.18) e o potencial (4.1.19) sofrem uma pequena modificagao

5= [ @y(T,+ 8.6)P G +VE). (4.2.29)
T, = / dq B(qub)Q + V(¢)} (4.2.30)

31



vie = [ [0 ey + o ). (1.2.31)

Note que consideramos até o termo de quarta ordem em V().
Nas subsegoes seguintes iremos calcular a tensdo da p-brana (4.2.30) e o potencial
(4.2.31) para certos valores da dimensao d e do paradmetro a. Com obtemos a agao efetiva

(4.2.29) para cada caso.
4.2.1 Acgao efetivaparad=1ea=1

Substituindo d = 1 e a = 1 na solugao (4.2.24) obtemos a solugao estatica

¢ = tanh(—z). (4.2.32)

Para d = 1 devemos fazer a seguinte troca ao integrar dq = r4~1drdQ(d — 1) — dx, e
assim, como estamos em uma dimensao, trocamos r por x em todas equacgoes. Portanto,
usando Wy = 0Wy/0¢ com d =1 e a = 1, substituindo em (4.2.28) e integrando em z,

encontramos a seguinte autofungao
o = sech?(z), (4.2.33)

que normalizada, tem a seguinte forma

Uy = gsechQ(:U). (4.2.34)

A tensdo da p-brana é obtida substituindo a solugdo ¢ em (4.2.30) e integrando em . o
resultado obtido foi

T,=-. (4.2.35)
3
Substituindo a autofuncdo normalizada (4.2.34) e as derivadas do potencial em (4.2.31)

realizando a integral, obtemos o potencial para o modo &, da forma

V(é) = ?%éé- (4.2.36)

Como tinhamos comentado anteriormente, esse caso recai na teoria ¢*. Note que a
tnica diferenca dos resultados obtidos no modelo ¢* e nesta, é que aqui consideramos
apenas o modo zero, ou seja, fazendo ¢; — 0 naquele desenvolvimento, recaimos a todos

os resultados obtidos aqui.
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4.2.2 Acgao efetiva parad=1ea=3

Analogamente ao caso anterior, usando agora a = 3, obtemos respectivamente a solugao

estatica ¢ e a funcdo de onda normalizada

é=ﬂﬁnh3(—§), (4.2.37)

Uy =— (@) tanh? <§) sech? (g) : (4.2.38)

No caso da tensao 7T),, obtemos seu valor divergindo para o infinito. Quando a = 3,5, ...
para d = 1, outro minimo aparece (¢ = 0) [10] e com isso ha divergéncia de massa. Por

outro lado, o potencial encontrado foi

5425
V(%) = 50575 (4.2.39)

4.2.3 Acgao efetivaparad=1ea=5

Nesse caso, a solucao ¢ e a autofuncao normalizada foram calculados como

é=:tanh5<—g>, (4.2.40)

Uy =— (%) tanh* (%) sech? (g) ) (4.2.41)

e a tensao divergindo, como justificado no caso a = 3. Por fim, o potencial V(&) é dado

por
5643
203125

V(&) = & (4.2.42)

Nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3 mostramos o comportamento grafico das solugoes estéticas
¢, funcdes de onda normalizadas ¥ e dos potenciais para os modos V(&) em d = 1 e
a =1,3,5. A convencao utilizada, sera respectivamente para a = 1, a = 3 e a = 5, as
cores vermelha, verde e azul.

Por outro lado, é de se notar que ao substituirmos d = 2 na solugao (4.2.24) nao
teremos uma solugao admissivel, devido ao argumento da tangente hiperbélica. Portanto,

nao obteremos também agao efetiva e potencial.
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-0,51
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Figura 4.1: Solugoes estéticas em d = 1.

-20 -1 10 20

Figura 4.2: Funcoes de onda normalizadas em d = 1.

160+
140
1201
100
80
60
40+
20

Figura 4.3: Potenciais para o modo &, em d = 1.

4.2.4 Acao efetivaparad=3ea=1

A solugao (4.2.24) para d = 3 e a = 1 tem a forma

¢ = tanh (1> : (4.2.43)

r

Quando d = 3 temos que dlq = r®ldrdQ)(d — 1) — 4mwr?dr. Assim, a autofuncio
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obtida foi

Yo = sech?(1/r),

(4.2.44)

a qual nao é possivel normalizar, pois ha divergéncia na integral. Sendo assim, nao é

possivel calcular o potencial V' (&;). Portanto, a a¢do efetiva neste caso s6 dependera da

tensao da p-brana. O seu valor encontrado é dado por

1 1
T, = 4n <%7r2+ 6) :

4.2.5 Acao efetiva parad=3ea=3

¢ = tanh® <%)

com a correspondente autofuncao normalizada

1 1
U, = —2.057 tanh? [ — ) sech® [ — | .
3r 3r

A tensao e o potencial obtidos sdao dados respectivamente por

2
T, =4m (iﬂ2 + —7>

A solucao obtida foi

140 70

V(&) = 0.957&2.
4.2.6 Acao efetiva parad=3ea=5

Por fim, quando d = 3 e a = 5 obtemos ¢ e ¥, com os seguintes valores

- s (1
¢ = tanh (57’)

21.51senh* ()

Yo = )
" [senh (&) + cosh (é)f cosh’® (&) [—senh (&) + cosh (%)]2
onde
(125 , 16195
Ty =dm (11887T + 12474)
e

V(&) = 485.667¢,.
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Nas figuras 4.4, 4.5 e 4.6 mostramos o comportamento grafico das solugoes estéticas
¢, funcdes de onda normalizadas ¥ e dos potenciais para os modos V(&) em a = 1,3, 5,
sendo d = 3 dimensoes. A convengao utilizada serd a mesma, isto é, a =1, a =3 e a = 5,

sao representadas pelas cores vermelha, verde e azul respectivamente
1_
0,8

0,6

0,4

0 T T

Figura 4.4: Solucoes estéticas em d = 3.

Figura 4.5: Fungoes de onda normalizadas em d = 3.
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200000+
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Figura 4.6: Potencial para o modo &, em d = 3.

A conclusao mais importante que tiramos deste capitulo é que os defeitos globais
embora quebrem a invariancia da simetria de translagao porque o potencial escalar possui
dependéncia explicita com as coordenadas espaciais através de r, é possivel encontrar
teorias efetivas cujos potenciais sao tipo &. Esses potenciais ndo possuem dependéncia
explicita com as coordenadas da p-brana, logo sao potenciais que respeitam a simetria de
translacao. Neste sentido podemos concluir que neste processo de compactificacao surge
um mecanismo no qual uma teoria que quebra a invariancia de translagao em dimensoes
mais altas, recupera a simetria de translacao em dimensoes menores. Isto esta de certa
forma de acordo com as idéias mais recentes sobre a possibilidade da quebra da simetria
de translacao em altas energias ao mesmo tempo em que se abre a possibilidade de se

sondar dimensoes extras do nosso Universo.
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Capitulo 5

Comentarios e Conclusoes

Diante do trabalho apresentado podemos destacar muitos pontos que nos deram
uma melhor clareza no que diz respeito a compactificagao de dimensoes extras. O processo
de bifurcacao nos deu um olhar mais detalhado do que se pode acontecer em setores
formados por soluc¢oes topologicas que conectam vacuos de uma teoria. Particularmente,
temos observado que solugdes (ou setores) diagonais podem se bifurcar, por um processo
espontaneo, formando juncoes de branas estaveis. No modelo de dois campos, vimos que
um setor diagonal pode se bifurcar em quatro “meias” paredes, enquanto no modelo de
trés campos uma diagnoal se bifurca em doze “quartos” de parede. Isso porque o nimero
de vécuos fornecido pela teoria proposta é sempre 2", onde n é o nimero de campos.
Também foi importante observar o fato de que o parametro de deformagao sempre ser
negativo para que ocorra uma junc¢ao estavel de solucoes tipo bordas, e que ao mesmo
tempo esté relacionado, no contexto de localizagao de gravidade, ao fato de a constante
cosmologica de todo o espago ambiente (aonde se encontra a p-brana) ser negativa (espago
AdS).

No que se refere a jungoes de branas, ¢ importante levar em conta o mecanismo de
“relaxacao” de dimensoes extras. Vimos que ao se partir de um universo primordialmente
(9 + 1)-dimensional, sdo necessérias seis paredes de dominios 8-dimensionais (8-branas)
que se cruzando ortogonalmente fornecem uma jungao 3-dimensional (3-brana), a qual

pode evoluir no tempo exibindo o nosso universo (3-+1)-dimensional. Vimos também que
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ao considerar o setor fermioénico na nossa teoria, obtemos 2° = 64 modos localizados
na jungao, de tal forma que apenas 20 estados massivos degenerados e 1 nao-massivo sao
estatisticamente favoraveis a “viver” na junc¢ao 3-dimensional. A isso foi interpretado como
nimeros quanticos N. = 3 cores e Nrp = 6 sabores de quarks, mais trés 1éptons incolores.
Como mencionado, esses 21 graus de liberdade fermionicos sao os que compoem o setor
fermionico do Modelo Padrao. Ou seja, de acordo com esse cenario a fisica do Modelo
Padrao pode ser uma manifestacao de dimensoes extras, que na jun¢ao, se manifesta como
uma fisica quadridimensional.

Sobre o método de compactificacao via branas, podemos concluir que esse método se
atém, assim como no método de jungao de branas, a localizar modos na propria brana,
mas nao numa juncao. Vimos que o ponto de partida foi uma perturbacao dos campos em
torno de uma solucao conhecida, expandindo em modos normais de vibragao. Tomamos
esse conjunto de modos descritos por autofuncoes e autovalores, que integramos em todo
o espago. O resultado foi uma teoria efetiva localizada num “objeto” de dimensao menor,
ou seja, uma brana. Isso mostra que um determinado grau de liberdade em p dimensoes
se traduz em varios graus de liberdade em p — 1 dimensoes.

Por fim, estendemos o método via branas, adicionando mais d graus de liberdade a
topologia do espago em que a brana estd mergulhada. Ao aplicar o modelo estendido
do potencial, vimos que os resultados foram satisfatoérios, pois, além de reproduzir os
resultados do modelo ¢* quando d = 1 e a = 1, os potenciais dos modos forneceram
apenas um tnico minimo. Isso, analogamente ao modelo ¢*, pode sugerir que apliquemos
nossos resultados a uma dimensao extra compacta e verificar se também sao observados

modos taquidnicos. Portanto, isso serve como perspectiva de trabalhos.
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Apéndice A

Equacoes de primeira ordem e energia
de Bogomol’'nyi

Seja uma teoria de dois campos escalares reais ¢ e x, os quais se referem ao setor
bosonico de uma teoria supersimétrica. A lagrangeana que descreve a dindmica desses

campos é dada por

1 1

onde V' = V(¢, x) é¢ um potencial real. O indice u rotula o espago-tempo (d, 1)-dimensional.
O potencial é dado em termos de uma funcdo suave dos campos W = (¢, x), que no con-

texto de supersimetria, denominamos superpotencial. Assim como segue
Lo 1o o

sendo W, = OW/0¢ etc. Usando a equagao de Euler-Lagrange para os campos escalares

¢ e X, obtemos as seguintes equacoes de movimento

ov
O P .
¢+ 90 0 (A.3)
(S
ov
O R A4

2 , . L. . 1. . .
onde O = % — V2 é 0 operador d’Alembertiano. Para campos estéticos e unidimensionais,

isto é, ¢ = ¢(x) essas equagdes se reduzem a

2o oV _

i il (A.5)

40



>y OV
2T . A.
dz?> Oy 0 (4.6)

Usando (A.2) em (A.5) e (A.6) obtemos as equagdes de movimento em func¢ao do

superpotencial
d?*¢
Tz = WelWes + WilWys, (A7)
d*¢
@ = W¢W¢x + WXWXX' (A-8)

Ha uma grande dificuldade de encontrar solu¢oes dessas equagoes, pois sao equagoes
diferenciais de segunda ordem acopladas. Dai a importancia do método de Bogomol'nyi

[27]. Tomemos a equagao (A.5), multiplicando por d¢/dx

dp d>¢  de oV
d [1(do\*|  dV(e)
@[5 (%) T (4.10)

integrando em z os dois lados da equagao (desconsiderando o outro campo por enquanto)
e admitindo que o potencial seja da forma V(¢) = %Wg obtemos a seguinte equagao de

primeira ordem

do

L = W,. A1l

7 =W (A.11)
analogamente para o campo x (agora fazendo o campo ¢ = 0)

dx

A W A.12

dr X ( )

No entanto, mesmo para os campos acoplados, ou seja, mantendo ambos ¢,y # 0 ,
¢ de se notar que solugoes satisfeitas pelas equagoes de primeira ordem (A.11) e (A.12)
também sao satisfeitas pelas equagoes de segunda ordem (A.7) e (A.8). Isto significa
uma grande reducao de trabalho, pois dispomos agora de equacoes de primeira ordem
desacopladas.

Outro aspecto muito importante é o fato de se calcular a densidade de energia (ou

tensao) de uma parede de dominios. Calcula-se a densidade de energia como
too 1 fdg\ 1 fdx)\’
E = | == =
/_oo da [2 (dx) +3 (dx) +V(o,x)
1 [re dp\*  (dx\® s
-5/ dl‘[(d—) +(d_) WY
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Podemos somar e subtrair termos, de forma que a equagao acima se torna

1 [Te° do 2 dx 2
£ g T (m) (R

+
+o00 d¢
+ /_OO dx (mdx +dew) (A.14)

Note que os termos quadraticos sao positivos, sendo zero o seus valores minimos. Ao
considerar as equagoes de primeira ordem (A.11) e (A.12) a primeira integral se anula. E

usando o fato de que Z¥ = (W, gi + WX%) obtemos entao
E = Ep = [W((00), x(00)) = W(g(=00), x(—00))], (A.15)

a qual denominamos energia de Bogomol'nyi (Ep), que é calculada nos valores assintoticos
dos campos. As configuracoes em geral possuem energia maior que esse valor. Entretanto,
solucoes cujas energias sao iguais a energia de Bogomol'nyi sao denominadas solugoes BPS

(Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield) [28].
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