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RESUMO

O problema isoperimétrico € um tema cuja primeira apari¢do esta contida na obra Eneida escrita
antes de cristo, e que também pode ser notado no formato dos nticleos das cidades mais antigas
evidenciando o fato dos antepassados conhecerem sua solugdo. O problema em sua origem
consiste em considerar um comprimento e encontrar dentre todas as curvas fechadas do plano
com esse comprimento a que engloba maior drea. O mesmo possui diversas aplicacdes, a
exemplo da construgdo de cercas e embalagens. Esta pesquisa é caracterizada como uma revisao
bibliogréfica de livros, artigos e monografias, cujo objetivo é apresentar uma demonstracao da
desigualdade isoperimétrica no plano, através de séries de Fourier, e expor algumas de suas
aplicacdes. Para isso, foram apresentados alguns resultados e defini¢des sobre séries de Fourier
e teoria das curvas planas de modo a facilitar seu entendimento. A desigualdade isoperimétrica
mostra-se um assunto relevante para matematicos em formacao, visto que pode ser introduzido na
educacdo bdsica através de sequéncias didaticas. Nao obstante, sua resolucao no plano envolve
uma parte significativa da matematica apresentada no ensino superior, e além disso esse problema
¢ objetivo de pesquisas em diversos campos da matematica, como o cdlculo variacional e teoria
dos espacos de Banach. Desta forma, é estabelecido através do Problema Isoperimétrico um elo
entre a matemadtica nos diversos niveis, promovendo uma significacao para tal estudo.

Palavras-chave:Teorema do divergente. Desigualdade isoperimétrica. Lenda de Dido.



ABSTRACT

Isoperimetric problem is a theme whose first appearance is contained in the work Aeneid, written
before Christ, and which can also be noted in the shape of the oldest cities core emphasizing
the fact that the ancestors knew its solution. The problem in its origin is to consider a length
and find among all closed curves of the plane which one contains the largest area. It has several
applications, such as the construction of fences and packages. This research is characterized
as a bibliographic review of books, articles and monographs, whose objective is to present a
statement of isoperimetric inequality on the plane through the Fourier series, and expose some
of its applications. In this regard, results and definitions about Fourier series and theory of plane
curves were presented in order to facilitate its understanding. Isoperimetric inequality appears
as a relevant subject for trainee mathematicians, since it can be introduced into basic education
through didactic sequences. Nevertheless, its resolution in the plane involve a significant part of
mathematics presented in higher education, and furthermore this problem is the aim of researches
in several fields of mathematics, such as variational calculus and Banach space theory. Therefore,
Isoperimetric Problem establishes a link between mathematics at different levels, promoting a
significance for such study.

Keywords: Divergence theorem. Isoperimetric inequality. Legend of Dido.
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1 INTRODUCAO

Desde a antiguidade € necessario ao homem delimitar dreas, seja para sua propria moradia
e protecdo, ou para outra finalidade como manter seus animais em determinado local. Para
realizar essa limitagcdo sdo exigidos recursos que devem ser sempre bem aproveitados. Nesse
contexto, surge a questao sobre a existéncia de um formato no qual tais recursos possam ter
melhor aproveitamento, ou seja, qual formato deve ser utilizado visando englobar uma maior
area. Essa situacdo traz uma possivel origem do problema isoperimétrico (P.I.), que é descrito

cOmo segue.

Classicamente o P.I. possui o seguinte enunciado: Dado um comprimento L > 0,
encontrar dentre todas as curvas fechadas do plano com esse comprimento, a que englobe maior
drea. De acordo com, Telichevesky e Klaser (2016), o problema pode ser reformulado como:
Dada uma drea A > 0, encontrar, dentre todas as curvas que englobam esta drea, a que tem

menor perimetro.

Ainda existe uma versao equivalente do enunciado, conhecida como a desigualdade
isoperimétrica, esta versdo esta contida em diversos livros, a exemplo de Carmo (2008) e se
apresenta da seguinte forma: A drea A englobada por qualquer curva o plana fechada simples,
de comprimento L satisfaz a desigualdade isoperimétrica A < L? /4. Além disso, a igualdade

ocorre se, e somente se, O./fOI” um circulo.

A solugdo do P.I. é conhecida hd muito tempo e percebe-se que foi usada na passagem
da lenda de Dido escrita pelo poeta grego Virgilio, em sua obra Eneida, em 300 a.C.. No
entanto, apenas no inicio do século passado foi apresentada uma solugdo atendendo ao rigor da

matematica moderna.

Em outros contextos, o problema isoperimétrico pode ser utilizado como ferramenta
didatica na educagdo basica a exemplo do trabalho de Limbeger (2011), onde sdo apresentados
resultados de uma sequéncia didatica com esse tema e com softwares baseados nesse problema,

propondo assim um roteiro para sua introduc¢do na educacao basica.

Apesar de ndo pertencer ao curriculo obrigatdrio dos cursos de licenciatura em mate-
matica, o P.I. possui relacdo com diversos conceitos estudados ao longo deste. Essa ligacao
pode ser evidenciada no trabalho de Telichevesky e Klaser (2016) onde sao apresentadas cinco
demonstracdes da solucdo do P.I., duas através de conceitos geométricos, e trés envolvendo
principios do célculo diferencial e integral, sendo utilizadas para estas os multiplicadores de

Lagrange, o teorema de Green e as séries de Fourier.

Os estudos com relacdo ao P.I. ndo se limitam aos conceitos presentes nos cursos de

ensino superior, Figueiredo (2007) o classifica como um problema do cdlculo variacional, ja
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Telichevesky e Klaser (2016) apontam que generalizacdes acerca desse tema ainda estdo sendo
elaboradas, tornando assim o P.I. ativo em diversas dreas da matemadtica, a exemplo de: Geometria

diferencial, Teoria de espacos de Banach, Equacdes diferenciais parciais dentre outros.

Esta pesquisa caracteriza-se como uma revisdo bibliogréfica, cujo objetivo € apresentar
uma solu¢do do problema isoperimétrico no plano, utilizando as séries de Fourier, e ainda expor
aplicacdes desse resultado. Além disso, busca-se tornar o texto completo com a exposicao das
defini¢des e resultados necessarios. O trabalho encontra-se dividido em quatro capitulos, onde o

primeiro consiste na introdu¢do e os demais sdo descritos a seguir.

O segundo capitulo conta com uma introdugdo as séries de Fourier, iniciando com
defini¢des de sequéncias e séries de funcoes, seguidos da dedugdo dos coeficientes dessas
séries, uma defini¢ao formal e resultados que estabelecem condi¢des para sua convergéncia. Na
sequéncia é exposto o teorema de integra¢do que afirma que pode-se integrar termo a termo da
série de Fourier de uma funcdo f sem necessariamente ela convergir uniformemente. O capitulo

encerra-se com o teorema da identidade de Parseval.

No terceiro capitulo, encontra-se um breve estudo sobre a teoria geral das curvas planas,
partindo das defini¢des fundamentais e expondo alguns resultados necessarios a este trabalho.
Apo6s as defini¢des, apresentam-se alguns resultados sobre reparametrizacao de curvas e de
campo de vetores ao longo destas. Ao fim do capitulo sdo apresentados resultados sobre campos

vetoriais, encerrando com o teorema do divergente e uma de suas consequéncias.

O ultimo capitulo estd organizado em trés se¢des, a primeira aborda o panorama histérico
do P.I., discorrendo sobre a lenda de Dido bem como a evolu¢do no estudo desse problema
ao longo dos anos. A segunda apresenta o teorema da desigualdade isoperimétrica com sua
demonstragdo, além de duas proposi¢des que sdo consequéncias diretas do teorema. A terceira
secdo conta com duas aplicacdes da desigualdade isoperimétrica: uma relacionada a constru¢ao
de uma cerca com um ndmero limitado de mourdes buscando-se delimitar a maior drea possivel, e
a outra relacionada a constru¢do de uma embalagem com drea da base e tampa fixadas, buscando

gastar o minimo de material possivel na sua confec¢do.
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2 SERIES DE FOURIER

Antes de apresentar a demonstracdo da desigualdade isoperimétrica, se faz necessario
a explanacao de defini¢des e resultados do cdlculo diferencial e integral indispensdveis ao
entendimento da mesma. Este capitulo, contempla as sequéncias e séries de funcdes, enfatizando
a série de Fourier que € peca importante neste trabalho, ja que a partir da utilizacao dessa série
e de alguns resultados como o teorema da identidade de Parseval, consegue-se apresentar a

demonstra¢do da desigualdade.

De acordo com Figueiredo (2007), em 1759 o grande matemético Lagrange (1736-
1813) ao propor uma solucdo para a equagao da onda, fazendo o tempo igual a zero, obteve
o desenvolvimento de uma fun¢do f em uma série de senos e cossenos. Anos mais tarde,
Fourier (1768 - 1830) em sua obra sobre teoria matematica da conducao de calor, explicitou os
coeficientes dessa série, e também, escreveu as séries de vdrias fungdes, afirmando ainda que
qualquer funcao poderia ser aproximada por séries de senos e cossenos. Certo tempo depois,
diversos matematicos a exemplo de Dirichlet mostraram exemplos de funcdes que ndo podem

ser aproximadas por estas séries.

As séries de Fourier sdo casos particulares de séries de fungdes, que por sua vez estao
intimamente ligadas com o estudo das sequéncias de fun¢des. Desta forma, serdo apresentados,

as definicdes e alguns resultados de sequéncias e séries de fungdes.

2.1 Sequéncia de funcdes

Definicao 2.1 De acordo com Lima (2008), dado I C R uma sequéncia de funcoes f, : I — R
é uma correspondéncia que associa a cada niimero n € N uma funcdo f,, definida em I e

tomando valores reais.

Assim, seja f, uma sequéncia de func¢des definidas em I C R. Para cada x € I,
pode-se considerar a sequéncia numérica de N — R, com termo geral f,(z). Seja B = {x €

I|fn(z)converge}, ou seja, B é o subconjunto de I, onde:
Fla) = lim £, (@)

Nessas condigdes, a sequéncia f,, converge a func¢do f em B.

Exemplo 2.1 Mostre que a sequéncia de fungédes f,(x) = x™ converge no intervalo (0,1], a
fungdo dada por:
1, sex =1

fx) =

0, se0<z<l1.
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Solucio: Deve-se mostrar que, para todo = € (0, 1],

lim f,(z) = f(2).

Para x = 1, tem-se, lim,_,o f,(z) = lim, - 1™ = 1. E considerando agora, z € (0, 1),
observa-se que:

lim f,(z) = lim 2" = 0.

Assim, verifica-se que a sequéncia de fungdes f,,(x) converge para a fun¢do f(x) no intervalo
(0, 1].

De acordo com Lima (2010), existem varias no¢des de limite para sequéncias e séries de
func¢des, no entanto, as mais comuns sdo as de convergéncia simples e convergéncia uniforme,

que serdo abordadas a seguir.

Definicao 2.2 Uma sequéncia de fungoes f,, : I — R converge simplesmente para a funcdo
f I — R quando para todo = € I, f(x) = lim,_, fn(z), ou seja, dados € > 0 e x € I existe
no € N (dependendo de € e de x), tal que, n > ny = |fu(z) — f(2)] < e

Definicao 2.3 Uma sequéncia de funcoes f, : I — R converge uniformemente para a funcdo

f(z), se dados ¢ > 0 e x € I existe ny € N (dependendo apenas de €) tal que n > ny —

|[fo(2) = fl2)] <e

Graficamente a definicdo de convergéncia simples significa que em cada reta verti-
cal, ficam determinados os pontos (z, f1(z)), (z, f2(x)), (z, f3(x)), ...(z, fu(z)), ..., tais que a
sequéncia determinada por estes converge para o ponto (z, f(z)). Ja a defini¢do de convergéncia
uniforme, graficamente significa que, dado € > 0 existe um ny € N, tal que, para todo n > ng, 0

gréfico de f estd contido na faixa de raio € ao seu redor.

Figura 1 — O gréfico de f,, estd contido na faixa de F'(f,¢).
A

- ———=

Y

X

Fonte: Elon (2008).
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Existem diversos resultados que estabelecem as condic¢des para a continuidade, integrabi-
lidade e derivabilidade para fun¢des definidas como o limite de uma sequéncia de funcdes, além
de existirem testes para saber se uma sequéncia converge uniformemente ou nao. Porém, como o

foco deste trabalho € outro, serdo expostas apenas as defini¢des acima.

2.2 Série de funcdes

O estudo de série de fungdes é parecido com o de séries numéricas, com a grande
diferenca que uma converge para uma funco real e a outra para um ndmero real. Deste modo,
assim como as séries numéricas que tem uma forte relacdo com sequéncias, as de fungdes

possuem relagdo com as sequéncias de fungoes.

Definicao 2.4 De acordo com Guidorizzi (2002), uma série de fungdes é uma soma infinita do

tipo :i% fn, em que cada f,, é uma funcdo.

Uma série de funcdes Z:{:ﬁ) fn € dita convergente, em um conjunto /, afungdos: I — R

se paracadax € [,
+00
s(x) =) ful2),
n=0
ou seja,

n—oo

s(z) = lim ifk(x),V:c el,
k=0

a fungdo s(x) denomina-se soma da série e seu dominio sdo os z € R para os quais a série

converge.
Exemplo 2.2 Mostre que a série de funcoes Z::S x™ converge para ) < x < 1.
Solucdo: Por se tratar da série geométrica, sabe-se que se |z| < 1,

+oo

>t

1—2z
n=0
+o00o

deste modo, a série > 2™ converge a fun¢do s(z) = = com 0 < z < 1.

O exemplo acima se contrapde a complexidade que pode ser analisar se uma série
converge ou ndo a uma funcdo. Diante dessa dificuldade, existem critérios para a convergéncia
uniforme de uma série de fungdes. A seguir serd apresentada a definicdo de convergéncia

uniforme, e os critérios de Cauchy e de Weistress para tal convergéncia.
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Definicao 2.5 De acordo com Guidorizzi (2002), a série de fungcdes Z:ﬁg fr converge unifor-

memente, em I, a fungdo s : I — R se, dado € > 0 existir ng € N tal que, Vz € 1,

n>ny = ka(x)—s(x) < €.

k=0

Teorema 2.1 (Critério de Cauchy) A série de funcoes Z::S fr converge uniformemente, em
1, a fungdo s(z) = >_;°0 fi. se, e somente se, Ve > 0 dado, existir ny € N tal que, quaisquer

que sejam os naturais m e n e para todo x € 1,

Demonstracao: Suponha que a série de funcgdes E;ﬁg fr convirja uniformemente, em I, a

fungdo s(z) = ZZ;’B fr. Assim, pela defini¢do 2.5, dado € > 0, dny € N, tal que:

n
n>ny = ka—s(x) <€,

k=0
por outro lado, dado m € N, tem-se:
S Fe=d fel =D o= s(@) +s@) =D S| D Fe—s@)]| + D fe—s(@)|,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
logo, Vx € I, segue:
“ € - €
n>ny = kzzgfk—s(:v) <gem>mny = ;fk—s(x) <5 =

Yo=Y fl<e
k=0 k=0

Suponha agora que, Ve > 0 dado, existe ny € N tal que, quaisquer que sejam 0s naturais m e n e
paratodoz € I, m >n >nyg = > 1_o fi — Dreo f&| < €. como a sequéncia das somas
parciais formam uma sequéncia de Cauchy segue que ;- fi é convergente, logo, fazendo

m — 0o, tem-se, Vz € I:

& €
n>ny = ka—s(x)§§<e
k=0
e portanto a série ZZ:‘XS fr converge uniformemente. |

O teorema acima também € vdlido para a convergéncia uniforme de sequéncias de

fungdes, com enunciado e demonstracao andlogos.
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Teorema 2.2 (Critério M de Weierstress) Seja Z;ﬁf’) fr uma série de funcoes e suponhamos

que exista uma unica série numérica ZZ:OB My, tal que, para todo x € I e para todo k € N,

[fi(2)| < M.

.~ s ) —+o00 ~ s —+o00
Nestas condigdes, se a série numérica ), °) M, for convergente, entdo a série y , " fi conver-

gird uniformemente, em I, & fungdo s(x) = 5,20 fu(z).

Demonstracao: Por hipétese, ZZ:S M, é convergente, entdo pelo critério de Cauchy, 3 ny € N

tal que, para quaisquer m € n naturais maiores que 7:

m>n = |y My—Y M| <e= My +Myo+..+ M <e (21
k=0 k=0

Por outro lado,

ka - ka = ‘fn+1 + fn+2 + ...+ fm’ S |fn+1‘ + ‘fn+2’ + .+ ‘fm|7 (22)
k=0 k=0

como | fi(z)| < My, segue de 2.1 ¢ 2.2:
ka_z.fk’ S Mn+1+Mn+2+-'-+Mm <€,
k=0 k=0

e portanto, pelo critério de Cauchy, segue que a série Zzzog fr converge uniformemente, em I, a
fungdo s(z) = >, %0 fu(®). [

Serdo apresentados a seguir, os teoremas que garantem a continuidade, integrabilidade e
derivabilidade de uma fun¢do dada como uma série de fun¢des. Suas respectivas demonstragdes

serdo omitidas por necessitarem de mais resultados sobre sequéncias de funcdes, o que esta fora

do escopo deste trabalho. Os teoremas a seguir podem ser encontrados em Guidorizzi (2002).

Teorema 2.3 (Continuidade) Seja s : [ — R dada por
+0o0

s(z) = ka(a:)
k=0

Se a série de funcoes Z;ﬁg fr convergir uniformemente a s, em I, e se cada fy, for continua em

o € I, entdo s serd continua em xy.

Teorema 2.4 (Integracio termo a termo) Seja s = s(z), « € [a, b], dada por

s(z) = ka(x)
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Se cada fy, for continua em |a,b| e se a série EZ:OB fr convergir uniformemente a s em [a, b),

[ sy = f [ i,

entdo

ou seja,

b | oo 400 b
/ fr(z)| de = Z/ fr(z)dz.
a 0 k=0 ¢

k=

Teorema 2.5 (Derivacao termo a termo) Seja s : [ — R, [ intervalo, dada por
+oo
s(z) =) fulx).
k=0

Se cada f, for de classe C* em I e se a série Z;:OZ fi. convergir uniformemente em I, entdo,

para todo x € I,
+oo
(@)=Y file),
k=0
ou seja,

D felx) | =) file).

Os teoremas acima apontam que se uma série de fungdes converge uniformemente a uma
funcgdo, entdo esta fungdo € continua. Além disso, ao integrar ou derivar esta fun¢do, pode-se
integrar ou derivar sua série termo a termo. Este fato € muito importante na analise de algumas

séries de funcdes, a exemplo das séries de Fourier.

A seguir, serd iniciado o estudo sobre as séries de Fourier, as quais possuem um papel
importante na solu¢do de equagdes diferencias ordindrias e parciais, além de estarem intima-
mente ligadas a diversas aplica¢des, a exemplo da conducgdo de calor em uma barra uniforme.
Inicialmente serdo estudados os coeficientes desta série, e posteriormente serd apresentada uma

definicao mais consistente da mesma.

Uma série de Fourier € uma aproximag¢ao de uma funcdo real como uma soma de senos e

cossenos dada pela seguinte expressao:

+o0
flz) = % + ; [ancos? + bnsen?] :

A partir disso pode-se utilizar essa representacdo para solucionar equagdes diferenciais, inclusive

algumas cuja soluc¢do ndo pertence ao conjunto das funcdes elementares.
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2.3 Coeficientes de Fourier

Antes da deducdo das expressdes para os coeficientes da série de Fourier de uma funcio

f, serdo expostos alguns resultados.

Definicdo 2.6 Uma funcdo f : R — R é periddica de periodo T se f(x +T) = f(x) para todo

x. O menor valor de 'I' que satisfaz essa condigcdo é chamado de periodo fundamental da funcdo.

TLT('LU

Exemplo 2.3 Determine o periodo fundamental T da fun¢do sen™r*

L
Solucao: Deve-se ter,
nm(x +T) nwx
—_— = —,Vx e R,

sen 7 = sen——,Vz

ou seja,
nrxr  nml n nt’l"  nmx nmwr
Sen——Co0s—— + Sen——CcoS—— = Sen——.
L L L L L

Para x = L/2n, segue

T  nrl T N nal ]

sen—cos = sen— cos = 1.

2 L 2 L

Usando a relac@o fundamental da trigonometria, obtém-se:
onmT 4 onmT TN onmT _0 — nmT 0
cos?’—— + sen® —— = sen”—— = sen—— =
L L L L ’
T 2L
para obter o menor valor positivo de 7', faca n% = 21r = T = —, este é o periodo
n

T

fundamental da fungio sen”7*. Usando a relagdo senz = cos(z + 7),Vx € R, segue que

n7r1‘

2
T = — € o periodo fundamental da fungdo cos“7*
n

Defini¢do 2.7 Uma funcdo [ : R — R é dita par se f(x) = f(—x), para todos os pontos do

seu dominio.

Definicio 2.8 Uma fungdo f : R — R é dita impar se f(—x) = — f(z), para todos os pontos

do seu dominio.

As proposi¢oes a seguir estabelecem resultados sobre soma e produto de fungdes pares
e fmpares, além de integrais para essas fungdes em um intervalo simétrico sdo facilmente

demonstradas e podem ser encontradas em Figueiredo (2007).

Proposicao 2.1 Com as operagoes usuais de soma e produto de funcoes, tem-se os seguintes

resultados acerca de fungobes pares e impares:

(i) A soma de duas fungoes pares é uma funcdo par. A soma de duas funcoes impares é uma

impar;
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(ii) O produto de duas funcgoes pares é uma funcdo par;
(iii) O produto de duas fungcoes impares é uma fungdo par;

(iv) O produto de uma fungdo par por uma funcdo impar é uma fungdo impar.

Proposicao 2.2 (i) Seja f : R — R uma funcdo par que é integrdvel em qualquer intervalo

[if@mm::gALﬂxmw

(ii) Seja f : R — R uma fungdo impar integrdvel em qualquer intervalo limitado. Entdo

limitado. Entdo

/if@uxzo

Proposicao 2.3 Seja f : R — R uma fungdo periodica de periodo T, e integrdvel em qualquer
a+T T
A
a 0

Esta tltima proposi¢do serd usada diversas vezes nesse trabalho, sem necessariamente ser feita

intervalo. Entdo

onde a é um niimero real fixado.

mencdo a ela.

Agora de fato, serdo deduzidos os coeficientes da série de Fourier. Se uma fungio f(x),
pode ser escrita na forma de uma série de Fourier:

TL?TI]
)

+oo
flz) = % + ; [ancos? + b,sen— (2.3)

L

€ de se esperar que os coeficientes, a,, € b, possuam relacdo com a fun¢do f em questdo. Para
encontrar essas relagdes, suponha que a igualdade 2.3 seja valida e que a série em 2.3 convirja

uniformemente.

Pelo teorema 2.3, segue que a fungdo f(x) é continua (e assim, pode ser integrada),

T T

T L
esse mesmo periodo fundamental. Pelo teorema 2.4 pode-se integrar ambos os lados da equagdo

2.3:
L L +00 L L
/L f(x)dx = % de + ; {an/ cosn—zxdx + bn/ sen?dw] :

—L —L

entretanto como o periodo fundamental das fungdes cos™ e sen™ € 2L, a funcdo f deve ter

observe que,

L

L nwx L nwx

cos——dxr = —sen——
—L L nm L

L
/ sen@dx = 0.
_I L

e pela proposicao 2.2
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L L L
/Lf(x)dx:% 7Ldm = CLOZ%/Lf(ZE)dZE

mmnx

L

Assim,

Agora, multiplicando a igualdade 2.3 por cos ( ) com m natural maior ou igual que

1 fixado, obtém-se:

f(x)cos <m;mc> = cos (mzx) % + cos <?> f [ancosnL + b, enn—Lw] (2.4)
1

n=

Usando a expansao a seguir da série de funcdes
f [a cosn + b senm} = [a cosH +b senH +...+a cosmT +b sen@]
L L L T L Ll

n=1
e integrando a equacao 2.4 em ambos os lados de acordo com o teorema 2.4, tem-se:
L

L L
/_L f(z)cos <m£m) dr = /_L cos (mzx) %dl‘+ /_L cos <m£m) [alcos% + blsenW—Lx

+.. +ancosnz + b, sen?]dm, (2.5)

Note que
L

L
mmx _ @ mmx
—dx ( )d =0.
/LCOS< L ) 2 ,LCOS L v

Agora utilizando a propriedade distributiva da multiplicagcdo, e propriedades da integral, a

equagdo 2.5 se torna:

L L L
/ f(z)cos (mzm) dr = ay / 05222 005" i + b / c0s 2 sen”™ d + ...+
_L _

_I L L I L L
L L
+ ay, /_L cosmzxcosgdaz + by, /_L cosmgxsen?dx (2.6)

mnzx
L

como cos™Fsen”™ T € uma fung@o impar segue que f ; cos™FEsen™Tdx = 0.

L

Mostra-se que:

L mnmx — NTT L, sen=m
cos cos——dx =
7 L L 0, sen#m

De fato, se n = m =—> cosZELcos™EL = cps?™IL e
L L L

/ L omma / L n 1 2mmnx I
cos = =+ ~cos = L.
- L L \2 2 L

Se, n # m, basta usar transformagao de soma em produto de fungdes cosseno, que é

dada pela seguinte expressao:

% (cos(p) + cos(q)) = cos (p%q) cos (Z%) .
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Considerando:
p+q nrr p—q mnx
2 L 2 L
segue que
(n+m)rx (n —m)mz
p= €q= )
L L
assim,
mrr  nrr 1 (n+m)rx N (n —m)rx
cos c0os—— = — |cos cos
L L 2 L L ’
<,

LD L L2 L
1 [ (n+m)re 1 [ (n—m)rx
= 5/_L cossz—l— 5/_L COSTCZZ'
1 L (n+m)mz|" 1 L (n —m)mrz |
= - [sen + = [sen
2(n+m)m L . 2(n—m)m L L
sen((n+m)mw)  sen((n —m)m)
= L - :
(m+n)w (n—m)m

Como m,n € Z, entdo n +m, n —m € Z, desta forma, sen((n +m)w) = sen((n —m)r) = 0.

Logo:

L mmxr  NTx L, sen=m
cos cos——dx =

I L L 0, sen#m

e a equagao 2.6 se torna:

/_]; f(z)cos (m;r:c) dx = La,,.

De maneira andloga obtém-se:

/_Ij; f(z)sen (?) dx = Lby,.

Portanto: .
1
an =7 /L f(z)cos (?) dx,n > 0; (2.7)

1 [r nwx
b, = 17 /L f(x)sen <T> dx,n > 1. (2.8)

Agora que as expressoes relativas aos coeficientes da séries de Fourier de uma fungao f

foram deduzidas, pode-se definir melhor a esta série.

2.4 Séries de Fourier

Definicao 2.9 De acordo com Figueiredo (2007), dada uma fungdo f : R — R periddica de

periodo 2L, integrdvel e absolutamente integrdvel, podem ser calculados os coeficientes de
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Fourier pelas expressoes 2.7 e 2.8. E assim, pode-se escrever:

400
f(z) ~ % + ; (amos? + bnsenn—zx) :

A defini¢@o acima exige que a funcéo f seja absolutamente integravel, ou seja, que fab |f(x)|dx

exista. Para um estudo mais detalhado da necessidade dessa hip6tese consulte Figueiredo (2007).

Uma pergunta surge de modo natural: A série de Fourier de f converge a f? A resposta
€ nem sempre, pois existem funcdes tais que essa convergéncia ndo ocorre, € até casos em que a

série diverge.

A seguir, serd apresentado o teorema de Fourier que mostra uma condi¢do suficiente
para que a série de Fourier de f convirja a f e o primeiro teorema de convergéncia das séries de
Fourier, que estabelece um critério para que esta série convirja uniformemente a funcdo. Antes,

porém se faz necessério observar as seguintes defini¢des.

Definicao 2.10 De acordo com Figueiredo (2007), uma fungdo f : R +— R serd seccionalmente
continua se ela tiver apenas um niimero finito de descontinuidades (todas de primeira espécie)
em qualquer intervalo limitado, ou seja, dados a < b, existem a < a; < as < ... < a, = b, tais

que f € continua em cada intervalo aberto (a;,a;41),j =1,...,n—1 ¢
limx%a;f(x) = f(a;+0)e limx_m;f(x) = f(a; —0).

As descontinuidades de primeira espécie também conhecidas como descontinuidades re-
moviveis podem ser removidas alterando-se o dominio da funcdo. Desta defini¢do, segue que toda
funcao continua também é seccionalmente continua. Além disso, toda funcao seccionalmente

continua integravel, também é absolutamente integravel.

Definicao 2.11 De acordo com Figueiredo (2007), uma fungdo f : R — R serd seccionalmente

diferencidvel se a funcdo [’ também for seccionalmente continua.

Exemplo 2.4 A seguinte fungdo é continua, mas ndo seccionalmente diferencidvel:

V1—22se|x| <1,

flx) = o )
e periodica de periodo 2.
Solucdo: Observe pelo grifico abaixo que f é continua: Entretanto, como f'(x) = \/_—_Lﬁ e
limg_1+ f'(x) = —oo suas descontinuidades sdo de segunda espécie, o que implica que f(x)

ndo é seccionalmente diferenciavel.
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Figura 2 — Gréfico da fungdo f.

Fonte: Propria.

Teorema 2.6 (Teorema de Fourier) Seja f : R — R uma funcdo seccionalmente diferencidvel
e de periodo 2L. Entdo a série de Fourier da funcdo f, converge, em cada ponto x, para a
fungdo L[ f(z 4+ 0) + f(z — 0)], ou seja,

S +0)+ f(a—0) +Z (ancos™ + busen™ 7" )

Teorema 2.7 (Primeiro teorema sobre a convergéncia uniforme da série de Fourier) Seja f
uma fungdo periodica de periodo 2L, continua e com derivada primeira de quadrado integrdvel.

Entdo a série de Fourier de f, converge uniformemente para f.

Em razao da necessidade de outros resultados, a demonstracdo desses teoremas serdo aqui
omitidas, o leitor interessado pode consultar (FIGUEIREDO, 2007).

0, w<z<0

Exemplo 2.5 Calcule a série de Fourier da funcdo estendida f(x) =
1, 0z <.

Solucdo: Define-se f fora do intervalo [—, 7] de modo que f(z + 27) = f(z) para todo z.
Como f(x) possui apenas descontinuidades de 1* espécie, segue que f(z) é seccionalmente con-
tinua. Assim, como f’(x) = 0, Vz tem-se que f(x) é seccionalmente diferencidvel, pelo teorema

2.6, a série de Fourier de f converge. Faltando apenas calcular os valores dos coeficientes:

:%/_Zf(x)dx:%/_:f(x)dx:%(/_iOdm—l—/Oﬁdx) :%:1.

Sen > 1, tem-se:

/ flx cos mr:v /f cos nwx)d :%(/Owcos(nx)dx) =

™

n — — :07
a 7Tnsen(nm)o
e por outro lado,
b 1/7r (n2)dz ) = ——(1 — cos(n)) —> by = Oeb 2 hex
= — sen(nz)dr | = —(1 — cos(nw =0ebyp 1= —", :
T \Jo nm 2 HT 2k — D
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Portanto, a série de Fourier de f é:

flz) = % + ; ﬁsen[@k — 1)z].

2.5 Integracao de série de Fourier

Se uma func¢do f : R — R for igual a sua série de Fourier, ou seja,

+o00
ao nwT nnT
= —+4 (ancos +b sen—) ,
2 ; L L

entdo a série converge uniformemente para f. Do teorema 2.3 f € continua e assim deduz-se do

teorema 2.4 que:

+o0 b
/f d:r—/ 2 +Z(/ ancos—dx+/absennL dx).

Entretanto o teorema a seguir mostra que mesmo se a série de Fourier de uma funcdo f
ndo convergir uniformemente, ou até se a série ndo convergir para f, ainda pode-se calcular a
integral dessa funcdo a partir da expressdo acima, evidenciando assim a importancia e utilidade
das séries de Fourier (GUIDORIZZI, 2009).

Teorema 2.8 Seja f : R — R periodica de periodo 2L e seccionalmente continua (continua

por partes) e seja
—+o00
a nwx nwx
50 + ; (ancos% + bmen%) ,

sua série de Fourier. Entdo

i) A série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada é a integral de f,

mais precisamente,

+o0 b
/ f(x d:p—/ —dx+Z(/ ancos—dx+/a bnsen?dx).

ii) A fungdo F(x) = [[f(t) — (ao/2)]dt é periddica de periodo 2L, tem derivada F'

secczonalmente continua e é representada por sua série de Fourier

[e’e] 400
r ao L by, —Lb, nmx La, nwx
t) — —} dt = — g — E .
/0 [f() 2 7rn1n+n1(n7r COSL +mrsenL
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Demonstracdo: Seja f(z) uma fungdo real nas hipéteses do teorema. Considere ' : R — R

definida por: N
Fay = [ [0 -] a,

do teorema fundamental do cdlculo, F’(x) existe para todo x. Pela defini¢do 2.10 os limites
laterais de f(z) existem em cada ponto, tem-se que os limites de F”(x) existem. Assim, para

todos os pontos z onde f(z) é continua, a fun¢do F’(x) serd continua.

Seja xy um ponto de descontinuidade de f(x) entdo:

P = [ [10)- 5] ar

perceba que a integral da igualdade anterior é uma integral imprépria, deste modo:
x

F(xo) = /0 [f(t) - %} dt = lim [f(t) - %] dt = lim F(z).

T—xTQ 0 T—TQ

Assim, F’(x) é continua em cada ponto de descontinuidade de f(x). Portanto, F’(x) é continua
Vr € R.

Perceba que F'(x) é periddica de periodo 2L, pois:

F(x+2L)—F(x):/0r+2L [f(t)-ﬂ dt—/: [f(t)—;] dt

_ /((H)L)ZL [f(t) - %} dt = /LL [f(t) - %} dt.

z+L

Por outro lado, sabe-se que ag = %ffL f(t)dt = agLl = ffL f(t)dte ffL Wt =

agL, e deste modo, F'(x + 2L) — F(x) = 0.

Com isso mostrou-se que F'(z) é continua e periddica de periodo 2L. Assim usando o

teorema 2.6, segue:

mr:c) (2.9)

A +
F(z) = 70 + Z <Ancos? + anenT
n=1

com os coeficientes:
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Resolvendo, por partes, a integral da expressdo de A,,:

L L
L
—/ F'(z )—senﬁdx]
L J- L

L nm

L
F(x)—sen@

A, =
nmw L

— £ [F(L)sen(nm) — F(—L)sen(—nm)] — i/_ [F'(:c)senW—Lxdx

nm nt J_p
L L
=—— [F’( )sengda:}
nmw J_p L
—Lb,
= ,n>1
nm

De modo semelhante

L g L L
R / P >—fd]

—L
= — {cosmr(F(L / f(z sen—mm}

nm

—L nwT
= — {cosmr(F(( L)+2L) / flx sen—}

nm

La,
= ,n > 1.

nw

Resta calcular Ay, para tanto faga = = 0 na série de Fourier de F', assim tem-se:

A Z*“’ A Z‘” 2L Z‘” by
n=1 n=1

Substituindo as expressdes de A,,, B, e Ay na equagio 2.9 segue:

v ao L0, o= —-Lb, nmx La, nmwT
t) — —] ==y =2 —
/O[f() 2 W;n+;(n7r L +n7rS€nL)

mm: La nwx
t)dt = 9t - 2.10
/ f(t) / —I— —I— Z ( +——sen— ) : (2.10)

o que demonstra o item ¢i) do teorema.

Utilizando propriedades de somatdrio na equacdo 2.10, obtém-se:

+0o0
v “ag L nmwx L nwT
pr— —_— — 1 —_— — — [ .
/0 f(t)dt /0 5 dt + ngl [bnmr ( cos— ) +a, (mrsen 7 )]

Usando o fato que [ sen™dt = L (1 — cos™%) e que [ cos™™dt = £ (sen”%), pode-se

reescrever a equacdo acima da segumte forma:

nmt T nmt
t)dt = at E —dt bn —dt
/ ft) / + {an / cos + /0 sen— }
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Como as fungdes sdo todas periddicas, pode-se integra-las em qualquer intervalo, logo:

b b % b b
_ [Ta nma nwx
/a f(z)dz = /a i dx + 321 an/a cos—— dx + bn/a sen—— dx,

0 que completa a demonstragdo do teorema. |

Deste teorema, pode-se concluir que a funcdo f, cuja primitiva é F, € uma fungdo
periddica de periodo 2L e seccionalmente continua, e portanto pode ser representada por sua

série de Fourier.

2.6 ldentidade de Parseval

A seguir serd apresentado o teorema da Identidade de Parseval, entretanto, como sua
demonstra¢do requer mais resultados que fogem ao foco deste trabalho a mesma sera omitida. O
leitor interessado pode consultar (FIGUEIREDO, 2007).

Teorema 2.9 (Identidade de Parseval) Dada uma funcdo f : R — R periddica de periodo 2L,
onde, f,

fl e |f?| sao integrdveis. Vale a seguinte igualdade:
L

1 2 = 2 2\ __ 1 2
IEDICRLARE Y MUCIKE

L

com ag, a, e b, os coeficientes da série de Fourier de f.

Corolario 2.1 Se f e g sdo fungcdes como no teorema anterior, a,, e b, sdo os coeficientes de

Fourier de f e ¢, e d, os de g, entdo

apCo > 1 2L
n=1 0

Demonstracao: Como f e g estdo nas condi¢des do teorema da identidade de Parseval, pode

utiliza-lo sobre f + g, para obter:

a0t e+ et e =7 [ 110 vo@far = [ )+ gt

desenvolvendo os termos quadraticos e usando propriedades de somatorio e integral obtém-se:

1 0 1 %) 0o 2L
50" + ;(%2 +07) + 50" + ;(an +d2) + agco + 2 ; (nCp + bpCy = i fl@)*dz

2L 2L
—l—/o g(x)2d1:+% i f(z)g(z)dz.
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Utilizando a identidade de Parseval sobre f e g, a expressdo acima se torna:

% 9 2L
apco + 2 Z(ancn + bnc,) = 17 f(z)g(x)dz

n=1 0

dividindo ambos os lados da equagdo por 2, tem-se:

CL()CO Z (ancp + bupcyp) = / f(zx



30

3 CURVAS PLANAS

Este capitulo é dedicado a uma introducio a teoria das curvas planas, serdo apresentados
defini¢des e resultados como por exemplo o teorema que garante que toda curva plana pode ser
reparametrizada por comprimento de arco, fato este que serd necessdrio no capitulo subsequente.
Ao fim deste capitulo serd enunciado o famoso teorema do divergente, também conhecido como
teorema de Stokes no plano, o qual tem como consequéncia direta uma proposicao que sera

utilizada na demonstragdo da desigualdade isoperimétrica.

Definicdo 3.1 Uma curva continua no plano R? é uma aplicagdo continua o : I — R? definida
num intervalo I C R. A aplicagdo a(t) = (x(t),y(t)) é continua se cada fungdo coordenada

x,y : I — R é uma fungdo continua.

Denomina-se traco de o o conjunto imagem dessa aplicagao:
C={(z(t),y(t) eR* tel}

onde o € uma parametrizacio de C' e t € um parametro de «.

Partindo da definicdo de curvas, serdo caracterizadas algumas curvas especiais, tais como:

curva fechada, peridédica, simples, curvas de Jordan e curva regular.
Definicdo 3.2 Seja o : [ — R? uma curva.

e Se a curva estiver definida num intervalo fechado I = |a, ], entdo os pontos a(a) e a(b)

sdo denominados respectivamente de ponto inicial e ponto final de .

e Se « estiver definida num intervalo fechado I = [a,b] e a(a) = «(b), entdo a curva o é

dita curva fechada.
e A curva « é dita periodica se existe k € R, k > 0, tal que
alt+k)=a(t) VteR.

O menor valor kg que satisfaz a igualdade acima é chamado de periodo de .. Observe que
ao restringir a curva a um intervalo do tipo [to, to+ kol, afica completamente determinada,

jd que por ser periodica ela estd definida para qualquer subconjunto da reta.

Definicdo 3.3 Seja o : [ — R? uma curva.

e « é uma curva simples se a aplicagdo for injetiva. Se o ndo for injetiva, entdo possui um

ponto duplo (ou miiltiplo).
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e Uma curva fechada « : [a,b] — R? é fechada e simples se ¥ t,s € [a,b), t # s, tem-se
a(t) # a(s) e a(a) = a(b). Isso equivale a dizer que o tinico ponto duplo de o ocorre

nos extremos do intervalo.

e Se o é fechada e simples ela é dita curva de Jordan.

Defini¢iio 3.4 Seja uma curva o : I — R? dada por a(t) = (x(t),y(t)) sua derivada é dada
por o (t) = (2/(t),y'(t)).

Defini¢fio 3.5 Uma curva o : I — R? dada por o(t) = (z(t),y(t)) é dita de classe C* se suas

fungées coordenadas x,y : I — R admitem derivadas continuas até a k-ésima ordem.

Defini¢do 3.6 Uma curva o : I — R? dada por o(t) = (x(t),y(t)) é dita regular se o/ (t) #
(0,0),Vtel

Definicao 3.7 Uma curva regular em todos os pontos do seu dominio é chamada de curva plana.

Defini¢ao 3.8 Uma curva o : I — R? dada por a(t) = (z(t),y(t)) € dita suave se e somente

se cada fungdo coordenada x,y : I — R? sdo funcées de classe C°.

As defini¢cdes acima foram obtidas de Alencar e Santos (2003), e s@o a base para o
estudo das curvas planas. Na se¢d@o seguinte serd estudado o fato que uma mesma curva pode ser

representada por infinitas parametrizagoes.

3.1 Reparametrizacao de curvas

Seja v : I — R? uma curva suave, dada por o(t) = (z(t),y(t)) e seja h : J — I uma

funcdo de classe C*°. Considere uma curva 3 : J + R? definida por:

p(t) = (aoh)(t) = alh(t)).

Assim 3 € uma curva parametrizada de classe C'*°. Considera-se entdo que 3 é uma reparametri-

zagdo de . Aplicando a regra da cadeia tem-se:

F'(t) = [a(h®)]" = [(h(1), y(h(D))]" = [2" (RO @),y (RO ()] = o/ (h(F)) - B (2).

Serdo consideradas apenas as reparametrizacdes em que 2'(t) # 0, ou seja, quando ~ é mondtona.
Deste modo, se o é uma curva regular em / entdo sua reparametrizagdo = («a o h) também

serd regular em J.

e Se h é crescente, entdo 3 = « o h é dita uma reparametrizagdo positiva ou propria.
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e Se h é decrescente, entdo S = « o h € dita uma reparametrizacdo negativa ou que reverte

a orientagdo de .

Além disso, se  for uma curva fechada e estiver no sentido anti-hordario é dita uma curva

positivamente orientada, do contrdrio $ € negativamente orientada.

Como existem infinitas reparametrizacdes de uma mesma curva, é sugestivo que exista
uma parametrizacdo padrdo. Essa parametrizacido é conhecida como parametrizacdo por com-
primento de arco, e é caracterizada pelo fato da norma do vetor derivada ser sempre igual a
1.

3.2 Comprimento de arco

Definicao 3.9 Seja ty € I, define-se o comprimento de arco de uma curva parametrizada

a: I —R% at) = (z(t),y(t)), a partir do ponto ty por:

t t
L)) = [ ls)lds = [ V@R F WE)Ps
to to
Como ||&/(t)|| € uma fungdo continua, segue do Teorema Fundamental do Cdlculo:

Ly (t) = lla’ @)1,

e assim a funcdo L., é de classe C.

Exemplo 3.1 (Comprimento do circulo) - Seja « : [0, 27] — R? dada por
a(t) = (zo + Rcos(t),yo + Rsen(t))
uma parametrizagdo de um circulo de centro C(xg, o) e raio R, entdo

o'(t) = (—Rsen(t), Rcos(t))

l’ ()]l = B.

Assim o comprimento de o é
2

Lo(t)= | Rdt=2rR.
0

Definicdo 3.10 Uma curva seccionalmente diferencidvel é uma curva o(t) em que x(t) e y(t)

sdo funcoes seccionalmente diferencidveis.
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Pode-se mostrar que o comprimento de arco de uma curva seccionalmente diferencidvel também

¢ dado pela expressao:

Lo(t) = / o ()| ds = / V@GP T ().

Definiciio 3.11 Uma curva o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco se o

pardmetro t difere de L, (t) apenas por uma constante:

Lo(t)=t+C.

Exemplo 3.2 A curva  : [0, 27] — R? dada por a(t) = (cos(t), sen(t)) estd parametrizada

pelo comprimento de arco, pois

|/ (t)|| = \/sen2(t) + cos?(t) = 1.

Consequentemente,

t
Lo(®) :/ Lds =t — 1o,

to

Proposicio 3.1 Uma curva o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco , se e
a/(t)] = 1.

somente se,

Demonstracdo: Se « estd parametrizada pelo comprimento de arco, entdo tem-se L, (t) = t+C,
logo L/ (t) = 1, por outro lado L/ (t) = ||/ (t)|| portanto ||a/(¢)|| = 1. Note que se ||o/(t)|| = 1,

para todo ¢t € I tem-se que:

¢ ¢
Lo (t) = / |/ (s)||ds = / ds =t — to.
to to

Perceba que L, (t) difere apenas por uma constante do pardmetro ¢, logo « estd parametrizada

pelo comprimento de arco.

Teorema 3.1 Toda curva regular o : I — R? pode ser reparametrizada pelo comprimento de
arco. De forma mais precisa, fixado ty € I existe uma bijecdo h : J — I de classe C'*° definida

em um intervalo J sobre I, com 0 € J e h(0) = to, de modo que a curva (3 : J — R? dada por

B(s) = (a o h)(s) satisfaz || f'(s)[| = 1.

Demonstraciao: Como « € regular a funcdo comprimento de arco satisfaz:

Ly () = /(B[ > 0.
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Deste modo L, € estritamente crescente e portanto € injetiva. Por outro lado, tem-se que L, é

continua, logo L, (/) € um intervalo .J e L, (ty) = 0. Portanto L, possui inversa diferenciavel:
h:Jw— 1

além disso tem-se que 0 € J e h(0) = ¢, serd mostrado que (3 dada por 3(s) = (o h)(s) estd
parametrizada pelo comprimento de arco. Sabe-se que h = L, daf aplicando o teorema da

inversa, obtém-se: . .

~Lo(h(s) [l (h(s))]”

h'(s)

Por outro lado:
B'(s) = [(aoh)(s)] = d/(h(s))l'(s).

Deste modo tem-se

15" ()]l = Nle/ (R(s)) (s)I| = llo (R(s)) I (s)] = 1.

3.3 Campo de Vetores ao longo de Curvas

Um campo de vetores X (¢) ao longo de uma curva parametrizada o : I — R? é uma
aplicagdo que associa a cada t € I um vetor com origem em «(t). Como a extremidade inicial

do vetor X (t) é a(t) entdo, para determina-lo, basta conhecer a extremidade final.

Definicao 3.12 Um campo de vetores de classe C" ao longo de uma curva o é uma aplica¢do
X : I — R? de classe C". Geometricamente, o campo de vetores X é dado, em cada ponto a(t),

pelo vetor de extremidades «(t) e X (t).

Definicio 3.13 Seja o uma curva parametrizada e regular, dada por o(t) = (z(t), y(t)), entdo

T(t) = (2'(t),y(t)) é um campo de classe C™ ao longo de o e denominado campo Tangente.

Quando « estd parametrizada pelo comprimento de arco, tem-se || 7'(¢)|| = 1, ou seja, 7' é um

campo unitdrio.

Definicdo 3.14 O campo N dado por N(t) = (—y/'(t),2'(t)), também é um campo de classe

C® ao longo de o e denominado campo Normal.

Note que, para todo ¢ € I, temos que N € perpendicular a 7', pois:
(T(t), N(t)) = ='(t)y' (1) + ' ()" (t) = 0.
como pode-se observar na figura 3, além disso o vetor — N (¢) também ¢é perpendicular a 7.

Quando « estd parametrizada pelo comprimento de arco, tem-se que N € também um

campo unitdrio.
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Figura 3 — Posic¢do relativa entre N e 7.

Fonte: Prépria.

3.4 Campos vetoriais, divergente e laplaciano

Definicao 3.15 De acordo com Telichevesky e Klaser (2016), um campo de vetores V em
Q C R? ¢ uma fungdo que a cada ponto p € Q) associa um vetor V(p) = (z(p),y(p)) do R?,

onde x e y sdo funcoes de () em R.

Um exemplo de um campo de vetores é o campo gradiente de uma fungio f : Q C R? —
R diferencidvel, definido como segue: V f = <%(p)7 %(p)).
Definicao 3.16 De acordo com Telichevesky e Klaser (2016), se V é um campo de vetores
definido em um conjunto aberto Q2 C R? dado por, V (z,y) = (X(x,y),Y (z,v)), o divergente

de V' é definido por:
: 0X aY
divV = %(p) + a—y(p)

Exemplo 3.3 Dado o campo vetorial V (z,y) = (—y, x), mostre que divV (z,y) = 0.

Solucao: De fato,

. 0X oy O(—y)  Ox B
de—ax(p)—l—ay(p)— e +8y_0+0_0'

A seguinte proposicao fornece um resultado importante sobre divergente que serd utili-

zado neste trabalho.

Proposicio 3.2 Se V e W sdo campos de vetores diferencidveis em Q) C R?e f : Q C R2— R

uma fungdo diferencidvel, entdo:

i div(V+W)=divV + diviV.

ii. div(fV) = fdivV + (Vf, V).
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Demonstracdo: Com p € (2 sejam V' (p) = (A(p), B(p)) e W = (C(p), D(p)) vetores diferen-

cidveis, segue que V' 4 W também o €, deste modo da defini¢do de divergente, temos:

oA+C)  ABLD) A AB) . C)

div(V+W)(p) = =— —(p) o (p) ==~ () + o (p)+ =5~ () + 5 (p)

e portanto,
div(V + W) = divV + divW.

o que demonstra [i].

Seja f : 2 — R, tem-se que (fV)(p) = ((fA)(p), (fB)(p)), e da defini¢do de diver-
gente segue:

div( 7)) = 20 ) + A
usando a regra do produto e reordenando a soma, obtém-se:
divt V)0) = 1520+ 4% ) + 122 )+ 55 ) —
digv)o) = £ |50+ )| + 4%+ 55 —
div(fV) = fdivV + (Vf, V).
0 que demonstra [ii]. [ |

Definicao 3.17 Se f é uma funcdo seccionalmente diferencidvel, o laplaciano de f denotado
por Af, é definido por
Af =div(Vf).

Note que se f : Q C R? — R é de classe C?, entdo Af = g2_f + 21

2 oy?-

Observacao 3.1 Daqui em diante, serd utilizado a notagdo OS2 para denotar a fronteira de um
conjunto ) C R2,

Teorema 3.2 (Teorema do divergente) Seja ) C R? um dominio limitado com fronteira suave

C. Se V' é um campo de vetores diferencidvel com derivada continua em uma vizinhanga de 05,

/didexdy: /(V, n)ds
Q c

para n o campo de vetores unitdrio ortogonal a C' que aponta na direcdo exterior de ), onde ds

entdo

denota o elemento de comprimento da curva C.

O teorema do divergente relaciona a integral de uma fun¢@o, com uma integral sob a
fronteira do dominio na qual ela estd definida. Em outros contextos esse teorema fornece uma

maneira mais fécil de se calcular 4reas através de integrais.
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Observacao 3.2 Uma integral de linha sob uma curva C é calculada da seguinte forma: Se

a: [a,b] — R? parametriza C, e g : C — R é a fungdo a ser integrada, entdo

[ stecnas = [ stato)aa

Perceba que a integral do lado direito é de uma fun¢do de uma varidvel real. O termo ||/ (t)||dt,
que aparece no teorema do divergente, é relativo ao comprimento da curva e independe da

parametrizagdo utilizada.

A seguir serd apresentado um resultado que € consequéncia do teorema da divergéncia, o

qual possui uma férmula para o cdlculo da drea de uma regido usando integral de linha.

Proposicao 3.3 A drea de uma regido () do plano delimitada pela curva de Jordan C pode ser

calculada pela integral de linha com relacdo a x e y, pela seguinte expressao:

1
AQ) = §/dey — ydzx.

Demonstracao: De fato, por um lado:

A(QQ) = / ldzdy,
Q
note que 1 = divV (z,y), onde V é o campo dado por

e (59

Por outro lado, usando o teorema da divergéncia, tem-se:

/didexdy—/ (V,n)ds.
Q )

A integral de linha da direita na igualdade acima pode ser calculada parametrizando OS2 por
uma curva regular « : [0, 1] — R?, suave e parametrizada por comprimento de arco, dada por
a(t) = (x(t),y(t)), orientada no sentido anti-horario. Como a curva € regular segue que o vetor
—n(t) = (y'(t),—2'(t)) é o externo a curva «.. Neste caso, temos que o lado direito da equagdo

acima € igual a:

/01<V(x(t),y(t)), —n(t))dt = /Ol < (?7 @) (v (1), —x’(t))> dt —

Mm=§AM@M®—MWﬂMﬁ=%me—WW G.1)

Perceba ainda que,

/Ca:dy —ydx = /dey - /Cydx = /dey — (/Oly(a(t))x'(a(t))a'(t)dt) :
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Utilizando integracdo por partes, tem-se que:

l

l l
/0y(a(t))x’(a(t))a'(t)dtzy(a(t))x(a(t) —/0 ﬂf(a(t)y'(a(t))a’(t)dtZ—/C:L"dy,

0

Logo, [, xdy — ydx = 2 [, zdy, substituindo em 3.1, tem-se:
AQ) = / vdy. (32)
c

Esta dltima equagdo serd um ponto importante da demonstracio da desigualdade isoperi-
métrica, e com ela encerram-se os resultados preliminares. Estando agora o leitor apto a entender

a solugd@o do problema isoperimétrico através de séries de Fourier, e algumas de suas aplicacoes.
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4 DESIGUALDADE ISOPERIMETRICA
E APLICACOES

4.1 Panorama histérico

E interessante conhecer a matematica em seus contextos e lendas, pois contribui para
uma melhor compreensdo da sua esséncia de solucionar problemas. Nesse contexto serd exposto
um pouco sobre a histéria do problema isoperimétrico, desde a lenda que o cerca até os avangos

da matemadtica em relacdo a este problema ao longo dos anos.

Problema este que admite o seguinte enunciado: Dado um comprimento L > 0, encontrar
dentre todas as curvas fechadas do plano com esse comprimento, a que englobe maior drea.
De acordo com Telichevesky e Klaser (2016), o problema pode ser reformulado com o seguinte
enunciado: Dada uma drea A > 0, encontrar, dentre todas as curvas que englobam esta drea, a

que tem menor perimetro.

411 A lenda de Dido

O episddio da lenda de Dido, que de acordo com Pereira et al. (2004) foi relatado pelo
poeta grego Virgilio na obra Eneida, € sem didvida um dos mais interessantes da histéria da
matemadtica, pois mostra que as vezes a intui¢cao para solucionar um problema, pode levar a
descoberta de coisas importantissimas. De acordo com Pedroso e Pereira (2013), Dido (ou Elisa)
era uma princesa Fenicia do século IX antes de Cristo, da cidade de Tiro, as margens do rio

mediterraneo, nas terras que atualmente pertencem ao Libano.

O rei Pigmaledo, irmao de Dido, assassinou o marido dela, visando tomar-lhe seus
tesouros. Temendo sua morte Dido decidiu fugir em um navio, com um grande nimero de
seguidores que também estavam insatisfeitos com o rei, em busca de criar uma nova cidade a

qual levaria o nome de Cartago.

O destino final do navio foi o norte da Africa, também as margens do mediterrdneo, em
terras que hoje pertencem a Tunisia. Chegando 14, Dido e seus seguidores compraram terras do
rei local para que se estabelecessem. Entretanto, do acordo com o rei a terra que lhes pertenceria,

seria apenas aquela que pudesse ser abrangida as margens do mar com a pele de um boi.

Eis que Dido, tem a ideia de cortar a pele do boi, em tiras muito finas, e amarra-las
umas as outras, e com isto delimitou uma drea semi-circular as margens do mediterraneo, a qual

se tornou o nucleo da cidade de Cartago. A intuicao da princesa a levou a escolher o que era
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justamente a curva com o menor perimetro que engloba a maior drea, ou seja, ela utilizou a

solucdo do PI..

4.1.2 Estudo do P.l. ao longo dos anos

De acordo com Pedroso e Pereira (2013), as evidéncias de que a solugdo para esse
problema ja era conhecida, vao além da literatura com a Lenda de Dido, mas também, podem
ser observadas do fato que nas cidades mais antigas os muros que as cercavam possuiam sempre
o formato circular ou semicircular. Como esses muros eram feitos de pedras e exigiam grande
mao-de-obra, pode-se concluir que esses formatos eram escolhidos por serem mais eficientes, e

deste modo utilizava-se a solucdo do problema isoperimétrico.

Figura 4 — Mapa da cidade de Braga.

Fonte: Pedroso e Pereira (2013).

Sob outra perspectiva, Pedroso e Pereira (2013) afirmam que a primeira evidéncia de
estudo e de uma demonstracdo para o P.I. foi feito por Papus de Alexandria no século IV d.C.,
em sua colecdo matemdtica composta por oito livros. Ja de acordo com Pereira et al. (2004) uma
solucdo aceitdvel para este problema com um rigor matematico s6 foi dada por J. Steiner no
século XIX.

O P.. talvez seja um dos poucos resultados da matemadtica, no qual seu estudo se mantém
vivo desde o século passado até os dias atuais. Caracterizado atualmente como um problema do
célculo das variacdes (FIGUEIREDO, 2007), o PI. vem sendo mais estudado nos tltimos dois
séculos, apds a invengdo do célculo diferencial e integral.

De acordo com Telichevesky e Klaser (2016), atualmente o P.I. € objeto de estudo da
geometria diferencial, onde matemadticos se debrucam afim de encontrar generalizagdes para este
resultado, em diferentes espacos. Além de ter seu estudo ativo em diversas dreas da matematica,
a exemplo de: geometria diferencial, teoria de espacos de Banach, equagdes diferenciais parciais

dentre outros.
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4.2 Teorema da desigualdade isoperimétrica

Nesta se¢do, serd apresentada a demonstracao da desigualdade isoperimétrica, além de
alguns resultados e aplicacdes na resolugao de problemas. Evidenciando um pouco da utilidade

dessa poderosa ferramenta da matematica.

Teorema 4.1 (Teorema da desigualdade isoperimétrica) A drea A englobada por qualquer

curva plana o fechada simples, de comprimento L satisfaz a desigualdade isoperimétrica
A< L? /4.
Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, o for um circulo.

Demonstracao: Seja o uma curva plana fechada simples de comprimento L que engloba uma
area A. Nessas condi¢des, pode-se reparametrizar o« por comprimento de arco, e seja essa
reparametrizagdo dada por y(s) = (x4(s), ya(s)) com s € [0, L] e como ||7/(s)|| = 1 segue que
2 2
Ta(8)" +ya(s)” = 1.
Fazendo t = £, obtém-se a parametrizagdo y(t) = (x(t),y(t)), t € [0, 1], onde z(t) =
xq(Lt) e y(t) = y,(Lt) e deste modo:

2(t) = xo(Lt) = a'(t) = Lay(Lt) e y(t) = ya(Lt) = y/(t) = Ly,(Lt)

€ portanto,
[/ () + [y (1)]* = L*. (4.1)

Como «(t) é uma curva fechada simples, pode-se considerar a extensdo das fungdes x(t)
e y(t), sendo estas periddicas de periodo 1, e seccionalmente diferencidveis. Usando o teorema

de Fourier 2.6 para as fungdes z(t) e y(t), tem-se:

w(t) = 5 + i {“"C“ (%) Fsen (%)} |

y(t) = 3+ i [ (%) e (%)] |

Como as fungdes z'(t) e 3/ (t) sdo seccionalmente continuas segue que sdo de quadrado integra-
veis, assim pelo teorema 2.7 a série converge uniformemente e assim pelo teorema 2.5 tem-se
que:

2 (t) = Z 2nm(—ansen2nmt + bycos2nmt)

n=1

y'(t) = Z 2nm(—cpsen2nmt 4 d,cos2nt)

n=1
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Por outro lado pelo teorema 2.8 de integracdo das séries de Fourier tem-se a garantia que
x'(t) e y/(t) tem periodo 1 e sdo seccionalmente continuas, além disso como z/(t) e y/(t) sao
integrdveis segue que |2'(t)|? € |/(t)|* sdo integrdveis, alids, pode-se considerar uma parti¢io
do intervalo [0, 1] tal que nessas parti¢des z’(t) seja sempre continua maior que O ou menor que

zero, donde se conclui que |z'(t)

¢ integravel pois é periddica de periodo 1, analogamente |y/(¢)]
¢ integravel. Assim 2z’ e i/ podem ser representadas por sua série de Fourier e satisfazem as

hipéteses do teorema da identidade de Parseval.

Considere A,, = 2n7b,, e B,, = —2nma,, € Ay = 0, deste modo:
’ AO S
()= —+ Z Apcos2nrt + B, sen2nmt)
n=1

e assim pelo teorema 2.9 da identidade de Parseval, sobre 2, tem-se:

%) 1/2 !
Srenh =2 [ ks = Z4n chri)=2 [ Wofe
o —1/2 0

e de maneira anédloga, observa-se que:

fe'e) 1
S dntrd(e2 + d2) = 2 / ()t
n=1 0

Somando as duas igualdades, e pela equacdo 4.1, obtém-se:

1 1
ZQn (@ B+ 2+ d) = /(\x’(t)|2+]y’(t)\2)dt:/ L2t = 17 —
0 0

= 2n° Z (na? 4+ n?b? + n?c: + n’d?), 4.2)
Da proposic¢ao 3.3 que decorre do teorema do divergente, existe a seguinte igualdade:

A:/O x(t)y'(t)dt

considerando,
C oo
(1) = = + Z Cpcos2nmt + D, sen2nmt),
n=1
com Cy =0, C, =d,2nme D, = —c,2n7 e a fungdo x(t) com sua respectiva série de Fourier,

pode-se usar o corolério 2.1, do teorema da identidade de Parseval, donde segue a expressao:

1 oo 1 1 00
2 / 2(t)y (t)dt = aO§O+Z(anC’n+ann) — / z(t)y (t)dt = §Z2mr(andn—bncn).
0 n=1 0 n=1

€ portanto:

A= Z nr(and, — bycy).
n=1
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multiplicando a equacio anterior por —47, obtém-se:

—4rA = =4y nm(andy — bucy) = 270 (2nbuc, — 2nand,). (4.3)

n=1 n=1

Somando as equagdes 4.2 e 4.3, tem-se:
L? — 47 A = 27° Z na? 4+ n*b: + n’c: + n’d>: + 2nbyc, — 2nand,,.
n=1

Adicionando e subtraindo ¢? e d? dentro da série do lado direito da equag@o acima, e reagrupando

seus termos:

L* — 47 A = 27° Z(n%i — 2nand, + d2) + (N2 + 2nbyc, + ) + 2 (n? — 1) + d2(n® — 1)

n=1

= 27° Z(nan —dp)? + (nb, + cp)* + 2(n* — 1)+ d2(n® — 1) > 0.
n=1

Conclui-se que, L? — 47 A > 0 o que demonstra a primeira parte do teorema. Restando
apenas mostrar que a igualdade ocorre apenas se, € somente se, a curva em questao € o circulo.
Se a curva « for um circulo, L = 27r = L? = 47?r? = 47 A. Suponha entdo que valha a
igualdade L? = —47 A, logo, 272> 7 (na, —d,)*+ (nb,+¢,)? + 2 (n? — 1)+ d2(n*—1) = 0,
daf conclui-se que paran > 1,a, = b, =c¢, =d, =0eparan =1,0; = —c;ea; = dj, e

deste modo, as séries de Fourier de x(t) e y(t) se tornam:
z(t) = % + dcos(2mt) — csen(2mt) e y(t) = % + ccos(2nt) + dsen(27t),
podemos reescrever x(t) e y(t), da seguinte forma:
x(t) = % + ((d, —c)(cos(2mt), sen(2mt)) e y(t) = %0 + ((d, ¢)(sen(2xt), cos(2mt))),

sabe-se da dlgebra vetorial, que dados dois vetores u e v 0 (u,v) = |u||v|cosf onde 6 é o dngulo

entre u e v, usando este fato as fungdes x(t) e y(t) se tornam:
z(0) = % +Vd + 2eosh e y(h) = % + V2 + 2send
pois, pondo cos(2wt) = p e sen(27wt) = q tem-se:
((d, =0)(p,q))* = (& + ) (1 + ¢*)cos*0 = d*p* — 2cdpq + c*¢°

((d,e)(q,p))* = (d* + ) (p* + ¢*)cos*0 = d*¢* + 2cdpq + *p”

somando as duas equagdes acima, obtém-se:

(d*+c*) (p*+¢%) (cos*O+cos*)) = (d*+c*) (p*+q¢*) = cos*O+cos*0 =1 = cost' = send.
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Deste modo a curva a(t) = (z(t), y(t)) representa um circulo de centro (ay/2,¢y/2) e

raio v/d? + ¢? o que completa a demonstragdo do teorema. |

A seguir, serdo apresentadas duas proposi¢des que mostram aplicacdes diretas da desi-

gualdade isoperimétrica em sua solug@o. As proposi¢des abaixo foram obtidas de Araudjo (2011).

Proposicao 4.1 Sdo dadas uma reta r no plano e uma corda flexivel C' de comprimento L.
Pousando C' no plano de forma a que suas extremidades estejam sobre r, obtemos uma figura
limitada por r e por C' e cuja drea depende da forma que dermos a corda. Mostre que a figura

de drea mdxima entre todas as assim obtidas é um semicirculo com base em r.

Demonstracao: Considere a reta  como o eixo de rotagdo, e considere a projegdo C” da figura

limitada por r e C' no semiplano oposto. Seja « a curva fechada formada por C' U C’.

Figura 5 — Esbogo.

C

Fonte: Prépria.

Suponha por contradi¢io que a figura 5 formada por C' e r ndo seja o semi-circulo. Logo,

C' U (" ndo é um circulo, o que contradiz o teorema da desigualdade isoperimétrica. |

A proposicao 4.1, mostra que a intui¢do de Dido a conduziu a escolher de fato a melhor

curva possivel as margens do mediterraneo.

Proposicao 4.2 Dados dois pontos p e q no plano e uma corda flexivel C' de comprimento

L > |p — q|, determine a figura de maior drea entre aquelas limitadas por C' e pelo segmento de

reta pq.

Demonstracao: Serd mostrado que a curva obtida com as condicdes estabelecidas € o arco de

circulo.

Construa uma curva Cy com comprimento fixo [y tal que a curva C' U () seja uma
curva fechada, simples e regular. Pelo teorema da desigualdade isoperimétrica, a drea maxima
que a curva S pode delimitar é quando S = C' U () for uma circunferéncia. Logo a curva C

estabelecida € um arco de circulo. [ |

Além das proposicgdes 4.1 e 4.2, € consequéncia imediata do teorema da desigualdade

isoperimétrica que dados n segmentos de reta de mesmo comprimento, o poligono que engloba
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maior drea delimitado por estes segmentos € o poligono regular de n lados. A demonstracdo para

esse resultado pode ser encontrada em Moreto (2013).

4.3 Aplicacoes do P..

A seguir serdo discutidas duas situacdes cotidianas, para as quais o caso da desigualdade

isoperimétrica no R? se mostra uma ferramenta poderosa em sua solucio.

4.3.1 Construcao de cercas com n mourdes

Um fazendeiro possui em suas terras um rio, e dispdes de n mourdes para fazer um
cercado na sua margem, de modo que aproveite a maior drea. Além disso, sabe-se que a distancia
entre cada mourdo deve ser sempre igual a [, pois ao contrario compromete-se a qualidade da

cerca.

Solucao: Inicialmente deve-se colocar dois mourdes nas margens do rio. Para n = 3, o problema
possui solucdo possivel apenas para tridngulos, ou seja, pode-se construir tridngulos variando o
angulo entre os mourdes e respeitando a desigualdade triangular. Entretanto se considerarmos a

projecao no plano oposto, teremos poligonos com 4 lados. Como pode-se ver na imagem abaixo:

Figura 6 — Cerca com 3 mourdes.

rio

Fonte: prépria.

O poligono com 4 lados de mesmo comprimento que engloba maior drea, é o quadrado,
que € obtido justamente quando o angulo considerado entre os lados é de noventa graus. Portanto,
a melhor op¢do para o fazendeiro construir a cerca com 3 mourdes € um triangulo retangulo

1sOsceles.

Pode-se realizar testes para outros nimeros de mourdes, por exemplo utilizando 4
mourdes, a melhor opcao seria construir metade de um hexdgono. Deste modo conjectura-se
que, com n mourdes o maior cercado é formado pela metade de um poligono regular de 2(n — 1)

lados. Essa conjectura, serd provada a seguir.
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Seja uma reta r representando a margem do rio, construam-se os poligonos de n lados
com 2 mourdes fixados sobre a reta r. Considere a reflexdao desses poligonos no semiplano
oposto a reta r, donde que a unido dos dois poligonos de n lados forma um poligono com 2(n —1)
lados. Entretanto, sabe-se que o poligono de 2(n — 1) lados de mesmo comprimento que engloba
maior drea € o poligono regular, portanto o melhor formato para o cercado € construir metade de

um poligono regular de 2(n — 1) lados.

Esse resultado estd intimamente ligado ao teorema da desigualdade isoperimétrica,
pois quando o nimero de lados de um poligono regular tende pra infinto, sua drea se torna
suficientemente préxima da drea de um circulo. Ou seja, para um nimero suficientemente
grande de lados, a solu¢do € o mesmo resultado obtido na proposi¢do 4.1. Evidenciando assim a

influéncia do teorema nessa situagcdo problema.

A situagdo acima descrita, foi baseada na apresentada por Silva (2013).

4.3.2 Embalagens de alimentos

Uma certa empresa deseja construir uma embalagem para seus produtos sob as seguintes

condigdes:

e A base e a tampa dessa embalagem devem ser planas e possuir uma determinada area A,

de modo a facilitar seu transporte e acomodacao nas prateleiras;

e A ligacdo entre a base e a tampa devem ser feitas por um conjunto de retas perpendiculares

a base, visando também facilitar seu manuseio.

A empresa visa gastar o minimo possivel com material para a construcdo da embalagem, deste

modo qual formato terd a embalagem para que atenda a essas condicoes?

Solucdo: A primeira afirmacdo pode ser entendida como, a base e a tampa do produto estdo
contidos em planos paralelos r e s. Usando o fato da base e a tampa estarem ligados por retas
tem-se que a intersec¢ao da embalagem com um plano qualquer s, paralelo ao plano r, € uma

curva igual 4 base da embalagem.

Perceba que, area total do material gasto serd a soma da area lateral com a drea da
base e da tampa. Dessa forma como a tampa e a base possuem drea fixada A e a drea lateral é
determinada pelo produto do comprimento da curva C' que engloba a drea A multiplicado pela

altura do produto.

Assim, para minimizar a drea superficial da embalagem, deve-se selecionar para a figura
7 dentre todas as curvas do plano que englobam a drea A a que possuir o menor comprimento /.
Pelo teorema da desigualdade isoperimétrica, conclui-se que a curva desejada € o circulo. Pelo
fato que a curva se repete em cada plano paralelo a base, segue que a embalagem possuird um

formato cilindrico.
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Figura 7 — Curva qualquer que engloba a drea A

C

Fonte: Prépria.

Analisando a situagdo acima, pode-se concluir que as inddstrias de producdo de em-
balagens fazem uso desse resultado, visto que, o formato cilindrico é um dos mais utilizados
para embalagens de diversos produtos a exemplo da figura 8, que apresenta embalagens que sdo
usadas para armazenar milho, ervilha, leite condensado dentre outros produtos. Obviamente,

esse formato possui também outras vantagens, uma das principais € a eficiéncia para o transporte

de liquidos.

Figura 8 — Exemplos de embalagens cilindricas

Fonte: Google imagens.
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CONSIDERACOES FINAIS

O problema isoperimétrico € um tema que se relaciona com a maximizacao de areas,
sendo também estudado sob outras perspectivas na geometria diferencial. Nesta pesquisa foi
apresentada uma demonstrac¢do da solucdo desse problema no plano, usando séries de Fourier e

elementos da teoria das curvas planas, e além disso, expostas aplicacdes do mesmo.

Pode-se perceber que esse tema € um instrumento de ligagdo entre diversos niveis e
campos da matemadtica e que possui aplicacdes em situagdes cotidianas, tornando-se interessante
principalmente para matemdticos em formagdo. Na elaboragdo desse trabalho notou-se a direta
relacdo entre o cdlculo diferencial e geometria plana, bem como a aplicabilidade de conceitos
avancados da matemdtica em algumas situagdes corriqueiras, contribuindo de forma muito

positiva para a formag¢ao enquanto professor de matematica.

Esse problema, no plano, apresenta-se como uma conexao entre diversos ambientes de
estudo da matemética. Sua soluc¢do no R? ou o estudo sobre em quais superficies a curva com
menor perimetro que engloba uma area A ainda € um circulo, podem se tornar objetivo de futuros
trabalhos.
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