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RESUMO

Oliveira, Vital Aratujo Barbosa de, Difusio em solidos esferoidais prolatos: uma solugido analitica.

Campina Grande, 2001. 87 p. (Dissertagdo) Mestrado em Engenharia Mecanica — Universidade

Federal da Paraiba.

Uma solugdo analitica da equagao de difusdo para descrever a transferéncia de massa dentro
de esferdides prolatos considerando coeficiente de difusdo constante e condigdo de contorno do
tipo convectiva, € apresentada. A equagdo de difusio no sistema de coordenadas esferoidais
prolato € usada para um caso bidimensional. A solugio € obtida usando o método de separagio de
variaveis. A solugido formal é aplicada para predizer o teor de umidade médio ¢ a distribuigdo do
teor de umidade de esferoides prolatos (elipsoides de revolugio), durante o processo de secagem.
Os efeitos dos nameros de Fourier e Biot e da razio de aspecto na taxa de secagem, teor de
umidade médio e distribuigio do teor de umidade, durante o processo, sio apresentados e
analisados. Para investigar o efeito da razio de aspecto, diferentes resultados do teor de umidade
médio, sio mostrados. Os resultados obtidos sdo consistentes ¢ o modelo apresentado pode ser
utilizado para resolver problemas de difusdao tais como sccagem, umidificagdo, aquecimento e
resfriamentos de solidos com forma que variam de uma esfera até um cilindro mnfintto, inclusive
esferoides prolatos.

Palavras-chave

Difusio, esferoide prolato, modelagem, solugdo formal, secagem.
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ABSTRACT

Oliveira, Vital Araujo Barbosa de, Diffusion in prolate spheroidal solids: an analytical solution.

Campina Grande, 2001. 87 p. (Dissertagao) Mestrado em Engenharia Mecanica — Universidade

Federal da Paraiba.

The analytical solution of the diffusion equation to predict the mass transfer inside the
prolate spheroids considering constant diffusion coefTicient and convective boundary condition is
presented. The diffusion equation in the prolate spheroidal coordinate systems was obtained by the
method of separation of variables. The formal solution was applied to predict the average moisture
content and moisture content distribution of prolate spheroidal solids (ellipsoids of revolution)
during drying process. The effects of the Fourier and Biot numbers and the aspect ratio on the
drying rate, average moisture content and moisture content distribution during the process are
presented and analyzed. To investigate the effect of the aspect ratio different results of the average
moisture content are shows. The results are physically consistent and the model presented can be
utilized to solve diffusion problem such as: drying, wetting, heating and cooling of the solids with.
Geometries that changes from sphere to infinite cylinder including prolate spheroid.

Key words:

Diffusion, prolate spheroid, modelling, formal solution, drying.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

O processo que envolve fendomenos de transferéncia simultinea de calor, massa, quantidade
de movimento e encolhimento é denominado de “secagem”™ A secagem ¢ um dos processos
utilizados em industrias de alimentos e quimicas para manter a qualidade dos produtos biologicos
ou quimicos durante seu armazenamento.

O processo de secagem ¢ muito complexo envolvendo varios fendmenos fisicos. Para sua
predigdo, existe a necessidade de se gerar modelos matematicos que simule a secagem com grande
realismo fisico. Para que isto ocorra, ¢ importante inserir no modelo de secagem, o maximo de
informagdes, tais como: mecanismo de transporte de calor e umidade dentro do solido, coeficiente
de difusio constante ou variavel, encolhimento, transferéncia de calor e massa acoplados,
condigdes ambientais externas proximo do solido, entre outros, tornando possivel relacionar
corretamente o modelo com a situagdo real e com isto obter valores confiaveis da variavel de

interesse.

Varias teorias e modelos sdo usados para descrever a secagem de produtos
higroscopicos. Varias solugdes analiticas ou numéricas da equagdo de difusio para varios casos,
com coeficiente de difusio constante ou variavel e condigdes de contorno constante ou do tipo
convectiva, para varias geometrias (cilindros, paralelepipedos e esferas), podem ser encontradas na
literatura. No entanto poucos trabalhos enfocam as geometrias esferoidais (oblata e prolata).
Solidos com formas elipsoidais sio muito comuns na natureza, por exemplo, a banana, o casulo do

bicho-da-seda, o trigo, a soja, a laranja, tem forma aproxima da a de um esferéide prolato,



enquanto que a lentilha, e as sementes de varios produtos tém forma aproxmmadamente de
esferoide oblato. Sendo assim, torna-se importante estudar estes solidos quando submetido a

processos de difusdo.

O presente estudo constitui uma abordagem analitica do processo de difusdo (secagem,
umidificagdo, esfriamento ou aquecimento) em corpos esferoidais prolatos. O autor se propde em

sintese, alcangar os scguintes objetivos:

e Apresentar uma solu¢do analitica para o problema de difusio transiente em corpos

com geometria esferoidal prolata, baseando-se no modelo difusivo.

e Simular a distribuigio do teor de umidade no interior do corpo esferoidal prolato e

suas respectivas cinéticas de difusio.



CAPITULO 11

REVISAO DA LITERATURA

2.1 O Processo de secagem

2.1.1 Consideragoes gerais

Um dos melhores processos utilizados, quando se quer conservar um produto biologico ou
quimico por um determinado tempo, para diversas situagdes tem sido a secagem ou desidratagdo
dos mesmos, que consiste na separagio parcial de um liquido (geralmente agua) da matéria solida.
Pode também ser explicado como um processo de transferéncia de calor e massa, consistindo na
remogdo de parte da umidade contida no interior do produto por meio de evaporagio (Fortes

1982).

A preservagdo de alguns alimentos pela evaporagio da umidade permite minimizar o
crescimento microbiano e previne o desenvolvimento da maioria das reagdes bioquimicas que
acontece quando a umidade esta presente. Portanto, essas operagdes tém tido um grande avango
nas industrias de alimento e quimica, como também na estocagem de determinados produtos.
Durante o processo de secagem, os solidos sofrem variagdes nas suas caracteristicas quimicas,
fisicas e biologicas, que dependendo da intensidade do efeito, pode ocasionar sua perda ou
inutiliza-los para certas fungdes. Por exemplo, no caso de grios, as caracteristicas alimenticias

podem ser afetadas e no caso das sementes a sua caracteristica germinativa.



A secagem convectiva diferencia-se de outras técnicas de separagio, tal como a secagem
osmotica, entre outras, pela maneira de como a agua € retirada do solido. Na secagem convectiva,
a retirada de moléculas de agua se da pela movimentagio do liquido ou vapor de H,O, gragas a
uma diferenga de pressio parcial do vapor d’ agua entre a superficie do produto e o ar que o
envolve. Em relagio aos alimentos, a remogio de agua do material ¢ feita até que ndo afete de
forma violenta suas caracteristicas fisicas, quimicas e biologicas, como também suas fungdes

alimenticias.

Na maioria das induastrias, atualmente, se utiliza no processo de secagem o ar como agente
de secagem, este € composto, na sua maioria, por moléculas de oxigénio e nitrogénio, no entanto
este mesmo ar pode provocar mudangas nas fungdes organolépticas do produto, no caso
especifico das sementes durante o processo de secagem o aparecimento de fissuras e a perda
parcial da fungdo germinativa acontecem, devido a existéncia de tensdes termo-mecanicas sobre o
material. Essas tensdes podem ser mimmizadas se for feita uma analise da distribuigio do teor de
umidade e da temperatura no interior do solido. Portanto, para preservar ao maximo a qualidade
final do produto, é necessario um estudo minucioso sobre as propriedades termodinamicas do ar e

o mecanismo de transferéncia de agua do interior do material para a superficie.

2.1.2 Periodos de taxa de secagem ¢ aquecimento do solido

Diversos produtos biolégicos, durante a secagem individual ou em camada delgada apos
atingir o ponto de maturagao fisiologica, apresentam uma perda de umidade a uma taxa constante
no periodo inicial de secagem, seguido por um periodo de secagem a uma taxa decrescente,

conforme ilustra a Figura 2.1b.

A secagem a taxa constante pode ser observada em produtos nos quais a resisténcia interna
ao transporte de umidade é menor do que a resisténcia externa a remogdo do vapor de agua na

superficie do produto para o meio ambiente. Ja durante o periodo de secagem a taxa decrescente,

4



a superficie do produto ndo se encontra coberta por uma camada fina de umidade, porque a

resisténcia interna ao transporte de agua se torna maior do que a resisténcia externa.

AFigura 2.1c, apresenta o comportamento da temperatura do séhdo durante o processo de
secagem o periodo (muito curto) que antecede o estagio de secagem a taxa constante, €
denominado de periodo de acomodagio, onde a temperatura do solido alcanga a temperatura de
bulbo G4mido do ar de sccagem. Esta temperatura mantém-se conslante durante o periodo a taxa
constante. Quando o solido atinge o periodo de taxa decrescente, sua temperatura comega a

aumentar até atingir a temperatura do ar de secagem.

2.1.3 Teores de umidade

No processo de secagem, o material pode conter ou atingir os seguintes teores de umidade:
teor de umidade inicial, teor de umidade critico e teor de umidade de equilibrio. O teor de
umidade inicial consiste no valor da umidade no material no principio do processo de secagem.
Quando acontece uma mudanga na taxa de secagem de constante para decrescente, tém-se o teor
de umidade critico. O teor de umidade de equilibrio se da quando o material esta em equilibrio
com o ar. Neste caso nio existe troca de umidade entre eles, e o teor de umidade dentro do

material se uniformiza. O teor de umidade de um produto € representado de duas formas:

e Teor de umidade em base seca

M=m,/m, (2.1)

onde M ¢ o teor de umidade na base seca, m, ¢ a massa da agua contida no produto e mg ¢ a

massa do produto totalmente seco.



e Teor de umidade em base umida

(22)

m, + m, ¢ a massa total do s6lido em qualquer tempo durante o processo de secagem.

m, /m

M

onde m

a)
c)

b)

t
Figura 2.1 Cinética e aquecimento do sélido durante o processo de secagem.

(Adaptado de Junior et al, 1999)



2.1.4 Mecanismos de transporte de umidade

O fendmeno de migragdo de umidade no interior do produto biologico ainda nio ¢ bem
claro para os estudiosos. De acordo com Steffe e Singh (1980), a migragdo pode ser uma
combinagio de movimentos de umidade por difusdo de liquido e de vapor, cada um predominando
em certas etapas de secagem. Os seguintes mecanismos de transporte da umidade no interior dos

solidos siio apresentados na literatura (Fortes ¢ Okos, 1980; Strumillo ¢ Kundra, 1986):

e Transporte por difusio liquida devido a gradientes de concentragdo de umidade;

e Transporte por difusdo de vapor devido a gradientes de concentragio de umidade e de

pressdo parcial do vapor (devido a gradientes de temperatura);

e Transporte por efusio, que ocorre quando o caminho livre médio das moléculas de vapor

¢ da mesma ordem de grandeza do diametro dos poros;
e Transporte de vapor por termodifusio devido a gradientes de temperatura;
e Transporte de liquido por forgas capilares;
e Transporte de liquido por pressio osmotica;
¢ Transporte de liquido devido a gravidade;

e Transporte de liquido e de vapor, devido a diferenca de pressio total, causada por

pressio externa, contragdo, alta temperatura e capilaridade;

e Transporte por difusdo superficial.

Para o melhor entendimento dos mecanismos de transporte de umidade em soélidos,

informagdes adicionais podem ser encontradas nas referéncias citadas acima.



2.1.5 Teorias de secagem

Baseando-se nos mecanismos de transporte de umidade no interior do solido, varias teorias

tém sido propostas na literatura:

e Teoria da difusdo liquida;

e Teoria capilar;

e Teora de vaporizagio-condensagio,
e Teoria de Luikov;

e Teoria de Fortes e Okos;

e Teoria de Berger e Pei;

e Teoria de Philip- De Vries;

e Teoria de Krischer,

a) Teoria da difusio liquida

A teoria de difusio liquida estabelece que a difusio de umidade no interior do solido ¢
devido a um gradiente de concentra¢gio no solido. Nesta teoria considera-se que a agua migra
apenas na fase liquida. Alguns pesquisadores como Newman, Sherwood e Lewis, citados por
Keey (1992), consideram a teoria de difusdo liquida como principal mecanismo do fluxo de
umidade no interior dos sélidos. Na secagem de grios e cereais, o modelo de difusdo liquida tem
apresentados bons resultados, provavelmente devido ao fato destes produtos ndo apresentarem um
periodo de taxa constante nas curvas caracteristicas de secagem, o que permite concluir que o
processo de secagem ¢ controlado totalmente pelas condigdes internas do material (Queiroz,
1994). No caso de secagem de produtos biologicos, percebe-se que os pesquisadores tém
preferéncia pelos modelos de difusio liquida (Steffe e Singh, 1980; Suarez e Viollaz, 1991,
Queiroz e Nebra, 2001). Estes trabalhos refere-se a secagem de griaos ¢ sdo baseados na equagio

de difusdo liquida (le1 de Fick).



Discussio sobre os modelos de secagem pode ser encontrada, por exemplo, em Fortes e
Okos (1980), Alvarenga et al (1980), Fortes (1982), Parry (1985), Mariz (1986), Keey (1992),
Parti (1993), Lima (1995), Lima (1999), Lima e Nebra (2000a), dentre outros.

b) Teoria capilar

A teoria capilar ¢ baseada no conceito do potencial capilar, que pode ser definido como a
diferenga de pressdo entre a agua e o ar na interface agua-ar presente em um capilar. Ceaglske e
Hougen (1937), citados por Fortes e Okos (1980), destacaram que na secagem de solidos
granulados, o fluxo de agua ¢ completamente determmado por forgas capilares, sendo
independentes da concentragiio de agua. Verificou-se experimentalmente que o fluxo de umidade
pode até estar na diregio de incremento da umidade. Para processos de secagem de alimentos,

principalmente em alta temperatura, a teoria capilar apresenta bons resultados.
¢) Teoria de evaporagio-condensacio

A teoria de evaporagdo-condensagdo afirma que a agua, num meio poroso, migra
inteiramente na fase gasosa. Segundo Henry (1940), citado por Fortes ¢ Okos (1980), esta teoria
considera a difusdo simultinea de calor e massa e, pressupde que 0s poros tém uma rede continua
de espagos incluidos no solido. Considera ainda, que o balango de calor e massa origina as
equagdes que rege o fluxo de umidade no material. Tal balango de massa é nfluenciado pelo
movimento de vapor através do sdhdo. O balango de energia € gerado levando em consideragio o
fluxo de calor por condugio somado ao calor envolvido na adsorgdo e/ou absorgdo de umidade

pelo sohdo.

Muitos experimentos, apos Henry (1940), foram feitos. Verificou-se que em material poroso

insaturado, tal como solo, ha escoamento quando a agua move-se devido a um gradiente de



: i gradiente d i e fluxo de agua mtel i
temperatura. Porém, quando ha gradiente de pressdo, ocorre fluxo de agua nteramente na fase

liquida.
d) Teoria de Luikov

A teoria de Luikov ¢ baseada nos principios da Termodindamica de ndo-equilibrio levando em
consideragdo os mecanismos de difusdo, efusdo e convecgio de agua no interior do meio poroso.
Portanto, as equagdes que define o modelo de Luikov levam em consideragdo que o transporte

molecular de vapor d’agua, ar e liquido acontece ao mesmo tempo (Luikov, 1975).

¢) Teorias de Philip e De Vries e de Berger e Pei

Tais teorias consideram que a agua se move em meios porosos, basicamente por meio dos
mecanismos de difusdo de liquido e capilaridade. Segundo Fortes (1978), nestas teorias se propde

uma abordagem mecanistica sendo que as equagdes de Berger e Pei sao semelhantes as de Luikov.
f) Teoria de Fortes e Okos

Fortes (1978) e Fortes e Okos (1980), tendo por base os conceitos termodindmicos dos
processos irreversiveis propdem que a forga motriz para transferéncia isotérmica, tanto do liquido
quanto do vapor, ¢ um gradiente do teor de umidade de equilibrio e nio do teor de umidade,
sendo isto, devido a hipotese de equilibrio local. A forga motriz para transferéncia de liquido e
vapor, ¢ o gradiente do potencial quimico, que por sua vez ¢ uma fungido da temperatura, da
umidade relativa e do teor de umidade de equilibrio. Os autores afirmam que a agua em meios
capilares porosos pode até mover-se em sentido contrario ao gradiente do teor de umidade, mas

sempre na dire¢do do gradiente do teor de umidade de equilibrio.



2.1.6 Encolhimento

Durante a secagem de produtos com alto teor de umidade inicial, como ¢ o caso de frutas e
vegetais, o encolhimento € um fenémeno fisico bastante significativo. Devido a este fendmeno, o
produto sofre alteragdes em sua forma e dimensdes originais. Diversos autores tém incluido o
fendmeno do encolhimento em seus modelos, porém, com diversas formas de tratamento. Para
alguns autores, o encolhimento dos materiais submetidos a secagem pode ser considerado
proporcional ao volume de agua removida durante o processo (Balaban, 1989a; Lima,1999;

Gouveia et al, 1999; Queiroz e Nebra, 2001; Lima et al, 2000).

Balaban (1989) verificou a influéncia do encolhimento nos problemas de difusdo de calor e
massa no interior de alimentos e na dimensdo do corpo, desenvolvendo modelos matematicos com
e sem a consideragido de encolhimento. O autor por simplicidade assumiu um decréscimo linear
com o teor de umidade, alertando, porém, que quando esta correlagio fosse ndo-linear, poderia
ser facilmente incorporada ao modelo. Definiu fungdes que expressavam o grau de encolhimento e
repetiu os calculos com diferentes niveis de encolhimento maximo: 70 % , 50 % e 30 % do
original. Para a solugdo numeérica, utilizou o método de diferengas finitas centrais com malha
variavel. Apos cada passo de tempo, a distancia entre os nodos era ajustada de acordo com o teor
de umidade médio daquela fatia. Comparando os resultados obtidos dos modelos com ¢ sem a
consideragdo de encolhimento, concluiu que estes podem apresentar diferengas significativas nos

valores estimados e locais do teor de umidade e da temperatura.

Vagenas e Marinos-Kouris (1991), ao estudarem a secagem de damasco, propuseram
encolhimento linear proporcional a variagdo do teor de umidade. Consideraram variagio nas trés
dimensdes, porém, supondo material isotropico, ou seja, o coeficiente de encolhimento linear era o

mesmo nas trés dire¢des e no mterior do sohdo.



Fusco et al (1991) estudaram o encolhimento nos modelos difusionais, considerando
diferentes geometrias. Apresentaram uma boa revisao de literatura sobre estudos do encolhimento
representado pelas relagdes de volume com o teor de unmidade e, diferentemente dos demais,
optaram por uma expressdo que correlacionava estas duas propriedades através de uma fungao do
terceiro grau. Obtiveram solugdo numeérica pelo método de diferengas finitas adotando uma malha
fixa com a interface movel localizada no contorno do material. Em todas as geometrias estudadas,

os modelos com encolhimento apresentaram melhores resultados.

Berthet et al. (1992) desenvolveram um modelo difusional com evaporagio na superficie do
material, considerando o encolhimento, ao analisarem a secagem de polimeros. Foi derivada uma
expressdo para o volume de uma membrana esférica em fungdo da concentragio local que levava
em conta a aditividade do volume do esqueleto solido e da umidade presente neste. A partir desta
relagdo, calcularam o teor de umidade ao longo do raio como o produto da nova concentragdao
pelo novo volume da membrana. Desta forma, conseguiram analisar a cinética da variagdo da
dimensdo ao longo do raio e do tempo e concluiram que o encolhimento ocorre primeiro em
pontos proximos a superficie externa do material ¢ leva algum tempo para acontecer no interior da

esfera; este tempo sera maior para posigdes mais proximas do centro da esfera.

A consideragdo do efeito de encolhimento nos modelos de secagem depende do
conhecimento das propriedades relativas ao fendmeno. No entanto, existem poucas informagdes
na literatura sobre os coeficientes de encolhimento, assim como de relagdes matematicas entre a
difusividade de massa, encolhimento e densidade. Apesar deste inconveniente, varios trabalhos
incluem o efeito de encolhimento volumar no estudo do processo de secagem, fornecendo
interpretagdes teoricas sobre o mesmo (Misra e Yong, 1980; Sokhansanj e Patil, 1996). Contudo,
pouca pesquisa tem sido reportada na literatura sobre estudos do fendomeno de encolhimento em
problemas bidimensionais (Fusco et al., 1991; Jomaa ¢ Puiggali, 1991; Lima et al; 2000), ¢

tridimensionais (Rovedo et al; 1995).



2.2 Modelagem da secagem

Os trabalhos reportados na literatura que se referem a modelagem do processo de secagem
permitem quc se possa listar duas formas de abordar o tema: uma se baseia principalmente nas
condigdes externas, tais como a umidadc relativa, temperatura e velocidade do ar,
correlacionando-as com a velocidade de secagem do solido, e a oulra tem como caracteristicas as

condigdes internas, ¢ os mecanismos de transporte de umidade interno ao solido.

A modelagem deve estabelecer, entre os mecanismos de transporte de umidade dentro do
solido, aquele que for determinante. Desenvolver modelos matematicos que descrevam um
processo de sccagem de mancira adequada tem sido uma preocupagio constante de muitos
pesquisadores por muito tempo. Atualmente, um nimero crescente de modelos, cada vez mais
sofisticados, tem sido apresentados. Na tentativa de correlacionar dados experimentais de secagem
de um material particular a um modelo matematico, os pesquisadores da drea de sccagem tém
divulgado uma gama de modelos que representam a cinética de secagem de um material particular,
mas existe a necessidade de um modelo melhor para se ter um comportamento fisico bem proximo

do real.

Para se modelar um processo de secagem é primordial ¢ conhecimento das propriedades
termodindmicas do ar e suas mudangas no decorrer do processo. Os modelos de secagem siio
classificados de acordo com a espessura da camada do material ou se o material a ser seco 6
apenas uma particula. Nestes casos, 0s modelos sio em nivel de camada espessa, camada fina ou
ainda nivel de particula. Os modelos que sdo propostos para relatar a taxa de perda de unudade no

transcorrer da secagem em solidos a nivel de particula sdo:
e Modclos difusivos;

e Modelos baseados na termodindmica dos processos irreversiveis,

¢ Modelos baseados numa analise concentrada
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Alassar (1999), Igathinathane e Chattopadhyay (2000), Carmo (2000) e Carmo ¢ Lima (2000a e
2000D).

2.2.2 Modeclos baseados na Termodinimica dos processos irreversiveis

a) Modelo de Luikov

Baseia-se na teoria de Luikov, e, portanto, na termodinamica dos processos irreversivets, O
modelo propde que a agua move-se em meios porosos, em condigdes isotérmicas, sob a agdo de

um gradiente de potencial de transferéncia de massa.

Luikov e Mikhailov (1965) e Luikov (1975), reportam em seus trabalhos, um conjunto de
equagdes diferenciais parciais acopladas para a temperatura, umidade e em casos de intensa

secagem, também a pressao.

Vieira e Silva (1997), utilizando em seu trabalho um modelo de Luikov modificado, que leva
em consideragio o acoplamento de transferéncia de calor e massa no interior do produto,
considerando um solido poroso, propuseram uma solugdo numérica para o mesmo, utilizando a

técnica de elementos de fronteira (Brebbia e Dominguez, 1989).

b) Modelo de Fortes e Okos

Baseia-se na teoria de Fortes e Okos (1978) e Fortes e Okos (1980, 1981), onde foi
proposto um modelo que descreve o transporte de calor e unudade (liquido e vapor) simultaneos

no interior do solido, considerando que o fendmeno de encolhimento e efeitos de pressdo total

sdo negligenciados.
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2.2.3 Modelos baseados numa an:ilise concentrada

Diferentemente dos outros modelos apresentados, os modelos concentrados admitem que as
grandezas em estudo (temperatura e/ou massa) dentro do solido sdo espacialmente uniformes em
qualquer tempo durante o processo transiente. Desta maneira modelos matematicos elementares
podem ser estudados para descrever o teor de umidade médio ao longo do processo de secagem

(Alsina et al, 1997, Azzouz et al, 1998; ¢ Lima e Lima (2001)).

Lima e Nebra (2000b) e Lima e Lima (2001), apresentaram modelos matematicos baseados
numa analise concentrada que descrevem a transferéncia de calor e massa simultanea em corpos
com geometria arbitraria, considerando existéncia de geragdo interna de massa e energia,
convecgdo térmica e de massa, evaporagdo e aquecimento do vapor produzido na superficie do
produto. Segundo os autores, a transferéncia de massa tem uma importancia significante na

transferéncia de calor.

Lewis, segundo Marinos-Kouris e Maroulis (1995), sugeriu que para materiais
higroscopicos porosos, durante o periodo de taxa decrescente, a taxa do teor de umidade médio
seja proporcional a diferenga instantinea entre o teor de umidade médio do material e o teor de
umidade de equilibrio higroscopico. Os casos em que gradientes de umidade dentro do sélido sdo
despreziveis acontecem quando o processo de secagem ¢ lento. Isto acontece, por exemplo, para
secagem a baixas temperaturas e a baixa velocidade do ar de secagem, que proporcionam baixos

coeficientes de transporte.

Uma extensa revisio sobre os modelos concentrados pode ser encontrada em Parry (1985),

Parti (1990 e 1993): Lima (1999) e Lima (2001).



CAPITULO 111

MODELAGEM MATEMATICA

3.1 - A equagiio de difusiio de massa no sistema de coordenadas esferoidais prolato

A equagido de Fick de difusio de massa em coordenadas cartesianas para o caso

tridimensional na sua forma expandida ¢ dada por:

7 2 2 ) ) 2 9

M_o( am) o M) o om 51
o ox ax dy dy oz\ 0Oz 3

A equagdo correspondente a esta em condugdo de calor € a lei de Fourier, que é obtida

“substituindo M por T (Temperatura) e D por o, a difusividade térmica, assumindo-se que as

propriedades térmicas ¢, e p sejam constantes, como mencionado no capitulo II.

Em muitos problemas fisicos, as condigdes de contorno sido tais que os valores de uma
fungdo (ou de sua derivada) sdo especificados em curvas ou superficies (esferas, cilindros, etc.).
Neste caso, o sistema de coordenadas cartesianas ndo € adequado para solucionar o problema, o
que viabiliza a interligagdio de novos sistemas de coordenadas que scjam convenientes para
descrever a fronteira do dominio a ser estudado. A escolha de um sistema particular de
coordenadas deve ser motivada pela forma geométrica do corpo em estudo e resulta numa melhor

adequagdo e validade dos resultados obtidos.
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No caso especifico de elipsoides de revolugao, um sistema de coordenadas que se adequa
muito bem a forma do corpo é o esferoidal prolato. Um elipsoide de revolugdo, em que o eixo de
revolugdo é maior que outro eixo, € chamado esferdide prolato. No caso do eixo de revolugio ser

o menor, o elipsoide ¢ chamado esferoide oblato.

As relagdes entre os sistemas de coordenadas cartesianas (x, v. z) e o esferoidal prolato
(eliptico) (p,¢,) sdo dados a seguir (Haji-Sheikh e Sparrow, 1966; Happel ¢ Brenner, 1991,
Magnus et al; 1960):

x=L senhp send cosw® y= L senhp sen¢ seno z= L coshp cosd (3.2a-c)

De acordo com a Figura 3.1, percebe-se que quando L.=L., o esferoide sera uma esfera;
para L,;<L,, o esferdide € dito oblato e para L,>L, tem-se um esferoide prolato. No limite, quando
a distincia interfocal tende a zero (L, — 1), o sistema de coordenadas esferoidal prolato se reduz
o sistema de coordenadas csféricas. Na Figura 3.1, L é o comprimento focal, e ¢ igual a (L* -

f . . - . .
L.*)" sendo L, e L, os semi-eixos menor e maior da elipse, respectivamente.

.

Figura 3.1- Caracteristicas de um esferoide prolato solido (Lima, 1999).
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Para expressar a equagdo de difusio no sistema de coordenadas esferdidais prolato,

considere as seguintes variaveis:

E=coshp 11=cosd € =cosm (3.3)

Substituindo essas variaveis nas equagdes 3.2a-c, tem-sc as relagdes entre os sistemas de

coordenadas cartesianas e o sistema esferoidal prolato (Magnus et al, 1966):

Xi== LJ(] -éz)(nz - l) ¢ y = L‘/(I —E_,:)(n: = 1) \[(l _(.;:) z=LEN (3.4a-¢)
Para chegar-se as equagdes 3.4a-c, utiliza-se as seguintes relagdes trigonomeétricas;

sen” ¢ +cos’ ¢ = | cosh” i —senh’p = | (3.5a-b)

O dominio das variaveis £, 1 e { (em termos de ®) no sistema esferoidal prolato(Fig.3.2) é:

(3.6a-c)

IA
e
IA
bJ
=

1 <E<Ly/L 0<n<l 0<

A Figura 3.2 apresenta um detalhamento do sistema de coordenadas esferoidais prolato. As
superficies £=£, (constante), &,>1, sdo elipsdides de revolugio confocais alongados em torno do
eixo z. A superficie £E=1 ¢é a linha reta que une a origem (z=0) e o ponto focal (z=L). As
superficies n=1, (cte), n.<l, sdo hiperboloides de duas capas, com um cone assintotico que ¢
gerado por linhas que passam pela origem e estdo inclinadas com um angulo $p=cos'n em relagio
ao eixo z. A superficie n=1 é parte do eixo z>L. As superficics o=, (constante) sdo planos que

passam pelo eixo z e perpendiculares ao plano xy, formando o angulo ® com o eixo x.
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Superlicie de
n=cle

Superlicie de
E=clc

Eixo de rolagdo C)
&

para o dngulo o

Figura 3.2 - Sistema de coordenadas esferoidais prolato (Lima 1999)

Informagio adicional, sobre o sistema esferoidal prolato, podem ser obtidas em Page et al.
(1938); Page (1944a); Page (1944b); Aoi (1955); Acho (1992); Do-Nhat ¢ MacPhie (1996a) ¢
Do-Nhat e MacPhie (1996b).

Para se obter a equag¢do de difusio no novo sistema de coordenadas, utilizar-se-a a

metodologia apresentada por Maliska (1995). A equagido geral de difusio ¢ dada por:

5 > D D 3 bdD oD D
L[Ei‘i)+i~—(pu¢)+‘—(pv¢)+ < (pwd) = ‘—(anjr‘ ® o g T i-) +
a\J ) & on ag g \ g an ac
3 3 2 A ( 2 ) 2
L PO T Tl P a_,,Jr"’ﬂanr““@+a331r¢’—m]—P“’+s"’
am ok o ac .8 A& M o

onde J é o jacobiano da transformagdo, e € obtido pela seguinte relagio:
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Ox Ox Ox

0 o &
yay -
0 o |

0z 0z 0z

g on o

17 =

Os coeficientes a;; podem ser calculados, usando as seguintes expressocs:

a' - bl c' dl ef fl
ay :J—z; dy, :J_z; Uyy = J_z; O, =0y =F§ Oy =0, = ]";T; Oy =0y = ]2_; (3.9a-f)
com
Ve \2 2 : 2
Q) 2 0
=[] 5], [%
\ Ox ay ) 0z
2 2 2
b':(aj\ + (")_n\ + oy
\(:’X) f’y) JZ
/«, -\2 =] \ )
¢ = % + % g
\ Ox ) (‘Jy) oz
(
g f‘lé,f?ll o8 (71] € In (3.10a-f)
\ Ox dx dy c')y 0z 0z

[958 (96 ), (95K
°- 0x 0x ay EJy 0z 0z

f,:[a_n ag] [("n a) (o (/QJ

ax Ox dy dy 0z 0z
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Os termos que contém o;j, com i#j, que aparecem na equagio sio os termos difusivos
referentes a ndo-ortogonalidade da malha. Desta forma, torna-se necessaria a verificagio da
ortogonalidade do sistema de coordenadas a ser utilizado. As condigdes necessarias e suficientes

para que um sistema de coordenadas seja ortogonal sao (MacRobert, 1967):

(ox ax ), (ay oy +(flzfj_ _0 (3.11a)
JE On 08 O €

(ox ax) (dy ay) (0z 8z _ (3.11b)
o ac \n aC) (an ag

xox) (dyay) (dz02)_ (.11¢)
\0¢ 38 ) \a¢ a5 ) g o |

Para que os sistemas de coordenadas esferoidais prolata seja ortogonal estas condigdes tem
que ser satisfeitas, nas variaveis &, n e ¢ Isto € verdade (conforme verificado pelo autor deste
trabalho). Neste caso, os termos d°, e’ e f* das equagdes 3.10d-f sdo eliminados da equagio 3.7.
Na condigdo do problema ser puramente ‘difusivo, sem geragdo de energia ou qualquer outro

termo fonte, a equagdo geral reduz-se a:

a[pq)) n( e m’] _a_[ JI"“’O(DJ 3( Jr“’mJ 312
(:}t 12‘. (1” (-);C; o (’}l'[ +8C U’“ aq ( % )

Substituindo-se os valores do jacobiano J e dos coeficientes ;j, com i=j; I por pD e ® por

(]
[

M, o teor de umidade do material, re-arranjando os termos, a equagdo 3.12, assume a forma:

oM 0 LM 1o an M|
ot :|il: (€2 - n?) 3 (&~ le [Lﬁ(gz —j]zjﬁﬁ((! -0 BI]J:l '
VI-¢ i[( l—gz)Da—M]J (3.13)

(e -1)(1-n*) 9
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De acordo com a Figura 3.1, existe simetria em torno do eixo z e, este caso tem-se 0/dw=0,

e 0/0C=0. Assim, o terceiro termo da equagdo se anulara e a equagio 3.13 reduz-se a:

3,

M 1 oM | 2 oM |
W{WE((‘“’Z")Dgﬂ{mﬁu“"z)oﬂ_ﬂ” e

Como esta equagdo diferencial parcial € de segunda ordem na posigao ¢ de primeira ordem

no tempo, a sua solugido requer no minimo duas condigdes de contorno e uma condigio inicial.

Siao elas:
M(En.t=0)=g,(&,n) (3.15a)
M(E=L,/L.n.t)= g,(n.t) (3.15b)
M
(O—A(é,n,t) =g5(E,t) (3.15¢)

As relagdes matematicas dadas por Magnus et al (1966);, Brodkey (1967); Abramowitz ¢
Stegun (1972) e Kreyszig (1988) sdo usadas para calcular o gradiente de®, as areas de

transferéncia de massa e o volume diferencial do solido no novo sistema de coordenadas. Sdo elas:
< Volume diferencial;

dv = [ﬁ]dédnd@ (3.16)

% Area diferencial de fluxo de @
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|
dS, = ——dnd
¢ = w96
]
dS‘] = w—ﬁdgdg (3 l?ﬂ-C)

1
dS '—'*.:—-rd d'l
oo Edn

5

% Gradiente de @

W=Grad o=| 022, 722, WP (3.18)
&
onde os coeficientes métricos siao obtidos por:
2 2
, 0
LAt P (3.19)
U* \ée o ) | o
2 2
‘J.
.'2 I A (3.20)
A o am on

L :(ﬁ) {ﬂ){EJ (3.21)
W+ aC ac o

cujo produto da o jacobiano da transformagao (J).
3.2.Solugéio analitica da equacio da difusio

Como mencionado no Capitulo II, Haji-Sheikh, Sparrow (1966), Lima (1999) e Lima et al

(1999) apresentaram uma solugdo analitica para o problema de difusdo de calor em esferoide
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Vi 4-(:;}“: =0 (3.20)

Esta expressdo ¢ chamada equagdo de Helmhotz (Morse e Feshbach, 1953a). Quando ¢=0, a
equagdo diferencial de Helmhotz se reduz a equagio de Laplace. A equagdo 3.26 pode ser
resolvida em 11 sistemas de coordenadas, dos quais 10 (exceto o sistema de coordenadas
paraboloidal confocal) sio casos particulares do sistema elipsoidal. Sdo eles: cartesiano, elipsoidal
confocal, conico, cilindrico, cilindrico eliptico, paraboloidal, cilindrico parabolico, esférico,

esferoidal prolato e esferoidal oblato. Sendo w=y(&.n), pode-se admitir:

y(En)=x(E)AMMn) (3.27)

A fungdo y € a fungdo radial ou de variagdo em fungdo da posigio radial, enquanto que a
fungdo A ¢ a fungdo angular ou de posigdo numa superficic do esferoide (interna ou externa).
Informagdes adicionais sobre as fungdes esferoidais podem ser encontradas em Stratton et al.
(1941), Morse e Feshbach (1953b), Stratton et al (1956), Flammer (1957), Robin (1959) e

Abramowitz e Stegun (1972), além daqueles citados anteriormente.

Derivando-se w com relagdao a & e a 1, substituindo os resultados obtidos na equagdo 3.27,
separando as variaveis ¢ reagrupando os termos comuns, obtém-se duas equagdes diferenciais

ordinarias homogéneas, dadas por:

4o-2)2) [+ -k -0 (.28
e de

[ d 7y :

_E((] - 1]2):—5]}- (b - czr]" )?L =) (3.29)
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Nas equagdes 3.28 ¢ 3.29, b ¢ a constante de separagio ou autovalor. As duas equagdes tém
a mesma forma, sendo que a referente a A envolve um comportamento da solugdo entre o ponto
singular +1 e o ponto 0 (zero), enquanto que a referente a %, do ponto singular +1 até Lo/L. O
ponto em que uma fungdo f(x) deixa de ser analitica ¢ chamado de ponto singular de f(x), isto ¢,
f(x) possui uma singularidade nesse ponto. Definindo de uma outra forma, um ponto x=x, €
singular de f{x), se f(x) ndo for derivavel em x,, mas se toda vizinhanga de x, contiver um ponto
em que f{x) ¢ derivavel (Kreyszig, 1988). A exigéncia de que as solugdes das equagoes 3.28 ¢ 3.29
sejam finitas nos pontos singulares, torna-as equagdes de autovalor caracteristico para b, isto €, b
deve ser determinado para que as equagdes em % e A sejam finitas nestes pontos. Assim, as
solugdes das equagdes (3.28) e (3.29) devem ser fungdes de 1* especie (fungdes de 2* espécie sdo

infinitas nos intervalo 0<n<I e 1<&<L,/L).

Quando ¢#0, a equagao (3.28) difere da equagio de Legendre associada, por ter uma
singularidade essencial no infinito. Isto sugere que as fungdes angulares de 1* espécie sejam dadas
por uma soma infinita. Particularmente, as fungdes radiais de 2' espécie convergem lentamente
para pequenos valores de c£ e em outros casos, elas nio sdo absolutamente convergentes para
qualquer valor de ¢& (Flammer, 1957). Do exposto, a solugio da fungio angular A(n) ¢ expressa
em termos de uma série de fungdes de Legendre, enquanto (&) ¢ obtida a partir de uma série de

fungdes de Bessel esféricas. As solugdes das respectivas equagdes sdo dadas por:

-1
Xm(c.6) = [ Zdu.m} . Z(_ I)FLZ“.' dymln (CE:) (3.30)
n=(_ n=()
A(em) = 2d, 0 (). P, (1) (331)

com m=0, 2, 4, ... e n=0,2,4,... . Nas equagdes 3.30 ¢ 3.31, j,(c§) € a fungdo de Bessel esférica de
1* espécie de ordem n, enquanto que P,(1)) € a fungdo de Legendre de 1” espécie, respectivamente.

Embora as equagdes 3.28 ¢ 3.29 ndo sejam definidas para £=1 e n=1, as solugdes apresentadas
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sdo analiticas e finitas nestes pontos. Em particular, condigdes fisicas geralmente exigem que a

solugdo obtida seja analitica em |x|=1.

Para uma variavel genérica x, as fungdes de Bessel esféricas relacionam-se com as fungdes

de Bessel cilindricas por (Abramowitz e Stegun, 1972):

ia(ex) = \/%jnnf:(cx) (3.32)

onde j, (cx) € a fungido de Bessel esférica.

As fungdes de Bessel cilindricas de ordem fracionarias sdo obtidas a partir da relagdo:

2 5 (%)= da (%) + e (%) (3.32)

X
onde (MacRobert, 1967):

b= Esenl)  17260= |2 costo) 6.332)

Os polindémios de Legendre na sua forma compacta sio dados por (Oliveira e Maiorino,

1997, Wylie e Barret, 1995):

p (x)=i 3 (-D*(2n - 2k)!  (n-2%)
2" k=ok!(n —k)!(n - 2k)!

(3.34)

onde:

Jn /2 para n par.
N =
l(n —1)/2 para n impar.
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As fungdes % e A sdo fungdes ortogonais duas a duas com peso v(x). Uma sequéncia de
fungdes gu(x) e gy(x), sdo ditas ortogonais com relagio a fungdo de peso v(x) no intervalo a<x=b

S¢C!

[en (g, (0 v(x)dx = 0 (335)

com m#p, (Kreyszig, 1983, Wylie e Barrett, 1995). Se estas fungdes devem ser reais, a fungio v(x)

deve ser ndo-negativa.

Quando a equagdo 3.31 é substituida na equagao 3.29, e relagdes conhecidas para as fungdes
de Legendre associadas sdo usadas, os coeficientes dn. sdo determinados através da seguinte

relagido de recorréncia (Flammer, 1957):

&rdr-nl.m +(Br - bn)dr.m # ?rdrflm =0 (336)
onde:
. (r+2)(r+1)c
e agar T 3.37
% T 2r+9)2r+3) )
- (2r)(r+1) =1]c?
. r(r=1)¢?
T S 3.39
Y= -9 B39
com r=0, 2, 4... . Os valores dos coeficientes b, para c<75 sido dados pela equagio
transcendental seguinte:
U (by) = Uy(by) + Ux(by) =0 (3.40)

com:
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U,(b,) =@, -b, - . (3.41)

U,(b,) =- s (3.42)

sendo que:

E n*(n—1)°¢’ _
" (2n=-1*(@2n+1)(2n-3)"

. ¢’
@, =n(n+1)+ -m{l +—

nz2 (3.43)

I
5 (2m17):| nz0 (3.44)

Esta técnica utilizada para determinar os coeficientes b, ¢ denominada técnica da fragdo
continuada; comentarios adicionais podem ser encontrados em Stratton et al. (1941), Morse e
Feshbach (1953a) e Stratton et al (1956). Quando ¢>10, os autovalores sdo conscguidos atraves
de uma expansiio assintotica. O desenvolvimento assintotico de b, € dado a partir do método de

aproximagdes sucessivas:

an2+2n+3) (2neDn2+n-3) n'+2n°+7n+3
b.,=(2n+1)c4(“ ;"* )_(an+ (;C“‘ )_Hn +;£ n+3)

(66n° +165n* +962n° + 1278n? + 1321n + 453)

- ST ~ (3.45)

(2520 + 75n° + 5885n" + 10510n° + 18478n” + 133490 + 4425)

2‘204

[527(2n +1)7 +61529(2n+ 1) +1043961(2n + 1)* + 2241599(2n + l)] 0( _6)
_ + C

20 5
27¢

No intervalo 7,5<c<10, nenhuma das solugdes fornece resultados coerentes.
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Uma série convergente para d,m pode ser obtida para um conjunto de valores discretos da
constante de separagdo b. Desta forma, tornam-se possiveis dois conjuntos de solugdes finitas, um
para cada valor de n par, e outro quando n for impar. Para n par, o menor valor de b esta

relacionado com n=0, o proximo com n=2, e assim por diante (Morse e Feshbach, 1953b).

Dependendo do esquema de normalizagdo adotado, os valores dos coeficientes dym serdo
diferentes, contudo, os cocficientes devem ser normalizados para que cada fungio esferoidal se
reduza a correspondente fungdo esférica quando ¢—0. O critério adotado neste trabalho é

apresentado na equagdo 3.46:

o (= 1)72(r)! —1)”2(n)!
$E0EOL 0 6.46)
=) " 250G
2/\2 2/\2
valida para r=0,2, ... e n=0,2,... . Outros critérios de normaliza¢io podem ser encontrados em

Flamme (1957) Esta equagio adicional é que possibilita a determinagio dos coeficientes dom,
completamente. Vale ressaltar que, quando n < 0, tem-se Py(n)=0, implicando que a série
realmente comega em n=0. A condigdo que restringe b nas equagdes diferenciais ¢ refletida na

equagio 3.22b como um requis e gue a relacio de coeficientes d,/d,.»—0 (fende a, zerq
quando n-3, (Straiton et al THEEIC Al disso Como 1 e par, 0 co'éﬂ'élenle g., 3, etC. sa)d

irrelevantes e nio devem ser considerados. A solugdo geral do problema ¢ dada pela soma das

solugdes particulares para y e A. Isto €:

& , Dt

M(Z‘,,t], t)—Mc = Z ZAmke_c“* v xtn(clti&’&)lm(cnk"1) (3.47)

m=0.2 k=1

Os coeficientes A sio obtidos, aplicando a condigdo de contorno em 1=0 (equagdo 3.22a).

Assim, tem-se que:
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R IDI NI WO (3.48)

Multiplicando ambos os membros da equagio 3.48 por x%u(Co)Ao(Cs MIE™-NY), €

integrando-os sobre o volume de controle em estudo ( Figura 3.1), tem-se:

-F-[L ‘;idxp(cpk'é)lp(cpp’])(&z —']2)(M -M )dbdn =
- i i '[OIJ‘]-‘ ( PI‘’&)lp(ci’k'n)(&'2 - nz)Aml\Xm(cmk'g)lm(cmk-n)dgdﬂ (349)

m=0.2 k=1
onde foram trocadas as operagdes de somatorio e integragido. Supondo valida a integragdo termo a

termo, conclui-se que o Gnico termo no lado direito que fornece uma integral ndo nula € o termo

em m=p, devido a propriedade de ortogonalidade das fungdes, expressa pela equagdo:

[:L%xp(cw%) Ao €3 ) (€ &) A (G MNE> = %) = 0, m # p (3.50)

Observe que o termo (£%-n?) é a fungio de peso referenciada na equagio 3.35.

Para p=m, o resultado da equagdo 3.49 sera:

-[)-[ m Cmk » é ( Comk ,n)(&z - TII)(M(, — Mc)dﬁdn
Jl.[ % [xﬂl C ok » ln(culkvn)]l(u =1 )du_.,dl]

A (3.51)

mk

onde o denominador é a norma de (xm Am)(E*-1"). Desde que (M, - M.) é um valor constante, este
termo pode ser isolado da integral acima, e, portanto, a solugdo apresentada na equagdo 3.47

passa a referir-se a razio de unudades (M - M.) /(M, - M), em vez de (M - M.).
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Definindo os seguintes parametros adimensionais:

M M : t :R:; Bi Dl (3.52a-c)
M() - Mt”.' L D

pode-se escrever a solugdo geral para o problema como segue:

(3.53)

= A g2 1"
E[ “""Aj|e k! p, = (cml. ’Lt:);\'m (cmk ‘n)

Os coeficientes Cuk, by € dom devem ser obtidos satisfazendo a condigio de contorno na
superficie do esferoide prolato (E=L./L). Sendo assim, substitumdo M(&n,t) e sua derivada na

equagdo 3.22b, e usando o parametro adimensional definido na equagido 3.52, obtém-se

x =_"_i_ E’?—l axm
m Bi 1—!]2 (-E,

Observa-se que para Bi — o, tem—se %, —> 0 na superficie. Esta condi¢do ¢ conhecida

(3.54)

Gr =L, /L

como sendo condigio de equilibrio (1? espécie) (Lima, 1999). Isto significa que em qualquer ponto

na superficie do solido, o teor de umidade M'=0=>M=M,.

Para determinar a perda de umidade no processo de secagem, torna-se necessario determinar

o teor de umidade médio no volume total do elipsoide. A definigdo da média espacial do teor de
umidade (ﬁ), requer que a mesma seja uma fungio associada ao centroide do volume do corpo

em estudo (Whitaker, 1980). Sendo assim, € expressa por:

— 1
= Vv 3.35
M V-\[Md (3.55)
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onde V € o volume total do dominio em estudo, obtido pela integragio da equagio 3.16, no limite

do dominio, de acordo com a Figura 3.1.

Substituindo os valores do teor de umidade adimensional e dos volumes infinitesimal e total

na equagao 3.55, tem-se que o teor de unudade meédio sera dado por:

a [ 2 b
[:jll. Z LT xm(cmk,ﬁ) mk,n} *=n® dF;dn

— m-0.2 k-1 (M M )
M* = (3.56)

I:j} L (i“ - n:) dE dn

A equagdo 3.56 assume esta forma, em virtude da simetria em torno do eixo z, isto ¢, da

independéncia da raziao de unidade na diregdo de C.

Pela substituigdo direta de M por T e D por «a, os resultados deste equacionamento passam a

representar a distribuigdo de temperatura e seu valor médio, durante o processo de difuséo.

Uma peculiaridade da solugdo destas equagdes ¢ que para pequenos valores de DUL? é
necessario utilizar um alto nimero de termos das séries, resultando num consideravel
inconveniente. Todavia, para altos valores desta grandeza, o termo exponencial predomina e a

solugdo converge rapidamente, em virtude do rapido decréscimo da fungio exponencial.

A formulagdo aqui apresentada pode ser utilizada para descrever fendomenos difusivos
transientes, de difusio de massa (secagem ou umidifica¢do) e calor (aquecimento ou resfriamento)
em corpos com geometria esférica (L/L,1=1,0), cilindrica (L./L;—0) e elipsoidal (1,0< Ly/L; < %0),

com a condi¢do de contorno indicada.

Vale salientar que a complexidade para obter a solugio analitica do problema, para condigio

de contorno convectiva, ¢ muito grande, e métodos numéricos mostram-se mais adequados para
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obter solugdes mais rapidas. No entanto, estudos podem ser conduzidos neste sentido, para poder

auxiliar pesquisadores em futuros trabalhos.

Para demostrar o mérito relativo do presente método de solugdo, no que diz respeito a
utilidade e limitagoes, foi decidido selecionar alguns casos para que uma solugdo convencional
pudesse ser realmente obtida e comparada com outros resultados da literatura, obtidas para esfera
(L2/L1=1,0), ehpsoide (L»/L,=2,0) ¢ cilindro mfinito (Ly/1.,=100,0); considerando-s¢ um

coeficiente de difusio D= 1,22.10” m%/s e L;=0.01m, em todos os casos estudados.

Para obtengdo dos valores dos coeficientes ¢, b, dum € Aux, condigio de ortogonalidade das
fungdes, o teor de umidade médio adimensional, assim como o proprio teor de umidade
adimensional dentro do sélido, trés programas computacionais utilizando o Software Matematica®™
foram implementados. Particularmente com referéncia as determinagdes de A,y e a condigio de
ortogonalidade, problemas foram encontrados para resolver analiticamente as integrais que

envolvem estas equagdes, especificamente a integral do tipo:

Jinleg)i,(ee)erde (3.51)

Todas as integrais que envolvem % e A podem ser reduzidas a integrais mais simples que
envolvem as fungdes de Bessel esféricas e polindmios de Legendre, respectivamente. Contudo
uma extensa bibliografia especializada sobre fungdes de Besscl, suas derivadas e integrais, foi
consultada, mas ndo foram encontradas expressdes que auxiliassem na tarefa de reduzir as
integrais referenciadas a expressdes mais simples para se poder obter a solugdo totalmente
analitica. Como exemplos citam-se: Watson (1944), Batteman (1951), Robin (1959), Farrel e Ross
(1963), Gradshteyn e Ryzhik (1965) e Abramowitz e Stegun (1972). Sendo assim, técnicas

numéricas ja implementadas no Software Mathematica™ foram usadas para resolver estas integrais.
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CAPITULO IV

RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo apresenta os resultados obtidos da cinética de secagem e do teor de umidade
adimensional no interior do sélido esferdide prolato em fungdo da posigdo € do tempo. A
obtengio da solugio analitica referenciada neste trabalho requer um elevado namero de horas de
trabalho computacional, comparados com a solugdo numeérica reportado por Lima (1999). Alguns
dos resultados dos coeficientes b, ¢ d,n obtidos com os codigos computacionais para certas
condigdes prefixadas foram comparados com resultados obtidos por Stratton, (1941) e Flammer,
(1957). A Tabela 4.1 apresenta comparagio de alguns resultados obtidos por estes pesquisadores

e evidencia que os programas computacionais fomecem resultados praticamente iguais.

Tabela 4.1 — Comparagio entre os coeficientes by, e d,» obtidos neste trabalho e os reportados na

literatura.
Este Trabalho Stratton et al (1941) Flammer (1957)
dam dom dom
c b, n=20 n=2 b n=0 n=2 ba n=0 n=2

0,1 [0,0033320.999445 | -0,001110 [0,003330 | 0.99945 | -0.001110 | 0,003330 {0,999450 | -0.00110
3,0 [2.1367300,714803 | -0,514222 [ 2.136730 [ 0.71480 | -0.514220 |2,136730 | 0,714800 | -0,51422
5.0 [4,195130 1 0,560318 | -0,695613 |4.195140 | 0.56032 | -0,695610 | 4,195130|0.560320 | -0.69561

Uma vez que a metodologia utilizada apresenta coeficientes similares, duas situages foram
estudadas; a primeira com respeito a cinética de secagem do solido e a segunda referente aos

perfis de teor de umidade no interior do solido em diferentes tempos de secagem.
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Na Figura 4.1 mostra-se os resultados analiticos do teor de umidade médio de um esferdide
prolato com razdo de aspecto Lo/L;= 2,0, numero de Biot, Bi=1,0 em fun¢io do nimero de
Fourier Fo=Dt/L,% comparados com os resultados analiticos reportados por Luikov (1968), para
uma esfera e os resultados numéricos apresentados por Lima (1999), para as mesmas condigdes

de numero de Biot.

1.00 —¢

Jf' Bi=1,0

B

0.80 | —  L2/L1=1,0 (Analitico, Luikov, 1968)
X - L2/L1=2,0 (Analitico, Este trabalho)
11 -~ — - - L2/L1=2,0 (Numérico, Lima, 1999)

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
F0=Dt/L12
Figura 4.1 — Comparagdo entre os teores de umidade médios obtidos pelo método proposto, os
numeéricos reportados por Lima (1999), para um sélido com L,/L,=2,0 e os analiticos

apresentados por Luikov (1968), para uma esfera (L,/L,=1,0), e o nimero deBiot, Bi=1,0.

Percebe-se a boa concordincia entre os resultados deste trabalho com os resultados obtidos
por Lima (1999). Ocorre um pequeno erro na determinagdo do teor de umidade médio
adimensional para niamero de Fourier, Fo=0,01, cujo valor atingiu um maximo de 1,5%. Esta
divergéncia é atribuida ao fato da solugdo analitica em estudo ser obtida por uma série discreta de

valores, obtidos por sua vez por uma série de aproximagdes e equagdes transcendentais, bem
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como para fungdes de Bessel esférica e polinémios de Legendre de alta ordem. Parte destas
divergéncias podem ser minimizadas, utilizando-se um nimero de termos mais elevado nas
séries, principalmente para determinar os coeficientes de expansdo d,. e os autovalores by,
Também se pode dizer que estes erros sdo onundos das sucessivas aproximagdes numeéricas
ocorridas durante os calculos das integrais contidas na equagdo 3.56, que calcula o teor de

umidade médio do matenal.

O teor de umidade adimensional para um esferdide com razio de aspecto L/L1=2,0.numero
de Biot, Bi=1,0 e varios numeros de Fourier, em fun¢do das coordenadas angular e radial, esta
ilustrados nas Figuras 4.2 e 4.3, respectivamente. Aqui a atengio esta focalizada na vanagio do

teor de umidade com o valor de Fourier, para valores fixos da coordenada radial{(£ } e coordenada

angular(7). A influéncia da difusdo ¢ estabelecida pela magnitude do niimero de Fourter.

Para baixos valores do Fourier, que é o caso de situagdes iniciais do processo, a difusio ¢
relativamente alta; em contraste ocorre para altos nimeros de Fourner. Isto se venfica em
qualquer numero de Biot. Para valores crescentes deste parametro, o teor de umidade
adimensional decresce para qualquer par (&,77), indicando que o fluxo de umidade ocorre do
centro do corpo para superficie. Observa-se também que a dependéncia do teor de umidade com a
coordenada angular(n) € levemente mais forte que a sua dependéncia com a coordenada radial(§).
Este efeito € mais acentuado com a maximiza¢io da razio de aspecto, fixado o nimero de
Biot.Vale salientar que para namero de Fourier, Fo=0,0366, a solugdo analitica ainda esta se
mostrando instivel com respeito a coordenada angular, conforme ilustra a Figura 4.3, pelas

razdes ja citadas.

Nas Figuras 4.4a-c ilustram-se a distribui¢@io do teor de umidade dentro de um esferdide
prolato com L,/L;=2,0, nimero de Biot, Bi= 1,0 em trés nimero de Fourner . Vernfica-se neste
caso que o teor de umidade adimensional decresce com o aumento do nimero de Fourier em

qualquer posigdo no interior do sélido.
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[ Lo/L1=2,0 Bi=1,0 |
& Fo=0,0366
& Fo=0,0732
Fo=0,1464
Fo=0,2440
Fo=0,3660
Fo=0,5490
Fo=0,7930
Fo=1,2200
Fo=1,5860

I
100 1.04 1.08 1.12 1.16
S

Figura 4.2 — Teor de umidade adimensional em fungdo de £ em n=0,0 ( 0<y<L,), para varios
Fourer, L2/L1=2,0 e namero de Biot, Bi=1,0.

1.00
- ~
0.80 L2/L1=2,0 Bi=1,0
—&—— Fo0=0,0366
—&— Fo0=0,0732
0.60

—+—=—— Fo0=0,1464
—=—— F0=0,2440
0.40 | ‘ ! . ® | —%—— Fo0=0,3660
' —&—— Fo0=0,5490
——+—— Fo0=0,7930
—#—— Fo0=1,2200
— F0=1,5860)

M*

0.00 L IR BN N
000 020 040 060 080 1.00
n
Figura 4.3- Teor de umidade adimensional em fungo de 5 em £=1,0 ( 0<z<L), para varios

Fourier, L,/L;=2,0 e nimero de Biot, Bi=1,0.
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De uma forma geral, nota-se a existéncia de duas regides distintas para a difusdo de massa:
uma se localiza nas proximidades do ponto focal e outra no restante do corpo. A medida que a
razio de aspecto € maximizada, a difusdo de massa aumenta na regido onde esta inserida o ponto
focal (y=0, z=L) decrescendo no restante do corpo. Este efeito é minimizado com a diminuigio
da razdo de aspecto até o caso em que Lo/L;=1,0, onde as regides se coincidem formando uma
unica regido, com um comportamento de difusdo de massa independente da coordenada angular

(esfera).

1.100
1.000
0.950
0.900
0.850
0.800
0.750
0.700
0.650
0.600
0.550
0.500
0.450
0.000

0.00 '
0.00 020 040 060 080 1.00

y

Figura 4.4a — As linhas de iso-concentragio e a forma de um elipséide com L,/L,=2,0, para

numero deFourier, Fo= 0,122 e numero de Biot, Bi=1,0.
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0.6

0.40

0.20

0.00 ki
000 020 040 060 080

y
Figura 4.4b — As linhas de iso-concentragdo e a forma de um elipsoide com L,/L;=2.0, para

numero de Fourier, Fo= 0,366 e numero de Biot,Bi=1.0.

Pelas linhas de iso-concentragdo nota-se que no interior do sélido com forma eliptica a
regido proxima a superficie do solido e, particularmente proxima ao ponto focal € onde aparece
os maiores gradientes de umidade e consequientemente o processo de secagem ¢ rapido. Esta
verificagdo € importante, pois permite prever a existéncia de tensdes termo-mecinicas que
comprometem a qualidade do produto ao final do processo. Altos gradientes térmicos e
mecanicos podem geram trincas, deformagdes além de poder alterar a cor e o sabor dos

alimentos. Resultados similares foram apresentados por Lima (1999).

A Figura 4.5 apresenta o teor de umidade médio adimensional em fun¢do do numero de

Fourier para varios esferoides prolatos, com Bi — «. Esta condigdo de contorno equivale ao
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caso do solido, no inicio do processo de secagem, atingir rapidamente o seu teor de umidade de
equilibrio e permanecer assim até o término do processo. A analise da figura evidencia que o teor
de umidade médio decresce com o aumento do numero de Fourier, para qualquer razio de
aspecto. Para um mesmo numero de Fourier, o teor de umidade médio adimensional € maior para
esferoides com razdo de aspecto maior. Além disso, percebe-se que corpos com razio de aspecto
menor secam mais rapido, sendo isto devido a relagdo area/volume. Vale salientar que L,/L;—0,

o solido tende a um cilindro infinito.

1.000
0.460
0.420
= 0.380

= 0.340

0.00
0.00 020 040 060 080

y
Figura 4.4¢ — As linhas de iso-concentragdo e a forma de um elipséide com L/L,=2,0, para

numero de Fourier, Fo= 0,732 e nimero deBiot, Bi=1,0.

Comparando-se a Figura 4.5 com a Figura 4.1, observa-se que no caso de numero de Biot

(Bi) infinito, o s6lido seca mais rapido, em qualquer razdo de aspecto. Por exemplo, para o caso
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L2/1.1=2,0, para nimero de Biot, Bi=1,0, o solido atinge o equilibrio em nimero de Fourier,
Fo~5,0, enquanto que para o namero de Biot (Bi) infinito o sélido atinge este mesmo ponto em

numero de Fourier, Fox0,9.

1.00

Bi infinito

———— L2/L1= 1,0 (Analitico, Luikov, 1968)
L2/L1= 1,1 (Analitico, Este trabalho)
L2/L1= 1.5 (Analitico, Este trabalho)
L2/L1= 2.0 (Analitico, Este trabalho)
L2/L1 infinito (Analitico, Luikov, 1968)

0.80

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Fo=Dt/L,2
Figura 4.5 — Teor de umidade médio adimensional em fungdo do namero de Fourier (Fo), para

varios esferoides prolatos e nimero de Biot (B1) infinito.

Nas Figuras 4.6 e 4.7 mostra-se a evolugdo do teor de umidade adimensional em fungio das
coordenadas radial e angular, respectivamente, para um elipséide com Ly/L,=1,5 e nimero de
Biot (Bi1) infinito, em varios numero de Fourier. As Figuras 4.8 e 4.9 apresentam a mesma
situacgdo, desta feita para uma razio de aspecto de L,/L;=2,0. Observa-se, apos analise das curvas,
que o teor de umidade é fortemente dependente de ambas as coordenadas angulares e radiais,
principalmente para caso L,/L1=2,0. A severidade da secagem ¢ maior. Em ambos os casos, os
gradientes de umidade sdo mais acentuados, quando comparados com o caso de numero de Biot,
Bi=1,0 (Figuras 4.2 e 4.3). Este efeito vai gradativamente decrescendo com o aumento do numero

de Fourer.
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Figura 4.6 — Teor de umidade adimensional em fungio de ¢ em n=0,0 (0<y<L,), para varios

numero de Fourier (Fo), L,/L;=1,5 e nimero de Biot (B1) infinito.
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Figura 4.7 - Teor de umidade adimensional em fungdo de n em £=1,0 (0<z<L) para varios

numeros de Fourier (Fo), Lo/L;1=1,5 e nimero de Biot (B1) infinito .
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Figura 4.8 - — Teor de umidade adimensional em fungdo de ¢ em n=0,0 (0<y<L,), para varios
namero de Fourier (Fo), Lo/L;=2,0 e nimero de Biot (B1) infinito.
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Figura 4.9 - Teor de umidade adimensional em fungio de n em £=1,0 (0<z<L) para varios

namero de Fourier (Fo), Lo/L1=2,0 e nimero de Biot (B1) infinito.
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O mapeamento de dois esferoides prolatos com Lo/L1=1,5 e Lo/L;=2,0, para nimero de Biot
(B1) infinito, esta ilustrado nas Figuras 4.10 e 4.11, respectivamente. Como se pode esperar a
medida que a razio de aspecto aumenta, a difusdo de massa na regido proxima ao ponto focal
também aumenta, decrescendo na regido mais afastada dele. Disto pode-se afirmar que, quanto
maior a razdo de aspecto, mais rapidamente o processo de secagem se concretiza, para qualquer
numero de Biot fixo. Este efeito acontece devido a geometria do corpo e, esta ligada diretamente

com a relagdo area/volume, como ja mencionado.

0.50
y

Figura 4.10 - As linhas de isso concentragdo e a forma de um elipsoide com Lo/Li=1,5, para

numero de Fourier,Fo= 0,122 e nimero de Biot (Bi) infinito.

Observando-se as figuras pode-se dizer que, corpos com razio de aspecto mais acentuada,
apresentam o ponto focal bem proximo a superficie do sélido. E nesta regido, onde o processo de
secagem ¢é rapido e estio concentrados os mais altos gradientes de umidade. Sendo assim, esta
regido é mais volavel a trincas e deformagdes originadas por tensdes termo-mecénicas, que
comprometem a qualidade final do produto, principalmente se o processo ocorre para numeros de

Biot elevados (Bi>10,0) (Lima, 1999). No caso de grios, a severidade das deformagdes, pode
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originar rupturas, diminuigdo do vigor e germinabilidade das sementes. Isto deve ser tanto quanto

possivel evitado, por exemplo, pelo controle das condi¢des do ar de secagem.

Pela comparagio entre as Figuras 4.4a e 4.11, evidencia-se a total diferenga na distribuigdo

de umidade. Este efeito é exclusivo devido ao nimero de Biot.

zm 1 ! L !

1.000
0.800
0.750
0.700
0.650
0.600
= 0.550
= 0.500

0.450
0.400
0.350
0.300
0.250
40.200
+0.150

100
0.050
0.000

0.50
y

Figura 4.11 - As linhas de iso concentragdo e a forma de um elipséide com Lo/L;1=2,0, para
namero de Fourier(Fo)= 0,122 e nimero de Biot (Bi) infinito.

Para finalizar, dada a quantidade de informagdes fornecidas e o bom ajuste obtido nas
comparagdes apresentadas, tem-se evidencia de que a metodologia € satisfatoria e o modelo €
versatil. Apesar deste trabalho se direcionar a difusdo de umidade dentro de sélidos esferoidais

prolatos, os resultados contemplados também configura o transporte de energia, bastando para
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1550 substituir a taxa de secagem pela taxa de resfriamento do solido. Portanto, esta metodologia
pode ser utilizada para descrever processos de secagem, umidificagdo, aquecimento e
resfriamento, considerando as condigdes de contorno constante ou do tipo convectiva e ainda

variando a geometria que vai desde uma esfera até um cilindro infinito, passando por um

esferéide prolato.
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CAPITULO V

CONCLUSOES E SUGESTOES
5.1 Conclusoes

Considerando a solugdo analitica da equagdo de difusdo de massa para o processo de
secagem em corpos com geometria elipsoidal, pode-se chegar de forma geral as seguintes

conclusdes:

¢+ O tratamento matematico utilizado para obten¢do da solugio analitica da equagdo de
difusdo em coordenadas esferoidais prolata com condi¢do de contorno convectiva na superficie
do corpo, foi adequado e pode ser utilizado para descrever fendmenos difusivos, tais como:

aquecimento, resfriamento, secagem e umidificagio, bem como ratificar os modelos numéncos.

¢ A partir da solug¢do encontrada, é possivel obter a distribui¢@io intema da grandeza em
estudo, bem como a cinética de difusdo, em corpos com formas de cilindro infinito, elipséide e

esfera, considerando o coeficiente de difusio constante e nio-existéncia de encolhimento.

+ O teor de umidade médio adimensional de um esferdide prolato diminui com ¢ aumento
do numero de Fourier, para qualquer razio de aspecto durante o processo de secagem.

Comportamento similar € evidenciado em qualquer ponto no interior do sélido.

+ A diferenga entre o teor de umidade no centro e no ponto focal de um esferoide prolato
depende da razio de aspecto Lo/L; e ¢ maior em sélidos com maior razio de aspecto. Esta

diferenga depende do numero de Biot.
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+ A taxa de difusdo de um sélido e a distribuicio de umidade no seu interior € afetada
pelo numero de Biot caracteristico do processo. Para Ly/L,; fixo, o aumento do nimero de Biot

origina um acréscimo nos gradientes de umidade no interior do solido.

¢ O teor de umidade é fortemente dependente da coordenada radial(E), decrescende com
o aumento dessa coordenada&, é independentemente da coordenada angular(n) para o caso

L./L4=1,0, e é fortemente dependente das coordenadas radial e angular para o caso L»/L,=2,0,

principalmente para altos nimeros de Biot.

¢ Para solidos esferoidais prolatos com o numero de Biot qualquer, submetidos as
mesmas condigdes externas de ar de secagem, o equilibrio higroscopico € atingido mais
rapidamente naqueles sélidos onde a razio de aspecto € menor. Atribui-se isto a relagio

area/volume.

¢ As linhas de iso-concentragio de umidade mostram que, em regides pontiagudas, o

processo de secagem € rapido.

¢+ O teor de umidade no interior de um sélido que se aproxima de uma forma esférica,

depende apenas da coordenada radial (&), em qualquer namero de Biot.

5.2 Sugestoes para futuros trabalhos

¢ Na formulagio apresentada, adicionar o encolhimento do produto durante o processo de

secagem.
+ Validar experimentalmente a solugio apresentada neste trabalho.

¢ Apresentar a solucdo analitica da equacio de difusdo aplicada a sélidos esferoidais

oblatos.
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Tabela Al.1 - Valores dos coeficientes ¢, b e A, e critério de ortogonalidade das fungdes

esferoidais para L,/L,=1,5 e Bi infinito.

1 pla/l.
ol I O | e | LT xarax 2 (8 - ) dgan, mep
1| 3.1613 2.3041 2.8898 1.97789.10”
2 | 6.6042 5.8177 -3.2574 3.47835.107
3| 14.1771 | 13.4390 -9.3857 -6.62832.10™
4| 18.7941 | 18.0533 -3.1550 -5.13144.10”
1 | 50489 | 20.4261 1.7855 -1.42201.10”
2| 7.0626 | 49.4593 0.9060 2.27170.10°
3| 84710 | 383903 -2.2259 1.26861.10™
4 | 11.8407 | 55.3294 2.0254 1.39304.10°
51 16.5901 | 79.1242 -4.7425 -1.56134.10™
6 | 18.8150 | 90.2606 3.4800 4.16671.10°
1 | 10.3359 | 80.7357 -1.8682 -2.32673.10°
2 | 13.7548 | 112.0640 1.8693 -3.87878.10™
3] 16.7759 | 139.4910 0.5535 8.39733.10°
4 | 19.0630 | 160.1890 -3.8840 -3.21613.10°
5| 21.1952 | 179.4580 5.8075 -1.37470.10°°
6 | 23.4855 | 200.1350 -9.9613 3.84428.10°
7 | 25.8430 | 221.4050 14.6651 -6.51851.10™
1| 9.0350 | 87.4265 -3.1760 -6.51835.10"
2 | 12.3075 | 133.8000 -1.4692 6.58380.107
3 | 15.6380 | 178.5460 1.7359 -5.28245.10°
4 | 18.8999 | 221.6740 -1.0665 4.40830.10°
5 | 21.5036 | 255.9240 -3.7644 3.52393.10°
6 | 23.6310 | 283.7650 8.3081 4.45120.10°
7 | 25.7666 | 311.7030 -9.4549 -1.95840.10°
1 | 14.3543 | 198.0180 -1.2088 9.97762.10°
2 | 17.5744 | 255.4870 1.7303 3.87932.10°
3 | 20.9040 | 313.6180 -1.5427 2.05554.10°
4 | 26.3767 | 408.0380 18.4540 1.81890.10°
5 | 27.6548 | 429.9840 24.5638 2.48666.107
6 | 29.4351 | 460.5120 24.3596 7.71987.10°
1| 16.4436 | 278.4280 -0.5374 1.53761.107
2| 19.5762 | 343.5460 1.7343 1.34411.10°
3| 22.8731 | 415.4000 -1.5988 -1.49759.10°
10 | 4| 25.8536 | 479.5230 0.5930 -9.22916.107
5| 28.7182 | 540.7350 -4.8223 -2.49691.10
6| 32.6842 | 624.5930 -2.4928 -1.10659.10™
7| 359851 | 695.0430 -3.3487 -1.29627.10°7
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1| 18.5447 | 359.5830 0.1699 1.22497.10™
21 21.6308 | 443.0280 2.2809 2.77808.10°
3| 24.8761 | 528.1340 -1.5598 -2.16264.107
12 | 4| 27.7597 | 602.5810 -0.8195 -9.01749.10°°
5| 29.4742 | 646.5230 7.4353 9.20700.10°
6| 32.6842 | 728.3640 1.9211 7.60434.107
7| 36.0142 | 812.8580 2.1957 3.71984.10°
1| 20.6000 | 494.6910 0.2244 5.43180.10°
2| 23.7235 | 554.0250 3.0554 6.19466.10°
3| 26.9558 | 653.3760 -1.9157 6.3467.107
14 | 4| 32.6316 | 823.8420 =1.3512 -4.73789.10°
5| 35.8860 | 920.3840 -1.7197 2.98396.107
6| 38.8789 | 1008.720 1.9743 -8.71227.10°¢
7| 41.8776 | 1096.930 -0.6502 -3.40215.10°
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Tabela A1.2 - Coeficientes de expansao das fungdes esferoidais para Ly/L;=1,5 e Bi nfinito.

Cink dn.m
m k n=0 n=2 n=4 n=06 n==8 n=10 =12 n=14 n=10
1 0.69841 0538419 0815576 -0.005534 0000213  -5.259021 9052570 -1.146990 1.114100
2 0.48769 -0.73134 0320319  -0.074607  0.010727 0001040 0000072  -3.768330 152523
0 3 0.332679 0.665574 0.536624 <0.291132 0.115337 0.033463 0008114 -0.001516 0.000230
4 0289004 0612202 0561917 0371160 0189384 0076958 002534 0006912 0001571
| 0251012 0880995 0683741 0156465 -0017907 00012460 0000058 1002000 5131000
9 ALIG6O0S 0819522 0913960 0972904 0304859 00502361 0005240 0.000381 -0.000020
7 3 022 031014 -08924007  0.558226 <0.17289 0032788 0004231 0000397 -0.000028
4 0184130 0077210 0714162 0740189 0389569 0129552 0030030 0.005148  -0.000680
5 0154563 0055670  -0.465528 0738216 -0.595162  O3ISTIR 0421168 0.035435  -0.008175
G 0144958  0.08689%0 0376983  0.695500 0641164 0304124 017789 0.062000  -0.172383
] 0150235 0438015 -0.121645  -0.751809 0648643  -0.250548  0.058610  -0.009391 0001105
7 0427793 0.237651 0401363 -0.350352  0.765535 0538142 0220018 -0061133 0012471
4 3 0115187 0135037 0438233 0049585 0640068 0680163 0397444 0156918 0.045627
4 0.107898 0.083602 0421320 0.1058150 0.495697 4).704062 0.511742 -0.249395 0.089723
5 0102225 0048343 0392815 0.204745 0358319 0677754 0.588165 0338237 0.143771
6 0097085 0.019788  -0.357651 0.274368 0223239 0615982 0.635253 20425762 0.210854
7 0092521 0002513 0321168 0317830 0103926 0532756 0.649758  -0.49979%  0.283320
| 0011458 0205627 0.551465 0503787  -0.638326  0.243729 0050878  0.006931 -0.000674
9 0012631 0.453591 0319684 0368296 0613867 072409 340039 0.09568] 0018523
6 3 0102755 0290995  -0.819605  -0.530978% 0020684 0682080  -0.631075 0307426 -0.099239
4 0091610 0191030 0240433 0378777 0331821 0360527  D.698805  0.528086 0251922
§  00BS3T4 0137015 -0.286868  -0.228890  0.438027 0089317 0.6038%0  0.634875  -0.392092
G 0081216 0103709  -0298630 0120872 0450648 0090919 0471740 0.658947  -0.492864
7 0077636 0077220 0297413 -0031036 0424072 0225028 0321286 0632645 0.567592
] 0100995 0373315 0.446362 0.150480  -0.441762 0406712  0.667244 0374036 0.123967
2 0.085368 0.293764 0139153 -0.310326  -0.457931 0.207658 0528595  -0.650524 0372199
8 3 0076093 0211444 0066336 0397872 0123253  0.478591 0076269  -0.608678  0.595921
4 0067089 0124445 0199498 0252112 0.248775 0300295 0397136 0116367  0.563541
§ 0065473 211510 0209497 0287775 0223765 0429949 00005979 (.49359 0.109940
6 0063433 0092324 0221639 -0.152925 0319758 0119075 0438214 0.141557 0376043
| 0104157 0361784 0.519016 0474357 0.0459431 0554407 0305065  0.739198  -0.487694
9 0080152 0.298286 0278515  -0.039062 -0.4348 40.348941 0.363166 0392427 0671840
3 0067334 0.221449 0065114 0284543 0362829  0.113561 0481247 -0.143853  -0.486874
10 4 0062013 0173128 -0492355  -0.325419 0156622  0.339364 0266524 -0411825  -0.132729
§ 0058477 0138017 0114414 -0.293678  0.0218865  0.380361 0.008439  -0.448457  0.180649
G 0055126 0102503 0162770 0214269 0182552 0.285951 £0.244945 0271354 0.411007
7 0053628 0081808 0184133 0146692 0.253225 0163622 0342528  -0.067810 0430093
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1 0.072447 0.231699 0.359914 0446427 0.358028 0037480 0.471229 -0.140759 0.580967
2 0.073014 0.269366 0.324582 0.174970 -0.165784 0.436807 £.199536 0.416879 0.224779
3 0.059872 0.216746 0.154521 -0.122477 -0.370799 .230949 0.274460 0.390273 -0292979
12 4 0.055223 0.178349 0.041145 -0.242526 -0.304636 0.056540 0.403762 0.0702593 -0.461391
5 0.053583 0.160086 -0.00810 -0.269921 -0.225836 0.183878 0.367387 -0.115293 -0.423164
6 0oesa2 0.134977 0.074428 -0.276153 -0.072690 0.315278 0.194952 -0.341345 -0.201171
7 0052687 0.123309 -0.120786 -0.261858  0.0578057 0.351185 0.007813 -0.413097 0.072011
l 0.039722 0.140432 0.254324 0.398274 0500488 0.380584 A0.091688 -0.527573 -0.065563
2 0086770 0.295664 0.394703 0.347085 0.101916 0.284173 0479970 -0.092108 0.508176
3 0.058748 0.221546 0221406 0.023336 -0.269554 -0.386260 -0.087872 0.384699 0.280706
]4 4 0.051344 0.172975 0.042100 -0.232839 -0.303241 0.0217615 0.384100 0.183260 -0.382181
5 0.049186 0.174569 ~0.001480 -0.286654 0.23167 0.203678 0.394875 -0.081907 -0.471643
6 0.041118 0.187781 -0.006331 -0.311342 -0.184481 0.299750 0.346297 -0.258087 -0.428591
7 0.024079 0.200660 0.019230 -0.318074 0.16921 0.342940 0.297429 -0.357497 -0.349672
Crmk dum
m k n=18 n=20 =22 n=24 n=26 =28 n=30
1 -8.558280 5.328780 -2.743520 1.187370 -4.380020 1.393500 -3.862780
2 -4.926700 1.298530 -2.844270 5.257480 -8.308620 1.135250 -1.354050
0 3 -0.000029 3.044510 -2.720610 2086840 -1,387530 8066800 -4,123960
4 -0.000302 0.000049 -7.015370 8.629080 -9.299300 8.842000 -7.421920
1 1.036780 -1.688250 2.263410 -2.542530 242813 -1.99559 1.42705
2 8.564390 -2.846780 7.732590 -1.749910 3352207 -5.50774 7.84893
2 3 1.589450 -7.206530 2.6948% -8.45529%0 225787 -5.19421 1.03984
4 0.000070 -6.092190 4.314350 -2.575010 1.31276 -5.7824 2.21982
5 0.001526 -0.000235 0.000030 -3.354740 3.18065 -2.62245 1.48889
6 0.003915 “0.000740 0.000118 0.000016 1.90272 -1.96041 1.76570
1 -0.000010 7.186220 -4.2135% 2.055200 -8.475660 2995640 -9.171450
2 -0.001959 0.000245 -0.000025 2.139060 -1.544050 9.56460 -5.129880
4 3 -0.010269 0.001850 -0.000273 0.0000338 -3.549500 3.206540 -2.506850
4 -0.025095 0.005643 -0.001045 0.000162 -0.000021 2.460130 -2.430520
5 -0.047701 0.012781 -0.002832 0.000528 -0.000084 0.000012 -1.387760
6 -0.081820 0.025759 -0.006738 0.001491 -0,000283 0.000046 -6.611070
7 -0.126228 0.045830 -0.013889 0.003576 -0.000793 0.000153 -0.000026
1 0.0000495 -2.85939 1.33362 -5.14013 1.66659 -4.01262 1.10265
2 0.002655 0.000295 0.000026 -1.92743 1.18276 -6.1762 2.77563
6 3 0.023356 <.004233 0.000612 A).000073 7.21416 -6.08852 4.40833
4 0.086121 .022551 0.004708 -0.000806 0.000115 -0.000014 1.46623
5 0170975 4.056853 0.0150637 -0.003274 0.000597 -0.000092 0.000012
6 0.255447 A.100482 0.031476 £0.008097 0.001748 <0.000322 0.000050
7 0.343732 4).156966 0.057024 £0.017027 0.004273 .000916 0.000165
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1 -0.028346 0.004828 -0.0000642 0.000069 -0.131139 4.58984 -2.9299
2 -0.137558 0.036823 -0.007587 0.00125089 -0.000169 0.000019 -1.8605
3 -0.334263 0.130799 -0.038769 0.009122 -0.001757 0.000283 -0.000038
8 4 -0.595760 0.388169 -0.184231 0.0683419 -0.020621 0.005188 -0.001073
5 -6.143830 0.446214 -0.232746 0.094426 -0.031101 0.008531 -0.001911
6 -0.610121 0.514218 -0.303857 0.138529 -0.0511127 0.0156724 -0.00389099
1 0.186954 <0.049474 0.009799 0.001524 0.000192 =0.000020 1.784940
2 0.448754 AL TRR249 0.0567982 0013318 0L002451 0.000376 0.000048
3 0.628%46 £).410166 0.180871 4.059733 0.0155% 0003325 0.000570
10 4 0.579262 0.570157 0.343157 A.149548 0050728 0013932 0.003069
5 0.373168 A0.608712 0490688 -0.273372 0.11539 -0.039136 0.010414
6 0.010988 0.469084 0.594004 0.451374 0.250939 -0.109139 0.035901
7 -0.239676 -0.249802 0.5655064 0.562797 0.385076 -0.20025 0.076006
] -0.445286 0.194072 -0.058329 0.0131064 -0.002344 0.000340 -0.000041
2 -0.599345 0.466775 -0.220816 0.074510 -0.019314 0.000401 -0.000674
3 0.060175 0.473293 -0.588440 0.402972 -0.193959 0.071411 -0.019974
12 4 -0.333609 0.606786 -0.459418 0.22688 -0.082883 0.023766 -0.005348
5 0.254443 0311335 -0.592999 0.497057 -0.279635 0.117930 -0.036915
6 0.448187 -0.036678 -0.461817 0.602886 -0.451582 0.240158 -0.090186
7 0.441280 0335294 -0.209490 0.597024 -0.607061 0.400020 0.175263
] 0.615459 A.535016 0.259069 £0.086443 0.021724 0.004322 0.000690
2 0.105453 -0.621387 0.565978 0.300377 0.112579 -0.032262 0.007144
3 -0.405638 0.190319 0.590175 4.524254 0.289819 “0.110900 0.034095
14 4 -0.235816 0.473550 0.0200259 0.534595 0.622947 .419880 0.181088
5 0.086512 0.507143 -0.332768 £.306686 (.681816 0.603934 0.307793
-6 0.315293 0.399146 -0.533015 0.063543 0.639223 €0.719424 0.415382
7 0.448401 0.257945 -0.618051 0.139039 0.545409 “.771898 0.493122
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Tabela A2.1 - Valores dos coeficientes ¢, b e A, e critério de ortogonalidade das fungdes

esferoidais para L,/L,;=2,0 ¢ Bi infinito.

1 pLail 5 -
m |k c b A’%Mo—Mc) '[_)J.I‘ xmlmxpky(g‘—1]‘)dn‘.f,d1],m¢p
1| 4.6746 3.8636 3.5348 6.41587.10"
2| 95115 8.7779 -1.3877 -8.37506.10™
0 |3] 11.6334 10.897 -0.2967 8.79536.10™
4 13.5690 12.831 17.9204 -5.46176.10™
1l 11.6904 54.576 -2.0966 -4.20132.10°
2 | 2| 144583 68.440 -3.5026 -1.40557.10™
1] 13.9965 114.26 -2.4213 -1.23023.10°
4 | 2| 17.4440 145.54 -2.3423 -5.45907.10°
3| 19.1603 | 161.0600 17.0185 4.40289.10°
4| 21.8324 | 185.2120 -29.5373 -2.65425.10°
6 | 1| 162665 | 186.8890 22122 -2.04179.10°¢
2| 202481 | 239.4070 -0.8406 -6.80734.10°
1| 18.5545 | 272.6900 -1.9484 1.12794.10°
8 | 2| 22.8528 | 347.3490 0.7631 3.08781.10°
1| 20.8910 | 372.3620 -1.6245 3.23293.10°
10 [ 2] 253161 | 467.9990 1.7290 3.96643.10°
3| 45.3369 | 892.6470 2.5201 -4.79024.10°¢
4| 48.7639 | 964.9200 -0.5360 2.16565.10°
1| 23.2782 | 486.4580 -1.4192 5.74296.10°°
2| 27.4693 | 597.1170 0.5330 -2.50993.10°°
3| 33.5620 | 750.6710 5.7007 2.24648.10°
12 | 4| 37.9740 | 862.4740 -9.1902 -5.66002.10
5| 41.9405 | 962.5950 4.1460 1.17455.10
6| 45.5260 | 1052.960 -1.1493 -1.11135.10°
7| 48.8385 | 1136.290 0.5752 2.91798.10°
1| 25.7160 | 615.5500 -1.1231 9.87850.10°
2| 29.1545 | 719.8420 -2.5687 -3.65720.10°
3| 33.6244 | 853.361 -3.9293 -7.39001.10°°
14 | 4] 38.0194 983.39 5.2104 -3.21383.10°
5| 41.6690 | 1090.81 -0.6771 -8.43853.10°°
6| 45.1529 | 1193.04 1.7729 196329.10°
7| 48.7000 | 1296.89 -5.1569 -2.02926.10°
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Tabela A2.2 - Coeficientes de expansio das fungdes esferoidais para L»/Li1=2,0 e Bi infinito.

ka dn.m
m k n=0 n=2 n=4 n=0 n=8 n=10 n=12 n=14 n=16
1 0579337 0680100 0191686 0026038 0002072 0000107 395599 1074260 2246260
D 0405938 0721804 0447820 0166316 0041137 0007208 00009358  -0.000093 7331450
0 3 0367169 069473 0500450 0228800 0072964 0017045 00030235 0000418 0000046
4 0340037 0673169 0529959 0277677 0105082 0029932 00066094  -0.001158  0.000164
| OISSIBT 0083991 -0.723080 0736468 0380596 0424095 0028169 0.004725 0000610
9 9 0165883 0011234 0567317 0761276 0522336 0232006 0073355 0017438 0003235
| 0126611 0227432  O.M08713 0322360 0760807 4554384 0234112 0067162 0014148
2 0.112900 0.118201 -0.435631 0.001868 0.599730 -0.693868 0.43376 -0.182877 0.056827
4 3 0107619 0081763  -042019 0011203 0489333 0703747 0515911 -0.253479  0.091945
4 0100728 0039560 0383259 0227423 0219060 0663315 0604834 0363783 0.161743
| 000130 0267971 0125603 0693808 0631489 0663408 0353689 0123925 0031560
6 2 0088190 0060904 0270235  -0.299884 0402205 0215165 0662162 059414 0325115
} 0.082005 0.266680 0.064170 -0.366248 0367138 0.334155 0.404012 0.674219 0.451007
§ 2 00723887 0174877 0I341%0 0362754 0050291 0467526 0.IS6098 0450430 0.644706
| 0073299 0263614 0180280 0072271 0447956 0150975 04704 0167113 -0.640888
10 2 062809 0180820 0032770 0325592 0194435 031437 0314672 -038H6AE 0199230
3 0052759 0068159 0207737 0026348 0311149 007843 0320101 0323843 0136700
4 0049649 0080239 0224555 0014332 0317356 0459381 0286871 0385634 0.028681
| 00640l 0242324 0235518 0001760 0322442 0378352 0072054 0478769 0063523
9 0083555 0193976 0034383 0114042 0338335 0245432 0179377 0414011 0031050
3 0052979 0130348 0088229 0272884 0033 033IS6T 01400 0ITIO 0028122
12 4 0053672 0424774 0141934 0256489 0418868 0350997  DNI2N1 0407395 0213153
5 0054669 0150460  01TSSI0 0270473 0217167 0348740 0288564 0357578 0.442520
G 0049545 020828 0493313 0324004 0289291 0375986 0426799 0317106 0617441
7 0033614 0275160 0189785 0ALSTZ 0345470 0443121 0SS6IIS 0306112 0.785607
| 0065152 0244280 0282284 0131012 0172208 0411236 0.262685 0264156 0.428746
5 0083555 0193976 0434383 0114042 0338335 0245432 0179377 0414011 0031050
3 0.051022 0.171461 0.024562 -0.253218 -0.281341 0086219 0.400201 0.098348 0431257
14 4 004308 0483478 0008310 -03061% 0195210 0278406 0361948 0215853 0447677
5 0025530 0200017 0016639 0318143 0169298 0341241 030023 0352672 -0.355111
G 0002538 0202614 0071021 0307816 0184253 035261 0.269827 040547 0278253
7 0034622 0018492 0141062 0280773 0227991 0342604 0275675 042625 0239937
Cﬂ* dll‘“'l
m k n=18 n=20 n=22 n=24 n=26 n=28 n=30
1 3726120 5021320 -5.604760 5.265760 4221110 2920720 1761960
7 4656550 2435310 -1.065870 3.958420 -1.262370 3.493030 -8.458700
0 3 420090 3.153540 -1.993430 1.074520 -4.99360 2020130 -7.167480
4 0000019 1.882160 -1.559970 1.108020 -6.812740 3.658680 -1.726690
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I. 0.000062 -5.21815 10 2.60858 107 -2.10266 107 1.0463 107 4497710 1.68491 1077
5 2 0.000481 -0.000059 5.98644 10° -5.16471 107 3.82136 10* -2.45099 107 1.37199 10"
1 -0.002296 0.000297 -0.000031 2767820 -2.065860 1.323430 -7.340510
4 2 -0.013685 0.002641 -0.000419 0.00005 -6.270040 6.090350 -5.118865
3 -0.025937 0.005882 -0.001099 0.000172 -0.000023 2.658330 -2.650490
4 -0.056196 0.015788 -0.003674 0.000721 -0.000121 0.000017 -2.205640
6 1 0.315689 0.006185 0.000967 0.000124 0.0000133 -1.213330 9.487020
2 0.126703 -0.037730 0.008956 £0.001745 0.000285 0.000039 4.676530
] -0.189662 0.057211 -0.013224 0.002440 -0.000360 0.000047 -5.045130
8 2 -0.452756 0.215029 -0.076491 0.021494 -0.004934 00009471 -0.000152
1 0.544869 -0.273241 0.096504 .025956 0.005566 -0.000980 0.000142
10 2 0.603208 £0.548938 0.312751 0.129944 0.042152 £0.011091 0.002340
3 -0.480378 0317513 0.170312 0.568934 0.661746 4).504381 0.251747
4 -0.461064 0.430561 0.019576 4).495833 0.693712 +.585988 0.312275
1 -0.512768 0.575229 -0.344298 0.141476 -0.043881 0.010802 -0.002119
2 0471219 0.145335 0.429925 £0.604924 0.437016 £0.215924 0.074739
3 0.463314 0.125347 -0.402478 0.612309 -0.496247 0.279934 -0.109835
12 4 0.378179 £.459543 0.044735 0.549654 0.678764 0.501785 -0.237331
5 0.202006 0.618754 0.274333 0.401033 -0.788159 0.717999 -0.385679
6 0.030953 0.711573 0.542204 0.243297 -0.873448 0.935937 -0.549273
v «0.11332 4.796006 0.791747 0.090724 -0.963196 1172710 -0.733418
1 -0.263901 £0.381676 0.618136 4.445596 0.212431 0.075150 0.019927
2 -0.471219 0.145335 0.429925 40.604924 0.437016 £0.215924 0.074739
3 -0.13619% 0.508326 -0.098874 0.476139 0.654021 .479886 0.218596
14 4 0.259617 0.437198 -0.488752 £.131380 0.658831 0.692961 0.387021
5 0.441851 0.267405 -0.614969 0.126974 0.552581 £0.769972 0.488785
6 0.515460 0.130294 -0.634632 0.289836 0.436481 £0.782013 0.545121
7 0.550963 0.040868 -0.630035 0.393705 0.345919 -0.782337 0.585886
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Tabela A3.1 - Valores dos coeficientes ¢, b e Any € critério de ortogonalidade das fungdes
esferoidais para L,/L.,=2,0 e Bi=1,0.

I pla/l.
m | k ¢ b A%M:'—Mc) L_f]* xmlmx'llp(g:—n:)dédq,matp
1| 1.9534 1.0835 1.4848 -4.899991.10™
0 |2 74799 6.6989 -0.86643 3.30227.10"
3] 10.2890 | 9.5545 0.3427 2.90506.107
1| 58139 | 393376 0.0109 -1.64286.10™
2 | 2| 23.8162 | 115.2830 -14.8797 -1.0286.10™
3| 26.5321 | 128.8690 8.43806 1.39206.10°
1| 10.2660 | 80.0890 1.5796 4.06412.10™
4 | 2| 156924 | 129.6700 0.3835 1.47741.10°
3| 26.5200 | 227.5110 -7.2162 -1.95042.10°°
1| 12.5860 | 137.5930 1.5067 2.4729.10™
6 (2| 18.1100 | 211.2650 -0.0824 -1.92767.10°
3| 21.2492 | 252.5510 3.8600 8.23914.10°
4| 349026 | 430.9360 -7.6299 -2.24578.10"
1| 15.0168 | 210.0100 1.9137 1.87496.10™
2| 202214 | 301.7630 -0.7724 -4.22199.10°°
8 [3] 23.9797 | 366.7910 0.3870 1.54751.10°
4] 265471 | 410.9660 -1.6702 4.47683 107
5| 395201 | 6329110 -12.1622 -8.27413.10°
1| 17.4991 | 297.3570 2.4177 2.0042.10™
2| 222250 | 401.3710 -1.1331 -3.85566.107
3| 26.6785 | 497.1830 -0.2904 -4.62464.10°
10 | 4| 29.1810 | 550.5980 -5.8569 -3.07788.10"
5| 35.2714 | 679.9300 -4.8792 -8.27867.10°
6| 39.3943 | 767.1630 10.6966 7.00765.10°
7| 43.0748 | 844.9070 -11.6956 -3.72207.10°
1| 20.0120 | 399.6930 4.2805 -1.90972.10™
2| 24.4463 | 516.9600 -1.1030 -2.71166.10°
3| 29.3276 | 642.7740 6.3025 1.50271.10™
12 | 4| 353235 | 795.3590 2.8917 6.6225.107
5| 39.5376 | 901.9590 -4.5353 -5.53565.10°
6| 43.2863 | 996.5240 3.3275 2.1578.10°
7| 46.6769 | 1081.910 -0.5601 -3.06273 107
1| 22.5451 | 517.0670 5.4711 2.51751.10™*
2| 26.7931 | 648.4310 -1.0389 -1.97972.10°
3| 30.7106 | 766.5220 -5.9336 -1.16087.10™
14 | 4| 35.4096 | 906.2880 <1.7285 -2.50977.10°
5| 39.2967 | 1021.030 1.2265 -5.16498 10°°
6| 42.8197 | 1124.60 3.4166 2.16238.10°
70 463882 | 1229.20 -4.3679 -1.17765.10°
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Tabela A3.2 - Coeficientes de expansao das fungdes esferoidais para Ly/L,=2,0 e Bi=1,0.

cl“k du.m
m k n=0 n=2 n=4 n=6 n=8 n=10 n=12 n=14
] 0837466 0310125 0019481 0005260 7915450 759411 S04992  -2464472 9202205
Q0 2 045826 0734131 0366803 0101456 0017745 0002124 00001840 0000012 614187
3 0390350 0713514 0470162 0190145 0052143 0010259 00015092 -0.000171  0.0000154
| 0106783 0665092  -1.241060  0.698887  0.13%027 00150396 0001042 00000507  -1.836602
7 9 0128653 0026335 0230654 057864 0004610 0.0010595 00000365 -5.59225 747122
3 0.121838 0137896 0173579 0.516472 -0.653293 (1L.561688 A).367647 0.19267 -.083233
] 0150836 0443302 0110920 0758138 0.641984 02338 00563916 -0.008912  0.0010343
4 2 0119231 0166255 0436166  -0.144592 0698650 0644657 0334994 0117906 0.0305248
3 009132  00078% 0310983 0326342 0507016 0648514 0.517454 030389  -0.140363
] 0123540 043793 0273224 -0.40855  -0.563840  0.739329  0.368618 010922 -0022199
6 2 0093858 0211275 0215309 0423981 0271876 0446829 070453 0481742 -0.210397
3 0085910 0141569 0284201 -0.242928 0432785 0113794 D6IT28 0628237 0378808
4 0066547 0009438 0241586 0179376 0183263 0396645 0188249 0243546 -0.547756
] 0098324 0364616 0384945 00208322 0508217 0274926 0.085897  -0.44781 0167152
9 0077598 0022612 0034769  -0399801  -0.192756 0457617 0169814  -0.643493 0562384
g 3 0070835 0156825 0161557 0330682 0129873 0427289 0.259208 0.3527 0.640573
4 O0GGRG6 0122411 0201376 0246382 0254862 0290204 0403004 -0.100169  0.555157
§ 0056016 0030100  -0.215408 0067912 0258677 025002 0132811 040564 -0.244729
| 0099525 0359434 0458650 0285456 0202809 57398 0030608 0680028 -0.588959
7 0068937 0234134 0098738 0257642 0399643 00355846 0498826 -0.050538  -0.54892
3 0060883 0162055 007159 032079 0100604 0365777 0190383 0447627 0033531
10 4 0057998 0133153 0122085  -0.285473 0459531 0375736 0029141 0437083 0.220945
5 0053844 0085587 01B0412 0160482 0241824 0190281 0329184 0436409 0436409
G 0053260 0068858 0198497  -0.088835 0288366 0443041 0365002 011592 0.349539
7 0053324 0065017 0211100 043942 0305364 0059357 0343474 0261173 0218403
| 0083301 0280855  0.3855%0 0.35265 0.004408 0316651  40.420973 017707 0.463
2 0060914 0223342 0175125 -0.093648 0366050 0274786 0229054 0424767 02396
3 00536% 0161518 0004338 -0.268466  -0.232951  0.17465 0372733 -0.100893  -0.429483
12 4 0052421 0424355 0112433 0264817 0.033661 0248791 00322728 -0.408482  0.017699%
§ 0054432 0131061 0156563  -0.257251  0.160877 0.34833 018696  -0.390558 0311343
6 0053770 0166777 0183997 0285435 0245572 0354331 0341292 0339938 0509364
7 0045553 0225562 0194947 0350887 0310114 0394183 047094 030982 0673851
| 0103932 0319759 0444825 0477023 0323738 0070733 04891 0334355 0401375
5 0059388 0224169 0228881 00361257 025910 0392675 £.110625 0.37357 0302517
3 005209 0181482 0086870  -0.A78566 033483 0121635 0303M 033K -0.211665
14 4 0049785 0173243 0002395 0280841 0241520 0IRBM3 039543 0046647 0470074
5 003918 0189877  -0004430 031331 080718 0308513 0338704 0276233 0418239
G 0017063 0287000 0032162 0316837  -0.170497 034873 0286250 0376177 -0.326145
7 0013642 0198851 0094349 0300043 0196710 035059 0267734 -0.414587  -0.260078
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cl\’* dl’!.l'll
m k n=18 n=20 n=22 n=24 n=26 n=28 n=30
1 -2. 713589 6.47966 -1.278425 2.11908 -2.99253 3.643432 -3.863950
O 2 -2.50899 8.38387 -2.332562 548463 -1.103859 1.92265 -2.925300
3 -1.129165 6.81179 -3.44647 1.482207 -5.48148 1.76088823 -4,954360
1 5.14946778 -1.1533486 21131841300 -3.22832 4.1772 -4.63829 446898
3 G 0.030228 0.009364 0.002500 000583 0.0001 19 4.000021 3414133
1 -0.000092 6.54928 -3. 78871 1.823210 -7.41820 2.586750 -7.813530
4 2 -0.006105 0.000975 -0.000128 0.000014 -1.293997 1.031232 “1.1137T0
3 -0.140363 0.052896 ~).016660 0004463 -0.001030 0.000208 -0.000036
1 0.003359 -0.000388 0.000036 -278110 1.78606 9.759690 4.588550
6 2 0.066232 <0.015990 0.003078 0.000486 0.000064 -7.209160 6.928970
3 0.161575 -0.0525797 0.013634 0.002901 0.000517 0.000078 0.000010
4 0.58253 4).436908 0.256569 0.123764 0.050405 4.017565 0.004994
1 =0.045540 0.008023 -0.001178 0.000139 ~0.000014 1.120370 -7.848430
5 -0.290861 0.105885 -0.029301 0.006447 -0.001162 0.000175 -0.000022
8 3 -0.511344 0.269740 -0.105767 0.032661 -0.008229 0.001732 -0.000303
4 -0.599359 0.396240 -0.190495 0.071536 -0.021845 0.005562 -0.001163
5 -0.179294 0.509804 -0.579420 0.455490 -0.27869%0 0137873 -0.051665
1 0.272710 -0.084903 0.019414 4.003508 0000509 £.0000061 6.172454
2 0.611262 “0.365901 0.150316 £0.046519 0.011410 0.002291 0.000377
3 0.531849 -0.59447 0.389048 0.182141 0.066041 -0.019330 0.004512
10 4 0.331782 L.602877 0.510071 4.293973 0.128818 4.045086 0.012333
5 -(.193412 £.300359 0.579859 0.543604 0.356176 -0.178630 0.065908
6 -0.399296 -0.00926717 0.451139 £0.614688 0.513643 £0.312932 0.13379%
7 <0.472248 0.212222 0.279729 0.602672 0.619217 4).436532 0.206833
1 -0.556316 0.317381 -0.118855 0.032693 =0.007009 0.001217 -0.000172
2 -0.388040 0.606151 -0.430241 0.202318 -0.070791 0.019503 -0.004236
3 0.240099 0.326567 -0.594848 0.489809 -0.271949 0.113405 -0.035174
12 4 0.455433 £.282325 -0.266455 0.60698 -0.578191 0.365166 -0.155364
5 0.312818 £.534215 0.0845411 0.4969061 -0.726291 0.585161 -0.292198
6 0.138789 £.656061 0.376164 0.343052 -0.819945 0.796207 -0.443313
7 -0.017058 -(.739682 0.627556 0.191023 -0.902749 1.01363 -0.600242
1 0.369234 “0.689744 0.486362 40.216793 0.070182 0.017624 0.003474
2 -0.391449 €0.216172 0.596616 -0.514982 0.279210 0.110062 0.031907
3 -0.400405 0.331783 0.256967 .602913 0.532552 -0.303208 0.116470
14 4 0.041929 0.515170 0. 288898 .345080 0.680811 4.579912 0.289034
5 0.339364 0.379650 -0.550946 -0.0318428 0.628091 . 730316 0,428235
6 0.473941 0.216934 -0.628141 0.189639 0.512904 A0.778163 0.510936
7 0.529625 0.093683 -0.632900 0.331033 0.400848 0. 781212 0.559701
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