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Resumo

Este trabalho tem como objetivo construir uma topologia sobre um anel comu-
tativo com unidade. Para isto, inicialmente foi feita uma revisao sobre os conceitos de
anéis, ideais primos e maximais assim como também de anéis quociente. Em seguida,
apresentamos definicoes de anel nilpotente e inversivel, fizemos o uso do lema de Zorn,
do principio da boa ordenacao e do algoritmo da divisao. Para o estudo de topologia
apresentamos os conceitos basicos e importantes, indo desde as noc¢oes elementares de
abertos e fechados e conexidade. Finalmente construimos uma topologia sobre um
conjunto de ideais primos de um anel comutativo com unidade. Através deste trabalho
percebemos que é possivel fazer aplicagoes da algebra na topologia, contribuindo assim

para o ensino da matematica superior.

Palavras-chave: Ideais primos. Ideais maximais. Topologia.



Abstract

This work aims to construct a topology over a commutative ring with unit. For this,
it was firstly done a review on the concepts rings, prime ideals and maximal as well as
quotient rings. Then we present definitions nilpotent and invertible ring, we use the
precept of Zorn, the well-ordering principle and the division algorithm. For the topo-
logy of study we introduced the basic and important idea, ranging from the elementary
notions of open and closed and connectivity. Ultimately we built a topology on a set
of prime ideals of a commutative ring with unity. Through this work we understand it
is possible to make applications of algebra in topology, thus contributing to the higher

education of mathematics.

Keywords: Prime ideals. Maximal ideals. Topology.
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Introducao

A Algebra é um ramo da matematica, que trata dentre outros contetudos o estudo
das estruturas algébricas. Inicialmente a algebra se preocupava muito com o estudo
das equacoes e suas incognitas. Porém por volta de 1830 na Inglaterra, os matematicos
Georg Peacock (1791-1858), Duncan Farquharson Gregory (1813-1844), Augustus de
Morgan (1806-1871) e William Rowan Hamilton (1805-1865) expandiu os estudos da
algebra para diversas areas bem mais complexas e um tanto abstratas como o estudo
dos grupos, anéis e corpos

Na metade do século XIX os matemdticos Abel (1802 - 1829) e Galois (1811 -
1832) desenvolveram novos conceitos algébricos. Um dos conceitos presentes na obra de
Abel e Galois, era a definicao implicita de corpo. Durante esse periodo de surgimento
de novas algebras, aconteceu amplas generalizacoes quanto a ntiimero e aritmética.

O matematico Ernst Eduard Kummer (1810-1893) também deu sua contribuigao
para a algebra moderna, este matemético introduziu o conceito de “ideal”, tendo como
base a nocao de Anel. Dizemos que um conjunto de elementos forma um anel se 1)
¢ um grupo abeliano com relagdo a adigdo; 2) o conjunto é fechado com relagdo a
multiplicagao e 3) a multiplicagao é associativa e é distributiva com relagao a adigao.

Notemos que o desenvolvimento de novos conceitos da algebra, foram de suma
importancia para a construcao de uma base mais sélida, no entanto nao iremos aqui
dar um maior aprofundamento nesta area, iremos estudar conceitos basicos de anéis e
ideais, mais precisamente faremos aplicagoes da topologia em ideais primos e maximais.
Diante disso, este trabalho esta pautado da seguinte forma:

O capitulo 1 estd inteiramente dedicado aos aspectos histéricos da teoria de anéis,
enfatizamos sobre sua origem, os principais colaboradores para o desenvolvimento dessa

teoria e nos dedicamos a expor a respeito da mateméatica Emmy Noether a qual deu
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sua maior contribuicao na caracterizacao da definicao de Anel.

No capitulo 2 temos a teoria basica de anéis e apresentaremos defini¢oes de anéis
subanéis, anéis quociente e ideais primos e maximais, falaremos das propriedades de
anéis e suas caracteristicas, assim como também, faremos uma exposicao de exemplos
de anéis comutativos e nao comutativos.

No capitulo 3 abordaremos sobre aplicagoes de ideais maximais e primos, neste
capitulo consideraremos que todos os anéis sao comutativos e com unidade, apresenta-
remos defini¢oes de anel nilpotente e inversivel, faremos o uso do lema de Zorn, assim
como também do principio da boa ordenagao e do algoritmo da divisao. Abordaremos
um estudo rapido da topologia geral. Para tal falaremos dos principais conceitos e
exemplos de um curso introdutério de topologia, indo desde as nocoes elementares de
abertos e fechados e conexidade. E finalizaremos com a aplicacao da topologia em

ideais primos e maximais.



Capitulo 1

Aspectos Historicos

Neste capitulo buscaremos expor brevemente um estudo do surgimento da teoria
de anéis, faremos uma apresentacao geral de alguns acontecimentos historicos, des-
tacando os fatos importantes que estao relacionados com a construcao desta teoria.
Daremos destaque aos matematicos: Adolf Fraenkel (1891- 1965), Richard Dedekind
(1831-1916), David Hilbert (1862-1945) e Edmund Lasker (1868-1941), que tiveram
papel fundamental neste desenvolvimento. E logo depois veremos que a matemaética
Emmy Noether (1882-1935) deu sua maior contribui¢ao no avango desta teoria, dando-
se origem a teoria dos Anéis.

Em 1893 surgiu a teoria abstrata de corpos introduzida pelos matematicos Hein-
rich Weber (1842-1913), Leonard Eugene Dickson (1874-1954) ¢ Edward V. Huntington
(1874-1952). Eles deram suas contribui¢oes nas defini¢oes de corpo através de conjun-
tos de postulados. Em meados de 1908, Kurt Hensel (1861-1941) introduziu um novo
tipo de corpo: o corpo dos nimeros p- adicos que tem, também, aplicacoes na teoria
algébrica de nimeros.

No século XX surgiram as primeiras defini¢oes da teoria abstrata de anéis, e toda
a teoria de anéis que estudamos hoje em dia ¢é resultado de trabalhos de matematicos
dos ultimos 80 anos. A teoria dos anéis cresceu a partir do estudo de duas classes
particulares de anéis, anéis de polinomios em n variaveis sobre os nimeros reais ou
complexos e os inteiros de um numero algébrico. (FRALEIGH, 2003)

Neste sentido podemos citar o matematico Adolf Fraenkel (1891- 1965) que em

1914 deu inicio a defini¢ao abstrata de Anel, tendo em vista que o nome Anel ja tinha

11
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sido usado por volta do século XIX, através do trabalho de generalizar o teorema
fundamental Aritmética a contextos mais abstratos do matematico Richard Dedekind
(1831-1916) e também em alguns trabalhos dos matematicos David Hilbert (1862-1945),
Edmund Lasker (1868-1941) e F. S. Macaulay (1862-1927), o qual tratava de anéis de
polinomios.

Adolf Fraenkel que nasceu em 17 de fevereiro de 1891, em Munique, Alemanha,
filho de Sigmund e Charlotte (Neuberger) Fraenkel, avangou rapidamente em seus estu-
dos globais e estudou em véarias universidades, a primeira universidade que ele iniciou
seus estudos superiores foi na Universidade de Munique e posteriormente, estudou nas
universidades alemas de Marburg, Berlim e Breslau. Com 23 anos Fraenkel recebeu o
seu diploma de doutorado em matematica.

Adolf Fraenkel (1891-1965) foi o matematico que explorou a teoria de anéis em
seu artigo intitulado de “On the divisors of zero and the decomposition of rings”,
ele fez o uso da primeira caracterizacao axiomatica da ideia de anel. Ilustrando a
abrangéncia do conceito, ele deu véarios exemplos de anéis: inteiros médulo n, sistemas
de ntmeros hipercomplexos, matrizes e inteiros p-addicos. Ele tinha por objetivo sair
do estudo particular dos corpos, de maneira a obter uma teoria satisfatoria para poder
ser aplicadas aos inteiros médulo n, aos niimeros p-adicos e aos sistemas de “nimeros
hipercomplexos.”

De acordo com Milies, a definicao de anel de Adolf Fraenkel é muito préxima da
atual. Ele considera um sistema com duas operagoes, que chama de soma e produto e
estabelece que, em relacao a soma, o sistema deve formar um grupo. Sobre o produto,
ele especifica que deve ser associativo e distributivo em relacao a soma e inclui a
existéncia de um elemento unidade. A comutatividade da soma, que nao foi postulada,
é demonstrada a partir destes axiomas, bem como uma série de resultados elementares.

Outro matematico que contribuiu para o avanco da teoria de anéis foi a Alema
Amalie Emmy Noether (1882-1935) uma das mais importantes mateméticas no campo
da algebra.

No artigo “Ideal Theory in Rings”(1921) Noether prova que cada ideal em um
anel é finitamente gerado se, e s6 se a condigao de inclusdao em cadeia ascendente
(a.c.c.) é satisfeita, ja no artigo “Abstract Study of Ideal Theory in Algebraic Number

and Function fields (1927)”, a matematica caracteriza os anéis comutativos nos quais
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todo ideal é um produto unico de ideais primos (“principais”). Atualmente, tais anéis
sao chamados Dominios de Dedekind. Em ambos os trabalhos Noether fez uma ca-
racterizagao para um anel abstrato generalizando o que Richard Dedekind (1831-1916)
realizara para o anel de nimeros algébricos em 1871.

Emmy Noether nasceu em Erlangen, na Alemanha, em 23 de Margo de 1882,
uma matematica e fisica alema, considerada como a criadora da algebra moderna, ficou
conhecida por seu trabalho no estudo da algebra, tendo desenvolvido vérios conceitos

matematicos inovadores ao longo de sua carreira.

Figura 1.1: Amalie Emmy Noether (1882 - 1935)
Fonte: AZNAR(2007)

Filha de Max Noether um ilustre matematico da universidade de Erlarge que
trabalhou na teoria das funcoes algébricas e de Ida Amalia Kaufmann Noether. Dois
de seus irmaos tornaram-se cientistas, Fritz foi um matemaéatico e Alfred obteve um
doutoramento em quimica e desde de pequena ela aprendeu a estudar matematica com
0 pai.

Emmy Noether, estudou alemao, inglés, francés, aritmética e deu aulas de pi-
ano. Em 1900 ela comeca a lecionar nas escolas de meninas da Baviera. Aos 18 anos,
Emmy decidiu estudar matematica na Universidade de Erlangen, onde seu irmao es-
tudava e seu pai lecionava, porém pelo fato de ser mulher, a universidade recusou
sua matricula, lhe concedendo apenas a permissao para ser aluna ouvinte. Em 1903,
passou no exame em Nurnberg e foi para a Universidade de Gottingen. Estudou com
Blumenthal, Hilbert, Klein e Minkowski, e em 1904 conseguiu permissao para se matri-
cular em Erlangen, onde dedicou-se exclusivamente ao estudo da matematica, atitude

esta dificil para uma mulher naquela época enfrentando os preconceitos da época e a



CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 14
rejeicao.

Em 1908, ela conclui sua dissertacao intitulada: “On Complete Systems of Inva-
riants for Ternary Biquadratic Forms”, donde obteve seu doutorado. Emmy Noether
tornou-se a mulher mais importante da historia da matematica, sendo considerada uma
grande algebrista que além de ter trabalhado com algebra abstracta, dando atencao es-
pecial aos anéis, grupos e corpos, trabalhou também na teoria dos ideais e das algebras
nao-comutativa. Porém em 1935 ela teve complicacoes de uma cirurgia para remover
um tumor uterino devido esse fato ela veio falecer no dia 14 de Abril de 1935, com 53

anos.



Capitulo 2
Anéis

Este capitulo sera dedicado a apresentacao de algumas defini¢oes basicas de Anéis,
ideais e anéis quociente, além de ideais maximais e primos, que sao necessarias para o

entendimento do nosso trabalho.

Definigao 2.1. Seja A um conjunto nao vazio onde estejam definidas duas operagoes,

as quais chamaremos de produto (-) e soma (+) em A, da forma:

+ : AxA — A i AxA — A

(a,b) — a+b (a,b) —— a-b

Dizemos que A é um anel, e denotamos por (A, +, ), se as seguintes propriedades sdo

satisfeitas para quaisquer que sejam a, b, ¢ € A:

(A1) (a+b)+c=a+ (b+ c); (associatividade da soma)
(A2) Existe 0 € A tal que a+ 0 =0+ a = a; (existéncia do elemento neutro)

(A3) Para qualquer a € A existe um tinico b € A, denotado por b = —a, tal que

a+b=b+ a=0; (existéncia do inverso aditivo)
(A4) a+b="0b+ a; (comutatividade da soma)
(A5) (a-b)-c=a-(b-c); (associatividade do produto)

(A6) a-(b+c)=a-b+a-ce(a+0b)-c=a-c+b-c (distributividade do produto

em relagdo a soma)

15
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Observacao 2.1. Note que o elemento neutro da proposicao Ay € unico.

Demonstragao. De fato, por A,
a+0=04+a=a Va €A

Suponhamos que existe outro elemento neutro da adicio 0’ € A tal que Ya € A temos
que

a+0=04a=a.

Dai, como 0" € neutro, temos 0 =0+ 0 e como 0 € neutro, temos
0=0+0

por Ay, seque que 0 = 0'. Assim temos a unicidade do elemento neutro. |

2.1 Tipos de Anéis

O objetivo desta secao é explorar os anéis comutativos, nao comutativos, com
unidade e sem unidade.
Por simplicidade em alguns caso usarei A para denotar anel em invés de (A, +,.),

ficando subentendido as operacoes.

Definigao 2.2. Um anel (A,-,+) é chamado anel com unidade, se:
N eA0#1, talquezr-1=1-x=uz,Vre A.
Defini¢ao 2.3. Dizemos que um anel (A, +,-) € comutativo, se:
Ve,ye A, x-y=1y-x.

Defini¢ao 2.4. Dizemos que um anel (A,+,-) € um anel sem divisores de zero,

se:
r2yeAr-y=0=z=0o0uy = 0.
Sex € A,x # 0, dizemos que x € um divisor de zero se existe y € A,y # 0, tal que

x-y=0.
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Defini¢ao 2.5. Se (A,+,:) é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de

zero, dizemos que (A,+,-) é um dominio de integridade.

Defini¢ao 2.6. Dizemos que um anel comutativo com unidade (A,+,-) é um corpo ,

se:
Vo € A,z #0,3y € A, denotado pory =z, tal que zy=yxr = 1.
Proposicao 2.1. Todo corpo é um dominio de integridade.

Demonstragao. Consideremos (A, +,-) um corpo. Por defini¢ao temos que um corpo
¢ um anel comutativo com unidade, deste modo falta-nos provar que (A, +, -) ndo possui
divisores de zero, suponhamos por absurdo que (A, +, ) tenha divisores de zero, deste

modo, existem z,y € A tais que,

r#0, y#0 e z-y=0.
Dai, como todo elemento possui inverso multiplicativo, temos
7t (rey) = 2710
(z7t-x)-y = 0
l-y =0
y =0
o que é um absurdo, pois por hipdtese y # 0. Dai concluimos que A nao possui divisores

de zero e portanto todo corpo é um dominio de integridade. |

2.2 Exemplos

Nesta secao, mostraremos alguns exemplos de anéis para melhor compreensao.

Exemplo 2.1. Notemos que os conjuntos Z., Z,,, Q e C, munidos das operacoes usuais

de soma e produto, sao anéis comutativos.

Exemplo 2.2. Notemos que o conjunto n- Z, munido das operagoes de soma e produto

usuais € um anel comutativo e sem divisores de zero.
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Exemplo 2.3. O conjunto

ZIV2) = {a+bV2;a,b € 7}

munido das operacoes,

(@a+bV2)+ (c+dV2) = (a+c)+(b+d)V?2
(a+bV2) - (c+dvV2) = (ac+ 2bd)+ (ad + be)v/2

E um anel.
Mostraremos que Z[\/2] é comutativo. De fato, sejam (x + yv/2), (w + 2/2) € Z[V?2],
temos

(z +yV2) - (w+ 2v2) = (zw + 2y2) + (z2 + yw)V2
Como w, x, y e z sao elemento de Z, entao sao comutativos. Logo,
(zw 4 2y2) + (22 + yw)V2 = (22 + 2wy) + (yz + 2y)V2 = (0 + 2V/2) - (z + yV/2)

Agora mostraremos que Z[\/2] possui unidade

consideremos,

a+0vV2 e ZV2) e 14+0V2 e Z[V2
Dat,
(a+bvV2)(1+0v2) = (a+0) + (0 +b)V2 =a+bV2
Pela proposicao da comutatividade que ja foi demonstrada temos,
(1+0vV2)(a+bv2) = (a +bV2).

Logo (1 + 0v/2) € a unidade de Z[\/2], e portanto Z[/2] é um anel comutativo e com

unidade.

Exemplo 2.4. Z, ={0,1,2,3,...,n — 1} possui divisores de zero se n é composto. Por

3 sdo divisores de zero em Zsg.

Exemplo 2.5. Z e Z, com n compostos nao sao corpos. Por exemplo em 7 o inverso

de2 éL¢ 7.
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Exemplo 2.6. Z[\/2] ndo € corpo.
De fato, seja (a+bv/2) € Z[v/2], com a # 0 oub # 0 e suponha que existe (c+dv/2) €
Z[V?2], tal que
(ac + 2bd) + (ad + bc)V2 = 1+ 0V2
Dai temos,
ac+2bd =1 (I)
ad+bc=0 (II)

De (I), temos
1—2bd

a

ac=1—-2bd = c= (I11)

substituindo (I1I) em (II), obtemos

1—2bd
=0=d(a*—2b") = -b=d=

a a? — 2h?

substituindo (I1V) em (III), temos

ad+b -

(IV)

a
a? — 2%

Portanto, c ¢ 7. e d ¢ 7. Assim (c + dv/2) ¢ Z[V2], o que é uma contradi¢do. Daf,
ndo existe (c+dv/2) € Z[\/2] tal que, (a+bv/2)(c+dv?2) = 1+0v2. Logo, Z[\/2] nio

€ um corpo.

CcC =

Exemplo 2.7. Q[v/2] ¢ um corpo.
De fato, seja (a+bv/2) € Q[v/2], com a # 0 ou b # 0 e suponha que existe (c+d\/2) €
QWA tal que

(ac + 2bd) + (ad + be)V2 = 1+ 0V/2

Pelo o exemplo anterior, temos que d = ﬁ ec= %% Portantoc€QedeQ e
(c+dv?2) € Q[v2]. Logo Q[\/2] ¢ um corpo.
Exemplo 2.8. Anel nao-comutativo

Seja A o conjunto de todas as matrizes reais 2 X 2, isto €,

a b
A= sa,b,e,d e R
c d

Dizemos que = &



CAPITULO 2. ANEIS

20

Definiremos as operagoes + e - no conjunto A acima o qual denotamos por Mats(R).

Dados a,b,c,d,a’ .V, c,d € R, temos

a b a v a+d
Soma = + =
c d d d c+c
a b a b aa’ + bl
Produto = . =
c d d d ca' +dc

b+
d-+d
ab + bd'
cb + dd'

Notemos que Maty(R) munida das operagoes soma e produto definidas é um anel, além

disso,

, € o elemento neutro de Maty(R).

0 0

Mostraremos que Maty(R) € um anel com unidade, nao comutativo e com divisores

de zero. Temos que,

¢ a unidade de Maty(R)

De fato, considere

€ Maty(R), temos
c d

10 a b a b
01 c d c d
a b 1 0 a b
c d 01 c d

Dai temos que Maty(R) é um anel com unidade.
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0 a 0 b
Notemos que se a € R e X, = € Maty(R) e X, = € Maty(R),

entao

Assim o anel (Maty(R) +,-) possui uma infinidade de divisores de zero. Vejamos

também

2

Ou seja, a equagdo x? = 0 possui infinitas solugoes no anel Maty(R)

Agora consideremos os sequintes elementos:

11 11
e de Maty(R) e calculemos:
0 0 01
11 11 1 2
0 0 01 0 0
11 11 11
0 1 0 0 0 0
Dai temos que:
1 2 11
£
0 0 0 0

Portanto, conclui-se que Mats(R) € um anel nao comutativo.

2.3 Subanéis

O conceito de subanéis é indispensavel para nosso estudo de anéis, tendo em
vista que é de suma importancia no desenvolvimento do nosso trabalho. Nesta secao

detalharemos mais sobre o tema.
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Definigao 2.7. Seja (A, +,-) um anel e B um subconjunto ndao vazio de A. Suponha
que:

i)r,ye B=>z+ye€B;

i) v,y € B=x-y € B.

Dizemos que (B,+,-) é um subanel de A, se B é um anel com as operagoes de A.

Denotaremos por B < A.

Proposicao 2.2. Sejam (A,+,-) um anel e B um subconjunto de A. Entio B é um
subanel de A se, e somente se, as sequintes condi¢oes forem satisfeitas:

i) 0 € B; (0 elemento neutro de A pertence a B)

i) v,y € B=x —y € B; ( B € fechado para a diferenca)

iii) x,y € B=x-y € B. ( B € fechado para o produto)

Demonstragao. (=) Suponhamos que B é um subanel de A. Temos que verificar as
seguintes condigoes i), ii) e iii);
Como B é subanel, se b € B, entdao —b € B, assim 0 = b+ (—b) € B.

ii) Sejam z,y € B. Como B é subanel, entao —y € B, assim
r—y=x+(—y) €B.
iii) Como B é subanel, por definicao,
r,2yeEB=2x-yeB
(<) Por i), segue que B # & e por (i) e (ii) temos que
sex € Byentao—x=0—2x € B. (2.1)

Agora, por (ii) e por (2.1) teremos que, se x,y € B entdo, x +y = = — (—y) € B, isto
é, B é fechado para a soma. Por (iii) B é fechado para o produto. Como todo elemento

de B é elemento de A, segue que as propriedades, Ay, Ay, A5 e Ag sao satisfeitas.

Exemplo 2.9. Mostre que Z[\/p] <R, como p mimero primo.

De fato, seja Z[\/p) = {a + by/p;a,b € Z}, temos que verificar as condigoes i), ii) e
iii).

i) Note que 0 = (0 + 0,/p) € Z[\/p|;
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ii) Provaremos que x —y € Z[\/pl;
Consideremos x = a + b\/p ey = c+ d /p; a,b,c,d € Z, temos que

(a+by/p) = (c+dyp) = (a =) + (b —d)/p € Z[V/D]

i) Agora mostraremos que x -y € Z[\/p).

(a4 by/p)(c+ dy/p) = (ac + pbd) + (ad + be)\/p € Z[\/D]

Como as condigoes foram satisfeitas, seque que Z[\/p] € subanel de R.

2

Proposigao 2.3. As unicas solugoes da equacao x° = x em um dominio de integridade

sao 0 e 1.

Demonstracao. Seja D um dominio de integridade e x € D tal que
P —r=@—1)-2=0
e dat seque que v — 1 =0 ou x = 0. Como queriamos demonstrar. [

Corolario 2.1. Seja D um dominio de integridade com unidade 1 e seja B um subanel
de D com unidade 1'. Entio 1 =1".

Demonstracao. Temos que,
1y?=1-1=1
pela proposicao anterior, temos
1'=0 ou 1'=1.

Como 1" € unidade, seque que 1" #0. Logo 1" = 1. [ |

2.4 Ideais

O conceito de ideal, generalizado para anéis quaisquer ¢ uma das ferramentas
mais importante para o desenvolvimento da teoria dos anéis. Nesta secao faremos um
estudo sobre ideais a esquerda e a direita, assim como também os ideias triviais. No

decorrer dos estudos veremos exemplos para melhor entendimento do tema.



CAPITULO 2. ANEIS 24

Definicao 2.8. Sejam A um anel e I um subanel de A. Dizemos que I é um ideal a

esquerda de A, se:
a-vel,NVaeAeVrel

Simbolicamente, A-1 C 1.

Definicao 2.9. Sejam A um anel e J um subanel de A. Dizemos que J é um ideal a

direita de A, se:
r-a€ JNVaeAeVrel]

Simbolicamente, J - A C J.

Se I é simultaneamente um ideal a esquerda e a direita de um anel A, dizemos
que I é um ideal de A.
Claramente, {0} e A s@o ideais de A chamados ideais triviais de A. Os ideais nao

triviais de A sao chamados de ideais préprios de A.

Observacao 2.2. Note que se A € comutativo, entao todo ideal a esquerda ou a direita

é um ideal.

Exemplo 2.10. Verifique se o subanel {0,2} € um ideal do anel (Z4,+,-). Seja I =
{0,2} C (Zy4, +, ), verificaremos que:

a-xe€l Vr €l,VaeZ,

De fato:

Para z =0

0-0=0€e1I
0-1=0€e1
0-2=0€e1
0-3=0€e1
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Para z =2
2:0=0€e1
2-1=0€1
2.2=0€1
2:3=0€1

Como Z4 € comutativo, entao I é um ideal.

Exemplo 2.11. Vamos agora ver um exemplo de ideais no anel A = C0,1], das
fungoes continuas f : [0,1] = R com as operagoes usuais de + e - de fungoes. Sabemos
que A € um anel comutativo com unidade 1 (fun¢ao constante igual a 1). Seja b € [0, 1]
e seja I ={f € A; f(b) =0}. Provemos primeiramente que I é um subanel de A.
De fato,
(1) 0 € I, pois 0 € a fungdo constante zero.
(ii) - (11) Se f,g € I entio (f —g) € I, pois (f — g)(b) = f(b) — g(b) = 0.
Alem disso,

(f-9)(b) = f(b) - g(b) =0-0=10
Portanto, f-g € I. Logo, I € subanel de A.

Agora iremos mostrar, que I € ideal. Sejam h € A e g € I, entdo
(h - g)(b) = h(b) - g(b) = h(b) - 0
Portanto, h - g € I. Analogamente, g-h € I. Logo I ¢ ideal de A.

Observagao 2.3. Se I € um ideal de um anel A e 1 € I, entao [ = A.
De fato, seja a € A. FEntao,
a=a-1€l

Portanto, A C I, como I € ideal de A, seque que I C A. Logo, I = A.

a b
Exemplo 2.12. Seja A o anel Maty(R) = ca,be,d € R ) e sejam [ e J

c d

definidos como seque:

0
1= sa,ceR e J ca,beR
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Notemos que I € ideal a esquerda de A e J € um ideal a direita de A.

a b e 0
De fato, sejam cAe el
c d f 0
Dai temos que:
a b e 0 ae+bf 0
c d f o ce+df 0

Deste modo, temos que A-1 C 1

a b g h
Agora, sejam cAe € J, temos que:
c d 0 0
g h a b ga+ hc gb+ ha

c d 0 0

Porém nenhum dos dois € ideal de A. Agora vamos provar que os unicos ideais de
A = Maty(R) sdo os triviais. De fato,

Seja I um ideal de A = Mats(R) e vamos assumir que I # {0}. Assim eziste,

11 Q12
el
G221 A22

onde algum dos a;;'s € diferente de zero, 1 < i,j < 2. Sejam e,s € Maty(R), 1 < 7,5 <

2, as sequintes matrizes.

Através de calculos € facil verificar que:

a11 Qa2

Q21 Q22
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E uma matriz 2 x 2 contendo o elemento agy na posi¢ao (r,n) da matriz, sendo que 0s
demais elementos sao nulos. Entao temos que A-I1 C I el-ACI.

Por exemplo, Consideremos

€11 = , €12 = Ers =

multiplicando as trés matrizes, temos:

10 air a9 0 1 ajpr a2 0 1 0 a1y

0 0 21 G929 0 0 0 0 0 0 0 0

Notemos que € uma matriz 2 X 2 contendo o elemento a1, na posicao as.

@11 Q12 L. a1; a2 Ugm 0
Como €l el € o ideal, temos e, - “lm1 = el
Q21 G22 o1  G22 0 O
aj; a2 0 0
€, €25 " Cema = el, onde 1 <sem<2.
21 Q22 0 agm

Podemos concluir que Vs,m,1 < s,m < 2, donde:

0
— + e .

0 Asm 0 0 0 Qgsm,

Q
v
3
o
Q
2l
3
o
o

agt 0 gm0 10
= el
0 ag. 0 asm 01
Como ¢ a unidade do anel A, seque entao que [ = A.
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2.5 Ideais Maximais e Primos

Definicao 2.10. Seja A um anel comutativo e M um ideal de A tal que M # A.
Dizemos que M € ideal maximal, se os unicos ideais em A que contém M sao o proprio

Me A.

Definicao 2.11. O ideal I num anel A diz-se um tdeal principal se exriste a € A tal

que I =< a >.

Definicao 2.12. Um anel de ideais principais A que também é um dominio de inte-

gridade é chamado de Dominio de Ideais Principais (DIP).

Teorema 2.1. Seja (K,+,-) um anel comutativo com unidade 1 € K. Entao as
sequintes condi¢oes sao equivalentes.

i) K € um corpo;

i) {0} € um ideal mazimal em K;

iii) Os unicos ideais de K sao os triviais.

Demonstragao. (i) = (ii) Seja K um corpo e J um ideal de K tal que {0} C J C K.
Suponhamos que J # {0}, assim eziste 0 # a € J. Como K é um corpo, entio eziste
be K tal que b-a =1, entao 1 € J e dai seque que J = K.

(11) = (i11) Suponha que {0} € ideal mazimal em K. Seja I um ideal de K tal que I #
{0}. Como {0} C I C K e {0} é mazimal, seque que I = K. Logo, K possui apenas
ideais triviais.

(i1i)) = (i) Para K ser um corpo falta apenas verificar a defini¢cao 2.6, a qual, Ya €
K,a #0, existe b€ K tal quea-b=b-a=1. Seja0#a € K el = K -a o ideal
principal de K gerado por a. Masa =1-a € I, entao I # {0}. Como K possui apenas
ideais triviais, temos que [ = K. Assim 1 € [ = K - a e, deste modo, existe b € K tal

que 1 =b-a. Logo, K € um corpo. [

Definigao 2.13. Seja P um ideal num anel comutativo A. Diz-se que P é um ideal
primo se P # A e se qualquer relacao do tipo ab € P, em que a,b € A, tiver como

consequéncia que a € P ou b € P.

Exemplo 2.13. Consideremos o anel 7. x Z e seja I = {0} x Z ideal de 7 x Z.

Definiremos as operacoes + e - no conjunto Z X Z.

Soma = (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢,b+d)
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Produto = (a,b) - (¢,d) = (ac, bd).

Para (a,b),(c,d) € Z x Z

Note que I € ideal primo. D fato, sejam (a,b),(c,d) € {0} x Z = {(0,x), = € Z},
temos (a,b) - (¢,d) € {0} X Z = (ac,bd) € {0} x Z, entdo ac =0, como a,c € Z, seque
que a =0 ou c = 0. Donde (a,b) € {0} x Z ou (c,d) € {0} x Z.

2.6 Anéis Quociente

Esta secao serda dedicada ao estudo da definicao de equivaléncia, assim como

também a introducao de conjuntos quocientes.

Definicao 2.14. Sejam A um anel qualquer e J um ideal de A. Definiremos a sequinte
relacdo de equivaléncia em A.

Denotaremos por T, a classe de equivaléncia de x € A a partir da relagio = (mod J).
Assim,

r={ye€ A;y=x(modJ)}

Notemos que y € T < (y —x) € J, e por isso também denotaremos a classe T por
T=x+J={x+ 2,2 € J}. Chamaremos de conjunto quociente de A pelo ideal J ao

conjunto A/ J ={x =z + J;z € A}.

Enunciaremos a seguinte duas proposicoes que nos ajudard nas demonstracaos
de alguns exemplos, porém ocultaremos suas demonstragoes. Mas o leitor que tiver

interesse pode consultar em [9].

Proposicao 2.4. Sejam A um anel e J um ideal em A. Se = x'(mod J) e y =
y'(mod J), entao:

(i) 2+y= (@ +y)(mod J);

(i) -y =2 -y (mod J).

Proposicao 2.5. Sejam A um anel, J um ideal de A. Se T = 2’ e § = y'entdo:

(i)x+y=2a +y;

() Ty =a-y.
Enunciaremos o seguinte resultado, porém nao apresentaremos a demonstracao.

O leitor que tiver interesse pode consultar em [9].
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Teorema 2.2. Seja A um anel e J um ideal de A. Sez =z +J e A/J ={Z;z € A},
entao:
(1) As operagoes em A/J sio definidas por:

+ A/ x A/ — AlJ - Al x A — Al

Y

I

(7,y) — z+y=I+7y (z,y) +— Ty=
munidas de duas operagdes (denominadas soma e produto) em A/J;
(11) (A/J,+,-) € um anel (chamado anel quociente de A por J);
(iii) Se 1 € a unidade de A entio 1 € a unidade de A/ J;

(iv) Se A é comutativo entao A/J é comutativo.

Exemplo 2.14. a € J & a=0
(=) De fato,
a=a—0€J

Assim, a = 0(mod J). Portanto a = 0.

(<) A reciproca é andloga.

Exemplo 2.15. J+ L={p+q;, peJ e q€ L} é um ideal de A.

De fato,

(i) Como0Oe JeOeL, entaio0=0+0¢€ J+ L.

(ii) Sejam r,s € J+ L, entao r = p; + q1 e $ = p2 + qo, para elementos convenientes,
pp2 € J eq,q € L. Entaor —s = (p1 —p2) + (1 — q2) € J+ L, uma vez que
(p1—p2) €J e (g1 —q2) € L.

(i1i) Sejamt € J+ L ea € A. Entiot=p+q(p€ J e q€ L) eat =ap+aq. Como
ap € J eaq € L, entdo at € J+ L. Logo J+ L € ideal de A.

Teorema 2.3. Seja A um anel comutativo com unidade 1 € A e seja J um ideal de A.
entao

J € ideal mazimal de A se, e somente se, A/J € um corpo.

Demonstragao. (=-) Suponhamos J maximal em A. Mostraremos que A/J é um
corpo. Consideremos @ # 0 € A/J e mostraremos que a # 0 possui inverso. Para isso,

considere um ideal principal

L=A-a={zxa;z € A}
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gerado por a. Além disso, temos que
J+L={p+q¢peJ e qel}

é ideal e contém J. Por outro lado, temos que a ¢ J pois a # 0. Por isso, J # L + J.

Como J é maximal, segue que L+J = A. Como A tem unidade 1, entao 1 € L+ J e dai

l=u-+wv

comu € Lev € J. Assim u = za, para algum v € A. Dai 1 = za + v, passando
a barra, obtemos 1 = Za + ¥, mas v € .J, entdao pelo exemplo 2.14 # = 0 e daf
1=2za+ 0= 1= Za. Portanto, o inverso de a é Z, logo A/J é um corpo.

(<) Suponhamos que A/.J seja um corpo e consideremos 0,1 € A/J, temos que A # J.
Mostremos que J é maximal. Seja entao um ideal M de A com M # J e tal que
J C M C A, deste modo, existe a € M, tal que, a ¢ J, ou seja, a # 0. Como
por hipétese A/.J é um corpo, segue que existe b € A/J, tal que @ -b = 1. Assim
ab = 1(mod J) < ab—1€ J < ab—1 =z, comz € J, ou seja, ab—x = 1. Mas
a € M (M ¢ ideal), entdo ab € M e mais x € J C M, entdao x € M. Deste modo,
1 =ab—x € M o que significa 1 € M. Logo, M = A, portanto J C M = Aedai J é

maximal. [ |

Teorema 2.4. Seja A um anel comutativo com unidade 1 € A, e seja P um ideal de
A. Entao:
(1) P é um ideal primo de A se, e so se A/P € um dominio de integridade;

(i1) Se P é um ideal mazimal de A, entdo P é um ideal primo de A.

Demonstracao. (i) (=) Pelo teorema 2.2, como A é comutativo e tem unidade,
segue que A/P é um anel comutativo com unidade. Basta provar que A/P nao possui
divisores de zero. Agora, sejam Z,y € A/P tais que = -y = 0, ou seja, xy € P. Como
P ¢ primo, temos que Z € P ou j € P. Portanto, Z = 0 ou y = 0. Logo A/P nao
possui divisores de zero.

(<) Suponhamos que A/P é um dominio de integridade. Iremos mostrar que P é
primo. Sejam z,y € A, tais que zy € P. Entao 2y = 0. Como A/P ¢ um dominio de
integridade, segue que Z = 0 ou § = 0. Portanto z € P ou y € P. Logo, P é um ideal

primo.
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(ii) Se P é maximal, entdo P # A. Dali, basta provar que, se a e b sdo elementos de A,
tais que ab € P, entdao a € P e b € P. Suponhamos que a ¢ P e consideremos o ideal
I =< a>+P . Notemos que I D P. Comoa=1-a+0e0 € P, temos que a € I.
Estamos supondo que a ¢ P, entao I contém propriamente P, logo I = A. Isto implica

que a unidade de A pode ser escrita assim:
l=ra+m

Em que r e m sao elementos de A e P, respectivamente. Multiplicando -se ambos

membros dessa igualdade por b:
b =r(ab) + mb

Da igualdade temos que b € P, ja que tanto ab como m sao elementos de P. Logo P é

um ideal primo de A. [ |

Exemplo 2.16. O ideal {0} X Z € primo em Z X Z, como jd foi mostrado no exemplo
2.4, mas nao € mazrimal.
De fato, notemos que 27, X 7, é também um ideal em Z X 7., temos também que 27 X 7,

contém propriamente {0} X Z e que, obviamente 2Z X Z #+ 7 X 7 .



Capitulo 3

Aplicacoes de Ideais Maximais e

Primos

Neste capitulo, veremos uma aplicagao de ideais maximais e primos. Nosso obje-

tivo é construir uma topologia no conjunto dos ideais primo de um anel.

Observagao 3.1. A partir de agora todos os anéis serao considerados anéis comuta-

tivos e com unidade.

Definigao 3.1. Sejam A um anel e a € A. Dizemos que a é:
(1) Nilpotente: se existe n € Z, com n > 0, tal que a™ = 0.

(ii) Inversivel: se existe a™* € A tal que a-a™' = 1.

Denotaremos por U(A) o conjunto dos elementos inversiveis de A. Note que
U(A) # {0}, pois 1 € U(A), qualquer que seja o anel A. Observe que U(A) é fe-
chado para multiplicagao. De fato, sejam a,b € U(A). Entao existem a0~ € A tais
que:

a-at=1eb-bt=1
Agora, note que (ab)™* = b1 - a1, Assim,

(ab)(ab)™ = ab(b”'-at)

Logo, a-b e U(A).

Para cada a € U(A) existe um tinico a™* € A tal que a-a~! = 1. De fato, suponha

33



CAPITULO 3. APLICACOES DE IDEAIS MAXIMAIS E PRIMOS 34

que existe b € A, com b # a~! tal que,

ab=1
Assim,
a-at = ab
al = (ala)b
al = b

1

O que é uma contradigao, logo a~! é tinico. Finalmente, temos que a=! € U(A) e

(et =a.

SeacU(A)en€Z,n<0,defina a” := ()"

Exemplo 3.1. Se a € A, entio (a) = {ax;x € A} € um ideal principal gerado por a.
Observe que

(a) = A se, esdseacU(A)

Suponhamos que (a) = A. Entao 1 = ax, para algum x € A. Portanto a € U(A).
Reciprocamente, suponhamos que a € U(A). Claramente, (a) C A. Consideremos,

y€ A. Comoae U(A), entao y = a(a 'y) € (a). Portanto (a) = A.

Denotaremos por N(A) o conjunto dos elementos nilpotentes de A. Note que,

0 € N(A). O conjunto N(A) é chamado de nilradical de A.

Exemplo 3.2. Note que:
(1) Se x € N(A) entao x € divisor de zero.
(2) A reciproca de (1) ndo vale

(3) Se x € U(A) entdo x nao pode ser divisor de zero.

Solucao 3.1. (1) Seja © € N(A), tal que x # 0. Entdo eziste ny € Z,ny > 0, que
satisfaca a condi¢ao

" =0

Consideremos ny o menor inteiro tal que

" =0
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Deste modo,

£

Dai, v - z™~ ! = 2™ = 0. Logo, x € divisor de zero.
(2) Consideremos o anel

a b
A= ca,be,d eR
c d

munido das operacoes usuais de soma e produto de matrizes.

Note que a matriz

0 1
0 1
€ um divisor de zero, pois
0 1 10 0 0
0 1 0 0 0 0
Por outro lado, temos
01 0
= ,Vn € Z
01 01
. 0 N .
Assim, nao € nilpotente
1

Agora consideremos o anel f(R) das fungées f : R — R, munida das operagoes
de soma e produto usuais de funcoes.

Note que a funcao f: R — R definida por:

22, se x<0,

fz) =

0, se z>=0.

E um divisor de zero, pois dada a funcao g : R — R definida por:

0, se x <0,
g(x) =
r, se x=0.
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temos que

f(z)-g(x) =0,V € R

Por outro lado, se x > 0, temos [f(z)|" # 0, para todo n € Z, com n > 0, ou seja,
(f)" € diferente da func¢do nula.
(3) Suponha, por absurdo, que x € um divisor de zero. Entao existe y € A, com y # 0,
tal que

z-y=20

Como x € U(A), entdo existe ' € A tal que
xrrx=1
Assim,

v Hxy) = 2710

(z7'z)y = 0
ly = 0
y =0

O que € uma contradi¢ao. Logo x nao possui divisor de zero.

Exemplo 3.3. O anel Z dos inteiros é um DIP(dominio de ideais principais).

De fato, seja J um ideal de Z. Se J = 0 entao J é um ideal de Z gerado por 0.
Suponhamos que existe x € J tal que x # 0. Entao —x € J. Deste modo, |z| € J. Pelo
principio da boa ordenacao, consideremos d o menor inteiro positivo de J. Mostraremos
que J = dZ. Com efeito, seja x € dZ. Entdao x = dn, para algum n € Z. Como J é
um ideal, x = dn € J, portanto, dZ C J. Agora seja x € J. Entao |x| € J. Dai, pelo

algoritmo da divisao, ezistem q,d,r € Z, tais que |x| = qd+1,0 < r < d o que implica
|z| — qd = r.

Como |z|,qd € J e 0 < r < d. Pela minimilidade de d, temos que r = 0. Daf
|x| = qd € J, assim x € dZ. Portanto, J = dZ. Logo, 7 é um DIP.

Proposicao 3.1. Se P € primo e 2" € P (n € N), entao x € P. Além disso,
N(A) C P.
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Demonstragao. Seja P um ideal primo de um anel A e seja x € A tal que 2" € P.
Suponha que n é o menor natural tal que 2" € P. Assim, como P é primo e 2" =

r-z" ' € P, segue que x € P. Além disso, se x € N(A), existe n € N tal que
"=0¢eP.

Pelo que acabamos de mostrar x € P. Logo N(A) C P. |
Enunciaremos o lema de Zorn, porém ocultaremos sua demonstracao. Mas o

leitor que tiver interesse pode consultar em [11].

Lema 3.1. Lema de Zorn

Seja X um conjunto parcialmente ordenado ndao vazio tal que cada cadeia em X

¢ limitada superiormente. Entao X possui pelo menos um elemento maximal.

Teorema 3.1. Sejam A um anel e I um ideal proprio de A. Entdao I estd contido em

algum ideal maximal de A.

Demonstragao. Sejam J o conjunto de todos os ideais proprios de A contendo I,

ordenado pela inclusao (C). Sendo
C={JuAeA}

uma cadeia em J, ou seja, Jy, C Jy, C ..., tomemos J = U Jy. Observe que I C J e J

AEA
é cota superior para C. Pelo lema de Zorn, C possui elemento maximal, e assim temos

o resultado. [ |

Corolario 3.1. Se A ¢ um anel, entao

a € U(A) se, e somente se nao existe maximal de A contendo a

Demonstragao. (=) Suponha que a € U(A) e que existe um ideal maximal M # A

tal que a € M. Como a € U(A), entao existe a~' € A tal que
a-at=1

Como M ¢ ideal, segue que

l=a-ateM
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Portanto, M = A, o que é uma contradicao. Logo nao existe o ideal maximal M
contendo (a).

(<) Suponha que nao existe um ideal maximal contendo a. Considere o ideal principal
gerado por a, isto é,

(a) ={azx;z € A}

Note que nao existe ideal maximal contendo (a), pois, caso contrario a pertenceria a
este ideal. Pelo teorema 3.1, (a) nao é préprio, ou seja, (a) = {0} ou (a) = A. Como (a)
nao estd contido em um ideal maximal, segue que (a) = A. Assim 1 € (a), portanto,
existe b € A tal que

ab=1

Logo, a € U(A). u
Pelo corolario 3.1, temos que

A-UA) =M. (3.1)

M é ideal

maximal

Definicao 3.2. Um anel € dito local se possut um unico ideal maximal.
Exemplo 3.4. Considere o anel
m
R = {— e Q; néz’mpar}.
n
Note que
n 7
U(R) = {—; nem zmpares}
m

Além disso, note que R — U(R) = {% €Q; né impar} ¢ o unico maxrimal de R, e

portanto, R € local.

Exemplo 3.5. Seja f(R) o anel das funcdes de R em R. Considere a € R,

Yo ={f € f(R); f(a) = 0}.

Entao temos que Y, € ideal principal e mazimal. Note que Y, é um subanel de f(R).
Agora suponhamos que existe um ideal J em f(R), tal que Y, C J, masY, # J. Entdo
existe f € J tal que f ¢ Y,. Assim f(a) = b # 0. Denotando por b a fun¢do constante
wgual a b, temos

h=f-bey,,
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pois h(a) = f(a) — b(a) = 0. Agora, notemos que b = f —h € J, pois f € J e
heY,CJ. Assim a funcio constante 1 pertence a J, pois 1 = (b= -b) e J (be J e
J € ideal). Portanto J = A. Logo, Y, € mazimal.

Proposicao 3.2. Sejam A um anel e M um ideal proprio de A, entdo valem:
(i) Se A— M C U(A), entao A € local e M € o unico ideal maximal de A.
(i) Se M € mazimal e 1 + M = {1+ M/x € M} CU(A) entio A € local.

Demonstracao. (i) Se I é ideal préprio de A, entdo I NU(A) = @. Dal,

UA) CA-T

Logo A— M CA—1,eassimIC M.
(ii) Sea € A— M, entdao M + (a) = Aedal 1 =m +ax, com x € Aem € M. Logo,
ar=1—-mel+M C U(A). Dai a € U(A), portanto A — M C U(A). Pelo item (i)

M é tnico ideal maximal de A, e assim A é local. [ |

Proposigao 3.3. Seja A um anel. Se I, ..., I, e P sao ideais de A, com P primo, tais
que:

LHn.NnIl,CP

Entao I; C P, para algum j. Ademais, se I, N...N I, = P entao P = I para algum j.
Demonstracao. Suponha por absurdo, que existe x; € I; — P, para cada j =1,...,n.

Como I; € ideal, para cada j, temos
Tty € (LN...NIL,) CPex; ¢ PYi=1,...n

O que é um absurdo, pois P é primo. Se Iy N...N 1, = P, entao I; C P, para algum j.
Por outro lado, dado x € P, temos x € 1 N...N 1, C I;. Assim I; = P para algum j.
[

3.1 Nilradical e Radical Jacobson

Nesta secao introduziremos alguns conceitos necessarios para os resultados pos-

teriores.
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Seja A um anel. Entao, temos que N(A) = {z € A; x é nilpotente} é um ideal de A
e que N(A/N(A)) = {0}.

v € N(A/N(A) < IneN/(@)" =0

I

8

" € N(A)
r € N(A) <z =0(mod N(A))

r ¢ ¢ T 0

&I

= 0.

Enunciaremos a seguinte proposicao, a qual nos ajudara a entender a intersecao
de todos ideais primos, porém nao apresentaremos a demonstragao, devido a mesma

fugir de nossos objetivos. O leitor que tiver interesse pode consultar em [2].

Proposicao 3.4. Seja A um anel. Entdo N(A) é intersecao de todos ideais primos de

A.

Definicao 3.3. Seja A um anel. Definimos o radical de Jacobson de A, denotado por
J(A), como sendo a interse¢ao de todos ideais maximais de A.
Note que

J(A) D N(A)

Seja x € N(A). Entio x € P qualquer que seja o ideal primo P, como todo ideal
maximal M é primo seque que x € M. Portanto, x € ﬂM

M € ideal
maximal

Proposicao 3.5. Se x € A, sdo equivalentes:

(1) x € J(A);

(1)) 1 +xy € U(A), para todo y € A.

Demonstracao. (i) = (ii) v € J(A) = zy € J(A) = zy € M, para todo ideal
maximal M de A= 1+zy ¢ M = 1+2y € U(A).

(i7) = (i) Suponha x € A — M para algum ideal maximal M de A. Dai, M + (z) = A
(pois M C M + (z)) e dai 1 = m + zy para algum m € M e algum y € A. Logo,

m = 1—uay

= 1+z(—y) ¢ U(A).
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O que é um contradicao. Logo x € M qualquer que seja o maximal M, e assim

z e J(A). [

Definicao 3.4. Sejam A um anel e I um ideal de A. Definimos o radical de I, denotado

por r(1,) como sendo
r(l)={z € A;2" € I para algum n € N}.

Definigao 3.5. Uma funcao f : A — B diz-se um homomorfismo de A em B se

satisfaz as sequintes condicoes:
(1) f(x+y) = flz)+ f(y), Vo, y € A

Apresentaremos agora um resultado de Homomorfismo, o qual serd usado para a
demonstracao de uma das observagoes dadas a seguir.
Seja 0 homomorfismo sobrejetor ¢ : A — A/I, definido por ¢(a) = a, onde I é um
ideal de A. Se Q ¢ um ideal primo de A /I, entao ¢~!(Q) = P ¢ um ideal primo de A.

O fato de P ser ideal é trivial. Sejam x,y € A tais que

z-yeP=¢"Q)

Entao
o(z) - d(y) = d(zy) € Q

Como Q é ideal primo de A/I, segue que

¢(z) € Q ou ¢(y) € Q,
ou seja,
r€¢ (Q)=Pouy€d (Q) =P

Portanto, P = ¢1(Q) é ideal primo de A.

Observacao 3.2.
(1) Num anel de idempotentes todo ideal coincide com o seu radical;
(2) I cr(l);

(3) Se P é ideal primo de A, entdo r(P) = P;
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(4) N(A) =r({0});
(5) Prove que r(I) = ¢~ Y (N(A/I));

¢p:A— A/l N(r(I)) € ideal

a— ¢(a) = a
(6) r(I) =NP, P ideal primo de A, I C P.

Demonstragao. (2) Dado = € I, temos x = x', daf x € r. Portanto I C r(I).

(3) Por (2), temos P C r(P). Seja x € r(P). Entao existe n € N tal que z" € P.
Considere n o menor inteiro, daf z-2"~! = z" € P = x € P. Portanto r(p) C P. Logo
r(P) = P.

(4) x € N(A). Entao existe n € N tal que 2" = 0 € {0}. Entao, existe n € N tal que

z" € {0}, ou seja, " = 0.

N(A/I),donde z = ¢~ € ¢~ (N (A/I)). Reciprocamente, considere z € ¢~ (N(A/T)).
Entao = = ¢(z) € N(A/I). Assim, existe n € N tal que:

" ="

=17 =0,

donde, 2™ € I. Portanto, x € r(I).

(6) Se x € r(I), entao x € ¢~ (N(A/I)), donde ¢p(x) € N(A/I). Assim, ¢(z) € Q,
para todo ideal primo Q de A/I, donde x € ¢~1(Q), para todo ideal primo ¢~(Q) = P
de A tal que I C P. Reciprocamente, seja © € NP z € P, para todo ideal primo
de A contendo I. Entdao z € P = ¢~ (Q), para todo ideal primo Q de A/I, ou seja,
¢(x) € N(A/I), donde x € ¢~ (N(A/I)) = r(I). |

Definicao 3.6. Dizemos que I e J sao coprimos se I + J = A.

Propriedades
(1) ICJT=r{) CrJ);
(2) ICr(J)=r() Cr(J);

3) r(r(1)) = r(1);
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(4) r(IJ) = r(InJ) =r(I) Nr(J);

(5) r(I) = A e I = A

6) r(I+J) =r(r(I)+r(J));

(7) P & ideal primo = r(P") = P;

(8) I e J so coprimos < r(I) e r(.J) sio coprimos.

Demonstragao. (1) Se x € I, existe n € N tal que 2™ € I C J. Portanto, z € r(J), e
assim (1) C r(J).

(2) Seja x € r(I). Entao existe n € N tal que 2" € I C r(J). Assim, existe n € N tal
que

(™)™ =a2"™ e J.

Portanto, x € r(J), e assim (1) C r(J).

(3) Seja x € r(r(I)). Entao, existe n € N tal que 2™ € r(I). Dal, existe m € N tal que
(™)™ = g™ ¢ T
Portanto x € r(I). Reciprocamente, seja x € r(I) temos que:
ot =z er(l).

Assim, r(I) possui uma poténcia de x. Portanto x € r(r(1)).

(4) Como IJ C INJ, segue por (1), que r(IJ) C r(I N J). Além disso,
INJCl elINnJCJ
Donde temos, (I NJ) Cr(l)er(INJ) Cr(J). Assim
r(IJ)Cr(InJ)Cr)nr(J)

Finalmente, seja x € r(I) Nr(J). Entao z € r(I) e z € r(J). Dal existem m,n € N
tais que

zmel e 2" e J

Assim,

T = Mg e [



CAPITULO 3. APLICACOES DE IDEAIS MAXIMAIS E PRIMOS 44

(5) (=) Suponha que (/) = A. Como A é um anel com unidade 1, segue que 1 € r(I).
Assim existe n € N tal que

1=1"e [

Como [ é um ideal e 1 € I, segue que I = A.

(<) Note que 7(A) = A. Assim, se [ = A, segue que

(6) Uma vez que I C r(I) e J Cr(J), temos
I+JCr(I)+r(J)

Dai, por (1)
r(I+J) Cr(r(I)+r(J))

Finalmente, note que

r(l)+r(J) Cr(I+J)

De fato, (1) Cr(I+J)er(J) Cr(I+J). Assim,se x+y € r(I)+7r(J), onde x € ()
ey e€r(J), temos z+y € r(l+J), pois x,y € r(I + J) e radical é ideal. Portanto

r(r(I)+r(J)) Cr(I+J).

(7) Fagamos uma indugao sobre n. Se n = 1, por a observagao 3, temos que a afirmacao

¢ valida. Suponha que vale para n = k. Entao
r(P*) =P
Assim,

r(P*Y = r(P*P)
= r(P")nr(P)
= PNP
- P

(8) Suponha que r(I) e r(J) sdo coprimos. Entao

r(I+J)=r(r(I)+r(J)=r(A)=A
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O que implica A = I + J. Portanto, I e J s@o coprimos. Reciprocamente, suponha que

I e J sao coprimos. Entao
A=r(A)=r(I+J)=r(rI)+r(J))

Dai A=r(I)+r(J). Logo, r(I) e r(J) s@o coprimos. [

3.2 Espectro Primo

Topologia

Topologia é o campo da Matematica que objetiva basicamente descrever como
estao “colocadas”determinadas classes de subconjuntos de um conjunto maior, cha-
mado de espago topoldgico, e no qual alguma nocao de proximidade esta definida. A
linguagem introduzida pela Topologia é fundamental para a generalizagao do conceito
de continuidade de fungoes. Trata-se portanto, de um importante campo de estudo.
Contudo, uma vez que nao faz parte dos objetivos deste texto o aprofundamento desse
tema, nos limitaremos a apresentar as nocoes topoldgicas necessarias para trabalhar a

aplicagao de topologia nos anéis e ideais.

Uma topologia em um conjunto X é um conjunto 7" C P(X) que satisfaz as
seguintes propriedades:
(i) @ e X pertence a T;

(ii) Se (Ax)A € r é um familia de elementos de T, entao U Ay €T
Aer

(iii) Se A; € T, Vj = 1,...,n, entdo [ | Ay € T.
j=1
Os elementos de T sao chamados de abertos. Dizemos que E C X é fechado se X — F

é aberto.

Teorema 3.2. Se f ¢ a colegcao de fechados de um espago topologico X, entao:
(1) Qualquer intersecio de elementos de f € ainda um elemento de f;
(11) Uniao finita de elementos de f, ainda pertence a f;

(111) X e & pertence a f.

Agora, seja A um anel e X o conjunto de todos ideais primos de A. Para cada
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E C A, considere
V(E)={P € X;E C P}.

Entao:

(i) Se I é o ideal de A gerado por E, entao V(E) =V (I) =V (r(I));
(i) V(0) = X, V(1) = @

(iii) Se {E;;i € A} é uma familia de subconjuntos de A, entao

VIUE) =V(E);

JEA JEX

(iv) Se I e J séo ideais de A, entao:
V(INJ)=V(IJ)=V(I)UuV(J).

Demonstragao. (i) De fato, seja P € V(r(I)). Entao P é um ideal primo tal que
r(I) C P. Por outro lado, I C r(I) C P. Assim P € V(I), e portanto V (r(I)) C V(I).
Além disso, como I é gerado por E, segue que E C I. Deste modo, dado o ideal primo
Q € V(I), temos que

ECICQ=QeV(E).

Portanto,

V(r(I)) € V({I) C V(E).

Agora, seja P € V(F). Entao E C P, por outro lado, I = AE C AP C P. Dai
r(I) Cr(P) = P. Assim, P € V(r(I)). Logo, V(r(I)) =V () =V(E).
(ii) Claramente, 0 € P C X, para todo ideal primo P. Assim V' (0) = X. Agora, note
que nao existe um ideal primo P tal que 1 € P. Assim V(1) = @.
(iii) Seja P € V(U E;). Entao
JEX

UE cP

JEA
Deste modo, E; C P, para todo j € X\. Assim P € V(E;), para todo j € . Dal

P e (V(E).
JEX
Reciprocamente, seja P € ﬂ V(Ej;). Entao,
jJEX

P e V(E)),
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para cada j € A. Assim,

para cada j € A\, donde
UE cP
JEX
Portanto,
PeV(JE).
JEX
Logo,

VIUE) =(V(E).

JEA JEA

iv) De fato, pela propriedade (iv), temos
VINnJ)y=Vr(InJ)=V(rIJ)=V(IJ).
Agora, seja P € V(I NJ). Entao
INnJCP
Dai, pela proposicao 3.3, I C P ou J C P. Assim,
PeV(HuV(J).
Portanto,
PeV(InJ)ycV{I)uV(J).

Reciprocamente, seja P € V(I)UV(J). Entdo I C PouJ C P. Mas INJ C I,J.
Dai INJ C P, e assim P € V(I NJ). Portanto

V(INnJ)=V({I)uV(J).

|
Notemos que o resultado acima nos mostra que os conjuntos V(E) satisfazem as
condicoes de axioma para conjuntos abertos em um espago topologico.

Denotamos o espago topoldgico construido sobre o anel A de Spec(A).

Definicao 3.7. Um conjunto T C P(X) chama-se conexo quando nao admite outra
cisao além da trivial. Assim, quando T é conexo, T = V(1) UV (l3), com V(I;) e
V(Iy) sao disjuntos e abertos em T. Implica V(1) = @ ou V(l3) = &.
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Definicao 3.8. Quando existir um cisao nao - trivial T = V(1) UV (1), dizemos que

T é desconexo.

Exemplo 3.6. Seja D um dominio de integridade. Entdo Spec(D) é conexo.
Considere Iy e Iy ideais de D tais que V(1) UV (Iy) = Spec(D). Como D é dominio,
seque que.

{0} € Spec(D) =V () UV (ly) = V(I,15)

Assim, 111, C {0}, donde I11s = {0}. Dai I, = {0} ou Iy = {0}. Portanto, ou
V(1) = Spec(D) ou V(ly) = Spec(D).

Exemplo 3.7. Spec(Z x Z) € desconexo.

Spec(Z x Z) =V (1,0) UV (0,1)

Como (1,0) + (0,1) ¢ P para todo ideal primo, seque que V(1,0) NV (0,1) = &.
Finalmente, note que Z x {0} e {0} x Z sdo ideais primos de Z X 7. Assim

V(1,0) # @ e V(1,0) # Spec(Z x Z).



Conclusao

Neste trabalho vemos o quao a dlgebra é importante na area da matematica,
constatou-se que a mesma tem varias aplicagoes nas sub areas da matematica e é
possivel aplicarmos uma estrutura de espago topdlogico sobre um anel comutativo com
unidade.

Este trabalho permitiu-me um estudo mais detalhado sobre anéis e seus aspectos
histéricos que foram de suma importancia para o entendimento dos resultados poste-
riores, além de ver a importancia da aplicacao da algebra em espaco topoldgico e que
através deste trabalho os leitores poderao trabalhar estas teorias de uma maneira mais

significativa e atraente, contribuindo assim para o ensino da matematica superior.
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