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Resumo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Splines, que podem ser matematicamente descritos, possuem propriedades muito a-

dequadas para modelagem de curvas. Uma curva definida por uma funcao arbtraria 

/ sob certas condicoes pode ser bem aproximada por splines. Por outro lado, dada 

uma curva cuja funcao / que a define e desconhecida, e possfvel construir, a part ir 

de um numero modesto de pontos da curva, uma boa aproximacao de / usando spli-

nes. Ainda mais, as aproximacoes construidas usando splines podem preservar muitas 

propriedades matematicas e geometricas das curvas. 

E m computacao grafica a incorporacao dessas propriedades implica na fidelidadc 

do objeto modelado. Na busca dessa fidelidade, muitos splines foram propostos: B-

splines, Curvas de Bezier, (3-splincs, u-splines, r-splines, WF-splines, ^-splines, etc. 

Este trabalho tenta responder a questao quanto a possibilidade ou nao de estudar os 

splines de forma unificada ao inves de estudar cada tipo isoladamente. 
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Abstract 

Splines, which are mathematically describable, have very nice properties for modeling 

curve. A curve defined by a function / satisfying a few conditions can be approximated 

by splines. Also, given a curve whose defining function / is unknown, splines provide 

a good approximation to this function from a given number of points in the curve. 

Furthermore, approximations bui lt using splines can preserve many mathematical and 

geometrical properties of the curves. 

In computer graphics, the combination of the above properties warrants the accu-

racy of the model w i th respect to the object modelled. In the quest for this accuracy, 

many splines have been proposed:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B-splines, Bezier, (3-splines, u-splines, r-splines, 

WF-splines,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7-splines, etc. This thesis attempts to answer the question of whether or 

not i t is possible to study splines in an unified way, rather than studying each kind of 

spline separately. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

vi 



umario zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Introdugao 1 

1.1 Motivacao 1 

1.1.1 Modelagem Geometrica e Computacao Grafica 1 

1.1.2 Solucao Numerica de Problemas 3 

1.2 Interpolacao e Aproximacao 4 

1.2.1 Interpo lates Polinomial e Polinomial por Partes 5 

1.2.2 Aproximacao 6 

1.2.3 Norma 7 

1.2.4 Aproximacao dos Mmimos Quadrados 8 

1.3 Interpolacao e Aproximacao por Splines 10 

1.4 Aproximacao Polinomial por Partes 12 

1.5 Objetivos da Dissertacao 15 

1.6 Organizacao da Dissertacao 16 

R e s e n h a das Splines 18 

2.1 Transformacoes Geometricas 19 

2.2 Geometria Diferencial 20 

2.2.1 Curva Parametrizada Diferenciavel e Comprimento de Arco . . 21 

v i i 



2.2.2 A Estrutura de Frenet 23 

2.2.3 Movendo a Estrutura de Frenet 24 

2.3 Spline mais Geral 26 

2.4 Curvas de Bezier 31 

2.5 Propriedades da Curva de Bezier 33 

2.6 Curva Spline da Forma de Bezier 35 

2.7 Curvas B-splines 38 

2.7.1 B-Spline Uniforme 38 

2.7.2 B-spline Geral 39 

2.8 Curvas ^-spline 44 

2.9 Curvas ^/-splines 45 

2.10 Curvas WF-splines 47 

2.11 Curvas r-splines 50 

2.12 CurvaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7-splines 51 

2.13 Consideracoes Finais 52 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 U m a A b o r d a g e m Unif lcada para Splines 56 

3.1 Continuidade Geometrica de Curvas 57 

3.2 Construcao dos /^-splines 62 

3.3 Construcao de uma Spline Geral 67 

4 Conclusao 71 

4.1 Consideracoes Finais 71 

4.2 Sugestao de Trabalhos Futuros 73 

A Segmentos das Bases r -spl ines 75 

v i i i 



Lista de Tabelas 

2.1 Segmentos das baseszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3-spline, u-spline e B-spline 54 

2.2 Segmentos das bases WF-spline, •y-spline e Bezier 54 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ix 



Lista de Figuras 

1.1 Interpolaccao de uma sequencia de pontos 4 

1.2 Aproximaccao de uma sequencia de pontos 5 

1.3 Figura 1.2 com os eixos coordenados 12 

1.4 CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA?2(w), o segundo componente da curva na figura 1.3 13 

1.5 A basezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA spline B{(u) e uma funcao polinomial por partes de grau < 3 

com continuidade C2 14 

1.6 A curva da figura 1.4 como combinacao linear das fungoes bases . . . . 17 

2.1 Sistema local (esquerda) e Estrutura de Frenet (direita) 24 

2.2 Interpretagao Geometrica das Formulas de Frenet 25 

2.3 Uma curva polinomial por partes comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1+1 = 7 . 27 

2.4 Coordenadas Locais: o intervalo [ ^2 ,^3 ] foi mapeado para o intervalo 

[0,1] com coordenada local t 27 

2.5 Partigoes, juntas e matrizes de conexao 29 

2.6 Bases de Bezier de grau < 3 32 

2.7 A casca convexa de um conjunto de vertices de controle 34 

2.8 Continuidade C 1 (esquerda) e continuidade C2 (direita) 37 

2.9 Expansao da base Bo^(u) 43 

2.10 Sistema de coordenada local para um WF-spline 48 

x 



2.11 Continuidade na tangente para um WF-spline 49 

3.1 Aproximacao por splines 57 

3.2 A base splinezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Bi)4(u) e uma funcao polinomial por partes de grau < 4 

com continuidade G 3 64 

3.3 Cada 2?t'+M e uma copia de Bi^(u) deslocado k intervalos 66 

3.4 Relacao entre a base geral e as bases splines de grau < 3. Bez-spline 

significa uma curva spline na forma de Bezier 70 

3.5 Relacao entre a base geral e as bases splines de grau < 4 70 

xi 



Capitulo 1 

I n t r o dugao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 . 1 Motivagao 

Curvas e Superficies suaves precisam ser geradas em muitas aplicacoes de computagao 

graiica. Essa necessidade pode surgir em dois casos: na modelagem de objetos reals, 

como a da carroceria de um carro, ou na criagao de novas formas, como na conccpgao 

de uma nova carroceria. No primeiro caso, uma descrigao matematica do objeto pode 

nao estar dispom'vel. Pode-se usar como modelo as coordenadas de um grande numero 

de pontos do objeto, o que pode ser inviavel num computador com memoria f inita. Na 

pratica, os objetos sao aproximados com pedagos de pianos, esferas ou outras formas 

que podem ser matematicamente descritas. 

A seguir sao descritas algumas aplicagoes onde ha necessidade de construir tais 

aproximagoes. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.1.1 Modelagem Geometrica e Computagao Grafica 

Entende-se por modelagem a criagao, representagao e manipulagao de objetos no com-

putador [GV90]. A representagao de um objeto esta diretamente relacionada com 

tecnicas de topologia combinatoria e estrutura de dados. A manipulagao dos modelos 

1 
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se ut i l iza das transformacoes do espago ambiente, enquanto a criagao dos modelos se 

baseia em metodos geometricos e analise numerica. 

Os sistemas de modelagem geometrica evolufram a partir dos sistemas de desenho 

que, por suas limitagoes, levaram a busca de metodos mais rigorosos e precisos para a 

representagao de objetos no computador. 

As transformagoes geometricas ocupam uma posigao de destaque em computagao 

granca e principalmente na area de modelagem geometrica, onde sua presenga se faz 

notar em dois aspectos distintos: a transformagao geometrica dos modelos permite 

que a partir de u m dado objeto se obtenha uma familia de modelos; por exemplo, 

o escalamento permite que de uma esfera de raio unitario se obtenha uma esfera de 

raio arbitrario. A transformagao possibilita tambem o reposicionamento de objetos no 

espago, permitindo o agrupamento desses objetos modelados. 

Pode-se entender o processo de modelagem como abrangendo tres niveis logicos 

[GV90]: 

• Universo Fisico. Onde estao os objetos que se deseja modelar. 

• Universo Abstrato. Que representa uma idealizagao dos objetos do mundo fisico. 

Nesse universo, os objetos modelados tern uma relagao com os objetos do mundo 

fisico. No entanto, apresenta um m'vel de abstragao que permite sua descrigao 

por meio de um modelo matematico. 

• Representagao. E a atribuigao de uma estrutura simbolica que descreve o modelo 

matematico. 

Na modelagem geometrica representa-se no computador objetos do mundo fisico 

real. 0 espago dos modelos em geral consiste de uma quantidade inf inita de pontos, 

e os esquemas de representagao buscam uma maneira de dar uma descrigao f inita a 

conjunlos desses pontos de niodo a possibilitar uma manipulagao dos nicsmos pelo 

computador. Nessas representagoes, os modelos sao descritos por uma colegao de ob-

jetos primitivos (solidos ou superficies) que sao eventualmente transformados e em 

seguida combinados. 
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1.1.2 Solugao Numerica de Problemas 

0 metodo dos elementos finitos pode ser descrito em poucas palavras [SF73]. Suponha 

que se deseje minimizar o seguinte funcional quadratico 

1(f) = f b ( * ) ( / ' ( z ) ) 2 + l(x)(f(*))2 - 2g(x)f{x)]dx (1.1) 
J 0 

sobre o espago de fungoes de dimensao infinita Hl
E. Os elementos desse espago satisfa-

zem as condigoes expressas por 

/ ( 0 ) = 0 [indicado pelo indice E] (1.2) 

r f'(x)dx < oo, (1.3) 
Jo 

onde < co indica que a integral em (1.3) e nnita. A minimizagao de / leva a uma 

equagao diferencial em / . Mas, normalmente uma solugao anah'tica nao e possivel 

obter e assim torna-se necessario usar um metodo numerico que, em geral, so encontra 

uma aproximagao da solugao desejada. 

0 metodo de Ritz substitui o espago H\ nesse problema variacional por u m 

subespago 5, ou mais precisamente, por uma sequencia de subespagos Si de de 

dimensao nnita. Os elementos /,• de S{ sao chamados fungoes teste, pertencem a H\ 

e satisfazem fi(0) = 0. Sobre cada espago 5,- a minimizagao de / leva a solugao de u m 

sistema de equagoes lineares. 0 numero de equagoes coincide com a dimensao de S{. 

A aproximagao de Ritz e a fungao <ft que minimiza / sobre o espago Si'. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I(9 i)  <  / ( / , ) , Para todo / , G St. (1.4) 

A dificuldade esta em escolher fungoes teste /,• que sejam convenientes o bastante 

para minimizar e calcular 7, e ao inesino tempo geral o suficicntc para aproximar bem 

a solugao desconhecida / . Em teoria, foi provado que o metodo de Ritz converge, mas 

efetuar calculos com tais fungoes e outro assunto. A solugao encontrada foi o fracio-

namento das fungoes / , em alguns pedagos, chamados segmentos, cada u m definido 
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por u m polinomio distinto, e unir os segmentos para formar uma curva polinomial por 

partes. 

0 problema fundamental e descobrir de que maneira fungoes polinomiais por partes 

podem aproximar bem uma solugao desconhecida / . Intuitivamente, qualquer funcao 

continua / pode razoavelmente ser aproximada com precisao arbitraria por fungoes 

lineares por partes. A tarefa matematica e estimar a distancia entre a solugao aproxi-

mada e a verdadeira solugao, e determinar com que velocidade o erro decresce quando 

o niimero de fungoes polinomiais por partes cresce. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1. 2 Interpolagao e Aproximagao 

Existe uma variedade de maneiras de definir uma curva que seja uma aproximagao de 

uma dada fungao continua / . Todas sao baseadas em tecnicas de interpolagao ou de 

aproximagao. No caso da interpolagao e exigido que a curva passe por todos os pontos 

Pi = f(ui) dados, ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U o , • • •, un e uma sequencia de n- fT pontos distintos da reta real 

R e f(uo),..., f(un) sao dados obtidos, como se pode ver na figura 1.1. Para aquelas 

tecnicas baseadas em aproximagao e somente exigido que a curva passe proximo dos 

pontos P{ = / ( i t t ) dados, como mostra a figura 1.2. 

Figura 1.1: Interpolaccao de uma sequencia de pontos 

Usam-se fungoes polinomiais para interpolagao ou aproximagao, porque elas podem 

facilmente ser avaliadas, diferenciadas e integradas. Uma fungao polinomial de ordem 

n - f 1 ou de grau < n e uma fungao da forma 
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Figura 1.2: Aproximaccao de uma sequencia de pontos 

Q(u) = a0 + a iu + . . . + a n u n = a,ti*, cii € R, u € I C R. (1.5) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t"=0 

1.2.1 I n t e r p o l a t e s Polinomial e Polinomial por Partes 

Seja [/ = (itt)JL 0 uma sequencia de n + 1 pontos distintos da reta real R. Entao, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ . » m = n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
U — Ui 

(1.6) 

e a t-esima fungao polinomial de Lagrange para a sequencia £/. Esta e uma fungao 

polinomial de grau < n e anula-se em todos os u f s exceto para U{ onde assume o valor 

1, ou seja 

1 se i = j , 

0 caso contrario. 

Assim, para uma dada fungao continua / , 

(1.7) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<3(«) = £ / ( « • • ) •£.>(«)> (1.8) 

e satisfaz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Q(u i)  = / ( « * ) , i = 0 , . . . , n . (1.9) 
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Isso mostra que como construir, usando as fungoes polinomiais de Lagrange, uma fungao 

interpolante Q para uma fungao continua / sobre a sequencia U. Alem disso, pode-se 

mostrar que esta e a linica fungao interpolante para / sobre a sequencia U [dB78]. 

Do ponto de vista da Algebra Linear, os polinomios de Lagrange L 0 , n , • •, Ln,n 

constituem uma base de um espago vetorial de dimensao n + 1. Os elementos desse 

espago vetorial sao as fungoes polinomiais de grau < n. 

A forma de Lagrange e certamente muito elegante. Mas, comparada com outras for-

mas de escrever e avaliar a fungao interpolante, ela esta longe de ser a mais "eficiente", 

pois a modificagao de um ponto implica em refazer todos os calculos [dB78]. 

Outra desvantagem da interpolagao polinomial e a sensibilidade quanto a escolha 

dos pontos de interpolagao. Se a sequencia de pontos U =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( u t ) ? = o t - i v e r ° espagamento 

uniforme, a fungao polinomial interpolante pode nao aproximar a fungao / , isto e, o 

erro maximo 

|| 6.11= max | Q ( u ) - / ( u ) | (1.10) 
a<u<o 

pode crescer com o aumento de n. Assume-sc que a sequencia de pontos U = (t*,-)JL0 

pertence a algum intervalo [a, 6] da reta real [dB78]. 

Embora as fungoes polinomiais sejam computacionalmente eficientes e faceis de 

trabalhar, nao e normalmente possivel definir curvas satisfatorias usando uma unica 

fungao polinomial [RA90]. Ao contrario, costuma-se usar uma curva polinomial por 

partes. Essas fungoes fornecem tanto aproximagoes suaves como tambem aproximagoes 

mais eficientes. 

1.2.2 Aproximagao 

Os problemas de aproximagao se dividem em tres classes distintas (e cada uma usa u m 

metodo diferente) [Ric83]: 

1. Aproximagao de Fungoes Matemat icas : Trata-se de uma fungao que precisa 

ser aproximada por outras fungoes. Os exemplos tipicos sao sen(u) ou e u quando 
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se deseja calcular o valor dessas fungoes num determinado ponto. Visto que nao 

e possivel calcular o valor dessas funcoes diretamente no computador, usa-se uma 

aproximagao das mesmas por series, onde os termos dessas series podem ser ava-

liados utilizando apenas operagoes que o computador pode executar (operagoes 

aritmeticas). Especificamente, a serie de Taylor das fungoes sen(u) e eu em torno 

do ponto u = 0 sao expressas por 

u u3 u5 (-l)n+1u2n-1 , , 
sen(u)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = + - + + S + . . . , (1.11) 

Com um numero finito de termos essas relagoes podem ser usadas para aproximar 

as fungoes sen(u) e e u em algum ponto. Nota-se que as aproximagoes em (1.11) e 

(1.12) sao ainda restritivas, porque a fungao que esta sendo aproximada precisa ser 

infinitamente diferenciavel. Portanto, torna-se necessario utilizar outras formas 

de aproximagao, como a aproximagao polinomial. 

2. A Representagao e Compactagao de Dados: Dado um conjunto grande de 

dados, precisa-se de uma aproximagao simples, ou mais conveniente, que reprodu-

za esse conjunto. Como exemplo, suponha que sao dadas 192 medidas da pressao 

atmosferica como fungao da altitude e se deseje substituir essa tabela por uma 

formula matematica para ser usada em calculos. 

3. Suavidade e Anal ise de Dados: E dado um conjunto de dados com uma 

incerteza substancial em alguns ou todos os valores. A incerteza e normalmente 

devida a limitagao da precisao nos instrumentos de medida ou nas tecnicas usadas 

para obter os dados. 

1.2.3 Norma 

Aproximagoes sao definidas com relagao a alguma medida de proximidade; no caso 

de dados ou fungoes, essa medida e induzida pela norma. N o r m a e uma aplicagao 

|| • ||: V —* i2, onde V e um espago vetorial, que satisfaz as seguintes propriedades 
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1. || v ||= 0, se e somente se, v = 0. 

2. || v + w \\<\\ v || -f- || w || (Desigualdade do Triangulo). 

3. ||zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA cv ||= \c\- || v ||, t> G V, c G 7? (Homogeneidade). 

Assuma que se deseje aproximar uma fungao f(u) sobre o intervalo [a, 6] por algo 

na forma Q(u). Q pode ser uma fungao polinomial. De acordo com a segao 1.2.1, se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U o , . . . , u n forcm pontos distintos e / ( w o ) , • • •, / ( w „ ) forem conhecidos, entao Q(u) pode 

ser escrito na forma 

onde B{(u) sao as fungoes base para o modelo da fungao que esta sendo aproximada. 

A distancia entre f(u) e Q(u) e a norma \\f — Q\\. 

A medida mais usada e a norma L 2 (ou Minimos Quadrados). Para a aproximagao 

de dados discretos ( u ; , / ( u , ) ) , i = 0 , . . . , m , a norma e expressa por 

1.2.4 Aproximagao dos Minimos Quadrados 

A primeira motivagao para o uso da aproximagao dos minimos quadrados e a sua 

adequagao para uma variedade de situagoes. Sua maior vantagem e poder resolver o 

problema de aproximagao por aplicagao direta de metodos e programas que realizam 

calculos com matrizes. 

A aproximagao dos minimos quadrados e a melhor aproximagao em relagao a uma 

norma que resulta de um produto interno. Produto Interno e uma aplicagao < , > : 

V —> R, onde V e um espago qualquer, que satisfaz as seguintes propriedades: 

n 
(1.13) 

t'=0 

in 
(1.14) 

1. < C I ; , U ; > = C < T ; , U ; > , cG / ? . 
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2. <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v + w, r > = <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u , r > + < w,r >. 

3. < v, w > = < w, v >. 

4. < v,v » 0 se v ^ 0. 

9 

Se v = (vo, • • •, ̂ n ) 7 ew = (wo,..., w „ ) T pertencem ao espago Rn+1, o produto interno 

e expresso por 

n 

< w,to > = • to,*. (1.15) 
i=0 

Definindo || v || 2 = u , V > , obtem-se a "norma" \\ • ||2 induzida pelo produto interno 

Seja C[a, 6] o espago com dimensao f inita das fungoes continuas sobre o intervalo 

[a, b]. 0 criterio dos minimos quadrados encontra uma boa aproximagao para g sobre 

C[a, b] em relagao a "norma" \\ • ||2, isto e, encontra uma / * (E C[a, b] ta l que 

\\9-f'\\= , ™ n j g - f h - (1-16) 

As aspas em norma indicam que || •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA IJ2 e somente uma semi-norma, porque existem 

inuitas fungoes / diferentes da fungao identicamente nula para as quais || / ||2= 0. 0 

fato de C[a, 6] ter dimensao f inita garante que uma / * existe. Na realidade, a fungao 

/ * e uma boa aproximagao para g sobre C[a, b] em relagao a norma || • ||2 se e somente 

se, a fungao / * G C[a, 6], e a fungao erro g — f* for ortogonal a C[a, 6], isto e, 

<fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,9 -r > = 0 , f<EC[a,b\. (1.17) 

A prova dessa afirmagao e feita com o auxilio da relagao [dB78] 

\ \ a -fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 1 5 = 1 1 9 - r \ \ l +2 < r - f , 9 - r > +11 r -111* •  a-w) 
No desenvolvimento da prova, chega-se a conclusao de que g tern uma unica boa apro-

ximagao em C[a, 6] se e somente se, || • ||2 for de fato uma norma sobre C[a, 6], ou seja, 

se e somente se a unica fungao / G C[a, b] para o qual || / ||2= 0 for / = 0. 
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Assume-se agora que || • ||2 seja uma norma sobre o espago C[a, 6] e que (B,)£L0 seja 

uma base para C[a, 6]. Entao a equagao (1.17) tern uma unica solugao / * G C[a,6] . 

Alem disso, pode-se verificar que (1.17) e equivalente a 

<Bi,g-f* > = 0 , t = 0 , . . . , n (1.19) 

Portanto, o sistema de equagoes (1.19) tern uma solugao unica / * G C[a,b]. Como / * 

tambem tern uma representagao unica YllLo di' ft e m fungao da basezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (ft)J!L0, o sistema zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m 

<Bi9g-J2drBj > , * = 0 , . . . , n (1.20) 
i=o 

tern solugao unica (c/,)£L0. Essas ultimas equagoes constituem as equagoes normais, 

comumente expressas da forma 

m 

£ < J5j > dj =< Bi,g >, i = 0 , . . . , n (1.21) 

i=o 

usando a linearidade do produto interno < , > em seus segundos argumentos. A 

determinagao de / * atraves das equagoes normais pode ou nao ser uma boa alternativa. 

Depende da base particular (2?,-)[l0 para C[a, 6], pois uma ma escolha pode levar a uma 

base mal condicionada, isto e, para a qual pequenas mudangas no vetor dos coeficientes 

(di)iL0 pode resultar em grandes mudangas na fungao £ £ o ^ » ' ft* 

1.3 Interpolagao e Aproximagao por Splines 

Existe uma grande classe de curvas que nao possuem a ordem de regularidade que 

torna as modelagens geornetricas convenientes. Para estas, os sistemas usam objetos 

primitivos que podem, eles proprios, serem curvas. Geralmente esses sistemas sao 

bascados na interpolagao ou aproximagao de pontos que sao fornccidos pelo usuario. 

E m cada caso uma curva e definida por uma sucessao de segmentos de curva; ta l 

abordagem por partes e tomada por razoes de flexibilidade e generalidade. Uma curva 

polinomial por partes, em que a curva como um todo e formada pela jungao, especial 
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para manter a diferenciabilidade, de suas partes e chamada dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA spl ine 1 . Existem varios 

tipos de splines: Como exemplos podem-se citar Curvas de Bezier, B-splines, fi-splines, 

v-splines, r-splines, WF-splines, -splines, etc. 

Matematicamente, uma curva construida usando os vertices de um poligono de-

pende de u m metodo de interpolagao ou de aproximagao para estabelecer uma relacao 

entre a curva e o poligono [RA90]. Esse metodo e fornecido pela escolha de uma base. 

As bases B-splines (ver Secao 2.7) tambem podem ser usadas para construir uma 

fungao interpolante Q(u). Seja U — ( t* t - )£ j n + uma sequencia nao decrescente, com zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U{ < u , + n + i , para todo z, e (Z?,)£L0 a correpondente sequencia de B-splines de grau 

< n + 1. Seu espago tern dimensao m + 1. Precisa-se, portanto, de m + 1 condigoes 

de interpolagao. De acordo com a segao 1.2.1, Q(u) e uma fungao interpolante para g 

sobre uma sequencia estritamente crescente de pontos £ = ( # t ) J l 0 se e somente se 

m 

Y^dj • Bj(xi) = g{x{), i = 0 , . . . , m . (1.22) 
j=o 

Este e um sistema de m - f 1 equagoes a m + 1 incognitas, com a matriz dos coeficientes 

(Bj(x{)). E possivcl mostrar que o sistema (1.22) tern solugao linica se e somente sc 

U{ < X{ < u , + n + i , para todo i [dB78]. 

Note que a fungao interpolante Q(u) pode ser definida por dois conjuntos de pon-

tos: pelos pontos d{ ou pelos pontos g(x{) dados. Modificando algum d{, afeta somente 

uma parte local l imitada da curva, enquanto que a mudanga de algum g{x{) (e sub-

sequentemente resolvendo o sistema linear) influenciara a curva toda. E m muitos casos 

tais mudangas fazem com que a curva oscile. Esse efeito pode ser reduzido acrescentan-

do mais pontos g(x{) (com correspondentes Xi) que os necessarios para determinar uma 

curva spline interpolante. Isso leva a um sistema linear superdeterminado e alguma 

aproximagao se torna necessaria. 

0 metodo dos minimos quadrados fornece os d{ como solugao das equagoes normais 

da forma expressa por (1.21). A curva interpolante resultante minimiza a soma dos 

quadrados das distancias \\g(u) — Q(u)\\. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1M a is ad ian te sera apresentada um a defin icao for m al de spline 
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1. 4 Aproximagao Pol inomial por Partes 

Nesta segao e discutida a construcao de uma aproximagao polinomial por partes. 

UmazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c u r v a parametr izada em RN e uma aplicagao Q : / —> RN, u G / , em que 

/ e um intervalo da reta real R. A aplicagao Q determina N fungoes Qi : IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —> RN, que 

sao chamadas componentes da curva Q. As N fungoes Qi(u),...,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA QN{U), sao chamadas 

equagoes parametricas da curva Q. 

y 

X 

Figura 1.3: Figura 1.2 com os eixos coordenados 

A figura 1.3 representa uma curva parametrizada em R2. A representagao pa-

r a m e t r i a de uma curva bidimensional e expressa por Q(u) = ( Q i ( u ) , Q2(u))T, onde os 

componentes Qi(u) e (^(w) sao fungoes do parametro u. Qi(u) e ( ? 2 ( ^ ) sao, respec-

tivamente, as coordenadas x e y de um ponto sobre a curva, para qualquer valor de 

u. Os pontos P{ = (xi,iji) sao chamados vertices (ou pontos) de controle e o poligono 

formado por P0,..., P6 e chamado poligono de controle. 

De acordo com a segao 1.2.1, costuma-se fracionar a curva em alguns pedagos, 

chamados segmentos, cada um definido por polinomios distintos, e unir os segmentos 

para formar uma curva polinomial por partes. Assim, como o parametro u varia entre 

algum valor inicial u m i n e algum valor final umax para definir a curva, certos valores 

distiiigiiiveis de u, chamados pontos de parligdo, sao encontrados. Esses pontos corres-

pondem as jungoes entre os segmentos polinomiais. A partir dos pontos de partigao, 

costuma-se construir uma sequencia de valores para os parametros nao decrescentes, 
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u0 < • - - < UJ = umin < • • • <ui = umax < • • < um. (1.23) 

Essa sequencia de valores para os parametros e chamada sequencia (ou vetor) de juntas. 

Portanto, as equagoes parametricas Qi(u) e Q 2 (u ) sao compostas de segmentos 

polinomiais, u m segmento com o valor de parametro variando dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Uj ate a proxima 

junta distinta a direita, o segmento seguinte variando desse valor ate a j u n t a distinta 

subseqiiente a direita, e assim por diante (ver figura 1.4). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1 1 1 *• 

u=3 u=7 

Figura 1.4: Q 2 ( w ) , o segundo componente da curva na figura 1.3 

Normalmente, exige-se que a curva Q(u) satisfaga algumas condigoes de continui-

dade nas jungoes entre os segmentos polinomiais sucessivos. Se a curva for tal que, a 

primeirae a segunda derivadas sao todas contmuas (em particular, nas jungoes), diz-se 

que a curva tern continuidade p a r a m e t r i a de grau 2 (ou continuidade C2). E m part i -

cular, os componentes da curva tambem satisfazem essas condigoes de continuidade. 

Pode-se alcangar a continuidade desejada se as fungoes bases com as quais se definem 

os componentes Qi(u) e Q-i{u) sao, clas proprias, fungoes polinomiais por partes de 

grau < 3 com continuidade C2 nas jungoes, uma vez que uma combinagao linear de 

tais fungoes bases tambem sera uma fungao polinomial por partes de grau < 3 com 

continuidade C2. Por exemplo, Q 2 (^) para a curva da Figura 1.4, pode ser representada 



Introdugao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 14 

por uma combinacao linear daszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fungoes bases por partes de grau < 3 com continuidade 

Figura 1.5: A base spline Bi(u) e uma fungao polinomial por partes de grau < 3 com 

continuidade C2 

A figura 1.6 mostra varias convengoes. Os vertices de controle sao indexados de 

zero ate m (sendo m = 6 na figura 1.6). Como sera visto no capitulo 2, sao necessarias 

quatro fungoes bases para univocamente definir cada segmento de curva com grau 

< 3. Assim, existem mais tres fungoes bases (e mais tres vertices de controle) alem 

dos segmentos de curva. Cada fungao base e diferente de zero sobre quatro intervalos 

parametricos (que por conveniencia foram considerados de comprimento unitario) 2 . A 

fungao base mais a esquerda da figura, estende-se por dois intervalos adicionais para 

a esquerda da curva, e a fungao base mais a direita estende-se por dois intervalos 

adicionais para a direita da curva. Resumindo: existem m + 1 vertices de controle, 

m + 1 fungoes bases, m segmentos de curva limitadas por m + 1 pontos de partigao e 

m + l + 2 + 2 = ra + 5 juntas ao todo. 

Agora sera descrito como definir essas fungoes bases B(u) 3 . De acordo com a figura 

1.6, cada fungao base e diferente de zero num conjunto de quatro intervalos sucessivos 

(como mostra a figura 1.5) e considera-se que dentro de cada intervalo uma fungao base 

seja definida por uma fungao polinomial por partes de grau < 3 da forma 

c 2 . 

b-j(u) = aj + bjU + CjU2 + djii3, 0 < j < 3. (1.24) 

Visto que cada segao da fungao base B(u) consiste de um dos quatro segmentos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2Caso nao seja, bastar ia d ivid ir u pelo com pr im en to do in ter va lo 

3 Ca d a  Bi+k e u m a copia de B i , deslocado k in tervalos para a d ir eit a 
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6_ 0 (w), 6_ 2 (u) e b-3(u), que sao chamados segmentos das bases, e como cada 

segmento tern 4 coeficientes, existem 16 coeficientes a determinar. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

B H zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( U ) 

BzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, (u) 

B 2 (u) 

B3(u) 

B 4 (u) 

B5(„) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

B « < U >  

Figura 1.6: A curva da figura 1.4 como combinagao linear das funcoes bases 

Para determinar a curva Q(u), apos encontrados os coeficientes, seleciona-se um 

conjunto distinto de pontos P, = / ( i t j ) , % = 0 , . . . , m que sao usados para definir uma 

aproximagao polinomial por partes para uma fungao continua / sobre uma sequencia 

de juntas U = (ui)™- De agora em diante toda referenda a uma aproximagao deve ser 
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entendida como sendo esse tipo de aproximagao. 

Essa construe.ao para as fungoes bases nao e necessaria para as bases de Bezier e 

B-spline, porque existe uma formulagao geral para as mesmas. As outras bases splines 

nao apresentam uma formulagao geral. 

Este trabalho apresenta uma abordagem unificada para a construgao das bases spli-

nes atraves de uma formulagao geral, da qual e possivel obter os diversos tipos de bases 

splines. Visto que a aproximagao de curvas complexas geralmente e obtida utilizando 

mais de uma base spline, com essa abordagem basta converter a representagao de uma 

base para outra, facilitando assim, nao so a construgao da aproximagao de curvas co-

mo tambem a implementagao. Alem disso, o estudo unificado das bases splines facil ita 

a compreensao das mesmas e auxilia na escolha da base spline a ser usada para u m 

determinado problema ou parte dele. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.5 Objetivos da Dissertagao 

A segao anterior apresentou que e possivel construir uma aproximagao por splines para 

uma dada fungao continua. Os objetivos deste trabalho sao: 

• Elaborar uma resenha das splines mais conhecidas, apresentando o que tern de 

comum e o que tem de diferente entre elas. 

• Mostrar como construir splines impondo condigoes geometricas. 

• Investigar se e possivel encontrar uma formulagao que permita construir todas as 

ou a maioria das splines conhecidas. 

1. 6 Organizagao da Dissertagao 

Este trabalho foi organizado em 4 capitulos, incluindo esta introdugao. 
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No capitulo 2, e apresentada uma resenha das splines mais conhecidas, com a cons-

trugao das respectivas bases splines. E tambem apresentada uma dennicao geral de 

splines. 

No capitulo 3, e mostrada uma maneira de construir, de forma geral, as bases splines 

a partir de algumas condigoes impostas a aproximagao. 

No capitulo 4, sao apresentadas as conclusoes obtidas com a elaboragao deste t ra -

balho e sao propostos tambem algums trabalhos futuros visando dar continuidade a 

este estudo sobre splines. 



Capitulo 2 

Resenha das Splines 

De acordo com o capitulo 1, matematicamente, uma curva construida usando uma 

sequencia de pontos depende de um metodo de interpolacao ou aproximagao [RA90]. 

Esse metodo e fornecido pela escolha de uma base. A base dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Bernstein, por exemplo, 

produz curvas de Bezier. Duas caracten'sticas da base de Bernstein, contudo, l i m i t a m 

a flexibilidade da curva resultante 1 . Primeiro, o mimero de pontos especificado fixa 

o grau da curva resultante. A segunda caracteristica l imitante e a natureza global da 

base de Bernstein, porque para uma aproximagao com um dado conjunto de pontos, 

a modificagao de um ponto implica na necessidade de repetir todos os calculos feitos 

anteriormente. A base B-spline permite modificar o grau das fungoes da base e, em 

conseqiiencia, o grau da curva resultante sem mudar o mimero de pontos que definem 

o poligono de controle. Essa base e geralmente nao global. 

Neste capitulo serao apresentados varios modelos matematicos usados para cons-

t r u i r aproximagao de curvas. Essa aproximagao e definida satisfazendo certas proprie-

dades geometricas. Inicialmente sao apresentadas nogoes de transformagoes geometricas 

e de geometria diferencial para tornar o presente trabalho autocontido. Maiores de-

talhes sobre os assuntos tratados sao encontrados em [FVD92, RA90, GV90] (trans-

formagoes geometricas) e em [DoC76, Ten88] (geometria diferencial). E m seguida sera zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1Estas caracten 'sticas valem para aproximagoes polin om ia is em geral 

18 
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apresentada uma definigao geral de spline. Finalmente e fornecida uma descrigao sis-

tematica de varias splines de grau < 3 conhecidas. 

2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 1 Transformagoes Geometricas 

Muitas das transformagoes que sao utilizadas para reposicionar ou mudar de escala um 

objeto em Computagao Grafica ou num ambiente CAD (Computer Aided Design) sao 

transformagoes geometricas. Entende-se porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA transformagao uma aplicagao T : RM —> 

R j M < N. Uma transformagao que permite mover (translagao ou rotagao), alterar 

o tamanho (escalamento) ou modificar a forma (cisalhamento) de objetos e chamada 

transformagao geometrica. 

Os modelos poliedrais sao comuns na criagao de objetos em Computagao Grafica. 

As transformagoes que preservam essa estrutura linear merecem uma posigao de desta-

que. Desse modo, uma classe de transformagoes importantes sao as que transformam 

quadrilateros em quadrilateros. Entre os elementos dcssa classe estao as transformagoes 

a fins. 

Definigao 2.1.1 Uma transformagao afim T : R3 —* R3 e definida por 

em que A e uma matriz 3 x 3, x e v sao vetores de R3. 

Definigao 2.1.2 Uma combinagao baricentrica e uma combinagao linear dos vetores zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Vi G R3 cujos coeficientes Ci G R somam 1 , isto e, 

T[x] = A[x] + v (2.1) 

^ Ci • Vi, Co + • • • + Cm = 1, Vi G R3. (2.2) 
t=0 

Usando o fato de que £c , - = 1, e possivel mostrar que combinagoes baricentricas 

sao invariantes (preservadas) quando submetidas a transformagoes afins, isto e 
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(2.3) 

A expressao v = £ c; • Uj especifica como se deve ponderar os i?,- para que a media 

ponderada seja v. Essa relagao continua valida se for aplicada uma transformagao afim 

a todos os u,' e a t ] . Por exemplo, o ponto medio de u m segmento de ret a sera mapeado 

para o ponto medio do mapeamento deste segmento por uma transformagao afim. Na 

segao 2.5 sera vista a implicagao dessa propriedade para aproximagao de curvas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definigao 2.1.3 Uma combinagao baricentrica em que os coeficienteszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C{, alem de so-

marem 1, sejam tambem nao negativos e uma combinagao convexa. 

U m caso especial importante de transformagoes afins sao os movimentos rigidos. 

Esses sao caracterizados por matrizes A ortogonais, aquelas que satisfazem a proprie-

dade ATA = / , onde AT e a. matriz transposta de A e I uma matriz identidade. Os 

movimentos rigidos preservam angulos e comprimentos; os exemplos mais importantes 

sao rotagao e translagao. 

A Geometria Diferencial tern origem nos trabalhos pioneiros de L. Euler, de C. Mon-

ge e de C. F. Gauss, e tern como objetivo descrever propriedades locais de curvas 

e superficies, por exemplo, curvatura. Esses conceitos sao importantes tambem em 

modernos projetos geometricos auxiliados por computador. A principal abordagem 

para obter resultados gerais e o uso de sistemas de coordenadas locais nos quais as 

propriedades geometricas sao facilmente descritas e estudadas. Esta segao discute as 

propriedades locais de curvas no espago. 

2.2 Geometria Diferencial 
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2.2.1 Curva Parametrizada Diferenciavel e Comprimento de 

Arco 

Definigao 2.2.1 Uma curva parametrizada diferenciavel de R3 e uma aplicagao Q : 

I —> R3, u G / C R que para cada u associa Q(u) = {Qi(u),Q2(u),Q3(u))T, onde 

os componentes Qi(u), Q2(u) e Q3(u) sao fungoes infmitamente diferenciaveis ou de 

classe C°° em u. A variavel u e o parametro da curva. 

Para evitar problemas relativos a parametrizagao de curvas, assume-se que o vetor 

tangente e diferente de zero, para todo u € / , onde " ' " indica derivada em relagao a 

u. 

Definigao 2.2.2 Seja Q : I —> R3 uma curva parametrizada diferenciavel, que a cada 

u G / associa Q(u) = {Qi{u),Q2{u),Q3(u))T. 0 vetor 

0'(«) = ( < ? ' i ( « ) . ^ ( « ) . % ( « ) ) T (2-4) 

e o vetor tangente a Q em u. 

Definigao 2.2.3 Uma curva parametrizada diferenciavel Q : I —* R3 e regular se para 

todo u, Q'(u) ^ 0. 

Geometricamente uma curva regular e suave em todos os seus pontos (nao apresenta 

bicos) pois em cada ponto dela existe uma reta tangente bem definida. 

Definigao 2.2.4 Seja Q : I —> R3 uma curva regular. A reta tangente a Q em a € / 

e a reta que passa por Q(a) na diregao de Q'(a), isto e, a reta expressa por 

a ( r ) = Q(a) + r Q ' ( a ) , r G R. (2.5) 
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Uma mudanca s = s(u) de parametro, onde s e uma fungao diferenciavel (C°°) em 

nao mudara a forma da curva. Esta reparamctrizagao sera regular se s' ^ 0 para 

todo s E / , o que implica que e possivel obter a inversa u = u(s). Seja 

s = s(u) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r \\Q'(u)\\du, a <E / (2.6) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J a 

uma parametrizagao regular onde || . || e uma norma de Q'(u). 

De agora em diante toda referenda a uma norma deve ser entendida como sendo a 

norma euclideana, definida a seguir. 

Definigao 2.2.5 Sejav um vetor de componentes v = (i>o> ^ i , v 2 ) . A norma euclideana 

de v e dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H I = yjM2 + W + (v2)\ (2.7) 

Visto que 

QVu = A • ^du = & i , (2.8) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0 5 au as 

5 e independente de qualquer reparametrizagao regular. 0 parametro s definido por 

(2.6) e denominado fungao comprimento de arco da curva Q a partir de a. Essa fungao 

e diferenciavel porque Q e uma curva regular. 0 comprimento de arco da curva Q de 

a a 6 e expresso por 

/6||Q'(ii)||(fii; a,bel,a<b. (2.9) 

Definigao 2.2.6 (7ma curva regular Q : I —> R3 esta parametrizada pelo comprimento 

de arco, se para cada a, 6 £ I , a < b, o comprimento de arco da curva Q de a a b for 

igual a bzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — a, isto 6, 

fb\\Q'{u)\\du = b-a. 
J a 

(2.10) 
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Proposigao 2.2.1 Uma curva regular Q : I —* R3 esta parametrizada pelo compri-

mento de arco, se e somente se, para todo u £ I , = 1. 

Alem disso, toda curva regular no espago admite uma reparametrizacao Q pelo 

comprimento de arco. 

2.2.2 A E s t r u t u r a de Frenet 

Agora sera introduzido um sistema especial de coordenadas local, ligado a u m ponto 

Q(u) sobre a curva, que facilitara significativamente a descrigao das propriedades locais 

da curva nesse ponto. A expansao dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q(u) = (Qi(u), Q2(u), Q3(u)) em serie de Taylor 

nas vizinhangas de a G / e 

Q(u) = Q(a) + (u - a)Q'(a) + ^ _ ^ _ Q » ( a ) + i ^ - ^ - C ? " ' ( a ) + • • • , (2.11) 

em que "• • •" denota termos de grau > 4 em (u — a). Se as tres primeiras derivadas de 

Q(u) forem linearmente independentes, Q'{u), Q"{u) e Q'"{u) formam u m sistema de 

coordenadas local com origem em Q(a). Nesse sistema de coordenadas 

Qi(u) = (u - a) + • • • , 

02(«) = \{u-a)2 + -.. , 

Q3(u) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I ( w - a ) 3 + • • • .  (2.12) 

As expressoes em (2.12) constituem a representagao candnica da curva Q em uma 

vizinhanga de u = a. Desse sistema de coordenadas pode-se obter u m sistema de 

coordenadas ortonormais local com eixos t, n e b pelo processo de ortogonalizagao de 

Gram Schmidt (ver figura 2.1) 

t = M ' n = b A t ' h = WW\\' ( 2 ' 1 3 ) 

onde "A" denota o produto vetorial. 
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Figura 2.1: Sistema local (esquerda) e Estrutura de Frenet (direita) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definigao 2.2.7 Dados dois vetores v e w de componentes v = ( V D zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, V I , V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 ) G w = 

(u>o, W\,w2), o produto vetorial devew, denotado por v Aw, e o vetor 

v A w = (v\w2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  W\V2, —v0w2 + WQV2, VQWI —  WQVI) . (2.14) 

Nas equagoes em (2.13), o vetor t e chamado vetor tangente unitdrio, n e chamado 

vetor normal, e b e chamado vetor binormal. A estrutura (ou triedro) t, n, b e chamada 

estrutura de Frenet e sua orientagao muda em fungao do parametro u. 

2.2.3 Movendo a Estrutura de Frenet 

Permitindo a estrutura de Frenet variar em fungao de u, fornece uma boa ideia do 

comportamento da curva no espago. U m resultado fundamental em geometria diferen-

cial diz que e possivel expressar a mudanga local da estrutura de Frenet em termos 

dela mesma. Se for usada a parametrizagao pelo comprimento de arco, as formulas 

sao particularmente simples. Denotando a diferenciagao em relagao ao comprimento 

de arco por com alguns calculos obtem-se as chamadas Formulas de Frenet. 

t = +«n, 

h = —/ct + r b , 

b = -r n (2.15) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AC e r , chamadas curvatura e torcao, podem ser definidas tanto em fungao do 

comprimento de arco s como em fungao do parametro u. As definigoes sao, em fungao 

do comprimento de arco, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K  =  K (S) = \\Ql 

r = r(s) = l . ^ [ ( j , Q , Q ] , (2.16) 

e em fungao da coordenada u 

K = K,(u) 

r = T(U) 

n o ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA Q i 

dct[Q',Q",Q' 
(2.17) 

HQ'A O i l 2 " 

Nas equagoes (2.16) e (2.17) os vetores que aparecem entre colchetes constituem as 

colunas de uma matriz. A figura 2.2 i lustra as relagoes expressas em (2.15). 

Figura 2.2: Interpretagao Geometrica das Formulas de Frenet 

A curvatura e a torgao tern u m significado geometrico intui t ivo :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K e r indicam as 

velocidades com que variam t e b, respectivamente. De fato, fixado SQ £ / , considere 

os vetores tangentes t ( s 0 ) e t ( s 0 + h), onde so + h £ / . Seja (f)(h) o angulo formado por 

esses vetores. Entao, lim/t—o e a velocidade com que as retas tangentes mudam de 

diregao. Com isso pode-se mostrar que 

l i m ^ = ||0"(30)|| = « ( « , ) . (2.18) 
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A ideia da prova para o vetor binormalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b e semelhante. 

Observe quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K e r nao sao alterados por movimentos rigidos, ou seja, a curvatura e a 

torcao sao independentes da parametrizacao corrente da curva. Alem disso, quaisquer 

duas funcoes continuaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AC =  K (S)  > 0 e T = r ( s ) definem unicamente (a menos de 

movimentos rigidos) uma curva que tern curvatura K  e torcao r . 

2.3 Spline mais Geral 

Antes de iniciar uma apresentagao das splines, serao apresentadas as deiinicoes princi -

pals que serao usadas posteriormente. 

Def in igao 2 .3 .1 [dB78] Seja u0 < U\ < . . . < m+i uma partigao do intervalo [u0,ui+i] 

da reta real R, e seja n um inteiro positivo. Se So,...,Si for qualquer seqiiencia de 

I + 1 fungdes polinomiais onde cada Si esta definida sobre [u,- ,u,- + i ] , cada uma de grau 

< n, entao uma fungao polinomial por partes Q de grau < n sobre o intervalo [«o, w/+i] 

corrcspondc a 

Q(u) = Si(u)y Ui<U<Ui+i, z = 0 , . . . , / . (2.19) 

Cada numero real w,- e chamado ponto de partigao (breakpoint). A colegao de todos os 

U{ e chamada seqiiencia (ou vetor) de juntas. 

A figura 2.3 mostra uma curva polinomial por partes sobre uma partigao u0 < u\ < 

• • • < u-j do intervalozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [ 1x0 , 1x7] . Observa-se que em alguns pontos de partigao nenhuma 

condigao de continuidade foi imposta, por exemplo, no ponto u2. E m outras palavras, 

a passagem de S\ para S2 foi realizada sem restrigao alguma. 

Para qualquer u tem-se assim um corrcspondcnte ponto Q(u) sobre a curva Q. Se 

u € [ u j , U j + i ] , pode-se introduzir uma coordenada (ou parametro) local I para o intervalo 

lixando 



Figura 2.3: Uma curva polinomial por partes com / - f 1 = 7. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t = = — A (2.20 
ui+i - m Ai 

Note que t varia de 0 a 1 quando u varia de w, a 

Uma discussao sobre a curva Q completa, sera mais conveniente em termos do 

parametro global u. Escreve-se Q(u) = S{(t) para denotar um ponto sobre a curva. 

A figura 2.4 ilustra a relagao entre as coordenadas global e local. Os pontos Q(ui) = 

S{-i(l) = Si(0) sao chamados pontos de jungdo de 5 ,_ i ( f ) e S{(t). 

Figura 2.4: Coordenadas Locais: o intervalo [tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ 2 ,w3] foi mapeado para o intervalo [0,1] 

com coordenada local t. 

Se forem impostas algumas condigoes de continuidade nesses pontos de juncao, 

obtem-se uma classe de curvas que sao chamadas splines. 
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Def in igao 2.3.2 [Sei93] Seja u0 < ui < ... < uma partigao do intervalo [u0, ut+i] 

da reta real R. Um spline de grau < n e uma curva polinomial por partes de grau 

< n sobre o intervalo [uo,ui+i] que e n — 1 vezes continuamente diferenciavel nesse 

intervalo, tal que as derivadas em relagao a u, pela direita e pela esquerda em Uj estao 

relacionadas. 

Uma maneira de especificar essa relagao e atraves de matrizes de conexao. Sejam 

(?«(«+) = (Q(u+),Q'(u+),Q"(u+),...,QM(u+))T (2.21) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e 

= ( Q ( u - ) , Q ' ( u - ) , Q'\u-)}Q<fc»(«-)f, (2.22) 

os vetores colunas que contem as k primeiras derivadas de Q pela direita e pela esquerda 

de um ponto u, respectivamente. A equacao 

Q(»)(uJ) = C>-QW(uj), (2.23) 

fixa uma relagao linear entre as derivadas pela direita e pela esquerda do spline Q nos 

pontos da partigao Uj. A matriz C3 k x k e chamada m a t r i z de conexao. 

Se for permitido que a seqiiencia estritamente crescente da definigao 2.3.2 seja nao 

decrescente, os pontos de partigao podem aparecer repetidas vezes. 

A fim de especificar o grau de continuidade nos pontos de partigao Uj, mul t ip l i c i -

dades sao incluidas nesses pontos. Se um ponto de partigao Uj for listado com m u l t i -

plicidade fij, exige-se que as (n — fij) primeiras derivadas de Q estejam relacionadas 

por C3. E m outras palavras, C3 e uma matriz de ordem (n — fij). Usando a convengao 

padrao de pontos de partigao extremos com multiplicidade n + 1, e facil ver que o vetor 

de juntas 

U = {u0,... ,u0,ui,. ..,ul: .. .,ui,..j,ui,ui+u..j,ui+l) = (u,)JL 0
m , (2.24) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n + l Ml Mi n + 1 

pode ser indexado porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  = 0 , . . . , n + m + 1, com 
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I 
m =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n + ( 2 . 2 5 ) 

Se u m vetor de juntas [/ = (u,)£Jom+1 e uma sequencia de matrizes ( C J ) ; = 1 de co-

nexao nos pontos interiores da partigao t i i , . . . ,Uj forem dados (ver figura 2.5), denota-se 

por J)7 o espaco das splines sobre £/, em que 

J „ ( C , C ) = J„((u,)r= +om + 1 - (Cj)'j=l), (2.26) 

correspondente ao espaco das splines de grau < n. 

c 1 c 2 c ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 1 1 — • • •  1 1 

"0 " 1 u2 ul 

• • • • 

"0 u\ "2 ul M / + l 

Figura 2.5: Partigoes, juntas e matrizes de conexao 

Uma propriedade importante das matrizes de conexao para o resultado a seguir e a 

total positividade. A f im de definir a total positividade de uma matriz e necessario que 

se faga um comentario sobre submatrizes de uma dada matriz . Se C for uma matriz 

k x AC, entao uma submatriz de C e qualquer matriz obtida suprimindo q linhas e q 

colunas, 0 < q < k — 1. 

Definigao 2.3.3 [dB78] Uma, maiiiz C k x k e totalmente positiva, se e somente se 

todos os determinantes das submatrizes de C forem nao negativos (> 0). 

T e o r e m a 2.3.1 [DM88] Dada uma partigao u0 < u\ < . . . < uj+i do intervalo 

[u0,ui+i] da reta real R e uma sequencia de inteiros nao negativos p, = ( / i j ) j = 1 com 

p,j < n + 1, para todo j e fixando 

i 

m + 1 = n + l + l > j = dimjn, (2.27) 

seja U = (u, ')"j!om + 1 qualquer sequencia de juntas tal que 
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1. fi0 = fil+1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = n - f l , 

2. Para j = 1 , . . . , / , o ponto de partigao Uj ocorre exatamente n 

U. 

Se as matrizes de conexao Cj forem totalmente positivas, entao existe uma unica base 

para Jn{{ui)^0
m+1 ,(CJ)l

j=1) de fungdes £,>(«), chamadas fungdes bases, i = 0 , . . . , m 

sobre o intervalo [ u n , u m + 1 ] satisfazendo 

Bi,n(u) > 0, u £ ( w , - , u , + n + i ) (positividade) (2.28) 

Bi,n(u) = 0, w ^ ( u j , U i + n + i ) (suporte local) (2.29) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m 

7 . ffi.n(*0 = l j w 0 < u < u / + 1 (partigao da unidade) (2.30) 
2=0 

e Bitn(u) tern um unico ponto de maximo local em (u{, u , + n + i ) . 

Portanto, qualquer spline Q £ Sn(U,C) tern representagao unica 

m 

Q(u) = X > ; . £,•»(«). (2.31) 
: ' = 0  

Os coeficientes d{ € RN sao chamados vertices (ou pontos) de conlrole e o poligono 

formado por do,... ,dm e chamado poligono de controle. 

E m vista da equacao (2.31), agora uma dennicao mais geral de spline e apresentada. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definigao 2.3.4 Uma fungao spline de grau < n com sequencia de juntas U e qualquer 

combinagao linear de fungdes base Bi<n(u) de grau < n do teorema 2.3.1 para essa 

sequencia de juntas. 

Essa definigao de fungao spline pode causar diividas sobre o que as splines realmente 

sao e nao esta totalmente de acordo com a definigao 2.3.2. A diferenga e justificada. 

Historicamente [Sch46], uma fungao spline de grau < n foi definida como uma fungao 

30 

— Uj + 1 vezes em 
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polinomial por partes de grau < n sobre algum intervalo com n — 1 derivadas continuas 

nesse intervalo. Mas, as fungoes polinomiais por partes com menos suavidade que 

nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1, por exemplo, as funcoes de Hermite, sao tambem interessantes e liteis [dB78]. 

Tais splines sao chamadas splines com juntas mulliplas. 

Portanto, com essa extensao do conceito de spline, desde que as matrizes de conexao 

sejam totalmente positivas, pode-se obter uma fungao spline para uma dada sequencia 

de juntas. Por outro lado, dada uma fungao polinomial por partes que satisfaz algumas 

condigoes de continuidade nas jungoes entre os segmentos, pode-se afirmar se essa 

fungao e um spline, analisando a total positividade das matrizes de conexao. Dessa 

forma, a nogao de spline e simplesmente uma maneira particular de olhar as fungoes 

polinomiais por partes que satisfazem certas condigoes de continuidade nas jungoes 

entre os segmentos. 

Observa-se que no teorema 2.3.1 algumas propriedades das fungoes bases foram 

mencionadas. 0 significado de cada uma dessas propriedades sera cxplicado quando 

as varias splines conhecidas forem descritas sistematicamente. Essa descrigao se inicia 

com as chamadas curvas de Bezier por partes que satisfazem certas condigoes de con-

tinuidade nas jungoes entre os segmentos (ver segao 2.6). Para facilitar a compreensao 

das segoes subseqiientes e l i t i l conhecer curvas de Bezier. 

2.4 Curvas de Bezier 

As curvas de Bezier podem ser definidas por um algoritmo recursivo, que foi como 

De Casteljau as desenvolveu [Far88]. E necessario tambem uma representagao ex-

plicita para essas curvas, isto e, expressar as curvas de Bezier por uma formula nao 

necessariamente recursiva. Essa formula util iza a base de Bernstein, que facil ita con-

sideravelmente o estudo teorico dessas curvas. 

Def in igao 2.4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.1 Uma curva de Bezier de grau < n e defmida por 

0(tx) = E * - B , , » ( t i ) , u € [ 0 , l ] , (2.32) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
x'=0  
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onde 

n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Bitn(u)= . u ' ( l - u ) B -

sao as i-esimas bases de Bernstein (ou Bezier) de grau < n com 

(2.33) 

n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA71! 

izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j  i\(n-i)\' 

Os pontos d{ £ RN sao os vertices de controle e o poligono formado por d0,. 

poligono de controle. 

(2.34) 

,dn e o 

As bases de Bernstein satisfazem uma partigao da unidade, ou seja, Bi>n(u) sao 

funcoes nao negativas sobre o intervalo [0,1] e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ # , » ( « ) = !• 

1=0 

A figura 2.6 i lustra as bases para n = 3. 

l 

(2.35) 

Figura 2.6: Bases de Bezier de grau < 3 

A proxima secao mostra coino essa propriedade facilita a construc/io de aproxi-

magoes de curvas. 
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2.5 Propriedades da Curva de Bezier 

As propriedades apresentadas nesta secao podem ser obtidas usando argumentos geo-

metricos; aqui elas serao desenvolvidas usando argumentos algebricos [Far88]. 

1.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I n v a r i a n c i a sob transformagao afim: Combinacoes baricentricas sao inva-

riantes sob transformacoes afins, e assim usando (2.35) e possivel verificar alge-

bricamente essa propriedade. Essas transformacoes constituem uma ferramenta 

para qualquer sistema CAD (Computer Aided Design): os objetos precisam ser 

reposicionados por rotacao e/ou translacao. Essa propriedade implicaque os dois 

procedimentos seguintes tern o mesmo resultado: a) calcular u m ponto Q(u) para 

u m valor de u e entao aplicar uma transformagao afim a esse ponto; b) aplicar 

uma transformagao afim ao poligono de controle e entao avaliar Q(u), com o 

poligono transformado, para um valor do parametro u. 

2. I n v a r i a n c i a sob transformagao parametr ica afim: 0 mapeamento do i n -

tervalo [a, 6] para o intervalo [0,1] e uma transformagao afim. A transformagao 

de u 6 [a, b] para um ponto de [0,1] c obtida usando uma coordcnada local 

t = (u — a)/(b — a). Portanto, de acordo com a propriedade 1, as curvas de Bezier 

sao invariantes sob transformagao parametrica afim. Isso significa que uma curva 

de Bezier pode ser definida sobre qualquer intervalo [a, 6] da reta real R. Esta 

propriedade diz que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ > • Bitn(t) = jrdi- B , , n ( ^ ) . (2.36) 
«=o i=o 0 a 

Isto assegura que a curva e independente de parametrizagao. 

3. C a s c a convexa: Formalmente, a casca convexa definida pelos vertices de contro-

le d{ consiste de todos os pontos que podem ser escritos como combinagao convexa 

desses vertices de controle. Para u G [0,1], a curva de Bezier Q(u) pertence a 

casca convexa do poligono de controle. Isso decorre do fato de que para u £ [0,1], 

as bases de Bernstein formarem uma partigao da unidade. Como conseqiiencia, 
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uma curva de Bezier gerada a partir de um poligono de controle planar tambem 

e planar. A casca convexa de u m conjunto de vertices de controle no piano pode 

ser imaginada como a regiao delimitada por esses vertices (ver figura 2.7). 

Figura 2.7: A casca convexa de um conjunto de vertices de controle 

4.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Preservagao de F o r m a : A curva de Bezier tern menos interseccoes com qual-

quer piano que o poligono de controle. E m particular, u m poligono de controle 

convexo garante uma curva convexa. U m poligono e convexo se este nao tern 

mais que duas intersecgoes com qualquer piano. Para mostrar a propriedade 

da preservagao de forma necessita-se da propriedade variation diminishing que e 

descrita agora. Costuma-se denotar o ntimero de mudangas de sinal na sequencia 

d = (d0,..., dn) por S~d. Para ser preciso, S~d e o maior inteiro r com a proprie-

dade de que para algum 0 < io < • • • < ir+i < n, di3dij+1 < 0 para j = 0 , . . . , r . 

Usando uma notagao semelhante para uma fungao contmua / , o niimero de mu-

dangas de sinal S~ f, e o supremo sobre todos os niimeros S~(f(x0),... , / ( ^ r ) ) 

com r arbitrario e xo,... ,xr arbitrario no dominio de / . U m elemento b G R 

chama-se supremo do conjunto X C R se e somente se, satisfaz as seguintes 

condigoes 

(a) Para todo x £ X, tem-se x < b. 

(b) Se c G R for tal que x < c para todo x G A', entao 6 < c. 

A primeira condigao diz que 6 e uma cota superior, isto e, existe 6 G R tal que 

b > x para todo x G X. A segunda afirma que qualquer outra cota superior de 

X deve ser maior do que, ou igual a 6. Com essa notagao a propriedade varia-

tion diminishing estabelece que as bases de Bernstein satisfazem, para qualquer 

sequencia d, a desigualdade 
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S-(£ di • Bitn) < S~{d0,..., dn). (2.37) 
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=0 

2.6 Curva Spline da Forma de Bezier 

As curvas de Bezier possibilitam o desenvolvimento de uma poderosa ferramenta para 

aproximagao de curvas. Mas existem algumas limitacoes: se a curva a ser modelada 

tiver uma forma complexa, entao sua representacao de Bezier tera um alto grau (na 

pratica, graus excedendo 10 sao proibitivos). Tal curva complexa pode, contudo, ser 

modelada usando curvas de Bezier por partes (ou splines) que satisfazem certas con-

digoes de continuidade nas jungoes entre os segmentos. Esta segao descreve as condigoes 

de suavidade (ou continuidade) para tais splines. Mais especiiicamente, sera mostrado 

que impondo condigoes geometricas aos pontos de controle pode-se obter uma curva 

spline da forma de Bezier. 

Quando se considera uma unica curva de Bezier, assume-se que essa e uma fungao 

sobre o intervalo [0,1]. Essa afirmagao pode ser feita por causa da invariancia das 

curvas de Bezier sob transformagoes parametricas aims (ver Segao 2.5). A existencia 

dessa propriedade nao e facil de se ver em curvas continuas por partes. E m cada 

segmento individual de uma curva polinomial por partes, Q e uma fungao sobre o 

intervalo [0,1], mas a curva como um todo e uma fungao numa colegao de intervalos, e 

seus comprimentos relativos tem um papel importante. 

Os segmentos individuals de Q podem ser escritos como curvas de Bezier, e e facil 

descrever cada um usando coordenadas locais, como foi descrito na segao 2.3. 

A introdugao de coordenadas locais tem algumas implicagoes nas derivadas da curva 

Q (para detalhes ver [Far88]). Para u 6 [u,- ,ti ,+i] , a regra da cadeia fornece 

f)lr)(n\ - - A r drSj(l) _ ( l _ y <TSj{t) 

W [ }~ du* ~Vdu} ' dt* ~ W ' dtr 

onde A t- = — u,-. 

A representagao de Bezier dos segmentos e agora expressa por 

(2.38) 
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n 

$ W = £4«+* •#*,»(<)• (2-39) 
k=o 

As derivadas de Si(t) em relagao a t sao expressas por 

2 F * M = (^hji. £ A r * - + * • * M - r W . (2-40) 

onde A r ( / j = Ar-\dJ+l - dj). 

As derivadas de Q(u) pela esquerda e pela direita numa j u n t a U{ sao, respectiva-

mente, 

Q W ( u - ) = Um = (^-Y • j-^A'dru-r, (2.41) 

e 

Q[r)W) = J j m , Q'(u) = ( i - ) ' • ( ^ j j A ' < U (2.42) 

Portanto, igualando as equagoes (2.41) e (2.42), a condicao para a continuidade Cr em 

uma j u n t azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U{ e expressa por 

(J-YA'd^i = j = 0 , . . . , r . (2.43) 

E m fungao desse ul t imo resultado sera definida uma curva spline da forma de 

Bezier. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definigao 2.6.1 Uma curva spline da forma de Bezier de grau < n e uma fungao 

polinomial por partes de grau < n sobre uma partigaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UQ < • • • < do intervalo 

[uo,u/+i] que satisfaz as condigoes de continuidade expressas pela relagao (2.43). 

Usando a equagao (2.43) pode-se mostrar que as condigoes necessarias e suficientes 

para as continuidades C 1 e C2 numa junta w,- satisfazem, respectivamente, as relagoes 

dni = (I - t)dni-izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + tdni+i (2.44) 
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e 

dni-i = (1 - t)dnizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-2 + tSi, 

dni+i = (l-t)si + tdni+2, (2.45) 

onde t e o parametro local de u em relagao ao intervalo [ t f j - i , u t - + i ] , ou seja, a trans-

formagao de u € [u,-_i,tt,-+i] para um ponto de [0,1] e obtida usando uma coordenada 

local t = A , _ i / ( u t + 1 - w,_i) [Far88]. 

A figura 2.8 ilustra as relagoes (2.44) e (2.45). 

Figura 2.8: Continuidade C 1 (esquerda) e continuidade C2 (direita) 

Observa-se que para a continuidade C 1 os vertices de controlezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA < / m _ i 5 ^ m > ^ n i +l P r e _ 

cisam ser colineares com razao A , _ i : A,-. No caso da continuidade C 2 , deve existir u m 

unico ponto de intersecgao 5, que satisfaga (2.45). 

Costuma-se tambem expressar as equagoes (2.44) e (2.45), respectivamente, da 

forma 

(1 + qi)dni = qidni-i + dni+1 (2.46) 

e 

(1 + qi)dni-i = qidni-2 + 3,-, 

(1 + qijdni+i = qiSi + dni+2, (2.47) 
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onde 

* = ( 2 - 4 8 ) 

As equagoes (2.44) e (2.45) assim como as equagoes (2.46) e (2.47) relacionam 

as continuidades da curva, da primeira derivada e da segunda derivada com a forma 

geometrica do poligono de controle. Na proxima segao, ver-se-a que e possivel construir 

analiticamente fungoes bases para essa classe de splines, quando for considerada uma 

sequencia de juntas com o espagamento uniforme. 

2.7 Curvas B-splines 

A representagao parametrica de curvas usando as chamadas bases B-splines e u m 

metodo u t i l para aproximagao de curvas em computagao grafica [BFK84]. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.7.1 B-Spline Uniforme 

Posteriormente sera apresentada uma definigao de B-spline mais geral. Nesta segao e 

introduzida uma classe particular de B-splines que sao chamadas B-splines unijormes. 

Como o nome implica, trata-se de uma curva polinomial por partes de grau < n sobre 

uma sequencia de juntas com o espagamento uniforme que satisfaz algumas condigoes 

de continuidade nas jungoes entre os segmentos. 

Definigao 2.7.1 Uma, curva B-spline uniforme de grau < n e uma curva polinomial 

por partes sobre uma partigao u0 < • • • < ui+i do intervalo [u 0 ,wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ + i ] que satisfaz as 

seguintes condigoes de continuidade zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

QW(uf) = Q(j\u-), j = 0 , . . . , n - 1. (2.49) 

Para grau 3, obtem-se as seguintes condigoes de continuidade 
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<?(«,*) = Q{u~)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2.50) 

Q ' ( t t t ) = Q\u-) (2.51) 

W ) = Q " ( « D - (2.52) 

As equagoes (2.50), (2.51) e (2.52) expressam continuidades da curva, da primeira 

derivada e da segunda derivada. A partir dessas condigoes pode-se construir as fungoes 

bases B-splines uniformes. 

Usando o metodo de construgao das bases splines de grau < 3 descrito no capitulo 

1 e que sera discutido no capitulo 3, os segmentos das bases B-splines uniformes de 

grau < 3 sao 

b-o{u) = ^ u 3 , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0  

b.i(u) = i ( l + 3u + 3 u 2 - 3 w 3 ) , 
6 

b.2(u) = I ( 4 - 6 u 2 + 3 u 3 ) , 

b_3(u) = I ( i _ 3 u + 3u2-u3). (2.53) 

Observa-se que as relagoes para os segmentos das bases B-splines uniformes em 

(2.53) sao as mesmas relagoes para os segmentos das bases de uma curva spline da 

forma de Bezier. Mais adiante na segao (2.13) sera justificada essa afirmagao. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.7.2 B-spline Geral 

Definigao 2.7.2 [dBH87] Seja U uma sequencia de juntas com multiplicidade maxima 

igual a n + 1 , isto e, u0 < • • • < um+n+i e u,- < i t , + n + i , t = 0 , . . . , m . As bases B-splines 

de grau < n correspondentes a essa sequencia de juntas sao fungoes que satisfazem 

Bitn(u) = U ~ U i • 2*,„_i(u) + U , + 1 + n " *" • B , + 1 , n . 1 ( t i ) , (2.54) 
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com 

BiM = \ [ , ' ' + , h (2.55) 
y [) caso contra.no, 

i = 0 , . . . ,m, em que oprimeiro e segundo termos do segundo membro da relagao (2.54) 

sao iguais a zero, respectivamente, sempre que u , + n — u, = 0 e u , + i + n — w t + 1 = 0. 

Desenvolvendo a relagao (2.54), para uma sequencia de juntas uniforme, e repara-

metrizando cada intervalo para [0,1], verifica-se que os segmentos das bases 

B-splines sao os mesmos segmentos expressos por (2.53). 

Agora pode-se definir uma curva B-spline. Nota-se uma semelhanca com a definigao 

2.3.4. 

Def in igao 2.7.3 [dB78] Uma curva B-spline de grau < n com sequencia de juntas U 

e qualquer combinagao linear de fungoes base B-splines BiiU(u) de grau < n para essa 

sequencia de juntas. 

Observa-se que, de acordo com o teorema 2.3.1, se as matrizes de conexao (C*)J = j 

forem as matrizes indentidade, entao o espago Jneo espago das B-splines de grau < n 

com juntas de multiplicidade fij em Uj, para j = 1,... ,1. E m outras palavras, qualquer 

curva Q £ J n tem representagao unica da forma expressa por (2.31). 

As equagoes (2.54) e (2.55) mostram claramente que a escolha de um vetor de juntas 

tem uma influencia significativa sobre as bases B{<n(u) e assim sobre a curva resultantc 

[RA90]. Fundamentalmente, tres tipos desses vetores sao usados: uniforme, aberto 

uniforme (ou aberto) e nao uniforme. 

E m u m vetor de juntaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA uniforme, os valores individuals das juntas sao igualmente 

espagados. Exemplos sao: (0 1 2 3 4), (0 0.25 0.5 0.75 1). Para um dado grau < n, o 

vetor de juntas uniforme produz bases uniformes periodicas, ou seja, 

Bi,n(u) = Bi-ltn(u - 1) = Bi+hn{u + 1). (2.56) 

De acordo com (2.56) ve-se que existe essencialmente uma unica base B-splinc de 

u m dado grau. As curvas B-splines em que o vetor de juntas U = (ui)^0
m+l e uniforme 

sao chamadas splines cardinais. 
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Formalmente, um vetor de juntaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA aberto uniforme e definido por 

ui = 0, 0 < i < n, 

iii = i-n, n + l < t < m + l , (2.57) 

m = m — n + 2, m + 2 < i < m + n + l . 

Os vetores nao uniformes podem ter alternativamente valores com espagamento 

desigual e/ou valores multiplos internos. Eles tambem podem ser periodicos ou abertos. 

As bases B-splines satisfazem, alem das propriedades apresentadas na segao 2.5 e a 

expressa por (2.35), as seguintes propriedades. 

1. Continuidade: 

^ K l e C ^ , (2.58) 

onde Uj < n + 1 e a multiplicidade num ponto de partigao Uj, j = 1 , . . . , / em U. 

Essa propriedade da uma "receita" para escolher um vetor de juntas apropriado. 

A escolha de U transfere o numero de condigoes de continuidade num ponto de 

partigao Uj para a correspondente multiplicidade nesse ponto. Desse modo, uma 

j u n t a com multiplicidade maior corresponde a uma fungao base, e consequen-

temente, uma curva com suavidade menor e vice versa. Assim, um ponto de 

partigao com multiplicidadezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fij = n + 1 corresponde a uma descontinuidade em 

Uj, enquanto Uj = 0 forga a continuidade Cn. Com essa u l t ima afirmagao, pode-

se verificar que o segmento polinomial Sj-\ de Q G J n sobre determina 

Q unicamente sobre [ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAU J , U J + I ] . 

2. Suporte L o c a l : 

Bi,n(u) = 0 para u £ (u,-, ui+n+1) (2.59) 

Essa propriedade diz que mudando um dos vertices de controle, afeta no maximo 

n + 1 segmentos da curva. Isso nao ocorre nas curvas de Bezier, em que a 

mudanga e global. Uma conseqiiencia dessa propriedade, para o caso n = 2, e a 

possibilidade de incluir segmentos de rcta em uma curva B-spline quadratica: se 

ties vertices sucessivos de controle sao colineares, o segmento de curva quadratico 

determinado por eles precisa ser linear. Tais curvas ocorrem frequentemente no 

desenho de fontes de letras usadas na imprensa. 
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3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Posit ividade: 

Bi,n(u) > 0 para u € ( u t - , u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA; + n + i ) (2.60) 

Esta propriedade junto com a relagao (2.35) asseguram que a curva e uma com-

binagao convexa dos vertices {d{ : B{tn(u) ^ 0} . 

Existe uma relagao importante entre as bases de Bernstein e as bases B-splines. 

As bases B-splines de grau < n sobre uma sequencia de juntas em que cada ponto de 

partigao tem multiplicidade n + 1 sao exatamente as bases de Bernstein de grau < n . 

Para n = 3, a ideia dessa relagao e obtida considerando o seguinte vetor de juntas 

aberto uniforme 

As quatro bases B-splines B , ) 3 (u ) , i = 0 , . . . , 3 de grau < 3 sobre essa sequencia 

de juntas sao exatamente as bases de Bernstein (1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — u)3,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 U ( l — u)2, 3 U 2 ( l — u) e 

u3 de grau < 3 . Para verificar essa afirmagao, usam-se as equagoes (2.54) e (2.55) 

para encontrar as expressoes de i?o,2 ,  # 1 , 2 ,  # 0 , 1 , . . . . 0 conjunto dc todos os B{j, para 

i,j = 0 , . . . , 3  necessarios para obter ^ 0 , 3 na equagao (2.54) sera designado expansao de 

, 8 0 , 3 . Analogamente o conjunto de todos os Bij necessarios para obter 5 , ) 3 , i = 1,.. . ,  3  

sera chamado expansao de Bi$. A figura 2.9 mostra a expansao dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA BQ$ (U) , que possui 

suporte (uo,u,i). 

Os seguintes fatos sao observados: 

• Para avaliar uma B-spline de grau < 3 , a arvore precisa ter altura 3 , com a raiz 

possuindo nivel zero. 

• 0 valor de Z?o,3  e uma soma de oito termos que sao as folhas da arvore de expansao. 

• Uma folha sera diferente de zero somente se o seu denominador for 114  — u3. Neste 

caso somente a folha mais a direita e diferente de zero. 

UQ =  U\  =  U 2 =  W 3 = 0, U 4  =  « 5 =  U G =  U7 = 1. (2.61) 
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Figura 2.9: Expansao da base Bo^u) 

• Para se chegar a uma folha percorre-se u m caminho a part ir da raiz. 0 ramo da 

esquerda contem o primeiro termo do segundo membro da relagao de recorrencia 

(2.54); o da direita contem o segundo termo. 

• Os denominadores ao longo do caminho para uma folha diferente de zero sao 

iguais a u m , pois eles precisam incluirzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [ 1 * 3 , 1 * 4 ) e 1*4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1*3 = 1. 0 numerador em 

u m nodo e w s e o nodo for introduzido por u m ramo esquerdo, e (1 — u) se for 

introduzido por u m ramo direito. 

• Como neste caso inicia-se com suporte (u0, u4) e precisa-se terminar com ( 1 * 3 , U 4 ) , 

e claro que se necessita sempre seguir o ramo mais a direita. Nota-se que existe 

exatamente = 1 caminho. 

• Portanto, 

BoM = (2.62) 

Usando u m raciocinio e contrucao analogos, verifica-se que 

BiM = (2.63) 
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£ 2 ,3 ( 1*) = ^ j u2{l-u), (2.64) 

Assim, as curvas de Bezier sao um subconjunto das curvas B-splines. 

2.8 Curvas /3-spline zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definigao 2.8 .1 [BBB87] Uma curva (3-spline de grau < 3 e uma curva polinomial 

por partes de grau < 3 sobre uma partigao u0 <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1^  < • • • < do intervalo [ u 0 , 

que satisfaz as seguintes condigoes de continuidade em cada junta U{  

Q(uf) = Q ( u - ) , 

Q'(uf) = puQ'(u-), 

Q>t) = PuQ"(u-) + (32lQ'(u-), 

(2.66) 

(2.67) 

(2.68) 

em que ft,- > 0, ft,- > 0. 

As condigoes (2.66), (2.67) e 2.68 sao, respectivamente, continuidades da curva, 

da tangente e da curvatura. Se essas ultimas condigoes forem satisfeitas, diz-se que a 

curva tem continuidade geometrica de grau 2 (ou continuidade G2). Farin em [Far85] 

refere-se a esse t ipo como continuidade visual de grau 2 (ou continuidade V2). 

Como anteriormente, se as matrizes de conexao tiverem a forma 

1 0 0 

0 ft 0 , (2.69) 

0 ft ft2. 

o espago das splines J 3 e o espago das (5-splines de grau < 3 com juntas de m u l t i p l i -

cidade fii = 1, i = 1 , . . . , / em U{ . Ou seja, qualquer curva Q G Jz tem representagao 

unica na forma (2.31). 
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No capitulo 3 sera mostrado que os parametros ft,- e ft, dao alguma liberdade a 

forma da curva. Se for repetido o metodo de construgao das bases splines (ver segao 3.2) 

para as condigoes de continuidade expressas por (2.66), (2.67) e (2.68), com ft,- = ft 

e ftizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — ft? as expressoes dos segmentos das bases ft splines de grau < 3 sobre uma 

sequencia de juntas uniforme sao 

6_o(u) = i [ 2 u 3 ] , 

6_i(u) = i [ 2 + ( 6 f t ) u + ( 3 f t + 6 f t > 2 - ( 2 f t + 2ft 2 + 2 f t + 2 ) u 3 ] , 
o 

b.2{u) = i [ ( f t + 4ft 2 + 4 f t ) + ( 6 / ? 3 - 6 f t ) u - ( 3 f t + 6ft 3 + 6 f t 2 y 

+ ( 2 f t + 2ft 3 + 2ft 2 + 2 f t ) u 3 ] , 

6_ 3(tx) = i [ ( 2 f t 3 ) - ( 6 f t > + ( 6 / ? 3 ) u 2 - ( 2 f t V ] , (2.70) 

em que 

6 = ft + 2ft 3 + 4ft 2 + 4 f t + 2 . 

Nota-se que a substituigao ft = 1 e ft = 0 nas equagoes (2.70) produz as equagoes 

(2.53) para os segmentos das bases B-splines uniformes. 

As bases (3-splines satisfazem todas as propriedades satisfeitas pelas bases B-splines 

[Goo85]. Alern disso, se a parametrizagao pelo comprimento de arco for util izada, a 

base /3-spline se transforma na base B-spline [BBB87]. 

2.9 Curvas i/-splines zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definigao 2.9.1 [Las90] SejaQ(u) uma curva polinomial por partes de grau < 3 sobre 

uma partigao u0 < ui < ... < ui+i do intervalo [ u 0 , u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ + i ] que possui continuidade C1 

em cada junta u,\ Uma curva u-spline e uma fungao que minimiza 

/ \\Q"(u)\\2du + Y,*\\Q'M\\2, * > o > ( 2 - 7 1 ) 

''"o ,- = 0 
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sujeito as condigoes de interpolagao Q(ui) = Pi, t = 0 , . . . , / + 1> e uma das seguintes 

condigoes de contorno: 

Q'(u0) = Pi 

Q'(ul+1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = P / + 1 , (2.72) 

Q"(ut) = ^oQ'(wo), 

o " ( « r + 1 ) = ^ / + i O ' ( u , + 1 ) , (2.73) 

0(u0) = 

o ' K ) - Q > r + i ) = 

0 (w/+ i ) , 

Q ' ( t i /+i ) , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(V 0 + ^/ + l )(? / (uo). (2.74) 

As //-splines satisfazem em qualquer junta u,-, para i — 1 , . . . , / as seguintes con-

digoes de continuidade 

0(«T). 

Q > r ) + ^ ' K 7 ) . 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) 

Novamente, se as matrizes de conexao tiverem a forma 

1 0 0 

0 1 0 , (2.78) 

0 Ui 1 

o espago das splines J $ e o espago das v-splines de grau < 3 com juntas de m u l t i p l i -

cidade /Kj = 1 , t = 1 , . . . ,1 em Ui. Ou seja, qualquer curva Q £ J3  tem representagao 

unica da forma expressa por (2.31). 
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A equacao (2.77) pode ser resolvida mesmo que alguns doszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V{  sejam negativos, 

mas a solucao correspondente nao minimiza (2.71). Se V{  = I / , i  = 1 , . . . u s a n d o 

novamente o metodo de construgao descrito no capitulo 1, obtem-se os segmentos das 

bases v-splines sobre uma sequencia de juntas uniforme expressos por 

6_ 0(u) = l-{2u% 

6_,(u) = i [ 2 + 6w + (3^ + 6 ) u 2 - ( 2 / / + 6)u. 3], 
o 

6_ 2(u) = i [ ( * / + 8 ) - ( 3 ^ + 12)u 2 + (2*/ + 6 ) u 3 ] , 
o 

b_3(u) = i [ ( 2 - 6 u + 6 u 2 - 2 u 3 ] , (2.79) 
o 

em que 

8 = I / + 12. 

Observe que a substituigao ft = 1 e (32 = v em (2.70) da origem as equacoes (2.79), ou 

seja, as curvas v-splines constituem um subconjunto das curvas (3-splines. Por outro 

lado, qualquer curva (3-spline pode ser convertida para uma curva v-spline, utilizando 

a seguinte reparametrizacao 

*o = 0, 

U = U^+ctiiui-Ui^), i = 1 , . . . , / , (2.80) 

em que cada a,- e uma constante positiva satisfazendo a l + i = ft,o:,-, i = 1 , . . . , / . Assim, 

a i e arbitrario e cada a,- restante precisa ser calculado a partir dessa u l t i m a relacao, 

conforme [Fri86] demonstra. 

2.10 Curvas WF-splines zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definigao 2.10.1 [FW66] Uma curva WF-spline Q(u) £ R2 e uma curva polinomial 

por partes de grau < 3 sobre uma partigao UQ < u\ < ... < do intervalo [UQ , ui+i] 

que possui continuidade G2 em cada junta u,-. 
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Considere / + 1 pontos dados P,,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  = 0 , . . . , / no piano. De acordo com a segao 2.3, 

tem-se 

Q(u) = Si{t) = Pi = (xuyi). (2.81) 

Como a figura 2.10 mostra, o segmento de curva que une P; e P , + i e definido em 

u m sistema de coordenadas local tv, com variavel independente t percorrendo a corda 

que liga os pontos P, e P j+ i , e v = Si(t) representando o desvio da corda como uma 

fungao polinomial de grau < 3 (cubica de Hermite), da forma: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y-y izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

> x-x 

Figura 2.10: Sistema de coordenada local para um WF-spline 

Si(t) = tg(Ai)t(t - L t ) 2 / L 2 + tg(Bi)t2{t - L ^ / L 2 . (2.82) 

Aqui , L{ = yj(xi+izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — Xi)2 + (Vi+i — Vi)2 e o comprimento da corda. Essa curva de 

grau < 3 e definida pelas seguintes propriedades: 

$ ( 0 ) = 0 , Si(Li) = 0, 

S'i(0) = tg(Ai) , S&Li) = tg(Bi). (2.83) 

Os segmentos sao unidos de tal forma que a curva descrita tem vetores tangente e 

curvatura contmuos. A continuidade do vetor tangente permite expressar tg(Bi) em 
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termos de tg(A{), ou seja, 

tg(Bi) = -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - 1 = 1 , . . . , / , (2.84) 

em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7,- e o angulo entre a z-esima corda e o eixo positivo de coordenadas x (ver figu-

ra 2.10). Deve-se, tambem, usar o fato de que Bi-\ = ( 7, — 7 i - i ) + A{ (ver figura 2.11). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 
A tan ge n te  

Figura 2.11: Continuidade na tangente para um WF-spline. 

As condigoes de continuidade na curvatura dao origem a um sistema tridiagonal de 

equagoes nao lineares nos parametros tg(A{) [FW66], que pode ser escrito na forma: 

2tg(At) + tg(Bi) tg(Ai.1) + 2tg(Bi.l) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Lill + tgHAiW* I , - i ( H V W - i ) ) 3 / 2 '  [ } 

Nota-se que (2.84) e (2.85) fornecem apenas 21 equagoes para 2(1 + 1) parametros. 

tg(A0) e tg(B{) sao determinados pelas condigoes de contorno. U m algoritmo para 

resolver (2.85) foi apresentado em [FW66], conforme [Fri86] sem analise. W. R. Melvin 

em [Mel82] estudou as propriedades de existencia e unicidade da solugao desse sistema e 

apresentou um algoritmo com menor complexidade do que foi apresentado em [FW66]. 

De acordo com sua definigao, uma curva WF-spline e uma curva fi-spline de grau < 3. 

Na realidade, pode-se expressar os parametros ft,- e ft,- em (2.67)-(2.68) em fungao dos 

parametros tg(Ai) e tg(Bi) na forma 

Pu = cos(ji - 7 i _ i ) - tg(Ai)sen('ji - 7 , - 1 ) , (2.86) 
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fa = (2/Jt*)(2*^(A) + ^ ( « ) W 7 < - 7 w ) . (2-87) 

conforme [Fri86] demostra. Assim, calculando os parametros tg(Ai) e tg(B{) com o 

algoritmo de [Mel82] e substituindo os parametros ft,- e ft,- a part ir de (2.86) e (2.87) 

conclui-se que as WF-splines constituem um subconjunto das ft splines. De acordo 

com a secao 2.8 qualquer curva Q £ J 3 tem representacao unica da forma expressa 

por (2.31). Em conseqiiencia, as equagoes para os segmentos das bases WF-splines 

sobre um vetor de juntas uniforme sao tambem dados por (2.70). Visto que, para se 

encontrar os parametros tg(Ai) e tg(B{) implica na solugao de u m sistema nao linear, 

nao serao apresentados os segmento das bases WF-splines. 

2.11 Curvas r-splines zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definigao 2.11.1 [Hag85] Seja Q(u) uma curva polinomial por partes de grau < n 

(n > 4) sobre uma partigao u0 < Ui < . . . < u/+i do intervalo [ u 0 , u / + i ] que possui 

continuidade C2 em cada junta u , . Uma curvazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T-spline e uma fungao que minimiza zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P ' B O ^ M I I ^ + E l i ^ l l ^ M I I 2 , fc>2, n j > 0 , (2.88) 

Juo i=0 j=l 

para k = 3, sujeito as condigoes de interpolagao Q(u{) = P,, para i = 0 , . . . , / + 1 e 

uma das seguintes condigoes de contorno (j = k,..., 2(k — 1)): 

Q(« - » - i ) (uo ) = fij*-1-* 

Q ( « - i - i ) ( u m ) = i £ J - » - 0 , (2.89) 

< ? W ( « o ) = * b . » - w Q ( J * ~ 1 _ i ) ( t « o ) , 

0 « ( « r + i ) = •»+i^-i- i<3 ( J *" l - i ) (««+x), (2-90) 

Q(«o) = <3(«/+i), 

Q ( « - i - i ) ( u o ) = Q ( " - i - i ) ( „ ( + 1 ) , 

<3W )(«o) - Q°' '(«r +i) = (n . , M - i - i + ^ + i , 2 * - i - i ) < ? ( S * " 1 _ i ) ( » o ) . (2.91) 

i 



Resenha das Splines zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 51 

E m qualquer junta u,-, sendo i = 1 , . . . , / , aszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T-splines satisfazem as seguintes 

condigoes de continuidade: 

Q(uf) = Q(u-), (2.92) 

Q'(uf) = Q'(u-), (2.93) 

Q"(u+) = Q"(u-), (2.94) 

Q<*>(«t) = Q W ( t t r ) + „ , , 2 C?"( u r ) , (2.95) 

QW(uf) = Q^(uT)-^Q\u-). (2.96) 

Visto que a curvatura e a torgao de uma curva no espago sao expressas pelas e-

quagoes (2.16) e (2.17), conclui-se que as curvas T~splines possuem contuinuidade da 

curvatura e da torgao. 

Analisando as equagoes que expressam as condigoes de continuidade das r-splines, 

conclui-se que para se aplicar a tecnica de construgao dos segmentos das bases splines 

e necessario que o segmento b-j(u) possua grau < 5. Como o estudo neste capitulo e 

restrito a splines de grau ate 3, neste capitulo nao serao apresentadas bases T-splines. 

No apendice sao encontradas as expressoes para os segmentos dessa base. 

2.12 CurvaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7- splines zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definigao 2.12.1 [Far88] Uma curva 7-spline e uma curva polinomial por partes de 

grau < 3 sobre uma partigao w 0 < Wi < . . . < do intervalo [ u 0 , u / + i ] , onde os 

segmentos sao curvas de Bezier de grau < 3 que satisfazem as seguintes condigoes de 

continuidade em cada junta U{ 

(1 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA qi)d3i = qidzi-\ + d 3 ; + i , 

(1 + liqi)d3i-i = nqidzi-2 + Si, 

{li + qi)d3i+i = qiSi + 7 i c / 3 l + 2 , 

(2.97) 

(2.98) 

(2.99) 

onde 
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* = ( 2 - 1 0 0 ) 

e 

* = 1 / ( 1 + i h i r V i ) - ( 2 - 1 0 1 ) 

Os pontos di G P N sao os vertices de controle. 

As condigoes de continuidade para as ^-splines sao obtidas pela substituigao de 

(2.39) em (2.75), (2.76) e (2.77) para n = 3. 

A equagao (2.101) permite a avaliagao doszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 ; para valores dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V{ dados. Por outro 

lado, pode-se expressar oszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V{  em fungao dos 7,-, na forma 

= + - 1). (2.102) 
7>  

A equagao (2.102) foi primeiro encontrada por Boehm [Boe85]. Portanto, para 

-yt- = 7 , i = 1 , . . . , / , os segmentos das bases j-splines podem ser expressos por (2.79). 

Ou seja, as 7 -splines constituem u m subconjunto das v-splines e de acordo com a segao 

2.9 qualquer curva Q G Jz tem representagao unica da forma expressa por (2.31). 

2.13 Consideragoes Finais 

Os diferentes tipos de splines podem ser comparados por criterios diferentes tais co-

mo facilidade de manipulagao interativa, grau de continuidade nas jungoes entre os 

segmentos e eficiencia computacional [FVD92]. Este capitulo apresentou definigoes 

que caracterizam uma conceituagao mais geral de splines para tentar estuda-las de 

forma unificada. As tabelas 2.1 e 2.2 mostram uma comparagao entre os segmentos 

das bases splines de grau < 3 sobre uma sequencia de juntas uniforme mencionados 

anteriormente. 

Alem das fungoes bases, podem ser destacados os seguintes fatos 
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• Qualquer WF-spline e u m (3-spline: Por definigao, u m WF-spline e uma curva 

polinomial por partes com continuidade G2, portanto um (3-spline. Alem disso, 

Fritsch em [Fri86] obtem expressoes explicitas para os parametros ft e ft em 

fungao dos parametros tg(A) e tg(B). 

• Qualquer u-spline e um fi-spline: Nota-se que a substituicao ft = 1 e ft = v nas 

expressoes para os segmentos das bases (3-splincs, permitem obter as expressoes 

para os segmentos das bases v-splines. 

• A curva spline da forma de Bezier e um B-spline: De acordo com a segao 1.4, 

os segmentos das bases splines sao uma fungao polinomial de grau < 3 (equagao 

(1.24)). No caso da curva spline da forma de Bezier, esses segmentos sao 

b.j(u) = a , ( l - uf + 6 i 3u( l - u)2 + Cj2u2(l - u) + dju3, 0 < j < 3. (2.103) 

Conseqiientemente, pode-se transformar uma representagao na outra. Para con-

verter os coeficientes da representagao (1.24) para os coeficientes da representagao 

(2.103) e necessario igualar os coeficientes de ux (que precisam ser linicos, pois os 

ul formam uma base) em (1.24) e (2.103), e resolver o sistema obtido zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[ f l j 1 CO
 

0 0 0 1 [ aj 1 
h 1 3 1 0 0 h 

= 3 ' 3 2 1 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
C J 

dj 3 3 3 3 

, i — 3 < j' < i. (2.104) 

Apos ter encontrado os coeficientes aj,bj,Cj,dj, e expressado os coeficientes da 

curva spline da forma de Bezier em fungao dos w', obtem-se as mesmas expressoes 

para os segmentos das bases B-splines uniformes. 

Qualquer ^-spline e um u-spline: Lembre-se que a equagao (2.102) permite a 

avaliagao dos v para valores dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 dados. 
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Tabela 2.1: Segmentos das bases (3-spline, u-spline e B-spline 

(3-spline u-spline B-spline 

6_! |[2 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (6A ) i i + (3ft + 6 f t > 2 I[2 + 6u + (3// + 6)u 2 1(2 + 6u + 6u 2 - 6u 3) 

- ( 2 f t + 2ft 2 + 2ft + 2)u3} -(2u + 6)u 3] 

6_2 I [ ( f t + 4ft 2 + 4 f t ) - f ( 6 f t 3 - 6 f t ) u |[(i/ + 8 ) - ( 3 i / + 12)ti 2 1(8 - 12u2 + 6u 3) 

- ( 3 f t + 6ft 3 + 6ft 2 )u 2 -{2u + 6)u 3] 

+ (2 f t + 2ft 3 + 2ft2 + 2ft )u 3] 

6_ 3 | [ ( 2 f t 3 ) - ( 6 f t 3 ) W + (6ft 3 )u 2 I[(2 - 6u + 6u 2 - 2u 3] 1(2 - 61/  + 6u 2 - 2tz3) 

- ( 2 f t 3 )u 3 ] 

6 ft + 2ft 5 + 4ft 2 i / + 12 12 

+4ft + 2 

Tabela 2.2: Segmentos das bases WF-spline,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 -spline e Bezier 

WF-spline ^-spline Bezier 

6 -1 J[2 + ( 6 f t ) u + ( 3 f t + 6 f t 2 ) u 2 I [2 + 6u + (3// + 6 ) u 2 1(2 + 6u + 6 u 2 - 6u 3 ) 

- ( 2 f t + 2ft 2 + 2 f t + 2)u3} -{2u + 6)u 3 ] 

6_2 l [ ( f t + 4 f t 2 + 4 f t ) + ( 6 f t 3 - 6 f t ) u I [ ( ^ + 8 ) - ( 3 * / + 12)t/ 2 |(8 - 12u 2 + 6u 3 ) 

- ( 3 f t + 6ft 3 + 6 f t 2 ) u 2 -(2u + 6)u 3 ] 

+ ( 2 f t + 2ft 3 + 2 f t 2 - r 2 f t ) u 3 ] 

6_ 3 | [ ( 2 / ? 3 ) - ( 6 f t 3 ) u + ( 6 f t 3 ) u 2 f [ ( 2 - 6 u - r 6 u 2 - 2 u 3 ] } (2 - 6u + 6 u 2 - 2u3) 

- ( 2 f t 3 ) u 3 ] 

6 ft + 2ft 3 + 4ft 2 I / + 12 12 

+ 4 f t + 2 
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E m vista das observagoes acima, conclui-se que a base /2-spline e analiticamente 

mais geral que as outras bases splines mencionadas. Observa-se, tambem, que as B-

splines nao impoem condigoes geometricas para a construgao dos segmentos das bases. 

No entanto, se a derivada da curva spline em relagao ao parametro utilizado for diferente 

de zero, pode-se construir splines que possuem continuidade geometrica. 

U m outro resultado importante que merece ser enfatizado e o estabelecido pelo 

teorema 2.3.1, segundo o qual existe uma unica base para o espago das splines, desde 

que as matrizes de conexao sejam totalmente positivas. E m fungao desse resultado, o 

proximo capitulo apresentara uma formulagao unificada para as bases splines. 



Capitulo 3 

U m a Abordagem Unificada para 

Splines 

No capitulo anterior, foram estudados algunszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA splines tendo sido mostradas as bases 

que os compoem. Como foi visto, cada tipo de spline possui a sua base em particular. 

Entretanto, seria interessante ter uma formulagao a partir da qual se pudesse obter 

todas ou a maioria das bases splines. Neste capitulo e apresentada uma abordagem 

unificada para a construgao das bases splines, usando uma formulagao geral da qual e 

possivel obter os diversos tipos destas bases. Isso sera feito baseado no teorema 2.3.1 do 

capitulo 2 que garante a existencia de bases splines e pelas propriedades que garantem 

a continuidade geometrica de uma curva spline. Inicialmente e revisto o conceito de 

continuidade geometrica de curvas. Em seguida, sera apresentada a construgao da base 

(3-spline, pois o modo como a base geral e contrui'da e identica a da base (3-spline; dessa 

forma a construgao da base (3-spline serve para ilustrar como se procede a construgao 

da base geral. E m seguida sera apresentada uma formulagao que permite construir as 

bases splines estudadas. Sera discutido, tambem, como se obtem a part ir dessa base 

as diversas reprcsentagoes das bases splines mostradas no capitulo 2 e neste capitulo. 

Tendo uma base geral e possivel implementar uma unica rotina (ou procedimento) 

para representar os diversos splines, bastando para isso adotar valores adequados de 

alguns parametros para cada spline. 

56 
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Uma outra consequencia de se ter uma base geral, e a facilidade de obter uma 

aproximacao de uma dada funcao continua por splines: 1) escolhendo alguns pontos da 

funcao; 2) construindo a base spline; e 3) obtendo uma aproximagao para essa funcao 

(ver figura 3.1). 

Figura 3.1: Aproximacao por splines 

A f im de desenvolver uma tecnica para obtengao de uma base geral e necessario 

mostrar como o espago dos splines J n , discutido na segao 2.3, pode ser usado para 

modelar curvas suaves no espago. Esse e o objetivo da proxima segao. 

3.1 Continuidade Geometrica de Curvas 

Inicialmente, serao definidas duas nogoes de suavidade para curvas em RN. 

Def in igao 3.1.1 [Goo85] Uma curva Q : I —> RN, u £ / C R, possui continuidade em 

relagao ao comprimcnto de arco de grau k ou continuidade Ck cm um ponto a G / , se 

quando parametrizada pelo comprimento de arco s(u), a curva Q(s) = Q(s(u)) e suas 

k primeiras derivadas em relacao a s forem contmuas numa vizinhanca de cr = s(a). 
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Para a segunda nogao de suavidade alguns conceitos de geometria diferencial apre-

sentados na segao 2.2 sao cstendidos. 

A estrutura de Frenet de uma curva suave Q : I —> RN, u £ / C R em u m ponto a, 

onde as suas N primeiras derivadas Q ' ( a ) , . . . , Q(N\a) em relagao a u sao linearmente 

independentes, e um linico conjunto de vetores ortonormais Q1(a),... ,QN(a) £ RN, 

satisfazendo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

IQ'(a),<5<w»(a)] = [ & ( « ) , . . . , Q „ ( a ) ] / / ( a ) , (3.1) 

em que H(a) e uma matriz N x N triangular superior, com diagonal positiva, e os colche-

tes indicam a matrizformada pelos vetores colunas Q ' ( a ) , . . . , Q(N\a) e Qi(a)1..., Q^{a). 

As N — 1 curvaturas de Q(u) em a sao definidas por 

/ x hi+ii+i(a) 
Ki(a) = , i = l , . . M J V - l , (3.2) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ftt fi(a)»i,i(«) 

em que H = (hij). 

Com esses novos conceitos uma segunda nogao dc suavidade e aprcsentada. 

De f in igao 3.1.2 [DM88] Uma curva Q : I —> RN, u £ / C R, possui continuidade 

geometrica ou continuidade G em um ponto a £ / , se a sua estrutura de Frenet e as 

N — 1 curvaturas estiverem definidas e forem continuas numa vizinhanga de a. 

Observa-se que a continuidade em relagao ao comprimento de arco de grau N i m -

plica em continuidade geometrica. Para verificar essa implicagao, sao usados os fatos 

de que a fungao comprimento de arco e inversivel e que a ortogonalizagao dos vetores 

continuos (componentes continuos) Q',... yQ^N' produz um outro conjunto de vetores 

continuos. 

Para = 3, a estrutura de Frenet e um triedro e « i , K2 sao chamadas, em geometria 

diferencial, curvatura (K)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C torgao ( r ) . Assim, uma curva possui continuidade G'3 

sempre que a curva, a tangente, a curvatura e a torgao forem continuas. 
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Agora sera discutida a modelagem de curvas em RN por splines de grau < n on-

de se ut i l izam esses conceitos. Dada uma particaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UQ < u\ < • • • < ui+i do i n -

tervalo [ u 0 , u / + i ] os componentes Q i ( u ) , . . . , QN(U) de Q(u) sao funcoes polinomiais 

de grau < n em [u,-,u,-+i] para i = 0 , . . . , / . A suavidade da curva e determinada 

pelo seu comportamento nas jungoes entre os segmentos. Assume-se que para cada 

u ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [TIO,W/+I], as derivadas Q'{u+),..., Q^(u+) sejam linearmente independentes e 

que Q'(u-),...,QW{u-) tambem o sejam. Essa hipotese exige que n > N, porque 

77. < Â  implica que a derivada Ql™ = 0 e um vetor identicamente nulo nao e linear-

mente independente de outros vetores. 

Para as fungoes polinoniais por partes que satisfazem certas condigoes de continui-

dade nos pontos de partigao da forma 

Q { k ) « ) = Il^JQU)(u-), fc = o , . . . , ;\r , i = i , . . . , / , (3.3) 

onde C l = ( cL ) , para i = 1 , . . . , / sao matrizes nao singulares de ordem (JV + 1). De 

acordo com a segao 2.3, a curva Q(u) pertence ao espago i7n((tti){au (C l ) ! '=i)- Para que 

curvas sejam continuas e necessario, alem disso, que 

cij = 60j, j = 0, . . . ,7V, (3.4) 

onde 

1 se 0 = j . . . 
, . (3-5) 

0 caso contrario. 

A seguir sao fornecidas as condigoes sobre as matrizes C7 1 , . . . , C de ordem (A^ + 1) 

que garantem continuidade geometrica da curva em R modelada. 

Propos igao 3.1.1 [DM88] Uma curva Q : / -> RN, u G / C R em ^ ( ( u , ) ^ , (C*") ' =i) 

e geometricamente continua em U{ se e somente se Cx for uma matriz triangular inferior 

de ordem (N + 1) satisfazendo as condigoes 

u >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o, J» = (4iY, i = 2 , . . . , i V . (3.6) 
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c)o =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0, 

60 

(3.7) 

Notam-se os seguintes casos especiais da proposigao 3.1.1: Para curvas em R2 

necessita-se de no minirno segmentos de grau < 3 para alcangar a continuidade geome-

trica e um grau de liberdade em cada junta u,-. Portanto, as matrizes de conexao tern 

a forma 

1 0 0 

0 ft 0 , (3.8) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Lo & A 2 . 

com j3\ > 0, ft > 0 para que a matriz (3.8) seja totalmente positiva (ver definicao 

2.3.3). Para curvas em R3 que sao geometricamente continuas as matrizes de conexao 

sao da forma 

1 0 0 0 

0 ft 0 0 

0 A ft2 0 

1.0 & A ft3 J 

Para a total positividade necessita-se f3\ > 0, ft > 0, i = 2,3,4 e 

(3.9) 

(3.10) 

As condigoes sobre as matrizes de conexao para continuidade em relagao ao com-

primento de arco de grau k sao fornecidas em [Goo85]. 0 autor mostrou que a conti-

nuidade em relagao ao comprimento de arco de grau k em U{ e equivalente a existencia 

de ft,-, ...,/?&* 6 R, Pit > 0, tal que C* seja uma matriz triangular inferior de ordem 

(k - f 1) com elementos: c' 0 = c[,-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = 8QJ, j = 0, e 

4 = £ < - , A » « — A * ! < ' < ; < * • (3.11) 
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Aqui v i , . . . f v j sao inteiros positivos e p3^..^ e o numero de partigoes distintas de u m 

conjunto de j elementos distintos em / subconjuntos contcndo os elementos tfi,...,Vf, 

respectivamente. Esse resultado e obtido pela aplicagao repetida da regra da cadeia. 

E m particular, (3.11) implica em 

4 i = ( c ' n ) J - i = 2 , . . . , f c . (3.12) 

Assim, para k = N a classc de matrizes de conexao triangulares infcriores que garante 

continuidade em relagao ao comprimento de arco e uma subclasse das que garantem 

continuidade geometrica, em concordancia com a observacao de que a continuidade em 

relagao ao comprimento de arco de grau N e uma propriedade mais forte que conti-

nuidade geometrica no sentido de que existem menos curvas satisfazendo continuidade 

em relagao ao comprimento de arco do que continuidade geometrica. 

A matriz (3.11) no caso k = 2 tern a forma expressa por (3.8), enquanto que para 

k = 3 tern a estrutura como em (3.9) mas com a relagao extra zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A = 3 f t f t . (3.13) 

Portanto, a desigualdade (3.10) torna-se 3/?| > A f t que e verdadeira se a fungao 

quadratica 

+ + (3.14) 

tiver somente zeros nao negativos. Na realidade, tem-se o seguinte resultado 

Propos igao 3.1.2 [DM88] Uma matriz triangular inferior C k x k com elementos 

cji = E • • • A»» 1 < 1 < i ^ k> (3-15) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v1+-+vl=j 

em que ft > 0, ft, • • •, ft sao nao negativos, e totalmente positiva se a fungao polino-

mial 
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• M zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- S ^ f r * . (3-16) 

fciver somente zeros nao negativos. 

Logo, dada uma matriz de conexao C, a proposicao 3.1.2 fornece uma maneira 

de descobrir as relagoes que garantem continuidade pelo comprimento de arco de uma 

curva em RN modelada. 

A seguir, sera mostrado como construir analiticamente as bases b-j(u) de grau < 4 

para fl-splines sobre uma seqiiencia de juntas uniforme. A escolha do grau se deve ao 

fato de possibilitar impor 4 condigoes geometricas nas juncoes, a saber continuidades 

da curva, da tangente, da curvatura e da torgao. Com menos condigoes, e possivel 

construir aproximagoes de curvas, mas a suavidade alcangada com grau < 4 e superior. 

3.2 Construgao dos /3-splines 

A tecnica que sera desenvolvida nao interpola os vertices de controle. Ao inves disso, 

cada seqiiencia de vertices de controle define uma curva que "passa proximo" desses 

pontos. Como antes, pode-se restringir a atengao a um unico componente como Q2(u) 

(ver figura 1.4). 

De acordo com a segao 3.1, a matriz de conexao para uma curva (3-spline Q : I —> R3, 

u £ / C R com continuidade G3 tern a forma [Goo85] 

(3.17) 

1 0 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A o o 

o A P\ o 

Lo A 3 A A Pl\ 

cm que A > 0, A > 0,z = 2,3. 

Isso implica que a curva Q(u) satisfaz as seguintes condigoes de continuidade em 

cada j u n t a u,- (ver equagao (3.3)). 
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Q'M) 

Q>t) 

Q " K ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O K ") , 

fiQ"(uT) + M(uT), 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

Como no capitulo 2, ft,- = ft e A,- = A - As condigoes (3.18)-(3.21) sao, res-

pectivamente, as continuidades da curva, da tangente, da curvatura e da torgao. E m 

particular, o componente Q 2 satisfaz as relagoes 

Condigoes analogas valem para Q\(u) e Qz(u). Pode-se conseguir as continuidades 

desejadas se as fungoes bases com as quais se definem Q\(u), Q2(u) e Q3(u) forem elas 

proprias fungoes polinomiais por partes de grau < 4 com continuidade G3 nas juntas u,-, 

pois uma combinagao linear de tais fungoes bases tambem sera uma fungao polinomial 

por partes de grau < 4 com continuidade G3. 

Agora e apresentada a construgao dessas fungoes bases. Para uma seqiiencia de 

juntas uniforme, cada fungao Bi^(u) e positiva em seu suporte (2?t- i4(u) > 0 para 

u G u; + 5]) que, por conveniencia, assume-se que cada intervalo tenha 

comprimento 1 (ver figura 3.2), e exige-se que dentro de cada intervalo uma fungao 

base seja definida por uma fungao polinomial por partes de grau < 4 com continuidade 

G 3 , da forma 

Q j ( u r ) , 

ft<?i(«r). 

/ W ( « D + 3 A & Q S ( u r ) + A Q i ( « r ) -

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

6_j(«) = a, 4- 6,-u + c,-u2 + djU3 + e,u , 0 < j < 4. (3.26) 
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b.2(u) 

Figura 3.2: A base spline Bi^(u) e uma fungao polinomial por partes de grau < 4 com 

continuidade G3 

A parte diferente de zero da fungao base Bi)4(u) consiste de cinco segmentos (da 

esquerda para a direita) 6_ 0(w), 6 - i ( u ) , 6_ 2(w), 6_ 3 (u) , 6_ 4(w). Visto que cada segmen-

to tern 5 coeiicientes, existem 25 coeficientes a determinar. Por suposigao, Bi^(u) e 

identicamente nulo para u < U{ e para u > u,+s. Dessa forma, a primeira, a segunda 

e terceira derivadas B'i4(u), B"A{u) e B"'4(u) sao tambem identicamente nulos fora do 

intervalo (w,-,Wt+5). A exigencia de que a curva, a tangente, a curvatura e a torgao 

sejam continuas em cada junta u, fornece as relagoes a seguir, em que para simplificar, 

cada segmento foi individualmente parametrizado de ta l forma que u = 0 no seu ponto 

extremo esquerdo e u = 1 no extremo direito. : 

Continuidade da curva 

M i ) 

M i ) 

M i ) 

M i ) 

M i ) 

o 6-o(0) 

M O ) 

6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-2(0) 

6- 3 (0) 

6- 4 (0) 

0. (3.27) 

Continuidade da tangente 

A&'-o(l) 

A«-i( i ) 

0 MO) 

M o ) 

M o ) 
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W - 2 ( i ) = « . 3 ( o ) 

AV-.(1) = *U0) 

A614(1) - 0. (3.28) 

Continuidade da curvatura zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 = ^o(O) 

# 6 %( 0 ) + &6'_O(0) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= K,(0 ) 

AVLiO) + AV . I ( i ) = 6-2(0) 

A
2

6-2(l) + FT6'.2(l) = 6 - 3( 0 ) 

AV :3( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi ) +FT6 '_ 3(i) = 6 ': 4(o) 

= 0. 

Continuidade da torgao 

(3.29) 

0 = 6 » ( 0 ) 

fi&Stf) + BAAKoW + A*Lo(l) = 6 » ( 0 ) 

^ 6 - ( l ) + 3/ 31FT6 ': i(l) + (836 '-,(l) = 6 - ( 0 ) 

/J?6T,(1) + ZhW-iQ) + &6'_2(1) = 6™(0) 

/J?4^(l) + 3Aft£, ( l ) + / ?36'_3(1) = 6 'I'4(0) 

^6':'4( 1) + 3AA6-4(1) + A6'.4(1) = 0. (3.30) 

Isso fornece u m total de 24 equacoes. E conveniente exigir que 

6_ o(0) + 6_i(0) + 6_ 2(0) + 6_ 3(0) + 6-.4(0) = 1, (3.31) 

visto que essas juntas sao igualmente espagadas. Cada B{+k,4(u) e uma copia de Bit4(u) 

deslocado k intervalos para a direita (ver figura 3.3). Essa suposigao e chamada uma 

condic&o normalizante e serve para dcfinir a fungao B{)4(u) univocamcnte. Ao inves de 

miraculosa, essa condigao normalizante e de fato verdadeira para todos os valores de u 

(ver segao 2.3.1). 
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BM(u) 

Figura 3.3: CadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Bi+k,4 e uma copia dc B, ) 4 (u ) deslocado k intervalos 

Agora tem-se um total de 25 equagoes e 25 incognitas. Para quaisquer valores 

particulares de ft,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e A> essas equagoes podem ser resolvidas para obter formulas 

explicitas para as fungoes polinomiais que compoem as fungoes bases. Contudo, isso 

nao e muito pratico, pois nao se quer resolver um novo sistema cada vez que se deseja 

alterar o valor de um dos parametros ft Ao contrario, pode-se resolver esse sistema 

simbolicamente usando um sistema de software para manipulagao algebrica, como M A -

P L E [BKG88], para obter a expressao analitica dos scgmentos 6_j das fungoes bases 

para valores arbitrarios de ft? A e A- Resolvendo analiticamente obtem-se os seguintes 

resultados: 

6_0(tx) = i [ 6 t i 4 ] 

= i [ 6 + 24/?1u + (36/?1
2-rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 12A)u2 + (24ft 3 + 36ft A + 4A)« 3 

o 

- ( 6 f t 3 + 6ft 2 + 1 8 A A + 6 A + 6 + 6 A + 6A)M
4

] 

6_ 2(w) = i [ 1 8 ^ + 30A
2 + 1 8 A A + 1 8 A + A + 6 A 

o 

+(48ft 4 + 36ft 2 A + 48ft 3 - 24A)tx 

+(36ft 5 - 36ft 3 + 24ft 3 A - 36ft 2 - 6ft 2 A + 1 8 f t f t 2 - 1 2 f t ) u a 

- ( 2 4 f t 5 + 2 4 # + 24ft 3 + 24ft 3 A - 8ft 2 A + 3 6 f t 2 A + 36AA 

+ 2 4 A f t 2 + 4 A ) ^ 3 

+ ( 6 f t 5 + 6ft ' + 12ft
1 + 6 f t J f t 2 + oft 2 - 3 f t 2

A + 18A 2

A + 1 8 A A 

+ 6 f t + 9 A A
2

 + 6 A + 3A) «
4

] 

6_ 3 = 7[30ft 4 + 18A3 + 18A 2

A + 15ft 5 + 6 A 3

A - A A
2

 + 3A/?2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 
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+(24/?? - 48ft 4 - 48ft 3 - 3 6 f t f t ) u 

- ( 3 6 f t 6 + 36ft 5 - 36ft 3 + 24/?f/?2 - 6 f t f t 2 + 18ft2/?! ) u 2 

+ (24ft 6 + 24ft 5 + 24ft 4 - S f t f t 2 + 2 4 f t 3 f t + 3 6 f t 2 f t + 2 4 f t 2 f t ) u 3 

- ( 6 f t 6 + 6ft 5 + 6ft 4 + 6ft 3 + 6 f t 3 f t + 1 8 f t 2 f t - 3 f t f t 2 + 9 f t 2 f t ) u 4 ] 

b.4(U) = i [ 6 f t 6 - ( 2 4 f t 6 ) u + ( 3 6 f t V (3.32) 

em que 

8 = 6 ft 6 + 18ft 5 + 30ft 4 + 36ft 3 + 6 f t 3 f t + 30ft 2 - ft2ft + 1 8 f t 2 f t + 

18ft + 1 8 f t f t + 3 f t ft2 + 6 + ft + 6 f t . 

Para determinar uma curva, seleciona-se um conjunto de pontos P, = (xt-, ?/,-, zi) que 

sao usados para definir a curva 

Q(u) = £ PiBi,4(u) = Y^(xiBiA(u), yi(u)Bit4(u), ztBwM) (3.33) 

i i 

em que cada Bi+k,4(u) ® simplesmente uma copia de B{^(u) dcslocado intervalos para 

a direita, e os coeficientes na soma sao dados pelos vertices de controle P t . 

3.3 Construgao de uma Spline Geral 

A seguir, sera apresentada uma representagao geral dos segmentos b-j(u) das fungoes 

bases i?, i 4 (u) de uma curva spline de grau < 4, da qual as diversas representagoes mos-

tradas no capitulo 2 e neste capitulo podem ser obtidas. De acordo com a proposigao 

3.1.1, as condigoes de continuidade mais gerais para a curva, a tangente, a curvatura e 

a torgao sao da forma [DM88] 

Q(uf) = Q(u-), (3.34) 

QVt) = u>i<?'(«r), (3.35) 

Q"(uf) = u, 2Q"(«r)+uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA>2<2'(«r), (3.36) 

Q"'(ut) = «,3Q"Xu-) + u,iQ"(u-)+u,3Q'(u-), (3.37) 
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em que u\ > 0, a;,- > 0 , i = 2,3,4 e a;2a>4 > o;3a;2 garantem a total positividade 

da matriz de conexao. A partir das condigoes de continuidade acima, constroi-se u m 

sistema de equagoes semelhante as relagoes (3.27)-(3.30) e (3.31). Resolvendo-se esse 

sistema algebricamente, obtem-se 

b-o(u) = - [ 6 u 4 ] 

6_i (t i ) = i [ 6 + (24a;1)w + (36u;2 + 12^ 2 )u 2 + (24t j 3 + 4azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA;3 + 12a;4)w3 

— (6a;3 + 6a;2 + 6a;! + 6a>2 + 6a>4 + 3a;3 + 6)u 4 ] 

b_2(u) = \[18u>! + 6a;2 + 6a;4 + a;3 + 30a;2 + 18a;3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0 

+ (48a;4 + 48a;3 - 24a;i + 12w 4Wi)u 

+(36u>{ — 36a;3 + 24a;3a;2 — 36a;2 — 6a>3a;2 — 12a;2 + 6a> 4a; 2)u 2 

- (24a; 5 + 24a;4 + 24a;3a>2 + 24a;3 - 8a;3a;J + 12a;4a;1 + 8a;4a;2 

+4a>3 + 12a; 4)u 3 

+(6a>f + 6a;4 + 12a;3 + 6a; \ + 6a; 1 — 3a;3a;2 + 3a;3 - f 6a;3a;2 - f 6a;2 

+6a; 4a;i + 6a;4 + 3a; 4a; 2)u 4] 

6_ 3 (u) = 7[6a; 4a;i -f- 18a;3 + 30a;4 + a;4a;2 — a;3a;J + 18a;5 + 6a;3a;2 

0 

+(-12a; 4 a; 1 - 48a;3 - 48a;4 + 24a; 6)u 

— (—36a;3 - f 6a>4a;2 — 6a;3a;2 + 36a;5 + 36a;6 + 24a; 3 a; 2 )u 2 

+ (24a;4 + 8a;4a;2 - 8a;3a;2 + 24a;5 + 24a;6 + 24a;3a>2 + 12a; 4a;i)u 3 

— (6a;6 - f 6a;5 + 6a;4 - f 6a;3 - f 6a;3a;2 — 3a>3a;2 - f 6a;4a;i + 3a; 4a; 2)u 4] 

b_4(u) = i [ 6 a ; 6 - ( 2 4 a ; 6 ) u + ( 3 6 a ; 6 y - ( 2 4 a ; 6 ) u 3 + (6a; 6 )u 4 ] , (3.38) 
0 

em que 

8 = 6a;6 + 18a;5 + 30a;4 + 36a;3 - a>3a;2 + 30a;2 + 6a;4a;1 + 18a;! + 

6a>2 + a;4a;2 + 6a;4 + a;3 + 6. 

Nota-se que se fizer a substituigao Wi = ft, a>2 = ft, o;3 = /?3, o;4 = 3ft /? 2 nas 

equagoes em (3.38), obtem-se as equagoes (3.32) que representam os segmentos b-j(u) 
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das fungoes bases para as ^-splines de grau < 4. Se U\ = 1, u)2 = 0,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <*>3 = 0, u>4 = 

0, obtem-se os segmentos b_j(u) das fungoes bases para as B-splines de grau < 4. 

Contudo, as equagoes para os segmentos b-j(u) das fungoes bases de grau < 3 nao 

estao contidas nas equagoes (3.38). Mas, se for eliminada a condigao (3.37) e Cj = 0 

em (3.26), a solugao deste novo sistema e exatamente a mesma expressa por (2.70), 

com a substituigao wi = ft e W2 = ft- Portanto, a substituigao para os splines de grau 

< 3 sao: 

1. (3-spline: Na equagao (2.70) nenhuma substituigao precisa ser feita. 

2. B-spline: Na equagao (2.70) use ft = 1, ft = 0 que resultara na equagao (2.53) 

3. Bezier por partes: Idem para o caso 2. 

4. v-spline: Na equagao (2.70) use ft = 1, ft = v que resultara na equagao (2.79) 

5. WF-spline: Na equagao (2.70) use ft e ft em fungao dos parametros tg(A) e 

tg(B) da seguinte maneira: 

(a) Calcule os parametros tg(A) e tg(B) usando, por exemplo, o algoritmo em 

[Mel82]. 

(b) Calcule os parametros ft e ft a partir de (2.86) e (2.87). 

6. ^-spline: Na equagao (2.70) use ft = 1, ft =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ ( 7) , onde v e claculado a part ir 

de (2.102). 

As figuras (3.4) e (3.5) mostram graficamente as relagoes existentes entre a base 

geral e as varias bases splines. 
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Base zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

WF-Splinc 

P. » P2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
cm funcao dc 

lg(A) e lg(B) Base Geral 

f3-Spline 

5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P.-1 P, = l 

P2=v(y) P,=v 

Base 

B-Spline/ 

Bcz-Spline 

P.-l 

P, = o 

Figura 3.4: Relagao entre a base geral e as bases splines de grau < 3. Bez-spline 

significa uma curva spline na forma de Bezier 

Figura 3.5: Relagao entre a base geral e as bases splines de grau < 4 



Capitulo 4 

Conclusao 

Neste capitulo sao apresentadas as conclusoes sobre o trabalho executado e com as 

observagoes feitas durante a sua realizagao. Relacionam-se, tambem, algumas sugestoes 

para trabalhos futuros. 

4.1 Consideragoes Finais 

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de encontrar uma formulagao geral que 

permita construir todos ou a maioria daszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA splines conhecidas. Essa formulagao, estabe-

lecida no capitulo 3, esta baseada no teorema da existencia e unicidade de bases spli-

nes [DM88], como tambem nas propriedades que garantem a continuidade geometrica 

de uma curva spline [DM88]. Foi possivel estabelecer uma formulacao pela qual se 

obtem os diversos splines estudados, bastando para tal atr ibuir valores especificos aos 

parametros ft e ft (equagao 2.70) na formulagao para grau < 3 ou aos parametros 

u;,-, i = 1,2,3,4 (equagao 3.38) na formulagao para grau < 4. Alem dessa formulagao 

unificada, foi tambem apresentada uma descrigao sistematica de varios splines de grau 

< 3 conhecidos, ressaltando as caracteristicas de cada um. Ncssa descrigao, apresenta-

da no capitulo 2, pode-se notar o que as splines apresentadas tern de coraum e o que 

tem de diferente. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Para descrever as splines foi necessario, inicialmente, abordar Transformagoes Geo-

metricas e Geometria Diferencial, cujos conceitos dao subsidios para a compreensao 

das propriedades geometricas de cada u m dos splines estudados (Bezier, B-splines, 

0-splines, v-splines, ^-splines, WF-splines, r-splines). 

Como primeira etapa do estudo de splines, foram apresentadas definigoes que ca-

racterizam uma conceituagao mais geral de splines. Depois dessa conceituagao, foram 

apresentadas as caracteristicas de cada t ipo de spline. Observa-se que partindo das 

propriedades das fungoes bases das splines, a saber, 

• positividade, 

• suporte local, 

• partigao da unidade, 

pode-se verificar as propriedades que caracterizam a forma da curva: 

• invariancia sob transformagao afim, 

• invariancia sob transformagao parametrica afim, 

• convexidade (que implica na existencia de uma casca convexa envolvendo a cur-

va), 

• preservagao de forma. 

Observa-se, tambem, que as curvas splines satisfazem uma relagao linear entre as 

derivadas da equagao parametrica da curva em relagao ao parametro utilizado nas 

jungoes entre os seus segmentos. A diferenga existente entre as diversas splines esta na 

forma como essa relagao acima e estabelecida (como foi apresentada na descrigao de 

cada spline). A partir dessas condigoes de continuidade em cada junta , foram deduzidas 

as expressoes para os segmentos das bases uniformes para as varias splines estudadas. 

Apenas as bases r-splines nao foram apresentadas, pois o grau minimo exigido para a 
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construgao dos segmentos b-j(u) e igual 5, tornando impossivel fazer uma comparacao 

com as outras splines. 

As comparagoes parmitem concluir que 

• Quaisquer WF-spline e v-spline sao /3-splines, 

• A curva spline na forma de Bezier e um B-spline, 

• Qualquer -y-spline e um v-spline. 

A maior parte das expressoes das bases splines para graus 3 e 4 apresentadas neste 

trabalho nao foram publicadas, com exegao das bases B-splines e (3-splines que tambem 

podem ser encontradas em [BBB87]. Mas a dedugao de todas essas expressoes estao 

baseadas no teorema 2.3.1. Portanto, as espressoes que foram apresentadas constituem 

realmente uma base spline. 

Espera-se que este estudo contribua para uma melhor compreensao das splines bem 

como para facilitar a utilizagao das mesmas. 0 estabelecimento de uma formulagao 

unificada e importante porque possibilita implementar uma linica rotina (ou procedi-

mento) para representar as diversas splines. Vale salientar a importancia de u m sistema 

de software para manipulagao algebrica, como M A P L E , para deduzir a expressao a-

nalitica dessa formulagao. 

4.2 Sugestao de Trabalhos Futuros 

1. Se n — 1 condigoes de continuidade parametricas (Cr) forem impostas nas jungoes 

entre os segmentos resultam as bases B-splines uniformes de grau < n. Isso 

porque foi considerado somente seqiiencia de juntas uniforme. Sugere-se, entao, 

repetir o que foi feito para seqiiencias de juntas nao uniformes para generalizar 

a formulagao unificada estabelecida no capitulo 3. 

2. Outra sugestao de trabalho seria fazer um estudo, utilizando a formulagao uni -

ficada para analisar a influencia dos parametros (3 e w nas bases splines, como 
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tambem implementar um ambiente para comparar o efeito visual entre as diversas 

splines apresentadas. 



Apendice A 

Segmentos das Bases r-splines 

A seguir sao apresentados os segmentos das baseszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-splines, para uma seqiiencia de 

juntas uniforme, usando o metodo discutido no capitulo 3. 

De acordo com a segao 2.11, a matriz de conexao para uma curva r-spline com 

= Vi<2 = v2 tern a forma 

1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 , ( A . l ) 

0 0 v2 1 0 

0 -vx 0 0 1 

em que v\  —  0 e v2 > 0 garantem a total positividade. 

De acordo com a secao 3.2, isso implica que os segmentos das bases &_,(u), 0 < j < 5 

devem possuir grau < 5. Visto que cada segmento tern 6 coelicientes, existem 36 

coeficientes a determinar. Construindo um sistema de equagoes semelhante as relagoes 

(3.27)-(3.30) e (3.31), e resolvendo esse sistema algebricamente, obtem-se 
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+ ^ 4 - ^ ( 5 + ^ 2 ) u 5 ] 

bzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-2{u) = ^ ( 7 8 + 7i/ 2) + i ( 1 0 + ^ + 2 u 2 

- 2 u 3 - i ( 4 + u2)u4 + 1 ( 1 0 + 3*/ 2)u 5] 

6_ 3(u) = I [ - L ( 9 9 + 8 i / 2 ) - 6 u 2 - / / 2 u 3 

o ID 

(3 + i / 2 ) u 4 - ^ ( 1 0 + 3// 2)u 5] 

M « ) = j [ ^ ( 7 8 + 7 ^ 2 ) - i ( 1 0 + ^ 2 ) U + 2 u
2 

+ | ( 3 + v2)u3 - |(4 + « / 2 ) « 4 - 1 ( 5 + u2)us\ 

M u ) = " \ u + " 2 - " 3 + r 4 - i r 5 1 , ( A - 2 ) 

em que 

(5 = 12 + // 2. (A.3) 
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