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Resumo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 problema de resolucao de um conjunto de equacoes lineares e um dos problemas 

centrais da Matematica Computacional e Ciencia da Computacao. Excelentes algoritmos para a 

resolucao desses problemas em sistemas com processador unico foram desenvolvidos. Por outro 

lado, algoritmos para resolucao de sistemas lineares em computadores paralelos estao em estagio 

inicial. 

A proposta desse trabalho e resolver sistemas lineares de grande porte, usando 

processamento paralelo. Usaremos um software para desenvolvimento de programas paralelos 

executaveis em um rede UNIX™ de computadores. A ferramenta e chamada PVM™zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Parallel 

Virtual Machine). 

O trabalho apresenta um estudo dos metodos diretos: Eliminacao de Gauss e Fatoracao 

LU; e dos metodos iterativos: de Gauss-Jacobi e dos Gradientes Conjugados. Em seguida, sao 

implementadas as rotinas para resolucao de sistemas lineares, usando processamento paralelo. 

A primeira abordagem utilizada neste trabalho para a implementacao da comunicacao 

entre as tarefas cooperantes, nao procurou minimizar a passagem de mensagens, resultando em 

elevado tempo de processamento, devido ao overhead. Em uma segunda abordagem, a 

passagem de mensagens foi otimizada, minimizando o overhead e reduzindo consideralvemente o 

tempo de processamento. Resultados muito melhores aos obtidos em um processamento serial 

para sistemas lineares de grande porte, foram conseguidos com esta segunda abordagem. 

Finalmente, sao apresentados os resultados comparativos entre o tempo de execucao dos 

algoritmos implementados para o ambiente serial e o tempo de execucao para o ambiente 

paralelo. 
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Abstract zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

The problem of solving a set of linear algebraic equations is one of the central problems 

in computational mathematics and computer science. Excellent algorithms for this class of 

problems on single processor systems have been developed. On the other hand, algorithms for 

solving linear equations on parallel computers are still in its initial stage of development. 

The purpose of this work is to solve large size linear systems by using parallel processing. 

A software tool for developing parallel programs, executable on networked UNIX computers 

has been emplooyed for this purpose. This tool is known as Parallel Virtual Machine (PVM™). 

This work shows a study of direct method, Gaussian Elimination and LU decomposition, 

as well as of iterative method, Gauss-Jacobi and Conjugate Gradient. The programs for 

resolution of Linear Systems, using parallel processing, with these algorithms, have been 

implemented and tested. 

The first approach followed in this work to implement communication between 

cooperating tasks did not try to minimize message passing, during parallel execution of the 

algorithms. This resulted in high overhead and, consequently, very high processing times. For a 

second approach, message passing was optimized, minimizing the overhead and reducing, 

considerably, the processing times. This second approach produced much better times for large 

size systens, than those yielded by serial processing. 

Finally, the comparative results between the running times of sequential and parallel 

algorithms, are shown. 
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Capftulo 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r 

Introducao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.1- Introducao 

Nos ultimos anos temos testemunhado uma crescente aceitacao e adocao de 

processamento paralelo, para computacao cientifica de alto desempenho e aplicacoes de proposito 

geral. Esta aceitacao foi facilitada por dois desenvolvimentos: Processadores Paralelos (PP) e o 

uso difundido de computacao distribuida. 

PP sao, agora, os mais poderosos computadores no mundo. Estas maquinas combinam, de 

algumas centenas a poucos milhares de CPU, em um unico gabinete, ligado a centenas de 

gigabytes de memoria. Oferecem enorme poder computacional e sao usados para resolver 

problemas computacionais de grande porte, tais como modelagem de climas e projeto de 

remedios. A medida que a simulacao se torna mais realistica, o poder computacional requerido 

para produzi-la deve crescer, proporcionalmente. 

O segundo maior desenvolvimento, atingindo a resolucao de problemas cientificos, e a 

computacao distribuida. Computacao distribuida e um processo, por meio do qual computadores, 

conectados atraves de uma rede, sao usados, coletivamente, para resolver um unico grande 

problema. 

Uma das coisas comuns entre computacao distribuida e PP e a nocao de passagem de 

mensagens. Em todo processamento paralelo, dados precisam ser trocados entre tarefas 

cooperantes [Sunderam 94]. 

A programacao paralela consiste, basicamente, em dividir um programa em varios 

modulos, a serem executados em diferentes estacoes, paralelamente, visando a solucao do 

problema. Cada modulo, comumente chamado de "tarefa", trabalha sobre a parte de dados que 

lhe e conferido e, de acordo com a estrutura do programa, troca os resultados com outras tarefas, 

ou com uma Tarefa-Mestra. Essa troca de resultados e feita atraves do que se conhece por 
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message passing,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o que pode se dar entre as varias CPU de uma mesma maquina ou ate mesmo 

entre maquinas remotas. 

Ao criar um programa paralelo, e fundamental ter em mente quais as partes do codigo que 

sao paralelizaveis e como dividir as tarefas entre as CPU. De uma maneira geral, as partes 

paralelizaveis do codigo, consistem de funcoes do programa que nao dependem umas das outras 

e que podem ser executadas simultaneamente. Um exemplo tipico de codigo paralelizavel, seria o 

problema de calcular a integral de uma funcao, pelo metodo de somatorio simples. A forma mais 

direta de resolver este problema, em paralelo, seria dividir a funcao em particoes e passa-las para 

as diferentes CPU, de modo que cada CPU calcule a integral na respectiva regiao. Ao final do 

calculo, cada CPU passaria o seu resultado para uma outra CPU, que se encarregaria de somar os 

valores parciais, obtendo, assim, a integral. 

Ao desenvolver um algoritmo paralelo, devemos ter sempre em mente o que se quer 

paralelizar, o custo de processamento de cada tarefa (isto e, quanta carga cada tarefa vai impor a 

CPU) e qual a arquitetura de maquinas que possuimos. Assim, ao dividir um problema temos que 

notar a importancia de balancear a divisao dos processos, de modo que uma CPU mais poderosa 

nao fique sub-utilizada, ou que uma com menor poder de processamento nao seja sobrecarregada. 

Sem diivida, a comunicacao e o maior gargalo da execucao de programas paralelos. 

Assim, devemos procurar minimiza-lo, afim de evitarmos uma queda de desempenho na 

execucao. A maneira mais obvia de minimizar a comunicacao, e diminuir o numero de 

processadores envolvidos na solucao do problema, ou minimizar a passagem de parametros entre 

os processos. Um conceito muito importante em paralelismo e o de granularidade, que consiste 

no "grau de divisao" dos dados de um problema entre as CPU que participarao da solucao. 

Assim, a granularidade esta diretamente relacionada com o tempo de processamento total 

(geralmente quanto maior ela for, menor sera o tempo de processamento) e com o tempo de 

comunicacao entre as CPU (uma vez que quanto mais CPU participarem da tarefa, maior sera o 

tempo de comunicacao). 

Uma consideracao importante e a sincronizacao entre as tarefas. Uma vez que as CPU 

podem, geralmente possuir carga e poder de processamento diversos, ha a possibilidade de que 

uma CPU termine a sua tarefa antes de outra e tenha que passar dados para aquela que ainda esta 

trabalhando. Assim, e importante que o programador tenha uma boa nocao da ordem do tempo 

de execucao dos processos, para que nao deixe um processo esperando por muito tempo a 

resposta de outra CPU, o que certamente atrasara a execucao. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Dessa forma, vemos que a programacao paralela nao envolve somente o desenvolvimento 

de programas em si, mas tambem varias consideracoes importantes, no sentido de otimizar o 

codigo, com a finaJidade de obter o maior desempenho possivel. 

Com o avanco tecnologico e o barateamento dos custos de hardware,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA clusters de 

workstations se tornaram opcoes viaveis para o desenvolvimento de aplicacoes. 

A programacao distribuida, entretanto, envolve um novo conjunto de aspectos que nao 

sao cobertos pela programacao convencional. Com o objetivo de facilitar o trabalho dos 

programadores de aplicacoes paralelas, foi criado o PVM™ (Parallel Virtual Machine), um 

pacote de software para desenvolvimento de programas paralelos, executavel em redes UNIX™ 

ou LINUX™ de computadores. O PVM™ permite que uma colecao heterogenea de estac5es de 

trabalho e supercomputadores funcione como uma unica maquina paralela de alto desempenho. 

O PVM™ e um projeto de pesquisa em andamento. O software e distribuido livremente e 

esta sendo usado em muitas aplicacoes computacionais ao redor do mundo. Ele e portavel e 

executa em uma grande variedade de plataformas modernas. Ele foi bem aceito pela comunidade 

mundial de computacao e e usado com sucesso para a resolucao de problemas de grande porte na 

ciencia, industria e negocios [Sunderam 94]. 

Para medir o custo da execucao de um programa, costumeiramente definimos uma funcao 

complexidade (custo) O, onde 0(n) e a medida do tempo requerido para executar o algoritmo em 

um problema de tamanho /;. 

Em geral, o custo de obtencao da solucao aumenta com o tamanho // do problema. Se o 

valor de // e suficientemente pequeno, mesmo um algoritmo ineficiente nao tera muito trabalho 

para executa-lo, de modo que a escolha de um algoritmo para um pequeno problema nao e critica. 

Em muitos casos, entretanto, quando n cresce, surge uma situacao onde o algoritmo ja nao pode 

ser executado em um periodo de tempo aceitavel. Dizemos que a complexidade de um algoritmo 

e 0(log //) (leia-se "ordem log //") , se o processamento, pelo algoritmo, de um problema de 

tamanho //, leva um tempo proporcional a log /; [Kronsjb 87]. E equivalente dizer que: 

a) a complexidade do algoritmo e da ordem log /?; isto pode tambem ser escrito como 

"0(iog/O"; 

b) o algoritmo e executado em tempo 0(log /?); 

c) a quantidade de trabalho exigido pelo algoritmo e proporcional a log n, ou e de 

0(\ogn). 

Os algoritmos que operam sobre vetores, requerem 0(n) operacoes, onde // e o numero de 

componentes dos vetores; os algoritmos que operam sobre matrizes quadradas e vetores, tern 
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complexidadezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0(n ), onde // e o numero de colunas ou de linhas da matriz; e, finalmente, os 

algoritmos que operam com matrizes, como por exemplo algoritmos para multiplicacao de 

matrizes, tern complexidade 0(n*). 

1.2 - Objetivo da Dissertacao 

O problema de resolucao de um sistema de equacoes lineares e um dos problemas centrais 

da Matematica Computacional e Ciencia da Computacao. Muitos metodos para a solucao desse 

problema envolvem a triangularizacao de uma matriz, seguida por uma substituicao regressiva. 

0 objetivo desse trabalho e estudar a resolucao de sistemas lineares de grande porte 

usando processamento paralelo, atraves de uma analise comparativa de desempenho entre este 

processamento e o processamento serial convencional. 

Nossa investigacao de metodos para resolucao de sistemas de equacoes lineares em uma 

rede UNIX™ de computadores utilizou os seguintes metodos: 

1. Eliminacao de Gauss 

2. Fatoracao LU 

3. Metodo iterativo de Gauss-Jacobi 

4. Metodo iterativo dos Gradientes Conjugados. 

Os metodos iterativos foram populares na decada de 50 e uma das classes desses metodos 

foi amplamente analisada por David Young, cujo livro ([Young 71]) e um tratado sobre o 

assunto. Young e seus colaboradores continuam trabalhando ainda em metodos iterativos, dentre 

os quais destacam-se o metodo iterativo de Gauss-Jacobi, o de Gauss-Seidel e o metodo iterativo 

dos Gradientes Conjugados. 

A compreensao dos metodos diretos foi possivel gracas aos trabalhos de J. Wilkinson 

[Wilkinson 63] no inicio da decada de 60. A Eliminacao de Gauss esta definitivamente 

consagrada, gracas aos trabalhos de Wilkinson e ao sucesso do metodo dos elementos finitos, que 

a utiliza para resolver sistemas lineares contendo milhares de equacoes. 

O principio utilizado na resolucao numerica dos metodos diretos e o da divisao e 

conquista. Em geral a matriz dos coeficientes A e representada como o produto de duas matrizes, 

reduzindo, deste modo, o tamanho do problema a ser resolvido. 

Os metodos diretos, tais como Eliminacao de Gauss e similares, podem gerar elementos 

nao nulos em posicoes da matriz que originalmente continham zeros. Essa geracao, conhecida 

como fill-in (preenchimento) prejudica a eficiencia dos algoritmos se a matriz dos coeficientes for 

esparsa, isto e, se a porcentagem dos elementos nulos for maior que a dos elementos nao nulos. A 
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exploracao da estrutura esparsa se faz armazenando, somente, os elementos nao nulos, usando 

para tal uma estrutura de dados que permita identificar cada elemento da matriz. 

Faremos modificacoes nos algoritmos desses metodos, caso sejam necessarias, para 

adequa-los ao ambiente PVM™. Implementaremos os algoritmos adaptados e efetuaremos a 

avaliacao do desempenho dos algoritmos paralelos, comparando o desempenho dos mesmos com 

o dos algoritmos implementados em arquitetura sequential. 

Algoritmos para computacao paralela devem ser concebidos para cada ambiente 

(hardware + software). Usamos o ambiente PVM™ que esta disponivel no Centro Nacional de 

Processamento de Alto Desempenho no Nordeste (CENAPAD-NE), localizado na Universidade 

Federal do Ceara, em Fortaleza. O CENAPAD-NE e originario de um projeto da Secretaria de 

Ciencia e Tecnologia do Estado do Ceara (SECITECE), da Financiadora de Estudos e Projetos 

(FINEP) e do Ministerio da Ciencia e Tecnologia (MCT). O endereco do CENAPAD-NE na 

Internet e http://www.cenapadne.br/ 

1.3 - Organizag^o da Disserta^o 

A Dissertacao contem 6 capitulos e 2 apendices. 0 primeiro capitulo e uma introducao e 

os cinco restantes seu desenvolvimento. 

O capitulo 2 apresenta os conceitos basicos de paralelismo e a Taxinomia de Flynn. 

O capitulo 3 apresenta o software PVM™zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Parallel Virtual Machine) e enfoca, tambem, 

o paradigma geral para programacao de aplicacoes PVM™. 

O capitulo 4 apresenta uma revisao dos metodos implementados (Eliminacao de Gauss, 

Fatoragao LU, metodo de Gauss-Jacobi e metodo dos Gradientes Conjugados) com seus 

respectivos algoritmos. Tambem e feito um estudo dos erros na obtencao da solucao de sistemas 

de equacoes lineares e um estudo sobre pivoteamento. 

O capitulo 5 apresenta uma descricao das matrizes dos coeficientes dos sistemas lineares 

usados nos testes, a metodologia de testes utilizada, os algoritmos paralelos e os resultados dos 

testes realizados e uma avaliacao comparativa do desempenho dos algoritmos paralelos. 

O capitulo 6 apresenta conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros. 

O apendice A mostra como executar e escrever aplicacoes PVM™, usando as linguagens 

de programacao C e FORTRAN. Em seguida, e feita uma descricao das principals rotinas do 

PVM™ usadas na implementacao dos programas paralelos. 

O apendice B mostra uma listagem dos algoritmos paralelos, para os metodos de 

resolucao de sistemas lineares estudados. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Capitulo 2 

Paralelismo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.1 - Introduce) 

Problemas de fisica nuclear, previsao das condicoes climaticas, projeto de aeronaves, 

termodinamica, sismologia e outros, sempre necessitaram de grande capacidade de processamento 

de dados. Esforcos foram desenvolvidos na obtencao de circuitos mais rapidos, que permitiram 

acelerar os computadores e, portanto, melhorar sua capacidade de processamento. No entanto, 

estas pesquisas resultaram em pequenas evolucoes, enquanto que as necessidades de 

processamento cresceram de maneira bem mais rapida. 

Para superar estas limitacoes, os pesquisadores em Arquitetura de Computadores 

desenvolveram, ao longo dos anos, tecnicas de projeto chamadas de "operacoes concorrentes", 

que permitem aumentar, de forma apreciavel, a capacidade de processamento das maquinas, para 

uma dada tecnologia. O principio geral destas tecnicas e a obtencao de paralelismo no tratamento 

dos dados, de onde surgiu o nome geral de "Processamento Paralelo", para designar estas 

tecnicas [Navaux 90]. 

2.2 - Conceitos Basicos de Paralelismo 

• Definicao: Varios processadores cooperando para executar, de forma simultanea, 

partes de um mesmo programa. 

• Finalidade: Estrategia para executar mais rapidamente, atividades complexas. Um 

algoritmo grande e complexo pode ser dividido em pequenas tarefas, executadas 

simultaneamente porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n processadores que se comunicam entre si. 

• Paralelismo de dados: Cada processador executa as mesmas instrucoes sobre dados 

diferentes; 

• Paralelismo funcional: Cada processador executa instrucoes diferentes, que podem ou 

nao operar sobre o mesmo conjunto de dados. 
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• MultiprogramacaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Um processador executando concorrentemente varios segmentos 

de programas (sistema de tempo compartilhado). 

• Multiprocessamento: Varios processadores executando processos diferentes 

utilizando, para tanto, memoria compartilhada ou memoria distribuida. 

• Memoria CompartilhadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Shared Memory): Varios processadores compartilhando 

uma unica memoria. A memoria e acessada por somente um processador de cada vez. 

Veja a Figura 2.1. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Processador Processador zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAmssm 

Figura 2.1 - Mcm6ria Compartilhada 

Vantagens: 

1. Aumento da velocidade; 

2. Os processadores trabalham independentemente. 

Desvantagens. 

1. Largura de faixa limitada; 

2. Limite no numero de processadores; 

3. S5o necessarias tecnicas de sincronizacao para leitura e gravacao. 

Exemplo: 

Cray Y-MP (Centro Nacional de Supercomputacao da UFRGS). 

Memoria Distribuida (Distributed Memory): Varios processadores, que operam 

independentemente, onde cada um possui sua propria memoria. Os dados sao 

compartilhados atraves da rede, usando o mecanismo de message passing. Veja a 

Figura 2.2. 

mem6ria 

processador 

memoria 

processador 

memona 

processador 

Figura 2.2 - Mcm6ria Distribuida 

Vantagens: 

1. Velocidade no acesso a memoria, sem interferencia; 

2. Nao existe limite para o numero de processadores. 

Desvantagens: 

1. O usuario e responsavel pelo sincronismo e recebimento de dados; 

2. Elevado overhead devido a comunicacao. 
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Exemplo: 

IBM Risc/6000 SP2 (CENAPAD-NE) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• Passagem de mensagemzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (message passing): Metodo de comunicacao entre varios 

processadores que possuem memoria propria. Se baseia na transmissao dos dados via 

uma rede de interconexao, segundo as regras do protocolo da rede (exemplo: IP). 

2.3 - Taxinomia de Flynn 

Qualquer computador, serial ou paralelo, opera executando instrucoes sobre dados. Um 

fluxo de instrucoes (o algoritmo) diz ao computador o que fazer em cada caso. Um fluxo e uma 

sequencia de objetos tais como dados, ou de acoes, tais como instrucoes. Um fluxo de dados (a 

entrada para o algoritmo) e afetado por essas instrucoes [Akl 89]. 

Existem diversas classificacoes propostas para as arquiteturas de maquinas como a de 

Feng [Feng 72], que e baseada no processamento serial x paralelo, e a de Handler [Handler 77] 

que determina o grau de paralelismo e pipeline em varios niveis. Entretanto, a classificacao 

melhor aceita ate a presente data e a de Flynn [Flynn 72], em especial devido a sua grande 

simplicidade. 

A classificacao de Flynn baseia-se na multiplicidade de fluxo de dados e instrucoes, e 

propoe quatro categorias de maquinas. Segundo ela, o ponto principal do processo de um 

computador e a execucao de um conjunto de instrucoes sobre um conjunto de dados. Fluxo e uma 

sequencia de instrucSes ou de dados executados num unico processador. Portanto, fluxo de 

instrucoes e uma sequencia de instrucoes executadas por uma maquina enquanto que fluxo de 

dados e uma sequencia de dados, inclusive de entrada, resultados parciais ou intermediaries, 

utilizada pelo fluxo de instrucoes. As quatro categorias de arquiteturas propostas por Flynn 

(usando o modelo baseado nos diferentes fluxos usados em processos computacionais) sao: 

SISD: "Single Instruction stream, Single Data stream" 

SIMD: "Single Instruction stream, Multiple Data stream" 

MISD: "Multiple Instruction stream, Single Data stream" 

MIMD: "Multiple Instruction stream, Multiple Data stream" 

2.3.1 - Computadores SISD 

Um computador nesta classe consiste de um unico Elemento de Processamento, recebendo um 

unico fluxo de instrucoes, que opera sobre um unico fluxo de dados. Em cada passo durante a 

computacao, a unidade de controle emite uma instrucao que opera em dados obtidos da unidade 

de memoria. Tal instrucao pode dizer ao processador, para executar, por exemplo alguma 
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operacao logica ou aritmetica em alguns dados e entao colocar de volta o resultado na memoria. 

Veja a Figura 2.3. 

FI zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 FI FD 

yc EP M E M yc EP M E M 

Figura 2.3 - Computador do tipo SISD. 

Na Figura 2.3 foi adotada a seguinte legenda: 

UC - Unidade de Controle 

EP - Elemento Processador 

MEM - Memoria 

FI - Fluxo de Instruc5es 

FD - Fluxo de Dados 

A grande maioria dos computadores de hoje segue este modelo inventado por John Von 

Neumann e seus colaboradores, no final dos anos 40. Um algoritmo para um computador desta 

classe e dito ser sequential ou serial [Akl 89]. 

2.3.2 - Computadores SIMD 

Nesta categoria, um computador paralelo consiste de // processadores identicos. Cada um dos // 

processadores possui sua propria memoria local, onde ele pode armazenar programas e dados. 

Todos os processadores operam sob o controle de uma unica instrucao, emitida por uma unidade 

central de controle. Equivalentemente, os // processadores tern copias identicas de um unico 

programa, cada copia sendo armazenada em sua memoria local. Ha // fluxos de dados, um por 

processador. Este modelo corresponde aos processadores matriciais (array processors). Veja a 

Figura 2.4. 
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F I 

Figura 2.4 - Computadores do tipo S1MD. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Os processadores operam sincronamente. Em cada passo, eles executam a mesma 

instrucao, cada um sobre um dado diferente. A instrucao pode ser simples (como somar dois 

numeros) ou complexa (como juntar duas listas de numeros). Similarmente, os dados podem ser 

simples (um numero) ou complexo (varios numeros). Algumas vezes, pode ser necessario ter 

somente um subconjunto dos processadores executando uma instrucao. Esta informacao pode ser 

codificada na propria instrucao, desse modo informando ao processador se estara ativo (e 

executar a instrucao) ou inativo. Processadores que estao inativos durante uma instrucao ou 

aqueles que completaram a instrucao antes dos outros podem, ficar ociosos ate que a proxima 

instrucao seja emitida. O tempo de execucao entre duas instrucoes pode ser fixo ou depender da 

instrucao sendo executada. 

Em muitos problemas que sao resolvidos em um computador SIMD, e desejavel que os 

processadores sejam capazes de se comunicar entre si durante a computacao, para trocar dados 

ou resultados intermediaries. Isto pode ser realizado de duas maneiras, resultando em duas 

subclasses: computadores SIMD onde a comunicacao entre os processadores e feita atraves de 

memoria compartilhadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {Shared Memory) e aqueles onde a comunicacao e feita via uma rede de 

interconexao [Akl 89]. 

16 



2.3.3 - Computadores MISD 

Neste caso, /; processadores, cada um dos quais com sua propria unidade de controle, 

compartilham uma unidade de memoria comum, onde residem os dados, como mostra a Figura 

2.5 . Ha // fluxos de instrucoes e um unico fluxo de dados. Em cada passo, um dado recebido da 

memoria e operado por todos os processadores, simultaneamente, de acordo com as instrucoes 

recebidas da sua unidade de controle. Assim, o paralelismo e realizado, fazendo com que os 

processadores realizem tarefas diferentes, ao mesmo tempo, sobre o mesmo dado. Esta classe, 

serve naturalmente para aquelas computacoes que requerem uma unica entrada, submetida a 

varias operacoes [Akl 89]. 

Embora seja tacil imaginar e projetar computadores MISD, tern havido pouco interesse 

neste tipo de arquitetura paralela. Nao ha maquina construida usando este modelo. 

FD 

EP, FI. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
•4 « zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r 

EP2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i 

FD 

Figura 2.5 - Computadores do tipo MISD 

2.3.4 - Computadores MIMD 

Esta classe de computadores e mais geral e mais poderosa em nosso paradigma de computacao 

paralela, o qual classiflca computadores paralelos conforme o fluxo de instrucao e/ou o fluxo de 

dados e duplicado. Nesta classe se enquadram os multiprocessadores. 

Aqui temoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n processadores, /; fluxos de instrucoes e fluxos de dados, como mostra a 

Figura 2.6. Os processadores, aqui, sao do tipo usado em computadores MISD, no sentido de 

que cada um possui sua propria unidade de controle, sua memoria local e sua propria unidade de 
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aritmetica e logica. Isso faz esses processadores mais poderosos que aqueles usados por 

computadores SIMD. 

Cada processador opera sob o controle de um fluxo de instrucao, emitido por sua unidade 

de controle. Assim os processadores estao, potencialmente, executando diferentes programas em 

diferentes dados, enquanto resolvem subproblemas de um unico problema. Isto signiflca que os 

processadores operam, tipicamente, assincronamente. O que mantem a interacao entre os 

processadores e a memoria global, ou sistema de mensagens, gerenciados por um sistema 

operational unico. 

Como nos computadores SIMD, a comunicacao entre processadores e executada atraves 

de memoria compartilhada ou por meio de redes de interconexao. Computadores MIMD que 

compartilham uma memoria comum, sao frequentemente referidos comozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Multiprocessadores (ou 

maquinas fortemente acopladas), enquanto que aqueles com redes de interconexao, sao 

conhecidos como Multicomputadores (ou maquinas fracamente acopladas). 

Multicomputadores sao, algumas vezes, referidos como sistemas distribuidos. A distancia 

e usualmente baseada na distancia fisica separando os processadores e e, portanto, 

frequentemente subjetiva. A regra do dedo polegar e a seguinte: se todos os processadores estao 

nas proximidades uns dos outros (na mesma sala, digamos), entao eles formam um 

Multicomputador; de outra forma (em varias cidades, digamos) formam um Sistema 

Distribuido [Akl 89]. Um exemplo de Sistema Distribuido e o mostrado na Figura 2.7 formado 

por um Supercomputador SP2 e duas estacoes de trabalho IBM RISC6000. 

u c 2 
EP2 MEM 2 u c 2 
EP2 MEM 2 

MEM n 

UC, EP, , FD, MEM, UC, MEM, 

FI, 

FI-

FI. 

Figura 2.6 - Computadores do tipo MIMD. 
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Figura 2.7 - Sistema Distribuido - CENAPAD-NE zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.4 - Resumo 

As inumeras possibilidades de organizacao de um grande numero de processadores tern 

produzido uma grande variedade de computadores paralelos, com o objetivo de atingir alto 

desempenho em classes de problemas tradicionalmente dominadas pelos supercomputadores, a 

um custo relativamente baixo. O primeiro metodo para classificar arquiteturas de computadores, 

amplamente disseminado, foi proposto por Flynn em 1966. O metodo se baseia nas possibilidades 

de combinacao entre uma ou mais seqiiencias de instrucoes, atuando sobre uma ou mais 

seqiiencias de dados. 

O proximo capitulo trata de uma descricao de um software para computacao paralela 

chamado PVM™zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Parallel Virtual Machine), o qual permite que uma rede de computadores 

UNIX™ funcione como uma unica maquina paralela de alto desempenho, chamada Maquina 

Virtual Paralela. 
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Capitulo 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

OPVM zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
r 

3.1 - Introducao 

Este capitulo apresenta um pacote de software para desenvolvimento de programas 

paralelos, executaveis em uma rede UNIX™ de computadores. A ferramenta chamadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Parallel 

Virtual Machine (PVM™), permite que uma colecao heterogenea de estacoes de trabalho e 

supercomputadores funcione como uma unica maquina paralela de alto desempenho, chamada 

Maquina Virtual Paralela. 

O projeto do sistema comecou no verao de 1989, no Laboratorio National de Oak Ridge. 

O sistema prototipo foi construido por Vaidy Sunderam e Al Geist. Esta versao do sistema foi 

usada internamente no laboratorio e nao foi liberada para uso publico. A versao 2.0 do sistema foi 

escrita na Universidade do Tennessee e liberada para divulgacao, em marco de 1991. Durante o 

ano seguinte, o PVM™ comecou a ser usado em muitas aplicacoes cientificas. Depois de varias 

mudancas sugeridas por usuarios, uma revisao completa foi empreendida, e a versao 3.0 foi 

completada em fevereiro de 1993. A versao que usamos nos testes e a 3.3 (a qual chamaremos, 

simplesmente, de PVM™). O software e distribuido livremente e esta sendo usado hoje em 

muitas aplicacoes computacionais. 

O software e o sustentaculo do projeto de pesquisa em computacao de redes 

heterogeneas, uma iniciativa colaborativa entre o Laboratorio National de Oak Ridge, a 

Universidade do Tennessee, a Universidade Emory e a Universidade Carnegie Mellon, todas nos 

Estados Unidos da America. 

O sistema evoluiu, nos ultimos anos, para uma tecnologia viavel em processamento 

paralelo distribuido. O PVM™ suporta um modelo simples de passagem de mensagens. 

O software foi projetado para reunir recursos computacionais e fornecer aos usuarios uma 

plataforma paralela para execucao de suas aplicacoes, sem levar em conta o numero de 

computadores diferentes que eles usam e onde estao localizados. Quando o PVM™ esta 
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corretamente instalado, ele e capaz de controlar os recursos combinados de uma plataforma de 

computacao de redes heterogeneas e entregar altos niveis de desempenho e mncionalidade. 

3.2 - O Sistema PVM 

O software e um pacote que permite a um programador criar e acessar um sistema de 

computacao concorrente, composto por uma rede de processadores fracamente acoplados. O 

hardware reunido na maquina virtual do usuario pode ser composto de umazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA workstation, varias 

maquinas vetoriais ou supercomputadores paralelos. Os elemento individuals podem ser de um 

mesmo tipo (homogeneo) ou de tipos diferentes (heterogeneo) ou uma mistura deles, contanto 

que todas as maquinas usadas estejam conectadas atraves de uma ou mais redes. Estas redes 

podem ser tao pequenas como uma LAN, ou grandes como a Internet. Esta habilidade de reunir 

diversas arquiteturas sob um controle central, permite ao usuario PV1V1™ dividir o problema em 

subtarefas e determinar que cada uma delas seja executada pelo processador mais indicado, o que 

possibilitara aos usuarios um grande ganho no desempenho de seus programas, se desenvolvidos 

em paralelo. Esse software atua interligando varias maquinas da rede, formando um ambiente pre-

estabelecido pelo usuario. Esse ambiente passa a ser visto de uma forma transparente, como se 

fosse um unico no do sistema. Sob o PVM™ uma colecao de computadores seriais, paralelos e 

vetoriais, aparece como um unico computador de memoria distribuida. Ele fornece as ferramentas 

para lancar tarefas na maquina virtual e permite que estas se comuniquem durante o 

processamento, a fim de solucionar o problema. 

O PVM™ e um conjunto integrado de ferramentas de software e bibliotecas que emulam 

uma plataforma de computacao concorrente heterogenea, flexivel, de proposito geral, de 

computadores interconectados. O principal objetivo do PVM™ e possibilitar que uma colecao de 

computadores seja usada, cooperativamente, para computacao paralela e concorrente. 

O software usa o modelo de passagem de mensagens, para permitir a programadores 

explorar a computacao distribuida, atraves de uma grande variedade de tipos de computadores, 

incluindo os Supercomputadores. O conceito chave no PVM™ e que ele faz com que uma 

colecao de computadores pareca como uma grande maquina virtual, dai o seu nome. O software 

fornece uma plataforma uniforme, na qual programas podem ser desenvolvidos de modo eficiente, 

usando o hardware disponivel. Ele transparentemente manipula todo o roteamento de mensagens, 

conversao de dados e escalonamento atraves da rede de computadores de arquiteturas variadas. 

O usuario escreve uma aplicacao, como uma colecao de tarefas cooperantes. Estas tarefas 

acessam recursos do PVM™ atraves de uma biblioteca de rotinas. Estas rotinas, por sua vez 

permitem o initio e o fim de tarefas na rede, bem como comunicacao e sincronizacao. As zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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primitivas de passagem de mensagens PVM™ sao orientadas a operacoes heterogeneas, 

envolvendo construcoes fortemente tipificada para armazenamento e transmissao. Construcao de 

comunicacoes incluem aquelas para emissao e recepcao de estruturas de dados, bem como 

primitivas de alto nivel, tais como espalhamento, barreira de sincronizacao e soma global. 

Em qualquer estagio da execucao de uma aplicacao concorrente, qualquer tarefa pode 

iniciar ou parar outras tarefas, adicionar ou remover computadores da maquina virtual. Qualquer 

processo pode se comunicar e/ou sincronizar com qualquer outra tarefa. Os principios sobre os 

quais o PVM™ esta baseado incluem: 

• Maquina virtual configuravel pelo usuario: as tarefas computacionais de uma aplicacao 

sao executadas em um conjunto de maquinas, que sao selecionadas pelo usuario, para 

um dado programa PVM™ em execucao. Maquinas com um unico processador e 

multiprocessadores (incluindo computadores com memoria compartilhada e distribuida) 

podem fazer parte da maquina virtual. A maquina virtual pode ser alterada atraves da 

adicao e remocao de maquinas, durante a operacao (uma importante caracteristica para 

tolerancia a falhas). 

• Acesso seletivo ao hardware: o programa paralelo pode "ver" a maquina virtual como 

uma colecao de CPU sem caracteristicas especiais, ou pode aproveitar as vantagens da 

arquitetura de cada CPU da maquina virtual. 

• Computacao baseada em processos: a unidade de paralelismo e a tarefa (frequentemente 

mas nem sempre um processo UNIX™), a linha de controle alterna entre comunicacao e 

computacao. Nenhum mapeamento processo-processador e incluido ou imposto pelo 

PVM™; em particular multiplas tarefas podem ser executadas em um unico processador. 

• Modelo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA message passing explicito: as tarefas que formam o programa paralelo 

dividem o trabalho atraves, da troca de mensagens determinada pelo usuario, a ser 

realizada pelas mesmas. O tamanho das mensagens e limitado somente pela quantidade 

de memoria disponivel. As mensagens sao passadas, entre tarefas, pela rede de conexao. 

A conversao de dados e feita automaticamente entre as maquinas que nao compartilham 

a mesma representacao de dados 

• Suporte a heterogeneidade: o sistema suporta heterogeneidade em termos de maquinas, 

redes e aplicacoes. Com respeito a passagem de mensagens, ele permite que mensagens 

contendo mais de um tipo de dados sejam trocadas entre maquinas, tendo diferentes 

modos de representacao de dados. 
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• Suporte a multiprocessador: o sistema usa recursos proprios de passagem de mensagens 

nos multiprocessadores para tirar vantagem do hardware basico. 

O sistema PVM™ e composto de duas partes: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PVM Daemon A primeira parte e umzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA daemon, chamado pvmd3 (algumas vezes usaremos o 

nome abreviado pvmd), que reside em todos os computadores que compoem a maquina 

virtual (um exemplo de programa daemon e o programa de correio eletronico que 

executa em background e manipula todos os email que estao chegando e saindo em um 

dado computador). 0 pvmd3 foi projetado de modo que qualquer usuario com um login 

valido possa instalar este daemon em uma maquina. 

Quando um usuario deseja carregar uma aplicacao, ele primeiro cria uma maquina 

virtual disparando o PVM™. A aplicacao pode entao ser iniciada em qualquer das 

maquinas. Multiplos usuarios podem conflgurar uma maquina virtual sobreposta, e cada 

usuario pode executar varias aplicacoes, simultaneamente. Os pvmd pertencentes a um 

usuario nao interagem com aqueles pertencentes a outros usuarios, para reduzir o risco 

com a seguranca, e minimizar a colisao de um usuario com outro. O pvmd serve como um 

roteador e controlador de mensagens. Ele fornece um ponto de contato, autenticacao, 

controle de processos e deteccao de falhas. Um pvmd inativo, ocasionalmente verifica se 

os outros iguais a ele ainda estao em execucao. Mesmo se um programa aplicacao falhar, 

os pvmd continuam em execucao. 

Cada pvmd mantem uma lista de todas as tarefas sob seu gerenciamento. Muitas 

tarefas estao tambem em uma segunda lista, classificada pelo identificador de processos. 

Uma tabela de maquinas descreve a configuracao de uma maquina virtual. Ela lista o 

nome, endereco e estado de comunicacao de cada maquina. Um pvmd encerra suas 

atividades, quando ele e removido da maquina virtual, morre, perde contato com o pvmd 

mestre, ou quando falha (erro no barramento). 

Biblioteca de Programacao A segunda parte do sistema PVM™ e uma biblioteca de rotinas 

de interface chamada Iibpvm. Ela contem um repertorio completo de primitivas que sao 

necessarias para a cooperacao entre as tarefas de uma aplicacao. Esta biblioteca contem 

rotinas que podem ser chamadas pelo usuario para passagem de mensagens, distribuicao 

de processos, coordenacao de tarefas e modificacao da maquina virtual. Libpvm e escrita 

em C e suporta diretamente aplicacoes C e C++. Este conjunto de linguagens foi incluido, 

baseado na observacao de que a grande maioria das aplicacoes sao escritas em C e 

FORTRAN, com uma tendencia emergente em experimentos com linguagens e 

metodologias orientadas a objeto. A biblioteca FORTRAN, l i b f p v m 3 . a (tambem 
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escrita em C), e um conjunto de funcoeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA wrapper que executam as chamadas FORTRAN. 

A biblioteca libpvm permite a uma tarefa interagir com o pvmd e outras tarefas. Ela 

contem funcoes para empacotamento (composicao) e desempacotamento de mensagens, 

funcoes para executar chamadas ao sistema PVM™, atraves do uso de mensagens para 

enviar services de requisicao ao pvmd. 

Libpvm fornece funcoes para empacotar todos os tipos de dados primitivos em 

uma mensagem, em um dos varios formatos de codificacao. Ha 5 conjuntos de 

codiflcadores e decodificadores. Cada buffer de mensagens tern um conjunto associado a 

ele. Quando uma mensagem e criada, o conjunto codificador e determinado atraves do 

parametro de formato da funcao pvm_mkbuf ( ) . Quando uma mensagem e recebida, os 

decodificadores sao determinados pelo campo codificador do cabecalho da mensagem. Os 

dois mais usados empacotam dados nos formatos nativo (maquina nativa) e padrao 

(XDR). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Maquina "Mestre" 

"Escravo 2" 
pvmd3 

Figura 3.1 - Componcntcs do PVM™ 

O modelo de computacao PVM™ e baseado na nocao de que uma aplicacao consiste de 

varias tarefas. Cada tarefa e responsavel por uma parte da aplicacao que esta sendo executada. 

Algumas vezes uma aplicacao e paralelizada ao longo de suas funcoes; isto e, cada tarefa executa 

uma funcao diferente, por exemplo, entrada, inicializacao, solucao, saida e exibicao. Este 

processo e, frequentemente chamado paralelismo funcional. Um metodo muito comum de 

paralelizar uma aplicacao e chamado paralelismo de dados. Neste metodo, todas as tarefas sao 

as mesmas, mas cada uma delas conhece e resolve somente uma pequena parte dos dados. Este 

metodo tambem e chamado de modelo de computacao SPMD (Single-Program Multiple-Data). 

O sistema suporta um ou o outro modelo, ou uma mistura destes. Dependendo de suas funcoes, 

as tarefas podem ser executadas em paralelo de maneira sincronizada, embora este nao seja 

sempre o caso. 

As ligacoes das linguagens C e C++ para a biblioteca de interface de usuario PVM™, sao 

implementadas como funcoes, seguindo a convencao geral usada pela maioria dos sistemas C, 

incluindo sistemas operacionais como UNIX™. Programas de aplicacao escritos em C e C++ 
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acessam a biblioteca de funcoes PVM™ atraves da conexao a uma biblioteca chamada 

l i b p v m 3 . a que e parte da distribuicao padrao. 

As ligacoes da linguagem FORTRAN sao implementadas como sub-rotinas, ao inves de 

funcoes. Um argumento adicional foi introduzido em cada chamada a biblioteca PVM™, para o 

resultado dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA status a ser retornado ao programa chamador. As rotinas para colocacao e 

recuperacao de dados colocados em buffer de mensagens sao uniflcadas, com um parametro 

adicional indicando o tipo do dado. 

Todas as tarefas PVM™ sao identificadas por um inteiro identificador de tarefa (TID). 

Mensagens sao enviadas e recebidas de tarefas, com seus respectivos TID. Uma vez que esses 

identiflcadores precisam ser unicos em toda a maquina virtual, eles sao fornecidos pelo pvmd local 

e nao sao definidos pelo usuario. Embora o PVM™ codifique a informacao de cada TID, os 

usuarios devem considerar os TID como identificadores inteiros transparentes. O sistema PVM™ 

contem varias rotinas que retornam valores TID para que as aplicacoes de usuarios possam 

identificar outras tarefas no sistema. 

Daemons PVM™ e tarefas podem compor e enviar mensagens de tamanhos arbitrarios 

contendo dados. Os dados podem ser convertidos usando o sistema de conversao de dados XDR 

(extended Data Representation standard) [Sun 87], quando estiverem passando entre maquinas 

com formatos de dados incompativeis. 

O emissor de uma mensagem nao espera por uma confirmacao do receptor, mas continua 

assim que a mensagem tenha sido mandada pela rede e o buffer de mensagens possa ser 

removido com seguranca ou reusado. O PVM™ entrega mensagens com seguranca, desde que 

fornecidas as destinacdes existentes. 

Primitivas de recebimento, bloqueado e nao-bloqueado, sao fornecidas. Desse modo, uma 

tarefa pode esperar por uma mensagem sem (necessariamente) consumir tempo de processamento 

atraves de polling. Tambem e fornecido um recebimento com tempo de espera, que retorna 

depois de um certo tempo, caso nenhuma mensagem tenha chegado. Se ignorarmos a recuperacao 

de falhas, entao uma aplicacao sera executada ate o seu termino ou, se algum componente falhar, 

ela sera encerrada. 

O PVM™, usa o modelo de programacao Mestre-Escravo. Sob o paradigma Mestre-

Escravo, uma tarefa e usada como mestre. O unico proposito da Tarefa-Mestra e criar todas as 

outras tarefas (Tarefas-Escravas) que vao trabalhar no problema, coordenar a entrada de dados 

iniciais para cada tarefa e coletar os resultados de cada tarefa. As Tarefas-Escravas realizam os zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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calculos propriamente ditos. Ao processo de criacao dos processos escravos da-se o nome de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

spawning. Veja a Figura 3.2. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Programa Mestre 

Escravo 1 

i 

Escravo 2 I Escravo 3 

Figura 3.2 - Modelo de programacao Meslre-Escravo 

No paradigma Mestre-Escravo, a comunicacao entre processos e fundamental em, pelo 

menos, duas situacoes: 

• TransmissSo das informacoes da Tarefa-Mestra as Tarefas-Escravas, a fim de 

realizarem a computacao necessaria; 

• Recepcao (pela Tarefa-Mestra) dos resultados das Tarefas-Escravas, a fim de concluir 

a fase do processamento 

Em PVM™, tal comunicacao subdivide-se como na Figura 3.3: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TRANSMI SSAO 

Inirializar 

Empacotar 

Transmitir 

Figura 3.3 - Comunicacao entre processos 

O paradigma geral para programacao de aplicacoes usando PVM™, e como segue. O 

usuario escreve um ou mais programas seqiienciais em C ou FORTRAN, que contenham 

embutidos chamadas a biblioteca PVM™. Cada programa corresponde a uma tarefa compondo a 

aplicacao. Estes programas sao compilados para cada arquitetura na maquina virtual, e os 

arquivos objetos resultantes sao colocados em localizacoes acessiveis na maquina virtual. 

Para executar uma aplicacao, o usuario comumente inicia uma copia de uma tarefa 

(usualmente a "mestra" ou a tarefa de inicializacao) manualmente, de uma maquina do sistema 

virtual. Este processo, subsequentemente inicia outras tarefas PVM™ (Tarefas-Escravas), 

eventualmente resultando em um conjunto de tarefas ativas, que entao computam localmente e 

trocam mensagens com cada uma das outras para resolverem o problema. 

26 



tfinclude "pvm3.h" 

main () 

{ i n t c c , t i d , msgtag; 

char b u f [ 1 0 0 ] ; 

p r i n t f ( " E u sou t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA% x \ n " , p v m _ m y t i d ( ) ) ; 

cc=pvm_spawn("hel lo_other", ( c h a r * * ) 0 , 0 , " " , 1, & t i d ) ; 

i f (cc==l) 

{ msgtag=l ; 

p v m _ r e c v ( t i d , msgtag) ; 

p v m _ u p k s t r ( b u f ) ; 

p r i n t f C ' D e : t%x: % s \ n " , t i d , buf) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
}  

e l s e 

p r i n t f ( " N a o posso i n i c i a r h e l l o _ o t h e r \ n " ) ; 

p v m _ e x i t ( ) ; 

) 
Figura 3.4 - Programa hello.c 

Vemos na Figura 3.4 o corpo do programa hello.c, um exemplo simples que ilustra os 

conceitos basicos da programacao PVM™. Este programa foi projetado para ser chamado 

manualmente; depois de mostrar seu identificador de tarefa (obtido com p v m _ m y t i d ( ) ) , ele 

inicia uma copia de outro programa chamado hello_other.c, usando a funcao pvm_spawn ( ) . 

Uma distribuicao com sucesso levara o programa a executar uma recepcao bloqueada atraves da 

chamada a rotina pvm_recv ( ) ; depois do recebimento da mensagem, o programa mostra a 

mensagem enviada por hello_other e tambem seu identificador de tarefa; a mensagem e extraida 

dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA buffer, usando pvm_upks t r ( ) . No final, a chamada a rotina p v m _ e x i t () desliga o 

programa do PVM™. 

^ i n c l u d e "pvm3.h" 

main () 

{ i n t p t i d , msgtag; 

char b u f [ 1 0 0 ] ; 

p t i d = p v m _ p a r e n t ( ) ; 

s t r c p y ( b u f , " A l o mundo, d e : " ) ; 

g e t h o s t n a m e ( b u f + s t r l e n ( b u f ) , 6 4 ) 

msgtag=l; 

pvm_in i t send(PvmDataDefau l t ) ; 

p v m _ p k s t r ( b u f ) ; 

pvm_send(pt id ,msgtag ) ; 

p v m _ e x i t ( ) ; 

) 
Figura 3.5 - Programa PVM hello_other.c 

A Figura 3.5 e a listagem do programa "escravo" ou distribuido; sua primeira acao e obter 

o identificador da Tarefa-Mestra, usando a chamada a rotina pvm_parent ( ) . Esta tarefa, 

entao, obtem o nome da maquina e o transmite para a Tarefa-Mestra, usando as tres chamadas 

seguintes - pvrr\_i n i t send ( ) , para inicializar o buffer de emissao; p v m _ p k s t r ( ) , para 

colocar uma string em um buffer de emissao; e pvm_send() para transmiti-lo ao processo 

destino especificado por ptid, rotulando a mensagem com o numero 1. 
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Para conhecer maiores detalhes de como iniciar o PVM™ e escrever aplicacoes PVM™ 

veja o Apendice A. Para maiores detalhes sobre as rotinas da biblioteca PVM™ usadas na 

implementacao dos programas paralelos veja o Apendice B. 

3.3 - Resumo 

Este capitulo mostrou o que e o PVM™, seus componentes:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA daemons e a biblioteca 

Libpvm. Mostrou exemplos de programas mestre e programas escravos na linguagem C 

explicando o funcionamento das rotinas da biblioteca PVM™. 

O software pode ser obtido por ftp andnimo de n e t l i b 2 . c s . u t k . e d u . Olhe no 

diretorio pvm3. O arquivo i n d e x descreve os arquivos deste diretorio e seus subdiretorios. 

Usando uma ferramenta para navegar na Internet como o Netscape, os arquivos PVM™ podem 

ser recuperados usando o endereco h t t p : / / w w w . n e t l i b . o r g / p v m 3 / i n d e x . h t m l . O 

software pode ser solicitado por email. Para receber este software envie email para 

n e t l i b @ o r n l . g o v com a mensagem: send i n d e x f rom pvm3. A documentacao e 

distribuida em arquivos postscript e inclui um guia do usuario, manual de referenda e um cartao 

de referenda rapida 

De acordo com especialistas, 75% dos problemas de computacao numerica envolvem de 

alguma forma a solucao de problemas de algebra linear e a resolucao de sistemas de equacdes 

lineares e um problema que surge em varias areas do conhecimento. 

No capitulo seguinte veremos alguns metodos para a resolucao de sistemas de equacoes 

lineares com o numero de equacoes igual ao numero de incognitas. 
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Capitulo 4 

Sistemas de Equacoes Lineares zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.1 - Introdu<?3o 

Sistemas de equacoes lineares ocorrem, frequentemente, em resolucao de problemas numericos, 

diretamente (por exemplo, analisando circuitos pela aplicacao das leis de Kirchhoff), e 

indiretamente (por exemplo, como resultado do uso de tecnicas de diferencas finitas, para obter 

uma solucao aproximada de uma equacao diferencial parcial). 

4.2 - Sistema Linear 

E um conjunto dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m equacSes a // incognitas x,, x 2 , x 3 , ... , xn. Restringimos nossa 

discussao aos casos onde o numero de equacoes e incognitas e o mesmo. Assim, o sistema 

a : ix, + anx2 + a^x, + • • • + a2nxn = b2, 

a31x, + anx2 + a 3 3x 3 + • • • + a 3 nx n = b3, 

(4-1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ a , 2 X 2 + a , l X l + • * • +
 a , n X n = b , . 

a„i*i +
 a

m
x

i + + "" + amxn = bn, 

e linear. 

O sistema linear (4.1) pode ser escrito na forma matricial 

Ax = b, (4.2) 

em que A e matriz // x n dos coeficientes representados por ai} com i ,j = 1, 2, 3, ... , /?, 

x = (Xj , x 2 , . . . , x„ ) T e o vetor das incognitas e b = (6,, Aj, . . . , bn)
T

e o vetor dos termos 

independentes. 
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On zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA* i 

a22 * • a2n X2 

Op 
a P ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'• 
• , b = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA•  e x = (4.3) 

a , 2 a , 3 ' X i 

A . Xn_ 

A matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e chamada de matriz incompleta do sistema. As entradas de A e b podem ser 

complexas, com x podendo ser complexo. Contudo, se todas as entradas de A e b sao reais entao 

os elementos do vetor solucao serao tambem reais. Assumiremos que todos os sistemas sao reais, 

a menos que se diga o contrario. 

Sistemas da forma (4.1) podem diferir em tamanho, de um pequeno numero de equacoes 

a grandes sistemas contendo centenas, ou ate mesmo milhares, de equacoes. Ha tambem um 

vasto espectro para a estrutura da matriz A: nao simetricas, simetricas, bandas, triangulares e 

diagonais. Em geral, a grande maioria dos sistemas que sao resolvidos por metodos diretos, 

tendem a ser esparsos (muitos elementos nulos) ou altamente estruturados (frequentemente, os 

elementos nao nulos estao concentrados nas bandas) ou ambos. 

Devemos observar, ainda, que talvez a forma mais natural de resolver um sistema Ax = b 

seja escrever x =A~
]

b, o que implica em obter a inversa de A. No entanto, e totalmente 

desaconselhavel o calculo de A~
l, uma vez que, a matriz obtida pode diferir muito da verdadeira 

18 
A'

1

. Por exemplo, considere a equacao 3x = 18, que tern como solucao x = — = 6. Se 

escrevermos x = (3 ) _ 1 x l8 , entao x = (0,33333)xl8 = 5,99994, trabalhando com 5 casas 

decimais. 

Podemos dizer que se a inversa, A~
], da matriz dos coeficientes existe, entao a solucao 

existe e e unica. Contudo (4.2) nao devera ser resolvida pela detenninacao de A~ 

explicitamente, por causa do alto custo computacional e dos problemas de erros de 

arredondamento. 

A condicao que A e inversivel ou nao singular (isto e, A'
1 pode ser calculada) e 

equivalente as seguintes afirmacoes: 

• Nenhuma equacao no sistema pode ser expressa como combinacao linear das outras; 

• As colunas (linhas) da matriz dos coeficientes sao linearmente independentes; 

• O determinante de A e diferente de zero. 

Esperamos que o software numerico possa detectar e relatar uma matriz singular. O maior 

problema e determinar os efeitos dos erros de arredondamento na computacao e isso requer uma 
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analise detalhada dos algoritmos. Alem disso, a matriz pode ser mal condicionada, isto e, 

pequenas mudancas na matriz dos coeficientes ou nos elementos do vetor dos termos 

independentes, podem causar grandes mudancas nos elementos dazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA solucao computada. 

O estudo de metodos para a resolucao de sistemas lineares e necessario, pois, em geral, os 

problemas praticos exigem a resolucao de sistemas lineares de grande porte. Felizmente, existe 

um metodo cujo tempo necessario para a solucao varia polinomialmente com zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Oyn
3 + a2n

2

 + axn + a0. Como n
3 e o termo dominante para n > 1, o tempo e proporcional a esse 

termo, representando esse fato com a notacao 0(n
2

). Para n = 50, tem-se ;?3 = 125.000, e o 

tempo necessario para resolver um sistema de equacoes lineares sera da ordem de segundos. 

Entre os metodos diretos, destacam-se os metodos de Eliminacao, que evitam o calculo direto da 

matriz inversa de A e, alem disso, nao apresentam problemas com o tempo de execucao, como a 

Regra de Cramer. 

Os metodos diretos sao aqueles que, a menos de erros de arredondamento, fornecem a 

solucao exata do sistema linear, caso ela exista, apos um numero finito de operacoes aritmeticas. 

Excelentes metodos numericos para resolucao de sistemas lineares, em um sistema de 

processador unico, foram desenvolvidos e muitos codigos confiaveis e de alta qualidade estao 

disponiveis para diferentes casos de sistemas lineares (isto e, no International Mathematical and 

Statistical Library -IMSL). Por outro lado, os metodos para a resolucao de sistemas de equacSes 

lineares em computadores paralelos MIMD, estao ainda no estagio conceitual, embora algumas 

ideias basicas ja tenham surgido. O corrente estado da arte em algebra linear numerica paralela, e 

bem descrito por Heller [Heller 78] e Sameh [Sameh 78]. 

4.3 - A soluQzfo de Sistemas Triangulares 

4.3.1 - Sistema Triangular Superior 

Uma matriz triangular e aquela na qual os elementos abaixo ou acima da diagonal 

principal sao zeros. U e uma matriz triangular superior se utJ= 0 para todo / > j . 

Consideremos o sistema triangular superior Ux = y 

W

1 2 W

1 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA... 
* l 

0 W

2 2 
... zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

«2n X 2 

u= 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA•  

0 0 0 y»-\ 
0 0 0 0 
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Vemos imediatamente que a solucao da /i-esima equacao ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xn = ̂ ~. A (w-l)-esima 

equacao tern somente uma incognita, , que e calculada por x n_, = 1 , n , e assim 
n-\,n-\ 

por diante, ou seja: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 

(4.5) 

Supondo que a matriz dos coeficientes e armazenada em um espaco bidimensional, U, que o 

vetor dos termos independentes e o vetor solucao sao espacos unidimensionais, y ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x, 

respectivamente, entao o algoritmo 4.1 resolve o sistema triangular superior (4.4). 

Algoritmo 4.1 - Substituicao Regressiva - Dada uma matriz triangular superior U, de ordem n, 

e o vetor dos termos independentes y, este algoritmo determina o vetor x, de modo que Ux = y. 

1. r = — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
ft 

2. for k = n- \ until 1 do 

3. soma • 0 

forj' = k+ 1 until n do 

soma:= soma + u.x. 

7. 

8. endforG 

cndfor 

_ yk - soma 

u 

O somatorio da linha 5 requer (/; - k) multiplicacoes. Como k varia de (n - 1) a 1 tem-se 

| > - * ) = l + 2 + 3+ + „ - l = ^ l i l , 
k=\ 2 

ou seja, 0(n
2

). 

4.3.2 - Sistema Triangular Inferior 

L e uma matriz triangular inferior se ly = 0 para todo i < j . Consideremos o sistema 

triangular inferior Ly - b 

L = 

0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA... 0 1 ? ! " », 1 

l» zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'» 0 ... 0 
>>2 

In h? 

1 ! = 
• 0 

... 

(4.6) 
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Vemos, imediatamente, que a solucao da 1" equacao e > ' , = — • A 2 a equacao tem 

somente uma incognita,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y2, que e calculada por y2 = — — - , e assim por diante, ou seja: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

hi 

ykzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = * — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf — ( 4 . 7 ) 

'kk 

Supondo que a matriz dos coeficientes e armazenada em um espaco bidimensional, L , que 

o vetor dos termos independentes e o vetor solucao sao espacos unidimensionais, b e y , 

respectivamente, entao o algoritmo 4.2 resolve o sistema triangular inferior (4.6). 

Algoritmo 4.2 - Substituicao Progressiva - Dada uma matriz triangular inferior, L , de ordem n 

e o vetor dos termos independentes b, este algoritmo determina o vetor y, de modo que Ly = b. 

2. for A: = 2 until n do 

3. soma = 0 

4. for/= 1 until Jt-1 do 

5. soma: = soma + lklyJ 

6. cndfor 

bk - soma 
7- yk = — 

'kk 

8. cndfor • 

O somatorio na linha 5 requer (k - 1) multiplicacoes e como a linha 2 e executada (k - 1) 

vezes, o numero total de multiplicacoes sera 

•J^,. , x , _ _ , n(n-1) 
X ( ^ - l ) = l + 2 + 3+ ... + / i - l = v ; , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k = 2 2 

ou seja, 0(n
2

). O processo portanto, tem um custo operacional 0(n
2

). 

4.4 - Operates Elementares 

Veremos a seguir alguns algoritmos para solucao do sistema A\ = b. A essencia destes 

algoritmos para, os metodos diretos, sao transformacoes sobre o sistema que deixa inalterada sua 

solucao. 

Sao operacoes elementares sobre uma matriz, n x n, qualquer: 

1. Multiplicar uma linha por um escalar nao nulo. 

2. Adicionar, a uma linha, uma outra linha da matriz. 

3. Subtrair de uma linha, uma outra linha da matriz multiplicada por um escalar nao nulo. 
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Os metodos diretos que estudaremos funcionam por ser facil resolver um sistemazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U\ = b 

se U e triangular superior, isto e, em um tal sistema, podemos calcular por substituicao 

regressiva, nesta ordem, as componentes xn, xn_y, ... , xx. Tal metodo funciona, se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 

uu * 0, V i £ n. Como det(t/) = ] j uu, esta condicao equivale a termos um sistema bem zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1=1 

determinado. Estudaremos a seguir, como levar, atraves de operacoes elementares, um sistema 

qualquer a forma triangular. 

4.5 - A Eliminacao de Gauss 

O metodo da Eliminacao de Gauss triangulariza a matriz A dos coeficientes, ou seja, reduz a 

matriz A a uma matriz triangular superior, conforme o processo a seguir: 

Consideremos um sistema de // equacoes lineares a n incognitas, do tipo: 

auxx+anx2 + +a]nxn =6, 

a21x, + a 2 2 r 2 + + a2nxn = b2 

(4.8) 

Podemos escrever o sistema (4.8) na forma matricial: 

A\ = b 

em que, 

A = 

a n a 
a

2 \
 a a

2n 

Q

n\
 a

n2 a. 

x = b = 62 

Podemos associar ao sistema/^x = b, a matriz ampliada, denotada por [ A | b ] onde 

[A\b]= 

'11 "12 

a

2 \ °22 

a, a. 

a 2n (4.9) 

em que, 6, = flr,(ll+1) , 6 2 = a2(«+i) »• • » ^ =
 fl

n(n+i) • 

O primeiro passo e a eliminacao de todos os elementos da primeira coluna de [ A | b ] , 

exceto a „ . Vamos supor que o pivo flf„ * 0. Definimos os multiplicadores por 

a, 
_ "»i 

a 

para /' = 2, 3,..., 

Multiplicamos a 1" linha por e a subtraimos da /-esima linha, para /' = 2, 3, ... , /?, 

obtendo, 
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a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA12 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 2̂2 -"hfin 

Reescrevendo a nova matriz como: 

[A | b ]<>> = 
0 a<2> 

a 

a 
(1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
In 

0 a ( i ) 
n2 a 

( i ) 

onde o sobrescrito (1) indica que uma eliminacao foi realizada com 

azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\ p  = al} - mAaXj para / J = 2, 3, ..., // 

(4.10) 

= bt - mabx para /' = 2, 3,..., //. 

Admitamos, agora que o pivo drj * 0. No segundo passo, eliminamos todos os 

a 
( i ) 

elementos da 2" coluna de [A | b ] ( } , abaixo de a 2 2 . Definimos ml7 = - ~ para / = 3, 4, ... , 

a 
( i ) 
22 

n. Multiplicands a 2* linha por m l 2 , e a subtraimos da /'-esima linha, para /' = 3, 4, ... , ft, 

obtendo: 

em que, 

[A | b p = 

°\2 °\3 • *
 G

\n 

0 "22 "23 

0 0 "33 

0 0 a (2) 
n3 

4
2 > = a

J
1 )

-
w

^ 2 y Para/,y= 3, 4 , . . . , / ? 

.0) 

fc<2> = jjCO - mjjto para I = 3, 4, . . . , / i . 

Repetindo este procedimento (n - 1) vezes, obtemos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M l H 
("-i) _ 

*12 *13 -

0 "22 "23 • o f f 

0 0 "33 

0 0 a ( n - l ) 6 ( n - l ) 

(4.11) 

contanto que no /'-esimo estagio os pivos a\\ ! ) * 0, para /' = 1, 2, 3,..., (n - 1), onde: 
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m.. — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
•

k

 „<*-D 
a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAkk zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p a r a * = l , 2 , 3 , . . . , ( w - l ) e / , j = (* + 1 ) , ( * + 2) n. 

De (4.11), temos: 

a 
se a 

( n - l ) 
* 0 (4.12) 

x. = 

a 
(i-i) 

(4.13) 

para / = (n - 1), (w - 2) , . . . , 1. Maiores detalhes, ver [Patel 94], [Forsythe 67] e [Albrecht 73]. 

O metodo de Eliminacao de Gauss, descrito anteriormente, pode ser implementado 

utilizando o algoritmo 4.5.1. Ele encontra-se implementado no LINPACK [Dongarra 79]. 

Algoritmo 4.5.1 - Eliminacao de Gauss - Este algoritmo triangulariza a matriz A do sistema 

linear Ax = b, de ordem n, usando o metodo da Eliminacao de Gauss, n eo numero de equacoes 

e incognitas; ay para / ,j = 1, 2, 3,... , n sao os elementos da matriz A; bx, b2l ••• , bn sao os 

elementos do vetor dos termos independentes b. 

1. for k = 1 until n - 1 do 

2. for/ = Ar+ 1 until n do zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 . 

4. 

5. 

6. 

7. 

ik" — 

a kk 

fory* = k + 1 until n do zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ai=an - m i k a k j 

cndfor 
br=b,~mA 

8. cndfor 

9. endforD 

Apos a triangularizacao da matriz A em uma matriz triangular superior, obtemos o vetor 

x, a partir do sistema (4.11). 

A ideia por traz da Eliminacao de Gauss, e converter um dado sistema Ax - b em um 

sistema triangular equivalente, atraves de operacoes elementares do tipo 3. Tentaremos faze-lo 

usando, nesta ordem, a primeira linha para anular os elementos abaixo da diagonal na primeira 

coluna, a segunda linha para anular os elementos abaixo da diagonal na segunda coluna, etc.. 

Dois sistemas lineares, Ax = b e A*\ = b \ sao equivalentes se qualquer solucao de um e 

tambem solucao do outro. 
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Em cada etapa da Eliminacao, denominamos a linha que esta sendo multiplicada e 

subtraida das demais, dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA linha pivo, seu elemento diagonal de elemento pivo e os fatores de 

multiplicacao de multiplicadores Cada linha e usada, por sua vez, para eliminar os coeficientes 

imediatamente abaixo do seu elemento diagonal. Vemos abaixo o estado do sistema, quando a 

£-esima equacao esta prestes a ser usada no processo de eliminacao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a 
( i ) 

n 12 

(2 ) 

22 

a, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

 a? 
, b<*> = 

2> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA• «£>. bp 

A /r-esima linha e conhecida como linha pivo. O bloco de elementos sobrescritos k e 

chamado bloco ativo. 

O objetivo do A:-esimo passo e usar multiplos da linha pivo para eliminar os elementos 

a(k) (*) (*) 
u

k+\,k>
u

k + 2,k >-~>
u

nk 

Para k = \,2,... , (n - \) resulta em um sistema triangular 

a 
( i ) 

i i a 

a 

( i ) 

12 

( 2 ) 

22 

a I n 

a 
( 2 ) 
In 

a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
( I t) 

6?" 

A ( 2 ) 

equivalente ao sistema original, cuja solucao pode ser determinada usando substituicao 

regressiva. O sobrescrito na ultima linha e indicado por n para consistencia notacional. Na 

verdade ha somente (;i - 1) passos de Eliminacao. 

4.5.1 - Pivoteamento 

A Eliminacao Gaussiana e computacionalmente possivel a menos que em algum estagio 

encontremos um pivo nulo. Por exemplo, o processo aplicado a 

[ 0 l l 

1 1 . X 2 . 2_ 

ira fracassar. O sistema tem solucao x = [ l l ] T , e fica claro que o pivo nulo nao 

necessariamente significa que a solucao do sistema nao exista. 

Assim, necessitamos modificar nosso algoritmo para resolver esta situacao. Para executar 

a Eliminacao, podemos trocar a linha que tem pivo nulo, com qualquer linha no bloco ativo que 
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nao tem valor zero na coluna pivo. Se todos os elementos na coluna pivo do bloco ativo sao 

zeros, entao a matriz e singular, abortamos o processo e relatamos a falha ao usuario. 

A mudanca de linhas e conhecida comozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pivoteamento partial, e seu uso nao e restrito a 

situacao mostrada acima. Do ponto de vista da estabilidade numerica, e desejavel computar o 

pivoteamento partial colocando como elemento pivo, em cada etapa, o elemento de maior 

modulo. Do contrario, pivos de modulo menor que o maior modulo levam a multiplicadores 

maiores que a unidade, que por sua vez, tendem a aumentar os erros nos dados originais e os 

erros de arredondamento. Esta estrategia, garante que todos os multiplicadores 

para /' = 2, 3,..., n, controlando a propagacao de erros de arredondamento. 

4.6 - A Fatoracao LU 

O objetivo desta secao e fatorar a matriz A do sistema linear 

Ax =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b, (AAA) 

em que A e de ordem /?, nao singular e sem estrutura especial, num produto 

A=LU, (4.15) 

em que L e uma matriz triangular inferior, com diagonal principal unitaria e U e uma matriz 

triangular superior, segundo Ketter [Ketter 69] e Hopkins [Hopkins 88]. 

Admitindo que as matrizes L e U tenham sido encontradas na forma 

L = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 

'31 * 

0 0 

1 0 

1 e(J= 

•ii '12 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'13 

0 U n I / ^ 

0 u 
33 

0 0 0 

' I n 

*2n 

(4.16) 

tal que A = LU, o sistema linear, (4.14), se torna entao 

(LU)\ = b. (4.17) 

Estabelecendo que 

Ux = y (4.18) 

o sistema (4.17) se torna 

Ly = b. (4.19) 

A seguir, sera analisado como obter os elementos das matrizes LeU,a partir da matriz A. 

Seja o sistema linear Ax = b, A x 4, onde a matriz A e dada por 
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A = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Eliminando xl das tres ultimas equacoes resulta em 

1 1 1 l ] 10 1 

2 3 1 5 31 
ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b = 

31 

- 1 1 -5 3 - 2 

3 1 7 -2 18 

1 1 1 1 

0 1 -1 3 

0 2 -4 4 

0 -2 4 -5 

4 = 

Com algum esforco verificamos que para recuperar A a partir de Ax> precisamos 

multiplicar esta por alguma matriz e vice-versa; para se chegar de A para Al e necessario 

multiplicar A por alguma matriz. A matriz que multiplica A para transforma-la em Al deve 

anular todos os elementos abaixo da diagonal da primeira coluna de A. A matriz 

1 0 0 0 

- 2 1 0 0 

1 0 1 0 

-3 0 0 1 

em que 

- 2 - i " h \ - - - - - - - - 2 

11 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a 31 
- 1 

/ ! * , , = - — = - — = 1 
fl„ 1 

11 

executa a transformacao. Assim, Mx A =AV Para desfazer a transformacao, fica claro que basta 

calcular A = Mx~ Ax. Resta saber se a obtencao de Mx~
l nao e dificil. Felizmente, Ml tern uma 

bela propriedade. Ela e da forma 

A/, = / + n^e,7, (4.20) 

onde m, = [0 -2 1 -3] e e, = [ l 0 0 0] como se pode verificar executando o produto e 

somando com /. A propriedade e 

M;'=I-m^, (4.21) 

pois 

( / + m l e j ^ / - m l e j j = I-m^eJ+m^J- ( m 1 e j ' ) ( i i i 1 c j ' ) = / - n i 1 ( c j ' i n 1 ) e j ' = / 
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uma vez que e, n i p 0 porque ^ so tern o primeiro componente nao nulo e m, tern o pnmeiro 

nulo. Isso mostra que o segundo membro de (4.21) e, de fato, a inversa dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M}. Em termos 

praticos, para obter A-/, 1 basta trocar os sinais dos elementos abaixo do elemento diagonal na 

coluna 1 de Mx. Efetuando o produto A/," 1 Ax, recuperamos A. 

Agora, tendo Alt que corresponde ao primeiro membro do sistema, do qual eliminamos 

x, das tres ultimas equacoes, prosseguimos para obter A2, que tern os elementos, abaixo da 

diagonal, nas colunas 1 e 2, nulos. Como em Ax os elementos abaixo da diagonal sao nulos na 

coluna 1, precisamos preserva-los e anular os elementos abaixo da diagonal, na coluna 2. Seja 

M2 a matriz tal que M2 Ax fique com elementos abaixo da diagonal nulos na coluna 2 e 

mantenha a coluna 1 de Alt inalterada. 

Antes de construir M2, vamos generalizar a relacao (4.20), que fornece Mx, procurando 

encontrar uma matriz que anule os elementos abaixo da diagonal, na coluna k. Para isso, basta 

escolher um vetor m k da forma 

mk=[0 0 .. . 0 mk+x mk+2 ...]T 

e multiplicar por ej = [0 0 .. . 0 1 0 ... 0] , que tern o £-esimo elemento igual a 1, 

resultando em 

Mk =I + mktk (4.22) 

Assim, para executar a nossa opera9ao na coluna 2 usamos 

m^ = 0 0 - a 42" 

a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA22' a 22' 

onde a ,, denota o elemento (/ ,j) de A,. Obtemos 

m = [0 0 -2 2 ] T 

M2 = 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 - 2 1 0 

0 2 0 1 

Efetuando o produto M2AX, resulta 
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A2 = M2AX = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1 1 1 

0 1 - 1 3 

0 0 - 2 - 2 

0 0 2 1 

Finalmente, para anular o elemento abaixo da diagonal na coluna 3, encontramos 

m 3 = [ 0 0 0 l ] T . 

Multiplicando por ej = [0 0 1 0] obtemos 

M,= 

A3 = M^A2 = 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

"11 1 1* 

0 1 - 1 3 

0 0 - 2 - 2 

0 0 0 -1 

Observamos que em cada passo k podemos desfazer a transformacao para recuperar a matriz do 

passo anterior, isto e 

Ak =MkAk-i . Ak-\ =M;lAk. 

Convencionando que AQ = A , obtemos 

A = AQ = M]~
LA] = M]-

]M2

]A2 = ••• = M;LM2

L ••• M~lXAN_X (4.23) 

se AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G dl"xn . Observe que AN_X e triangular superior, razao pela qual passamos a chama-la por 

U e por L o produto das inversas de Mk 

L = M;]M-2'...M-nlv 

No nosso exemplo obtemos 

(4.24) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i  

2 

- 1 

0 0 0 

3 -2 - 1 

0 0 

1 0 

1 

Observamos que as colunas de L sao constituidas pelas colunas de M X

 1 (coluna 1), M 2 ~ X 

(coluna 2) e M3 '(coluna 3), ou seja o produto em (4.24) preserva a coluna k de Mk

 1. Isso 

significa que, a medida que efetuamos a transformacao, podemos construir L , coluna a coluna, 

- l 

pois a coluna k de L sera igual a coluna k de Mk

 1 , tendo a forma 
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[0 ••• 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -n^M)k -mik+2)k ••' -mnk] 

e 

a(k+r\kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i o •> ; 

- m ( j t + r ) i t =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - — - > r = l , 2 , 3 , 
akk 

Efetuando agora o produto de L por A3 = U recuperamos a matriz A, original, ou seja 

A=LU. 

Substituindo A, no sistema Ax - b por LU e chamando 

Ux = y (4.25a) 

resulta Ly = b. (4.253) 

Resolvendo (4.253) e a seguir (4.25a) obtem-se a solucao x desejada. Para o exemplo 

considerado, temos 

1 0 0 0 | 1 0 ] 

2 1 0 0 yi 3 1 

1 2 1 0 ^3 - 2 

3 - 2 - 1 1 .^4_ 18 

desenvolvendo o produto do primeiro membro obtem-se 

yx = 10 

2yx + y2 = 3 1 

3>'l ~2>'2 - ^ 3 +>'4 = 1 8> 

cuja soluQao e: y] = 10, y2 = 1 1 , ^ = -14, y4 = -A. Agora resolvemos Ux = y. 

Resumindo, para se resolver o sistema Ax = b 

(a) fatoramos a matriz A na forma A = LU, 

(b) resolvemos o sistema triangular inferior Ly = b, chamado substituicao progressiva e 

(c) resolvemos o sistema triangular superior Ux = y, chamado substituicao regressiva. 

A questao levantada da equivalencia de dois sistemas, pode, agora, ser respondida de 

forma trivial, porque Ax = (LU)*. nos diz que o sistema do primeiro membro e igual ao do 

segundo membro e, portanto, a solucao do sistema do segundo membro deve ser tambem a 

solucao do primeiro membro. 

Como subproduto da Fatoracao LU podemos calcular o determinante da matriz dos 

coeficientes^, atraves de 

A =LU, deXA = det(LU) = detL xdetU. 
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ComozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L e triangular inferior e os elementos de sua diagonal sao todos iguais a 1, det L e dado 

pelo produto dos elementos da diagonal principal, det L - 1. Como U e triangular superior, o seu 

determinante sera igual ao produto dos elementos da diagonal principal 

n 

det U = v„ x u22 x w 3 3 x . . . x i i n n = YzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\ * M •  

i=l 

Como det L = 1, temos que det A = det U. O produto dos elementos da diagonal pode causar 

overflow ou underflow mesmo que det A possa ser representado internamente, se valores 

elevados ou pequenos de //„ ocorrerem no inicio do produto. 

Outro subproduto da Fatoracao LU e a possibilidade de obter a inversa da matriz A. Para 

obter A~\ resolvemos // sistemas lineares AxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = b
(

*\ k = 1, 2, ... , //, adotando 

b{k) = tk = [0 0 ... 1 ... 0 ] T , com o componente k de ê  igual a 1. Assim, cada sistema 

permite obter uma coluna de A'1. Observamos, contudo, que em computacao numerica, 

raramente precisamos de A'1 [Hattori 96]. 

Algoritmo 4.6.1 - Fatoracao L U - Dada uma matriz/J, /; x /;, constroi as matrizes L e U tal que 

A = LU, armazenando U, uma matriz triangular superior como triangulo superior de A e l , uma 

matriz triangular inferior, no triangulo inferior de A, sem armazenar os elementos da diagonal 

por serem todos iguais a 1. A matriz A original sera destruida. 

1. for k = 1 until n - 1 do 

2. for i s k+ 1 until /; do 

4. for j = k + 1 until n do 

5- a y : = a y " *ik*kj 
6. cndfor 

7. cndfor 

8. cndfor • 

Claramente o algoritmo termina em um numero finito de passos. Isso permite calcular o 

numero de operacoes aritmeticas necessarias para fatorar uma matriz n x n. Para obter esse 

numero observamos que 

(a) a linha 1 sera executada (n - 1) vezes; 

(b) para cada k a repeticao controlada pela linha 2 sera executada (n - k) vezes; 

(c) e para cada passo / da linha 2 a linha 1 sera executada (/? - k) vezes e a linha 3, uma vez. 

Desta observacao, resulta que o numero de multiplicacdes (ou divisoes) sera calculado somando-

se o numero de operacoes (c) para cada k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ ( / , - * ) ( / , - *  + ! )  = | > - A )
2

+ £ ( « - * )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*= 1 k=\ k=l 
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, n ( 2 / i - l )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 11-1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
= n(n - 1)- + n- -

n n 

3 3 " 

Para valores elevados de ny o termo dominante sera o primeiro e, assim, dizemos que a 

complexidade da Fatoracao LU eO(n 3 ) . 

Tendo a Fatoracao LU da matriz dos coeficientes de um sistema linear AxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = b, podemos 

resolve-lo resolvendo os sistemas triangulares Ly = b e Ux = y. 

4.6.1 - A Fatoragao LU com Pivoteamento Parcial 

Vimos que, na Fatoracao LU, a matriz Mk, que no passo k anula os elementos abaixo da 

diagonal na coluna k, tern elementos mlk, obtidos pela relacao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a 
m. i. = — ik 

a 
(4.26) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fcft 

em que o elemento e chamado o pivo do passo k. Se, para algum ky o pivo se tornar nulo, a 

divisao em (4.26) se torna impossivel e, em conseqiiencia, impede o prosseguimento da 

Fatoracao LU. Nem sempre um pivo nulo impede o prosseguimento da fatoracao, conforme 

veremos no exemplo abaixo, em que uma simples permutacao de linhas evita um pivo nulo. 

Considere o exemplo 

1 1 f 1 0 ol 

A = 1 1 2 -1 1 0 

1 2 2 -1 0 1 

Pode-se verificar que a matriz A e nao singular (det(^) = -1). Executando o primeiro 

passo da Fatoracao LU, resulta 

" l 1 l" 

0 0 1 

0 1 1 

Para prosseguir precisamos permutar as linhas 2 e 3 de MXA, pre-multiplicando essa matriz por 

uma matriz de permutacao 

1 0 o"1 

[ l 1 l l [ 1 1 l l 

P2MlA = 0 0 1 0 0 1 = 0 1 1 

0 1 0 0 1 1 0 0 1 

Com isso, evitamos o pivo nulo e, na realidade, obtivemos o fator U desejado. Resta verificar a 

influencia da matriz de permutacao. O fator L sera 
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L = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Efetuando o produto LU, obtemos 

LU = 

1 0 0 

1 1 0 

1 0 1 

1 1 1 

1 2 2 

1 1 2 

a matriz A, com as linhas 2 e 3 permutadas. Na realidade, LU-PA . Portanto, a relacao entre A e 

os fatores L e U passa a ser 

PA =WouA= P'lLU = PTLU, 

uma vez que a matriz de permutacao e ortogonal, isto e, P'1 = PT. [Strang 79] 

Se tivermos um sistema linear Ax =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b, resolvemos Ly = Pb e Ux = y. 

Vamos agora perturbar a matriz .4, somando 10"4 a a22. Tem-se: 

1 0 0 

- 1 1 0 

- 1 0 1 

1 0 

0 1 

0 -10000 

A = 

0 

0 

1 

1 1 

1 1,0001 

1 2 

, A2 = M2AX = 

A} = MXA = 

1 1 1 

0 0,0001 1 

0 0 -9999 

1 1 

0 0,0001 

0 1 

=UeL = 

1 10000 

Seja b = [ l 2 l ] , no sistema linear Ax = b, com A dada. Entao, a solucao de 

1 0 0 | [ i l 

Ly = 1 1 0 yj zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 2 

1 10000 1 .y^ 1 

e y = [l 1 -lOOOOf, a solucao de Ux = y, fornece, com 5 digitos x = [l,001 -1,0000 0,99990f, 

enquanto que a solucao correta e x = [l,0000 -1,0000 1,0001 f. 

Se no segundo passo permutarmos as linhas 2 e 3 obtemos 

1 0 0 ] 

1 1 0 U= 

1 0,0001 1 

L = 

1 1 1 

0 1 1 

0 0 0,99990 

Entao, a solucao de Ly = P23b e y = [ l 0 l ] T e de Ux = y e x = [l,0000 -1,0000 1,000if, 

correto com 5 digitos. Devemos evitar pivo nulo e pivo "pequeno" [Strang 79]. Para chegar a 

essa conclusao calculamos, usando a formula de propagacao de erros, o erro da expressao 
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supondo quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA atJ, a^ e a^ estao sujeitos a erro e, 

Erro < s 1 + a i + 
a,. kk 

a* zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a,. 
(4.27) 

Verifica-se que a unica maneira de minimizar o erro, e escolher o maior | a^ | possivel. 

O metodo que apresentamos escolhe, em cada passo k, o maior elemento, em valor 

absoluto, na coluna k da matriz A, a partir da diagonal para baixo. A estrategia e conhecida como 

pivoteamento parcial. Podemos utilizar tambem o pivoteamento total, em que procuramos, em 

cada passo k, o maior elemento em valor absoluto na submatriz obtida excluindo-se as (k - 1) 

primeiras linhas e as (k - 1) primeiras colunas da matriz obtida no passo anterior. A desvantagem 

do pivoteamento total e o custo da pesquisa do maior elemento em valor absoluto em cada passo: 

precisamos examinar (n - k + \)(n - k + 1) elementos em cada passo. Como a fatoracao requer 

(/; - 1) passos, o total de comparacdes e dado por 

| > - * + l) = 0 ( / i 3 ) . 
k = \ 

A vantagem do pivoteamento total e de assegurar a estabilidade do metodo. No pivoteamento 

parcial o numero de comparacoes no passo kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q( H - k + ] )  QO total de comparacoes sera 

| > - * + 1) = 0 ( / I 2 ) , 
* = 1 

tendo como desvantagem a seguranca parcial da estabilidade do metodo. Na pratica, usa-se 

pivoteamento parcial porque e muito dificil encontrar matrizes em que o pivoteamento parcial 

seja instavel [Stewart 73]. 

Vamos, agora, reapresentar o algoritmo 4.6.1 com pivoteamento parcial. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Algoritmo 4.6.2 - Fatoracao LU com pivoteamento parcial. 

1. for k = 1 until n - 1 do 

/• encontra o pivo pesquisando a coluna A- •/ 

Encontre r tal que a^ = max aik , com i = k,k+ I,... ,n; 2. 

3. 

4. 

5. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 

if aik = 0 then a matriz A e singular, stop 

Permute as linha r e k 

for i = k+ 1 until n do 

a 
aik~ 

akk 
for j = k + 1 until /; do 

endfor 

endfor 

11. cndfor • 
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Observe que as permutacoes de linhas devem ser registradas, de alguma forma, porque 

precisamos delas ao resolver o sistema triangularzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ly = Pb, onde P e a matriz de permutacao. No 

algoritmo, deixamos esse detalhe omisso. Agora discutiremos a forma de guardar P para 

posterior utilizacao. 

Se P e a matriz global de permutacao, usada no pivoteamento parcial, obtemos a 

fatoracao de PA e nao de A, de modo que PA - LU. Para resolver A\ =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b, devemos nao so 

substituir a matriz A pelos fatores L e (/, para economizar espaco de memoria, como escriturar as 

permutacoes de linhas ditada pelo pivoteamento. Por questoes de eficiencia, devemos tambem 

evitar a operacao de permutacao de linhas, porque cada permutacao envolve 3(/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj  -  k) operacoes 

de atribuicao no passo k (k = \, 2, ... , n - \). Essencialmente, a linha 4 do algoritmo 4.6.2 e o 

ponto sutil da implementacao. 

A ideia basica da implementacao e de usar um vetor auxiliar v, cujos componentes, 

inteiros, fornecem a seqiiencia das linhas da matriz A que vao ser processadas. Inicialmente v,, 

v 2 , ... , vn rotulam as linhas 1, 2, ... , /; da matriz A, ou seja, v( = /'. No passo k da fatoracao, se 

houver permutacao das linhas k e r, o componente vk tera valor r e o vr, o valor k. Assim, ao 

final da fatoracao, v,, v 2 , ... , vn fornecera a seqiiencia das linhas que foram usadas como pivo. 

As operacoes de transformacao serao executadas nas colunas (k + 1), ... , n e nas linhas 

v*+i>---> vn- O algoritmo 4.6.2, entao toma a forma 

Algoritmo 4.6.2a [Forsythe 67] - Fatoracao LU com pivoteamento parcial. 

1. for / = 1 until n do V (:= / 

2. for k = 1 until // - 1 do 

/• en contra o pivo pcsquisando a coluna k */ 

3. Encontrcrtal que | flr^ | = max | Olk | , com i = , V A + 1 , . . . , Vn ; 

4. if ark = 0 then a matriz A e singular, stop 

5. Permute as linhas e Vr e defma p = \'k 

for / = Vk+] until \>n do zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6. 

7. 

8. for j = k+ 1 until n do 

9. 

10. 
11. e 

12. endfor • 

endfor 

endfor 
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4.7 - Metodos Iterativos 

O termo metodo iterativo refere-se a uma variedade de tecnicas que usam sucessivas 

aproximacoes para obter solucoes, a cada passo mais precisas para um sistema linear. Nesta 

secao, vamos abordar dois tipos de metodos iterativos: estacionarios e nao estacionarios. 

Metodos estacionarios sao antigos, simples de compreender e implementar, mas geralmente nao 

eficazes. Os metodos iterativos estacionarios sao aqueles que podem ser expressos na forma 

X (*) = B , ( * - ! ) + c 

(onde nemzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B nem c dependem da quantidade de iteracoes k). Os principals metodos iterativos 

estacionarios sao: o metodo iterativo de Gauss-Jacobi, o metodo iterativo de Gauss-Seidel, o 

metodo iterativo de Sobre-Relaxacao Sucessiva (SOR) e o metodo iterativo de Sobre-Relaxacao 

Sucessiva Simetrica (SSOR). 

Os metodos nao-estacionarios foram desenvolvidos recentemente; sua analise e 

geralmente dificil, mas sao altamente eficazes. Os metodos nao-estacionarios sao baseados na 

ideia de seqiiencias de vetores ortogonais. A diferenca entre os metodos nao-estacionarios e os 

metodos estacionarios, e que a computacao envolve informacoes que mudam a cada iteracao. 

Tipicamente, constantes sao computadas atraves de produtos internos de residuos, ou outros 

vetores que surgem do metodo iterativo. Entre os metodos nao-estacionarios, encontra-se o 

metodo iterativo dos Gradientes Conjugados [Barrett 94]. 

No caso de sistemas esparsos de grande porte, usualmente sao utilizados metodos 

iterativos que nao destroem a estrutura da matriz dos coeficientes, ao contrario dos metodos 

diretos que introduzem elementos nao nulos nas posicoes que inicialmente continham elementos 

nulos. Dizemos que um sistema linear e esparso quando a matriz dos coeficientes possui uma 

grande percentagem de elementos nulos. Para tais sistemas, a resolucao atraves do metodo da 

Eliminacao de Gauss nao e aconselhavel, por que este metodo nao preserva a esparsidade, ou 

seja, durante o processo de eliminacao muitos elementos nulos poderao se tornar nao nulos. 

Metodos iterativos sao mais adequados que os metodos diretos, na solucao de sistemas, 

quando se procura minimizar o tempo de processamento e o espaco de armazenamento requerido 

no computador [Varga 62], devido a simplicidade e uniformidade das operacoes realizadas nas 

iteracSes. Contudo, deve-se chamar a atencao para o fato de que nao ha regras rigidas para 

escolher entre um metodo direto e um iterativo [Ralston 65]. Na verdade, exist em controversias 

quanto a essas regras. 

Existem alguns metodos que fazem uso apenas dos elementos da matriz A original. Estes 

metodos consistem de algoritmos simples para converter qualquer vetorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x
( k ) em outro , x

( k + 1 )

, 
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que depende dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x
(

 ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e b, e preservam a esparsidade de A, pois os elementos desta matriz nao 

sao alterados. Eles pertencem a classe dos metodos iterativos para resolver sistemas lineares. 

Definicao 4.7.1 - Diz-se que o metodo e iterativo quando partindo de uma aproximacao initial, 

e possivel se chegar a aproximacoes mais precisas que dependem, sempre, de valores 

anteriormente calculados.D 

Os,metodos iterativos gozam, ainda de, uma outra vantagem sobre o metodo da 

Eliminacao de Gauss, que e o fato de apresentarem uma relativa insensibilidade ao crescimento 

dos erros de arredondamento. 

A ideia central dos metodos iterativos e generalizar o metodo iterativo linear, utilizado na 

busca de raizes de uma equacao. 

Seja o sistema linear Ax - b, onde: 

A : matriz dos coeficientes, /; x //; 

x : vetor das variaveis, n x 1; 

b : vetor dos termos constantes, /; x 1. 

Este sistema e convertido, de alguma forma, num sistema do tipo x = Cx + g = p(x) onde 

C 6 uma matriz // x /; e g um vetor n x 1, Observamos que p(x) = Cx + g e uma flincao de 

iteracao, dada na forma matricial. 

E, entao, proposto o esquema iterativo: 

Partimos de x
( ) (vetor aproximacao inicial) e entao construimos, consecutivamente, os 

vetores 

x
( 1 )

 = C x
( 0 )

+ g = p(x{0)) (primeira aproximacao) 

x
( 2 )

 = C x
( , )

+ g = p (x
( 1 )

) (segunda aproximacao) etc. 

De um modo gerai, a aproximacao de ordem (k+1) e calculada da formula x
( k + 1 )

 = C x
( k )

+ g , ou 

seja, 

x
( k + 1 ) = p ( x

( k ) ) , k = l , 2 , 3 , . . . 

E importante observar que, se a seqiiencia de aproximacoes x*° \x*
!

\ . . . ,x e tal que, 

Lim x
( k )

 = a entao, a = C a + g , ou seja, a e a solucao do sistema linear Ax = b. 
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4.7.1 - Teste de Parada 

Um metodo iterativo produz uma seqiiencia { * ( , ) } de vetores convergindo para o vetorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x, 

satisfazendo um sistemazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA An = b, n x n. Para ser eficaz, um metodo iterativo precisa decidir 

quando parar. Um bom criterio deve: 

1. identificar quando o erro e ( , )

 a x
( , )

- x e pequeno o bastante para parar, 

2. parar, se o erro nao mais decresce ou decresce lentamente, e 

3. limitar o numero maximo de iteracoes. 

O usuario precisa fornecer as quantidades mar/7 e stoptol. O inteiro mar/7 e o numero 

maximo de iteracoes que o algoritmo permitira executar. O numero real stoptol mede quao 

pequeno o usuario quer o residuo, r ( , ) = A\{,)-b, da ultima solucao x
( , )

. O usuario devera 

escolher stoptol menor que 1 e maior que o e da maquina (em uma maquina com o padrao de 

aritmetica de ponto flutuante IEEE, e = 2~ 2 4 % 10~7 em precisao simples, e e = 2~ 5 3 « 10~16 em 

precisao dupla) 

O processo iterativo e repetido, ate que o vetor x
( k ) esteja suficientemente proximo do 

vetor x
x 

Medimos a distancia entre x
( k ) e x

( k 1 } , por M ( k ) = mar x!
k )

-x!
k

"
, ) 

Assim, dada uma precisaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E, O vetor x
( k ) sera escolhido como x, solucao aproximada da 

solucao exata, se M { K ) < B. 

Da mesma maneira que no teste de parada dos metodos iterativos para zeros de funcoes, 

podemos efetuar, aqui, o teste do erro relativo: 

mar x; } 

Computacionalmente, usamos tambem como teste de parada o numero maximo de 

iteracoes. 

4.7.2 - M6todo Iterativo de Gauss-Jacobi 

A forma como o metodo de Gauss-Jacobi transforma o sistema linear An - b em 

x = Cx + g e a seguinte: 

Tomemos o sistema linear 
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0 1 1 * 1 + 0 1 2 * 2 + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ flln*»=^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ a 2 n X n = b 2 
(4.7.2) 

^ 1 * 1 + ^ 2 * 2 + 

e supondo a f l * 0, i = 1,2,..., it, isolamos o vetorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x mediante a separacao pela diagonal, assim: 

+ 0 « . * « = K 

x, = — (bx -anx2 - a ] 3 x 3 -

l l 

1 /L 
x 2 =— (b 2 - a2lX] - anx3 -a 

~ amxn) 

- a 2 n X n ) 

22 
(4.7.3) 

Xn = (hn ~ «nl*l " °n2X2 " - " 

Desta forma temos x = Cx + g onde 

C = 

0 0 

^1 1 

0 

°22 

0 

* 2 2 * 2 2 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a

« * 3 3 

0 

0 0 

g = 

a i  i  

22 

CI. 

LXnj 

O metodo de Gauss-Jacobi consiste em, dado x
( 0 )

, um vetor aproximacao inicial, obter 

x
( 1 )

, . . . ,x
( k )

, . . . atraves da relacao recursiva x
( k + 1 )

 = C x
( k )

+ g: 

1 

n 

= —i_ (h - a x

( k )

 - a x(K> -
- \u2 " 2 1 * 1

 u

2 3
x

3 

. 0 0 
' 23* 3 

22 
(4.7.4) 

. ( k + l ) _ . 0 0 

. ( k + l ) _ 

a n 

para/=1,2, 3, ... ,w ek = 0, 1, 2, .... (4.7.5) 

Definido este metodo iterativo basico, pode-se concluir, pela construcao da matriz C, que 

uma condicao necessaria para que o metodo seja aplicavel, e que todos os elementos da diagonal 

principal da matriz dos coeficientes A sejam diferentes de zero. 
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O valor dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x{ ' e arbitrario pois veremos mais adiante, que a convergencia ou nao de um 

metodo iterativo, para solucao de um sistema linear de equacoes, e independente da aproximacao 

inicial escolhida. 

Daremos aqui um teorema que estabelece uma condicao suficiente para a convergencia do 

metodo iterativo de Gauss-Jacobi. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Teorema 4.7.1: Seja o sistema A\ = b e 

( Z k | ) 

ak = w . 

Se a = max ak < 1 entao o metodo de Gauss-Jacobi gera uma seqiiencia {x
( i )

} convergente para a 

solucao do sistema dado, independentemente da escolha da aproximacao inicial, x° . • 

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada na referencia [Demidovich 73]. 

Corolirio 4.7.1 (Criterio das linhas): E condicao suficiente para que a iteracao definida em 

(4.7.5) convirja, que 

\au\> Z K | > para/=1,2, 3, . . . , / i . D (4.7.6) 

Observacao: A matriz que satisfaz as hipoteses do corolario 4.7.1 e chamada estritamente 

diagonal dominante. 

Na pratica, e usado o criterio de suficiencia de convergencia expresso no corolario 4.7.1, 

para o metodo de Gauss-Jacobi. Basta que o sistema satisfaca o criterio para se ter a 

convergencia garantida, independentemente da escolha do vetor aproximacao inicial. Para maiores 

detalhes veja o livro de David Young [Young 71]. 
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Algoritmo 4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.7.1 Este algoritmo resolvezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ax = b usando o metodo de Gauss-Jacobi dado pela 

equacao 4.7.5. n e numero de equacoes e incognitas; a{j para i tj = 1, 2, 3, ... , n sao os 

elementos da matriz A\ bx, b2t ••• , bn sao elementos do vetor dos termos independentes b; 

r„ Xj, . . . , xH sao os elementos do vetor aproximacao inicial; TOL e a tolerancia e MAXIT e 

o numero maximo de iteracoes. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.  Begin 

2. i t e : - 0 

3. while ite <, MAXTT do 

4. ite: - ite + 1 

5. for I = 1 untilzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n do 

6. xoldi = X, 

7. endfor 

8. for I = 1 until n do 

9. sum : =» 0 

10. for/* 1 until n do 

11. If j * i then 

12. sum : = sum + atJ x xoldj 

13. endif 

14. cndfor 

( b, - sum) 
15. x , = — " 

16. cndfor 

17. maior: - |x, - Xoldx\ 
18. for i = 2 until n do 

19. aux: - |x, -xoldA 

20. if aux < maior then 

21. maior : = aux 

22. endif 

23. cndfor 

24. if maior < TOL then 

25. exit 

26. endif 

27. endwhile 

28. if maior < TOL then 

29. print ite, x 

30. stop 

31. else 

32. print Algoritmo falha, solu^So n3o converge 

33. stop 

34. endif 

35. endD 

4.7.3 - M6todo iterativo dos Gradientes Conjugados 

No inicio da decada de 50, Hestenes e Stiefel [Hestenes 52] apresentaram um novo 

metodo iterativo para resolucao de sistemas de equacoes lineares. Este novo metodo ficou 

conhecido como metodo dos Gradientes Conjugados. Embora seja um metodo iterativo, converge 

para a solucao verdadeira, na ausencia de erros de arredondamento, em um numero finito de 

iteracoes [Young 81]. Por causa desta e de muitas outras propriedades interessantes, o metodo 
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dos Gradientes Conjugados atraiu atencao consideravel da comunidade de analise numerica 

quando, foi apresentado pela primeira vez. 

E um metodo eficaz para sistemas de equacoes lineares com a matriz dos coeficientes 

simetrica positiva definida. E o mais antigo e mais conhecido dos metodos nao-estacionarios. O 

metodo gera uma seqiiencia de vetores de aproximacao (isto e, sucessivas aproximacoes da 

solucao), os residuos correspondentes a esses vetores e vetores de direcao, usados na atualizacao 

dos vetores de aproximacao e respectivos residuos. Deriva o seu nome do fato dele gerar uma 

seqiiencia de vetores conjugados (ou ortogonais). Estes vetores sao os residuos dos vetores de 

aproximacao. Eles sao tambem os gradientes de um funcional, a minimizacao do qua! e 

equivalente a resolver o sistema linear. 

Em cada iteracao do metodo, dois produtos internos sao executados, a fim de computar 

os escalares atualizadores, que sao definidos para fazer com que as seqiiencias satisfacam certas 

condicoes de ortogonalidade. Em um sistema linear com matriz dos coeficientes simetrica positiva 

definida, estas condicoes implicam que a distancia para a solucao verdadeira e minimizada em 

alguma norma. 

Consideremos o problema de minimizar o funcional QzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(x), definido por 

Q(x)=^x
TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ax- b

T

x , 

onde b e 9?" e A e <H n x n e simetrica positiva definida, ou seja, A e simetrica, com x
1 A x> 0, 

para qualquer vetor x * 0, de ordem nx 1. O valor minimo de Q e -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — b
T A~] b, obtido atribuindo 

2 

x = A~^ b . Assim, a minimizacao de Q e a resolucao deAx = b sao problemas equivalentes. 

O problema consiste em determinar um vetor x e 9?" que seja o ponto de minimo da 

funcao Q(x). Muitos Algoritmos foram sugeridos para resolucao deste problema. Basicamente o 

procedimento deste algoritmo e de seguir iterativamente uma direcao descendente de Q(x), ate a 

detenninacao do ponto de minimo com a precisao exigida [Pequeno 83]. Uma das estrategias 

mais simples para minimizar Q e o metodo Steepest Descent [Golub 89]. A ideia basica deste 

metodo consiste de um processo iterativo, no qual cada iteracao apresenta dois estagios: no 

primeiro, a direcao descendente e deteirninada, e no segundo, o parametrozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA aS
k

^ que define 

o tamanho do passo ao longo da direcao descendente p
(

*
) e determinado. O resultado da 

iteracao e dado por: 

54 



o processo iterativo termina quando o ponto x̂  ' satisfaz um criterio de convergencia, 

pre-determinado. A escolha dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p
( i ) devera ser tal que p

( A ) seja uma direcao de declive de Q(x) 

[Pequeno 83]. 

Do calculo, sabemos que se Q(x) tern um minimo em algum ponto x, entao as derivadas 

parciais de Q nesse ponto sao nulos. CalculandozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Qx , derivada parcial de Q em relacao a xg, e 

fazendo Qr = 0, resulta no sistema linear Ax - b = § ou Ax = b. Dai vemos que e correto ver 

Ax = b como o gradiente de Q e escrever VQ(x) = Ax - b. Sabemos que em um ponto x^'\ a 

funcao Q decresce mais rapidamente na direcao do gradiente negativo - V Q ( x ( ' ^ ) = b -Air1'. 

Definimos 

p < ' W > =b -Ax& 

como sendo o residuo de % } ' ' . Se x ( , ) e alguma aproximacao de x, entao no metodo Steepest 

Descent, obtemos uma aproximacao melhorada, x ' , + movendo-se, na direcao de 

p
(

'̂  = - V Q ( x ^ ) , para o ponto onde Q(x^ , + 1^) e minimo, isto e, 

*<
< + l )

 = *">+a,. p<'>. 

Agora resta descobrir um valor para a, (tamanho do passo ao longo do vetor de direcao p
w

) que 

minimize F(a) = Q( x ( , ^+ a p^) . Calculando F'(a) pela regra da cadeia, 

F '(a)= V Q ( x ( , ) + a pi0)ff° = M ( x ( 0 + a p
( 0

) - b ) ] pf° = 

= [ A x ( , ) + aA p
( , )

- b]p
( / )

 = [ p
( 0

- aA p
( , )

] p
( 0

. 

Assim, fazendo F'(ct) = 0, vemos que a, para a computacao de x ( ' + 1 ) , e dado por 

a >

 ~ p
(

" A p<" ' 
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AlgoritmozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4.7.2 [Wolfe 78] - Este algoritmo resolve o sistema linearzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ax = b, usando o metodo 

Steepest Descent. 

1. X®, aproximafjao inicial. 

2. forzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i = 1 until maxit do 

3. ^ - b - W - " 

(p<M>)T p ( M ) 

4. a , = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' (p<'-'>)W-» 
5. x<° = i < M > + a,. p < ' - " 

6. if ( o criterio dc convergencia for satisfeito ) then 

7. goto 10 

8. endif 

9. endfor 

10. print Solucao = X 

11. print Residuo= 

O metodo Steepest Descent e facil de implementar, mas frequentemente, para matrizes 

mal-condicionadas, a taxa de convergencia e bastante lenta. O algoritmo nao e considerado um 

bom metodo. 0 algoritmo e relativamente eficiente durante as iteracoes initials, mas quando o 

(k) • 

xK se aproxima da solucao x, o algoritmo perde eficiencia. Seu valor esta no fato de ser o 

precursor de todos os metodos que utilizam o gradiente e ser um metodo de facil compreensao 

[Pequeno 83]. A principal razao de sua convergencia lenta e que, em cada iteracao, nos buscamos 

o minimo de Q em uma unica direcao. Contudo, escolhendo os nossos vetores direcao 

diferentemente, obtemos o metodo dos Gradientes Conjugados, que da a solucao em nao mais de 

n iteracoes, na ausencia de erros de arredondamento. 

Os vetores x
( , ) sao atualizados, em cada iteracao, por um multiplo (a,-) do vetor direcao 

P
0 )

: 

x ( 0 = X(.'-D + p(0 

Correspondentemente os residuos r
( , )

 = b - A x
( , ) sao atualizados como 

r (0 = r(«-D_ a q (0 o n d e q (0 = A p(«) ( 4 7 7 ) 

/ r ( ' - l ) ) T r ( / - l ) 

A escolha de a-a{-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 77-4= 7 7 7 — minimiza ( r
( , )

)
T A 1

 r
( , ) sobre todas a possiveis 

(pC>)^pC) 

escolhas para a na equacao (4.7.7). 

Os vetores de direcao sao atualizados, usando os residuos 

p < W > + / j , p ( ' - » , 

onde a escolha de 
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(fJCO\T r (0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 ~ ( i - I)^T (i-i)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

 a s s e

8
u r a Q u e

 P
( , ) e ^ p

(

'
_ 1 ) - ou equivalentemente, r

( , ) e r
(

'
 J )

 -

sejam ortogonais. Esta formulacao e atribuida a Fletcher e Reeves [Wolfe 78]. 

Assim, os residuos r
( 0 )

, r
( 1 )

, r
( 2 )

, . . . e os vetores de direcao p
( 0 )

, p
( 1 )

, p
( 2 )

, . . . gerados, 

satisfazem as relacoes 

r ( R ( 0 ) T r O) _ o para / * j , (4.7.8) 

( p
( , ) ) T i 4 p 0 ) = 0 para i j , (4.7.9) 

( r
( , )

)
T

^ p
0 ) = 0 p a r a / * / e i * / + l . (4.7.10) 

Os vetores residuos r
( 0 )

, r
( 1 )

, r
( 2 )

, . . . sao mutuamente ortogonais e os vetores de direcao 

p
( 0 )

, p
( 1 )

, p
( 2 )

, . . . sao mutuamente A -conjugados. Da relacao (4.7.8), resulta que r
( 5 ) = 0 para 

algum 5 < n. Dessa forma, o metodo dos Gradientes Conjugados, converge na ausencia de erros 

de arredondamento, em nao mais que n iteracoes [Young 81]. 

Algoritmo 4.7.3 [Kincaid 90] - Este algoritmo resolve o sistema linear Ax = b usando o metodo 

dos Gradientes Conjugados, onde A e uma matriz simetrica positiva definida. maxit e o numero 

maximo de iteracoes permitido; p
(

'̂  sao os vetores de direcao; e ai sao os multiplicadores usados 

na atualizacao da solucao aproximada x'
1

' e do residuo r ^ . 

1. Compute r^ = b — A X* para alguma aproximacao X^. 

2. for i = 1 untilzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA maxit do 

3. i f / = 1 then 

4. p
1

 = r° 

5. else 

P

 ( R ( . ' - » ) T R 0 - 0 P 

7. endif 

8. q
( , )

 = >4p ( 0 

( r 0 - i ) ) T r 0 - i ) 

9. d; = 

' ( P
(

° )
T

 q
0 ) 

io. = x
0

'-'' • at p
w 

i t i » = / ' - ' > - a, q
W 

12. i f ( 

13. endfor 

< Toler&ncia ) go to 14 /* Verifica a convergencia; continua se necessario */ 

14. print SolucSo = x' 

15. print Residuo = r
( , ) 
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4.8 - Analise de erros na Solucao de Sistemas Lineares 

Embora, teoricamente os metodos de eliminacao conduzam a solucao exata, na pratica, 

por causa dos erros de arredondamento, a solucao computadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x c pode ser uma boa solucao, ou 

nao. So nao haveria essa introducao de erros, se trabalhassemos com precisao infinita. Essa 

situacao e agravada quando se aplica os metodos na resolucao de problemas do mundo real, onde 

a construcao do sistema (matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e vetor b) estao afetados de erros. Esses erros sao chamados 

erros inerentes ao problema que, muitas vezes, nao sao conhecidos. Nesta secao, serao 

apresentados criterios para verificar se uma solucao computada de um sistema linear e aceitavel 

ou nao, segundo [Hattori 96], [Dorn 72], [Albrecht 73] e [Steinberg 74]. 

Passemos a definir alguns tipos de erro. Seja x o valor exato, tambem chamado grandeza 

verdadeira, e x c um valor aproximado de x. Entao: 

Definicao 4.8.1 - O erro absoluto (£) e a diferenca entre o valor exato (x) e o valor aproximado 

(«c) 

£ = x - x c .D 

Na maioria dos casos, estamos interessados no valor absoluto de E, \E\. Dizemos assim que 

x = x c ± | £ | , em que \E\ representa uma incerteza no valor de x c . 

Definicao 4.8.2 - O erro relativo e a razao entre o erro absoluto e o valor exato 

\E\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA | x - x r | _ 

Definicao 4.8.3 - O erro porcentual (e ) e obtido multiplicando-se o erro relativo por 100. • 

Por exemplo, para x = 0,9995 e x c = 0,9994 tem-se 

£ = 0,0001, e = 0,0001 e e p =0,01% 

Assim, suponha que x
1 e 9T e uma aproximacao para x s 5T. Para uma dada norma de 

vetor,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA II • ! , dizemos que 

•abs 

e o erro absoluto em x enquanto que se x ̂  0 entao 

_ |k'-xll 

• ' a 1X1 

descreve o erro relativo em x. 
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0 valor absoluto fornece uma maneira conveniente de medir o "tamanho" de numeros 

reais, ou ate mesmo numeros complexos. Para muitas situacoes, entretanto, e suficiente medir o 

tamanho de um vetor de dimensaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n, atraves de uma norma. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Definicao 4.8.4 - A norma vetorial, denotada p o r / = || »||, e uma funcao/: 9T que satisfaz 

as seguintes propriedades: 

1. | z I £ 0; fl x || = 0 implica x = 0 (vetor nulo), 

2. | * x | = \k\ | x ||, keW e x e 9T, 

3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I x + y ||<||x|| + ||y||, x , y G 9 T . 

Indices nas barras duplas sao usados para distinguir entre os varios tipos de norma. Uma classe 

util de normas de vetor e a norma-/?, definida por: 

H , = ( W ' + - - + k l ' ) ' . p * > -

Destas, as normas 1, 2 e co sao as mais importantes: 

H I = l x i | + '*' + l X " l , t a r n t>em chamada de norma uniforme. 

||x||2 = ^|x, | 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—h | x n |

2

 j
2 = ^ x T x p ( chamada tambem de norma euclidiana 

que e equivalente ao comprimento ou distancia da geometria analitica. 

||xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA| L = max jx , | } norma co tambem chamada de norma de Chebyschev. 

Um vetor unitario com respeito a uma dada normazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA II • ! e um vetor x que satisfaz 

1 . 

A analise de algoritmos para matrizes frequentemente requer o uso de normas de matriz. 

Por exemplo, a qualidade da solucao de um sistema linear pode ser pobre se a matriz dos 

coeficientes e "quase singular". Para quantificar a nocao de quase singularidade necessitamos de 

uma medida de distancia no espaco vetorial das matrizes. Normas de matriz fornecem essa 

medida. 

Como $Rmx" e isomorfico a ^Rmn, a definicao de uma norma de matriz devera ser 

equivalente a definicao de uma norma de vetor [Golub 87]. 
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Definicao 4.8.5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - A norma de matriz, denotada p o r / = || •| | , e uma funcao/: 9 ? m x n - » 9 ? que 

satisfaz as seguintes propriedades: 

1-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA MI^O;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AeX"", ([A || = 0 seA = 0), 

2. ]/cA \ =|*| \A\, * e %Ae Wax" 

3. \A+B\&[4 + \B\, A,Ben""" 

Como em normas de vetor, usamos a notacao de barras duplas com subscritos para 

designar norma de matriz, isto e, \\A\\ =J{A). 

As normas de matriz mais comumente utilizadas sao aquelas induzidas pelas normas 1, 2 e 

co de vetor: 

,{A x « . 
A\\. = max „ „ = max Y \a, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x*  0 IM|, 1 

uA x ... y 
A\- max = ( maior auto- valor de/i Ay , 

x * 0 n 

lUxll " | | 
A\\ - max .. „ * = max > \aJ. 

Observe que as normas de matriz foram definidas em funcao das normas de vetor (lembre-se que 

Axeum vetor). 

Ao aplicarmos um metodo obtemos a solucao computada x c , que poder ser uma boa 

solucao, ou nao. Apresentaremos um meio para verificar se uma solucao computada de um 

sistema linear e aceitavel ou nao. 

Discutiremos o dificil problema de determinar o erro de uma solucao aproximada (sem o 

conhecimento da solucao). Apresentaremos e usaremos normas como uma maneira de medir o 

"tamanho" de vetores e matrizes. 

Se x c e uma solucao computada para o sistema linear Ax = b , entao seu erro absoluto e a 

diferenca 

e = x - xc. 

Este erro e, naturalmente, nao conhecido por nos. Mas podemos sempre computar o erro residual 

r = Ax -A x„ 
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uma vez quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ax e justamentezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b. 0 residuo, entao, mede quao bem xc satisfaz o sistema linear 

Ax = b. S e r e o vetor nulo, entao x c e a (exata) solucao, isto e, e e, entao, zero. Espera-se que 

cada entrada do vetor r seja pequena, se xc e uma boa aproximacao para a solucao x. 

O tamanho do vetor residual, r = b - A xc, de uma solucao computada x c nao e sempre 

um indicador seguro do tamanho do erro, e = x - x c , nesta solucao computada. Se ou nao um 

pequeno residuo implica em um "pequeno" erro, depende do tamanho da matriz dos coeficientes 

e de sua inversa. Para essa discussao, necessitamos de um meio de medir o "tamanho" de vetores 

de ordem n e matrizes n x 

Um outro criterio e recomputar a solucao, introduzindo uma perturbacao "pequena" no 

problema, alterando ligeiramente um ou mais dados (computando a solucao em precisao dupla, 

caso seja possivel, e uma pratica comum) e verificar se vai haver grandes alteracoes na solucao. 

Vamos agora tratar de obter uma estimativa da relacao entre as perturbacoes relativas nos 

dados (beA)t na solucao. Comecemos perturbando b e calculando a perturbacao em x. Seja 

A( x + 6x)= b + 8b 

o sistema perturbado. Temos 

Ax +Adx = b + 8b, 

Adx = 8b, 

e, em alguma norma. 

Perturbando, agora, A 

Sx< A~] 

(A +8^)(x + 8x) = b, 

Ax + A 8x + 8^x + 6Abx = b, 

A 8x + 8^(x + 8x) = 0, 

de onde se retira 

e, em alguma norma, 

8x= -A~]SA(x+Sx), 

Sx < 
- l 

x+ 8 x 

nl||x+ ^ x 

< , - I M I 

que expressa a perturbacao relativa na solucao x, devida a perturbacao relativa em A. 

O numero 
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K =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 
b-]\\\\A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(4.8.3) 

e chamado numero de condicao da matriz A, em relacao a alguma norma dada. 

Da desigualdade 

rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA :  -  U x ! i  < l l ^ i i i l x  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

tira-se 

I < M 

Multiplicando ambos os membros de (4.8.2) por j - r { e utilizando a ultima desigualdade, obtemos 

5 x 
- l (5 bl 

(4.8.4) 

que da uma estimativa da perturbacao relativa em x, devida a perturbacao relativa em b. 

A interpretacao que damos a (4.8.2) e (4.8.3) e a seguinte: se K(A) for grande, uma 

pequena perturbacao relativa em A e b produzira grandes perturbacoes relativas na solucao x. 

Observemos que K(A) £ 1, o que se obtem tomando a norma del = A A ' 1 

1 = / = AA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- I 

< \\A - i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
. • 

Vemos que a estimativa do numero de condicao e crucial para obter uma estimativa da 

qualidade da solucao computada. E interessante averiguar as respostas a duas questoes: 

(1) Podemos tratar previamente a matriz A de modo que menos erros de arredondamento 

seja gerado durante a eliminacao ? 

(2) Tendo uma solucao computada, podemos melhorar a sua precisao de alguma forma ? 

As secoes 4.81 e 4.8.2 tentarao responder a essas questoes [Hattori 96]. 

4.8.1 - Escalamento 

Da analise de erros no produto interno, e considerando que a maioria das operacoes nos 

algoritmos de triangularizacao podem ser agrupadas na forma de produtos internos, flea evidente 

que e conveniente termos todos os elementos da matriz na mesma ordem de grandeza, isto e, 

termos a matriz bem equilibrada . Evitamos, assim, ter multiplicadores muito pequenos e soma de 

termos de ordem de grandeza muito diferentes. Se tal nao ocorre para a matriz de um dado 

sistema, Ax = b, podemos encontrar x, atraves da solucao de um outro sistema melhor 

equilibrado. 
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SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E = diag(ex, ^ , ... , en) e D = diag{d] , d2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , ... , tfrt), onde * 0, o sistema 

EADy = Eb e obtido multiplicando-se a /-esima equacao do sistema por e,-, e efetuando-se a 

substituicao de variaveis x = Dyy o que equivale a multiplicar a y'-esima coluna de A por d-. Uma 

transformacao A = FAD, A m x n, E e D diagonals com ei,di * 0, e um escalamento da matriz 

A. 

Seja B a base usada na mantissa e defina as matrizes diagonals D] e D2 por 

D , = d i a g [ £ \ . . . , £ r - ] e D2 = d i a g [ £ \ . . . , £ c - ] . 

A solucao do sistema Ax = b pode ser obtida, resolvendo o sistema escalado 

(D{]AD2)w=D{]b: 

P(D{]AD2 )=LU (fatoracao), 

L v = /°(Di _ 1 b ) (substituicao progressiva), 

Ifo = v (substituicao regressiva), 

x= D2 (compensa escalamento). 

Os escalamentos de A, b e w requerem 0(n2) operacoes de multiplicacao. Observe que a 

multiplicacao D\ A divide as linhas de A por Br,,...,Br" sem introduzir erros de 

arredondamento, escalando as equacoes, enquanto que D2 escala as incognitas. 

Assim, escolhendo Dj e D-, de modo quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K ^ I ^ A D ^ seja o menor possivel, devemos 

obter xc com maior precisao. 

Um desses metodos e o escalamento de linhas. Neste metodo D 2 - I e Dx e escolhido de 

modo que cada linha de D\^A tenha a mesma norma co. O escalamento de linha minimiza a 

possibilidade de adicao de um numero muito pequeno a um numero muito grande durante a 

eliminacao. 

A escolha dos elementos de Dx e D2i como potencias da base usada na mantissa, 

procura evitar introducao de erros no escalamento. 

A ideia do escalamento de linhas pode ser incorporado no algoritmo de Eliminacao de 

Gauss, conforme mostra o algoritmo abaixo. 
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AlgoritmozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4.8.1 Fatoracao LU com escalamento de linhas ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pivoteamento parcial. 

1. for 1 = 1 untilzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n do /• Calcula o fator de escalamento de cada linha •/ 

2. S :̂= maxj flf^j 

3. endfor 

4. for k = 1 until n - 1 do 

/• encontra o maior elemento escalado na coluna k •/ 

\
a

rk\ \
a

ik\ 

5. Encontre rtal que = max , comi = k,k+ \,...,n; 

6. if ark = 0 then a matriz A e singular, stop 

7. Permute as linha r e k 

8. for i = k+] until n do 

*kk 

10. for / • k+ 1 until n do 

12. cndfor 

13. endfor 

14. endfor • 

Escalamento visando equilibrar a matriz do problema, e uma etapa importante na solucao 

de sistemas lineares de grande porte. As operacoes de escalamento nao afetam os elementos nulos 

de uma matriz, e portanto nao alteram sua estrutura e esparsidade. 

4.8.2 - Refinamento Iterativo 

Suponha que A\ = b tenha sido resolvido pela fatoracao PA = LU e que desejamos 

melhorar a precisao da solucao computada x c . Calculemos 

r = b -A \ c , 

Ly = Pr, 

Uz = y, (4.8.5) 

v = \ c + z. 

Se a aritmetica usada fosse exata, v deveria satisfazer exatamente o sistema 

A\=A(xc +z) = b-r + Az = b 

e podemos encarar z como sendo a correcao necessaria em x c , para atingir a solucao correta. Na 

realidade, z tambem nao e a correcao procurada, porque pode estar sujeito a erro e, pior ainda, se 

for computada ingenuamente, v nao sera mais preciso que x c . Para que z seja realmente uma 

correcao e preciso computar o residuo em precisao dupla daquela utilizada no calculo de PA = 

LUt x, y e z. Como a correcao sera tambem aproximada, podemos repetir os calculos indicados 
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em (4.8.S) usando, agora,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v como nova aproximacao da solucao O processo pode ser resumido 

no algoritmo 4.8.2. 

Algoritmo 4.8.2 - Refinamento iterativo 

1. Efetuar a fatoracaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = LU;x = 0 (t digitos) 

2. while (nao converge) do 

3. r:=b-^lx; (2t digitos) 

4. Rcsolva Ly =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Pr, (t digitos) 

5. Rcsolva Uz = y; * (t digitos) 

6. x := x + z (t digitos) 

7. endwhile, G 

Este metodo e conhecido como refinamento iterativo. Cabem aqui algumas observacoes. 

Primeira, o calculo do residuo r deve ser feito utilizando a matriz original A e nao a recuperada 

pelo produto PTLU . Segunda, em computadores que so trabalham com precisao simples e dupla, 

sua capacidade devera ser estendida por software, se quisermos utilizar o refinamento iterativo 

quando os dados ja estiverem em precisao dupla (muitos processadores ja possuem hardware para 

precisao quadrupla). Terceira, a necessidade de reter uma copia da matriz A e um outro 

incomodo, se os espaco de memoria for critico. 

No algoritmo 4.8.2, omitimos o criterio de convergencia. Dois criterios de convergencia 

sao usados comumente: 

em que X e um numero pequeno (5 a 10) e a norma recomendada e 1 ou co, por serem mais 

economicas de computar. O criterio de parada (a), depende dos parametros ambientais do 

processador de ponto flutuante enquanto que o (b) e independente desses parametros; o segundo 

criterio se presta para uma implementacao portatil enquanto que o primeiro, para uma 

implementacao transportavel. 

4.9 - Resumo 

Tratamos da solucao de um sistema linear Ax = b com uma matriz A,nx n, nao singular. 

O problema pode ser desdobrado na solucao de dois sistemas: 

onde L e U sao obtidas pela Fatoracao da matriz A na forma LU. Para manter a estabilidade dos 

algoritmos da Fatoracao LU, e necessario usar uma tecnica chamada pivoteamento parcial. 

Finalmente, foi mostrado como implementar a fatoracao LU com pivoteamento parcial, fazendo 

escrituracao eficiente das permutacoes de linhas. 

Z,y = b 

Ux = y 
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Vimos tambem que a solucao x' de um sistema linearzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = b pode ser obtida utilizando-se 

um metodo iterativo, que consiste em calcular uma seqiiencia x
( 1 )

, x
( 2 )

, . . . , x
( k )

, . . . de 

aproximacoes de x\ sendo dada uma aproximacao inicial x®\ 

Vimos, tambem, dois metodos para melhorar uma solucao computada. Um deles da um 

tratamento preliminar a matriz A para reduzir ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K (escalamento). O outro melhora a solucao 

computada, via Fatoracao LU, por meio do refinamento iterativo. 

Em geral, o custo de obtencao da resolucao de sistemas de equacoes lineares aumenta 

com a ordem n da matriz associada ao sistema. Se n e pequeno, mesmo um algoritmo pouco 

eficiente tera um baixo custo computacional para executa-lo. Em muitos casos, quando n cresce 

surge uma situacao onde o tempo de execucao do algoritmo nao e aceitavel. O proximo capitulo 

descreve duas abordagens para o processamento paralelo de sistemas lineares. 
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Capitulo 5 

Resultados e Discussoes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.1 - Introdu^o 

Neste capitulo serao apresentadas as descricoes das matrizes dos coeficientes dos sistemas 

lineares usados nos testes, um piano de testes, os resultados dos testes realizados e uma avaliacao 

comparativa entre o processamento serial e o paralelo dos metodos utilizados. Nas analises, 

tomaremos como base a ordem da matriz, o tempo de execucao e a qualidade da solucao 

encontrada. 

5.2 - DescrigHo das matrizes 

A matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A usada nos testes com a Eliminacao de Gauss e Fatoracao LU e do tipo geral. 

Os elementos desta matriz foram gerados atraves de um gerador de numeros aleatorios descrito 

por Schrage [Schrage 79] chamado SNADUN(). Os elementos do vetor dos termos 

independentes b sao tais que todos os elementos do vetor solucao x sejam iguais a 1. Os testes 

foram realizados com sistemas lineares de ordem 100, 200, 500, 600, 700, 900, 1.000, 1.500 e 

2.000. 

A matriz A usada nos testes com o metodo iterativo de Gauss-Jacobi e do tipo 

estritamente diagonal dominante. Os testes foram realizados com sistemas lineares de ordem 500, 

1.000, 1.300, 1.500, 2.000, 2.500, 3.000, 4.000 e 5.000. Os elementos do vetor dos termos 

independentes b sao tais que todos os elementos do vetor solucao x sejam iguais a 1. 

A matriz A usada nos testes com o metodo iterativo dos Gradientes Conjugados e do tipo 

simetrica positiva definida estritamente diagonal dominante. Os testes foram realizados com 

sistemas lineares de ordem 500, 1.000, 2.000, 3.000, 4.000 e 5.000. Os elementos do vetor dos 

termos independentes b sao tais que todos os elementos do vetor solucao x sejam iguais a 1. 
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5.2.1 - Matriz geral 

Para gerar os elementos da matriz geral, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A = 
a 21zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a

22 

l
Q

n\
 a

n2 

a

2n 

a 
nn _ 

que foi usada nos testes com a Eliminacao de Gauss e a Fatoracao LU, usamos o algoritmo 5.1. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Algoritmo 5.1 Este algoritmo gera a matriz geral de numeros reais em precisao dupla usada nos 

testes com a Eliminacao de Gauss e a Fatoracao LU. n e o numero de equacoes e incognitas; a-

para i tj = 1, 2, 3, ... , n sao os elementos da matriz A\ semente e um numero real fornecido pelo 

usuario com 0 < semente < 2' - 1, onde i ' e o numero de bits utilizado na representacao de 

inteiros; aleat e o numero real aleatorio retornado pela rotina. 

1. for j = 1 until n do 

2. for / = 1 until // do 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

call SNADUN( semente , aleat) 

if ( MOD( semente , 2) = 0 ) then 

sinal : = +1 

else 

sinal : = - 1 

endif 

a:i - aleat x sinal 

10. endfor 

11. endfor 

5.2.2 - Matriz estritamente diagonal dominante 

A matriz de numeros reais em precisao dupla usada nos testes com o metodo iterativo de 

Gauss-Jacobi deve ser estritamente diagonal dominante, ou seja, 

a.-A > s para / =1 ,2 , 3, ... , w. 

Os elementos da matriz estritamente diagonal dominante sao gerados pelo algoritmo 5.2. 
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Algoritmo 5.2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Este algoritmo gera a matriz estritamente diagonal dominante de numeros reais, 

em precisao dupla, usada nos testes com o metodo iterativo de Gauss-Jacobi. / i e o numero de 

equacoes e incognitas;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a« para i, j = 1, 2, 3 , . . . , it, sao OS elementos da matriz A; semente e um 

numero real fornecido pelo usuario com 0 < semente < 2 s " 1 - 1 , onde S 6 o numero de bits 

utilizado na representacao de inteiros; aleat e um numero real, em precisao dupla, aleatorio 

retornado pela rotina. 

1. fory = 1 until n do 

2. for / = 1 until /; do 

3. call SNADUN( semente , aleat ) 

4. if ( MOD( semente , 2) = 0 ) then 

5. sinal: = +1 

6 else 

7. sinal : = -1 

8. endif 

9. a- = aleat x sinal 

10. endfor 

11. endfor 

12. for / = 1 until // do 

13. sum : = 0 

14. for j = 1 until /; do 

15. if ( j * i ) then 

16. sum : = sum + a-

17. endif 

18. ay = sum + sum 

19. endfor 

20 endfor 

Em ambos os casos anteriores, os elementos do vetor dos termos independentes b sao 

gerados, de modo que a solucao e x = f l 1 ••• l ] T . O algoritmo e: 
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AlgoritmozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5.3 Este algoritmo gera a matriz simetrica positiva definida (SPD), estritamente 

diagonal dominante, de numeros reais em precisao dupla, usada nos testes com o metodo iterativo 

dos Gradientes Conjugados. n e o numero de equacoes e incognitas;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a-, para ; ,j = 1, 2, 3, ... , 

n, sao os elementos da matriz .4. 

1. for /' = 1 until n do 

2. soma = 0.0D0 

3. for j'= 1 until // do 

4. if (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j < i ) then do 

5 a — a u

ij
 u

ji 

6. else 

7. atj = Numero_em_precisao_dupla( i + j ) / 1000.0D0 

8. endif 

9. soma = soma + valo^absoluto^- ) 

10. endfor 

11. atj = soma + soma 

12.endfor 

Algoritmo 5.4 Este algoritmo gera os elementos do vetor dos termos independentes b, de modo 

que a solucao do sistema seja x = [ 1 1 1 .... 1 ] . â -, para /*, j = 1, 2, 3, ... , /?, sao os 

elementos da matriz A; /?,, b2,---ybn sao os elementos do vetor b. 

1. for i' = 1 until // do 

2. soma = 0.0D0 

3. for j = 1 until /; do 

4. soma = soma + a-

5. endfor 

6. bj = soma 

7. endfor 
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5.3 - Observances sobre implementacao 

Na implementacao das rotinas decidiu-se: 

1. nao usar o processamento de matrizes por colunas; 

2. nao adotar metodo algum para economizar espaco de memoria para armazenar a matriz 

dos coeficientes; essas matrizes sao inteiramente armazenadas; 

3. para o calculo do residuo da solucao de um sistema linear, foi escolhida a norma co ou 

de Chebyshev; e 

4. A tolerancia e usada nas rotinas serial e paralela para os metodos iterativos, e 

5.3.1 - Processamento de matrizes por linhas 

Na implementacao dos algoritmos, foi utilizada a linguagem de programacao FORTRAN. 

Nas operacoes entre matrizes e vetores, usamos o processamento por linhas. 

5.3.2 - C&lculo dos residuos 

Para medir a qualidade dos resultados obtidos nos testes, usamos a norma infinita 

O algoritmo que faz o calculo dos residuos e: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Algoritmo 5.5 - Este algoritmo faz o calculo dos residuos do sistemazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ax = b. n e o numero de 

equacoes e incognitas; , para / , j = 1, 2, 3, ... , sao os elementos da matriz AA, que contem 

os elementos da matriz original A; bb^bb-,, ••• , bbn sao elementos do vetor bb, que contem os 

elementos originais de b; x,, x~,, ... , xn sao os elementos do vetor solucao x. 

1. for / = 1 until // do 

2. v, = 0.0D0 

3. endfor 

4. for j = 1 until n do 

5. for / = 1 until n do 

6. v. = v. + aag x X j 

7. endfor 

8. endfor 

9. for /' = 1 until // do 

10. residf = abs ( bbt - vf) 

11. endfor 

12. indice = ISAMAX( n , resid , 1); 

13. print "Residuo=", resid i n d i c e 

1 x 10 -12 
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< st.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Se ex = 10"' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x ( k + i ) _ x ( k ) 

5.3.3 - Criterio de interrupts das iterates 

Para interromper as iteracoes nos testes com o metodo iterativo de Gauss-Jacobi, foi 

usado o seguinte criterio: 

• Teste da variacao absoluta: 

< entao todos os componentes de x
( k + 1 ) e x

( k ) tern os 

primeiros p digitos coincidentes. 

5.3.4 - Analise do desempenho 

O tempo de execucao da Tarefa-Mestra foi computado de duas formas. Na primeira, 

usamos o comando do Sistema Operacional AIX™, timex, cuja sintaxe e: 

timex < programa_executavel>. 

Na Segunda, o tempo de execucao foi calculado atraves do uso da funcao do FORTRAN, 

chamada DATE_AND_TIME(). Usamos essa funcao no comeco e no final do codigo da Tarefa-

Mestra e depois calculamos a diferenca dos tempos encontrados. 0 tempo computado e dado em 

s (segundos). 

5.4 - Piano de testes 

Os metodos que foram paralelizados sao: 

• Eliminacao de Gauss 

• Fatoracao LU 

• Metodo iterativo de Gauss-Jacobi 

• Metodo iterativo dos Gradientes Conjugados 

Na implementacao das rotinas para o processamento paralelo dos metodos citados acima 

foram usadas duas abordagens: 

• Primeira abordagem 

• Segunda abordagem 

5.4.1 - Primeira abordagem 

A ideia inicial, foi distribuir processamento entre as Tarefas-Escravas, sem minimizar a 

passagem de parametros entre a Tarefa-Mestra e as Tarefas-Escravas. O processamento realizado 

pelos algoritmos paralelos para a Eliminacao de Gauss, Fatoracao LU e metodo iterativo de 

Gauss-Jacobi ocorre de acordo com os seguintes algoritmos: 
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Algoritmo 5.6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Algoritmo da Tarefa-Mestra, usando a primeira abordagem para a Eliminacao 

de Gauss e Fatoracao LU. 

1. while ( / < numerojinhas - 1) do 

2. Encontra a linha pivozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p do estagio /. 

3. Distribui a linha pivo p para as Tarefas-Escravas. 

4. Distribui os blocos da matriz A para as Tarefas-Escravas. 

5. Recebe de cada Tarefa escrava os blocos da matriz A, que foram atualizados pelo 

processo de eliminacao. 

6. endwhile 

Algoritmo 5.7 - Algoritmo da Tarefa-Escrava, usando a primeira abordagem para a Eliminacao 

de Gauss e Fatoracao LU. 

1. Recebe a linha pivo p. 

2. Recebe um bloco b da matriz A. 

3. Executa a Eliminacao de Gauss no bloco b usando a linha pivo p. 

4. Envia o bloco b, que foi atualizado pela Eliminacao de Gauss para a Tarefa-Mestra. 

A Figura 5.1 ilustra o funcionamento dos algoritmos 5.6 e 5.7. Ela mostra como se da a 

comunicacao entre as tarefas, para os metodos diretos, utilizando a abordagem inicial de 

comunicacao. As setas indicam passagem de mensagens entre as tarefas. Veja que em cada passo 

da Eliminacao, a Tarefa-Mestra envia a cada Tarefa-Escrava a linha pivo e um dos blocos da 

matriz A. Em seguida, a Tarefa-Mestra espera para receber de volta esses blocos, atualizados 

pelas Tarefas-Escravas. Observe que o trafego entre as Tarefas e bastante acentuado. Essa 

comunicacao ocorre ate o ultimo passo da Eliminacao. 

O trabalho de cada Tarefa-Escrava consiste em receber a linha pivo e um dos blocos da 

matriz A, e aplicar o metodo de Eliminacao sobre esses dados. Em seguida, a Tarefa-Escrava 

envia o bloco atualizado para a Tarefa-Mestra. 

Tarefa-Escrava 1 

Tarefa-Mestra 

Matriz A 

While 

Encontrar a linha pivo 

Dividir a matriz A em blocos 

Distribuir os blocos 

Receber os blocos atualizados + 

Endwhile 

Linha pivo 

Bloco B\ da matriz A 

Executar a Eliminacao 

— bloco atualizado 

Tarefa-Escrava 2 

Linha pivo 

- • Bloco B2 da matriz A 

Executar a Eliminacao 

— Bloco atualizado 

Figura 5 . 1 - Primeira abordagem de comunicacao entre as tarefas - Metodos diretos 
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Algoritmo 5.8zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Algoritmo da Tarefa-Mestra usando a primeira abordagem para o metodo 

iterativo de Gauss-Jacobi. 

1. divide a matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A em k blocos, cada bloco tendo m linhas. 

2. divide o vetor independente b em k vetores particao, cada vetor tendo m elementos. 

3. while ( iteracao < MAXITE) do 

4. Distribui o vetor aproximacao x° para as k Tarefas-Escravas. 

5. Distribui os k blocos da matriz A para as k Tarefas-Escravas. 

6. distribui as k particoes do vetor b para as k Tarefas-Escravas. 

7. while ( i < k ) do 

8. Recebe de cada Tarefa-Escrava uma particao do novo vetor aproximacao x ° . 

9. endwhile 

10. endwhile 

Algoritmo 5.9 - Algoritmo da Tarefa-Escrava, usando a primeira abordagem para o metodo 

iterativo de Gauss-Jacobi. 

1. Recebe o vetor aproximacao x° . 

2. Recebe um dos k blocos da matriz A. 

3. Recebe uma das k particoes do vetor b. 

4. Calcula uma das k particoes do novo vetor iteracao. 

5. Envia a particao do novo vetor aproximacao para a Tarefa-Mestra. 

A Figura 5.2 ilustra o funcionamento dos algoritmos 5.8 e 5.9. Ela mostra como ocorre o 

trafego de dados entre as tarefas, para o metodo de Gauss-Jacobi, utilizando a abordagem inicial 

de comunicacao. Observe que a cada iteracao, a Tarefa-Mestra envia para cada Tarefa-Escrava o 

vetor aproximacao x°, um dos blocos da matriz A e uma das particoes do vetor dos termos 

independentes b. Feito isto, a Tarefa-Mestra espera para receber, das Tarefas-Escravas, particoes 

de vetor que vao compor o novo vetor aproximacao x°. Este comunicacao se repete ate que um 

criterio de parada seja satisfeito. 

O trabalho de cada Tarefa-Escrava e receber o vetor aproximacao x°, um bloco de dados 

da matriz A e uma das particoes do vetor b. Em seguida, ela aplica o metodo de Gauss-Jacobi 

sobre esses dados, e o resultado dessa operacao, que e uma particao de vetor, e enviado para a 

Tarefa-Mestra. 
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Tarefa Escrava 1 

Tarefa Mestre 

MatrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

Dividir a matriz A em k blocos 

Dividir o vetor b em k particoes 

While 

Vetor aproximacao x° 

Blocos dtA 

Particoes do vetor b-

Compor o novo vetor x
£ 

Endwhile 

Vetor aproximacao x° 

Bloco 51 da matriz A 

Particao do vetor b 

Executar o metodo Jacobi 

Particao do novo vetor x° 

Tarefa-Escrava 2 

Vetor aproximacao x° 

Bloco B2 da matriz A 

• • Particao do vetor b 

Executar o metodo Jacobi 

Particao do novo vetor x° zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 5.2 - Primeira abordagem dc comunicacao entre as tarefas - Metodo dc Gauss-Jacobi 
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5.4.2 - Segunda abordagem 

A ideia foi distribuir o processamento entre as Tarefas-Escravas, com o menor grau de 

comunicacao entre as Tarefas-Escravas e a Tarefa-Mestra, ou seja, a passagem de parametros 

entre a Tarefa-Mestra e as Tarefas-Escravas foi minimizada. Os algoritmos paralelos que usam 

essa nova abordagem de comunicacao entre as Tarefas, sao como segue: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Algoritmo 5.10 - Algoritmo da Tarefa-Mestra utilizando a segunda abordagem para a 

Eliminacao de Gauss e Fatoracao LU. 

1. divide a matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A em k blocos, cada bloco tendo m linhas 

2. divide o vetor independente b em k particoes, cada particao contendo m elementos 

3. determina a primeira linha pivo, utilizando o pivoteamento parcial 

4. criacao e distribuicao das k Tarefas-Escravas 

5. for / = 1 until k do 

6. envia a linha pivo para a Tarefa-Escrava / 

7. envia o bloco / para a Tarefa-Escrava i 

8. endfor 

9. true = 1 

10. while( true = 1) do 

11. for / = 1 until k do 

12. recebe da Tarefa-Escrava / informacoes sobre a linha do bloco / que e candidata a 

ser a nova linha pivo do proximo passo da eliminacao 

13. endfor 

14. escolhe a nova linha pivo entre as candidatas 

15. for / =1 until k do 

16. envia para cada Tarefa-Escrava uma mensagem contendo a informacao de qual 

tarefa escrava contem a nova linha pivo 

17. endfor 

18. recebe de uma das Tarefas-Escravas a nova linha pivo 

19. recebe a linha pivo que foi usada na eliminacao e a armazena na matriz A 

20. if ( for o ultimo passo da eliminacao ) then do 

21. encerra o processo de eliminacao 

22. mata as Tarefas-Escravas; true = 0 

23 endif 

24. for / = 1 until k do 

25. envia a nova linha pivo para cada Tarefa-Escrava 

26. endfor 

27. endwhile 

28. substituicao regressiva; 

29. print 'solucao:', x 
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Algoritmo 5.11zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Algoritmo da Tarefa-Escrava utilizando a segunda abordagem para a 

Eliminacao de Gauss e Fatoracao LU. 

1. recebe a linha pivo que sera usada na primeira eliminacao 

2. recebe um bloco da matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A que sofrera a eliminacao 

3. true = 1 

4. while (true = 1) do 

5. ' aplica o processo de eliminacao 

6. pesquisa no bloco pela linha que e candidata a ser a linha pivo para a proxima 

eliminacao 

7. envia para a Tarefa-Mestra informacoes sobre a linha candidata a linha pivo 

8. recebe da Tarefa-Mestra o resultado da pesquisa 

9. if ( a linha pivo estiver nesta tarefa ) then do 

10. envia para a Tarefa-Mestra a linha pivo 

11. envia a linha que foi usada como linha pivo para ser armazenada em A 

12 endif 

13. if ( ainda tiver trabalho) do 

14. recebe a nova linha pivo que sera usada na proxima eliminacao 

15. else 

16. true =0 

17. endif 

18.endwhile 

A Figura 5.3 ilustra o funcionamento dos algoritmos 5.10 e 5.11. Nela e mostrado como 

se da a comunicacao entre as tarefas, para os metodos diretos, utilizando a segunda abordagem 

comunicacao. As setas indicam passagem de mensagens entre as tarefas. 

A Tarefa-Mestre distribui a linha pivo e os blocos da matriz A entre as Tarefas-Escravas. 

Cada Tarefa-Escrava, recebe a linha pivo e um dos blocos da matriz A e entra em um loop. Neste 

loop ela aplica o metodo de Eliminacao sobre os seus dados, e a linha que foi usada como linha 

pivo e enviada de volta para a Tarefa-Mestra, a fim de atualiza a matriz A. Em seguida, cada 

Tarefa-Escrava pesquisa no seu bloco de dados atualizados, pela candidata a linha pivo. Essas 

candidatas sao enviadas a Tarefa-Mestra, que elege a nova linha pivo do proximo passo de 

Eliminacao. Finalmente, a Tarefa-Mestra envia a nova linha pivo para cada uma das Tarefas-

Escravas, que por sua vez, executam o proximo passo da Eliminacao, sobre seus dados. Ao final 

do processo de Eliminacao, a matriz A estara pronta para softer o processo de substituicao 

progressiva e/ou regressiva. 
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Tarefa Escrava 1 

Tarefa Mestre 

MatrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

Linha pivo 

Dividir a matriz A em blocos 

While 

Atualiza a Matriz A 

Encontrar a nova linha pivo 

Linha pivo 

Endwhile 

Substituicao progressiva 

Substituicao regressiva 

^ Linha pivo 

• Bloco B\ da matriz A 

while 

Executar a Eliminacao 

linha pivo usada 

Pesquisar nova linha piv^ 

Nova linha pivo 

endwhile 

Linha pivo 

Bloco B2 da matriz A 

while 

Executar a Eliminacao 

linha pivo usada 

Pesquisar nova linha piv5 

Nova linha pivo 

endwhile 

Tarefa Escrava 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 5.3 - Segunda abordagem dc comunicacao entre as tarefas - Mdtodos diretos 
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AlgoritmozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5.12 - Algoritmo da Tarefa-Mestra utilizando a segunda abordagem para o metodo 

iterativo de Gauss-Jacobi. 

1. /* inicializacao do vetor aproximacao inicial */ 

2. tolerancia = 1.0D-12 

3. for / = 1 until // do 

4. x( i ) = 0.0D0 

5. endfor 

6. for / = 1 untilzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n do 

7. xold( i ) = x( i ) 

8. endfor 

9. a matriz A e dividida em k blocos, cada bloco tendo m linhas 

10. o vetor independente b e dividido em k particoes, cada particao contendo m elementos 

11. distribuicao dos k blocos da matriz A 

12. for / = 1 until k do 

13. envia o bloco i da matriz A para a Tarefa-Escrava i 

14. envia a particao / do vetor b para a tarefa i 

15. envia o vetor aproximacao xold para a tarefa /' 

16. endfor 

17. ite = 0 

18. while (ite < maxit) do 

19. ite = ite + 1 

20. for i = 1 until k do 

21. recebe de cada Tarefa-Escrava uma particao do novo vetor aproximacao x 

22. endfor 

23. /* essas particoes com m elementos vao formar o novo vetor aproximacao x */ 

/* que devera ter m x k elementos. */ 

/* faz o teste de parada */ 

24. if (teste_de_parada < tolerancia ) then do 

25. exit 

26. else 

27. continue 

28. endif 

29. for i = 1 until // do 

30. xold( i ) = x ( i ) 

31. endfor 

32. for / = 1 until k do 

33. envia para cada Tarefa-Escrava o novo vetor aproximacao xold 

34. endfor 

35. endwhile 

36. for / = 1 until k do 

37. mata a Tarefa-Escrava i 

38. endfor 

39. print 'solucao:', x 



Algoritmo 5.13zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Algoritmo da Tarefa-Escrava utilizando a segunda abordagem para o metodo 

iterativo de Gauss-Jacobi. 

1. recebe um dos bloco da matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A, contendo m linhas 

2. recebe uma particao do vetor b contendo m elementos 

3. receber o vetor aproximacao xold 

4. true = 1 

5. while ( true = 1) do 

6. /* calculo das m componentes do proximo vetor aproximacao * / 

7. aplica o metodo de Gauss-Jacobi, no bloco recebido, usando xold 

8. envia a particao do novo vetor aproximacao para a Tarefa-Mestra 

9. recebe da Tarefa-Mestra o novo vetor aproximacao xold 

10. endwhile 

A Figura 5.4 ilustra o funcionamento dos algoritmos 5.12 e 5.13. Ela mostra como ocorre a 

passagem de mensagens entre as tarefas, para o metodo de Gauss-Jacobi, utilizando a segunda 

abordagem de comunicacao. 

A Tarefa-Mestra, inicialmente, distribui para cada Tarefa-Escrava um dos blocos da matriz 

A, uma das particoes do vetor b e o vetor aproximacao. Em seguida, ela entra em um loop e 

espera para receber particoes de vetor, vindas das Tarefas-Escravas. Essas particoes vao compor 

o novo vetor aproximacao, que e enviado de volta para cada uma das Tarefas-Escravas. A 

Tarefa-Mestra permanece neste loop ate que um criterio de parada seja satisfeito. 

O trabalho da Tarefa-Escrava, e no inicio, receber um dos blocos da matriz A, uma das 

particoes do vetor b e o vetor aproximacao. Depois ela entra em loop, executando o metodo de 

Gauss-Jacobi. O resultado dessa operacao e uma particao de vetor, que ira compor o novo vetor 

aproximacao. Essa particao e entao levada a Tarefa-Mestra, que se encarregara de receber as 

outras particoes, vindas das outras Tarefas-Escravas, e finalmente ira compor o novo vetor 

aproximacao. Esse novo vetor aproximacao e mandado de volta para as Tarefas-Escravas, para 

que elas executem novamente o metodo de Gauss-Jacobi. 
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Tarefa-Escrava 1 

Tarefa-Mestra 

MatrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

Dividir a matriz A em k blocos 

Dividir o vetor b em k particoes 

Blocos da matriz A 

Particoes do vetor b 

Vetor aproximacao x° 

while 

Compor o novo vetor x
£ 

Novo vetor x^ 

Endwhile 

Bloco B\ da matriz A 

Particao do vetor b 

>• Vetor aproximacao x° 

while 

Executar o metodo Jacobi 

Particao do novo vetor x° 

•>• novo vetor x° 

endwhile 

Tarefa-Escrava 2 

Bloco B2 da matriz A 

Particao do vetor b 

Vetor aproximacao x° 

while 

Executar o metodo Jacobi 

Particao do novo vetor x° 

Novo vetor x° 

endwhile zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura 5.4 - Segunda abordagem de comunicacao entre as tarefas para o metodo dc Gauss-Jacobi 
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AlgoritmozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5.14 - Algoritmo da Tarefa-Mestra, utilizando a segunda abordagem para o metodo 

iterativo dos Gradientes Conjugados. n e o numero de equacoes e incognitas do sistema linear. 

A matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A deve ser simetrica positiva definida. 

1. tolerancia = 1.013-12 

2. maxit = 50 

3. for j = l until n do /* vetor aproximacao inicial */ 

4. x( i ) = 0.0D0 

5. endfor 

6. r = b-Ax /* computa o residuo r = b-Ax */ 

7. for / = 1 until // do 

8. p( i ) = r( i ) 

9. endfor 

10. c = produto_interno( r , r ) 

11. a matriz A e dividida em k blocos, cada bloco possuindo m linhas 

12. distribuicao dos k blocos da matriz A para as Tarefas-Escravas 

13. for / = 1 until k do 

14. envia o bloco / para a Tarefa-Escrava / 

15. envia o vetor p para a Tarefa-Escrava i 

16. endfor 

17. for / = 1 until maxit do 

18. if( sqrt(produto_interno( p , p )) < tolerancia ) go to 44 

19. for / = 1 until A: do 

20. recebe de cada Tarefa-Escrava uma particao do vetor q 

21. endfor 

22. a = c / produto_interno( p , q ) 

23. for / = 1 until n do 

24. x( i ) = x( i ) + a x p( i ) 

25. endfor 

26. for / = 1 until // do 

27. r( i ) = r( i ) - a x q( i ) 

28. endfor 

29. d = produto_interno( r , r ) 

30. for / = 1 until n do 

31. p ( i ) = r ( i ) + ( d / c ) x p ( i ) 

32. endfor 

33. c = d 

34. for / = 1 until k do 

35. envia para cada Tarefa-Escrava o novo vetor p 

36. endfor 

37. endfor 

38. continue 

39. for / = 1 until k do 

40. mata a Tarefa-Escrava /' 

41. endfor 

42. print 'A solucao e:', x 

43. print 'O residuo e:', r 
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Algoritmo 5.15zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Algoritmo da Tarefa-Escrava utilizando a segunda abordagem para o metodo 

iterativo dos Gradientes Conjugados.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n e o numero de incognitas de cada equacao do sistema 

linear. 

1. recebe um dos blocos da matriz A contendo m linhas 

2. recebe o vetor p com n componentes 

3. /* calculo das m componentes do proximo vetor q */ 

4. true = 1 

5. while( true = 1) do 

6. for / = 1 until m do 

7. soma = 0.0D0 

8. for j = 1 until /; do 

9. soma = soma + ( a( i , j ) x p( j ) ) 

10. endfor 

11. wq( i ) = soma 

12. endfor 

13. Envia o vetor wq com m componentes para a Tarefa-Mestra, que ira compor o vetor q 

14. recebe da Tarefa-Escrava o novo vetor p 

15.endwhile 

Tarefa-Escrava 1 

Tarefa-Mestra 

Matriz A 

Vetor aproximacao x° 

Dividir a matriz A em k blocos 

Vetor de direcao p 

While 

Compor o vetor q-̂  

Calcular x 

Calcular r 

Calcular p 

Endwhile 

> Bloco B\ deA 

Vetor p 

while 

calcular wq = B\p 

— • vetor p 

endwhile 

Tarefa-Escrava 2 

BlocoB2 deA 

Vetor p 

while 

calcular wq = B2p 

—• vetor p 

endwhile 

Figura 5.5 - Segunda abordagem de comunicacao entre as tarefas para o metodo dos Gradientes 

Conjugados. 

A Figura 5.5 ilustra o funcionamento dos algoritmos 5.14 e 5.15. Ela ilustra como ocorre a 

passagem de mensagens entre as tarefas, para o metodo dos Gradientes Conjugados, utilizando a 

segunda abordagem de comunicacao. 
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Inicialmente, a Tarefa-Mestra, distribui para cada Tarefa-Escrava um dos blocos da matriz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A e o vetor de direcaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p. Em seguida, ela entra em um loop e espera para receber particoes de 

vetor, vindas das Tarefas-Escravas. Essas particoes vao compor o vetor q, usado para calcular a 

proxima aproximacao x e o residuo correspondente. Depois, a Tarefa-Mestra faz um novo calculo 

do vetor de direcao p e este e enviado de volta para cada uma das Tarefas-Escravas. A Tarefa-

Mestra permanece neste loop ate que um criterio de parada seja satisfeito. 

0 trabalho da Tarefa-Escrava, e no inicio, receber um dos blocos da matriz A e o vetor de 

direcao p. Depois ela entra em loop, executando a multiplicacao do bloco pelo vetor p. O 

resultado dessa operacao e uma particao de vetor, que ira compor o novo vetor q. Essa particao e 

entao levada a Tarefa-Mestra, que se encarregara de receber as outras particoes, vindas das 

outras Tarefas-Escravas, e finalmente compor o novo vetor q. 

5.5 - Resultados dos testes 

Nesta secao, serao apresentados os resultado de testes de execucao das rotinas serial e 

paralela, que implementam a Eliminacao de Gauss, a Fatoracao LU, o metodo iterativo de 

Gauss-Jacobi e o metodo iterativo dos Gradientes Conjugados. 

5.5.1 - Resultados dos testes usando a primeira abordagem 

As Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 mostram um resumo dos testes realizados utilizando a primeira 

abordagem. Nestas Tabelas, os melhores tempos produzidos pelo algoritmo paralelo de cada 

metodo (Eliminacao de Gauss, Fatoracao LU e o metodo iterativo de Gauss-Jacobi) sao 

comparados com o tempo obtido pelo algoritmo serial para sistemas lineares de ordem 100, 200, 

500 e 1.000 respectivamente. Nao foram realizados testes com o algoritmo paralelo para o 

metodo iterativo dos Gradientes Conjugados, usando a abordagem inicial de comunicacao entre 

as Tarefas, pois, os resultados dos testes com os algoritmos paralelos dos outros metodos, nao 

foram satisfatorios. 

Mclhor tempo computado 

pelo algoritmo paralelo, Tempo computado 

Matriz ^^^^^ usando a primeira abordagem : TA 

i 
pelo algoritmo serial : 7̂  r, 

100x100 21,33 s 0,17 s 125,47 

200x200 70,11 s 1,50 s 46,74 

500x500 668.84 s 35,76 s 18,70 

1.000x1.000 5.698,45 s 729,11 s 7,81 

2.000x2.000 * 12.043,50 s * 

Tabela 5.1 - Comparacao dos tempos paralelos obtidos usando a primeira abordagem e o tempo 

serial para a Eliminacao de Gauss 
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Melhor tempo computado 

pelo algoritmo paralelo. Tempo computado zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\  
usando a primeira abordagem :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TA pelo algoritmo serial : 7̂  Tt 

Matriz " zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

100x100 21.27 s 0.18 s 118,16 

200x200 53.02 s 1,43 s 37.07 

500x500 485.89 s 35.00 s 13,88 

1.000x1.000 4.806.12 s 704,27 s 6,82 

2.000x2.000 * 11.616,87 s ' * 

Tabela 5.2 - Comparacao dos tempos paralelos obtidos usando a primeira abordagem e o tempo serial para 

a Fatoracao LU 

Mclhor tempo computado Tempo computado 

pelo algoritmo paralelo. Pelo algoritmo serial : 7̂  \  

Matriz usando a primeira abordagem : 7^ 

500x500 30.58 s 3.69 s 8.28 

1.000x1.000 129.95 s 18.16 s 7.15 

1.300x1.300 202.72 s 33.36 s 6.07 

1.500x1.500 227.35 s 45.76 s 4,96 

2.000x2.000 350.51 s 153.16 s 2.28 

2.500x2.500 592.78 s 239.05 s 2.47 

3.000x3.000 468.63 s 301.52 s 1.55 

Tabela 5.3 - Comparacao dos tempos paralelos obtidos usando a primeira abordagem c o tempo serial para 

o metodo itcrativo dc Gauss-Jacobi 

As Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 mostram que a primeira abordagem, usada para a paralelizacao 

da Eliminacao de Gauss, Fatoracao LU e metodo iterativo de Gauss-Jacobi, nao foi satisfatoria. 

Para um sistema de ordem 2.000, os algoritmos paralelos dos metodos diretos nao forneceram 

resposta, em virtude da passagem de parametros ser muito intensa. A razao entre o melhor tempo 

computado pelo algoritmo paralelo, ( 7 A ). e o tempo computado pelo algoritmo serial para 

sistemas de ordem 100, 200, 500 e 1.000, mostra que o tempo paralelo e muito maior que o 

tempo serial ( Ts ). 

Os resultados completos dos testes utilizando a primeira abordagem, sao mostrados nas 

Tabelas 5.4 a 5.20. Inicialmente, foi investigado o desempenho dos algoritmos paralelos, em 

funcao do numero de maquinas, do numero de Tarefas-Escravas e do tamanho da matriz utilizada 

no processamento. Nas Tabelas 5.4 a 5.8 sao mostrados os resultados produzidos pelos testes 

com a Eliminacao de Gauss. As Tabelas 5.9 a 5.13 e 5.14 a 5.20 mostram os resultados 

produzidos pelos testes com a Fatoracao LU e metodo iterativo de Gauss-Jacobi, 

respectivamente. Como referenda, as Tabelas mostram o tempo do processamento serial para 

cada caso. Pode-se observar que os tempos de processamento paralelo, sao sempre maiores que 
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os do processamento serial, independente da configuracao (n° de maquinas x n° de Tarefas-

Escravas x tamanho da matriz). 

Os resultados obtidos, portanto, demonstraram a inviabilidade dos algoritmos usando a 

primeira abordagem, devido a forma como e feita a comunicacao entre a Tarefa-Mestra e as 

Tarefas-Escravas. 

Processamcnlo Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 32.62 s 24.34 s 21.33 s 

6 Tarefas- Escra vas 26.85 s 28.50 s 25.10 s 

7 Tarefas-Escravas 52.87 s 37.88 s 30.14 s 

8 Tarefas-Escravas 31.89 s 31.99 s 34.38 s 

9 Tarefas-Escravas 31.71 s 35.38 s 31.69 s 

10 Tarefas-Escravas 50.03 s 45.52 s 42.82 s 

20 Tarefas-Escravas 9034 s 76.78 s 64.42 s 

Residuo 0.110605162495502896E-04 

Processamcnlo Serial 

Tempo 0.17 s 

Residuo 0.746069872548105195E-13 

Tabela 5.4 - Eliminacao dc Gauss - Matriz 100x 100 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 103.72 s 105.14 s 92.21 s 

6 Tarefas-Escravas 133.25 s 116.60 s 104.77 s 

7 Tarefas-Escravas 84.34 s 82.85 s 70.11 s 

8 Tarefas-Escravas 88.94 s 89.29 s 92.55 s 

9 Tarefas-Escravas 92.93 s 88.80 s 89.27 s 

10 Tarefas-Escravas 13 5.54 s 144.93 s 134.95 s 

20 Tarefas-Escravas 221.28 s 191.35 s 181.19 s 

Residuo 0.715649658973305236E-04 

Processamento Serial 

Tempo 1.5 s 

Residuo 0.270OO6239588838071E-12 

Tabela 5.5 - Eliminacao dc Gauss - Matriz 200x200 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 1.078.59 s 1.055.01 s 948.46 s 

6 Tarefas-Escravas 1.24834 s 1.063.84 s 877.56 s 

7 Tarefas-Escravas 1.454.08 s 1.157,70 s 802,73 s 

8 Tarefas-Escravas 668.84 s 768,55 s 774,14 s 

9 Tarefas-Escravas 1.061.41 s 1.080.33 s 1.096.83 s 

10 Tarefas-Escravas 1.427.03 s 1.154.59 s 1.132,98 s 

20 Tarefas-Escravas 1.519.66 s 1.564.82 s 1.317.34 s 

Residuo 0.350419853962335992E-03 

Processamento Serial 

Tempo 35.76 s 

Residuo 0.16O582658281782642E-11 

Tabela 5.6 - Eliminacao de Gauss - Matriz 500x500 
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Processamento Paralelo 

7 maquinas 

5 Tarefas- Escra vas 8.735.38 s 

6 Tarefas- Escra vas 7.553.37 s 

7 Tarefas-Escravas 5.698.45 s 

8 Tarefas-Escravas 6.568.69 s 

9 Tarefas-Escravas 6.507.02 s 

10 Tarefas - Escra vas 5.926.71 s 

20 Tarefas>Escravas 6.785.22 s 

Residuo 0.106228066211422334E-02 

rYocessarncnlo Serial 

Tempo 729.11 s 

Residuo 0.765165708571657888E-11 

Tabela 5.7 - Eliminacao dc Gauss - Matriz 1 .OOOx 1.000 

Proccssarnento Paralelo 

7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA• 
7 Tarefas- Escra vas • 
9 Tarefas-Escravas • 

20 Tarefas-Escravas • 
Residuo • 

Processamento Serial 

Tempo 12.043.50 s 

Residuo 0.524380538990953937E-11 

(•) - A redezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ficou congestionada pelo trafego intenso 

Tabela 5.8 - Eliminacao dc Gauss - Matriz 2.000x2.000 

Proccssarnento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 26.98 s 23.51 s 21.31 s 

6 Tarefas-Escravas 46.26 s 46.10 s 21.27 s 

7 Tarefas-Escravas 49.13 s 33.54 s 24.00 s 

8 Tare fas -Escra vas 31,91 s 30.33 s 30.98 s 

9 Tarefas-Escravas 30.72 s 32.92 s 31.03 s 

10 Tarefas-Escravas 45.50 s 41.87 s 38,39 s 

20 Tarefas-Escravas 88.99 s 80,13 s 67.42 s 

Residuo 0.184830463389323851E-04 

Processamento Serial 

Tempo 0.18 s 

Residuo 0.48849813083 5068878E-13 

Tabela 5.9 - Fatoracao L U - Matriz 100x 100 



Proccssarnento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas- Escra vas 85.48 s 73.17 s 68.21 s 

6 Tarefas-Escravas . 75.99 s 63.58 s 60.45 s 

7 Tarefas-Escravas 84.02 s 73.96 s 53.02 s 

8 Tarefas-Escravas 85.24 s 87.74 s 86.32 s 

9 Tarefas-Escravas 85.35 s 90.28 s 92.77 s 

10 Tarefas-Escravas 155.81 s 134.04 s 143.47 s 

20 Tarefas- Escra vas 255.52 s 239.76 s r 223.92 s 

Residuo 0.446937260250024337E-04 

Processamento Serial 

Tempo 1.43 s 

Residuo 0.136335387423969223E-12 

Tabela 5.10- Fatoracao LU - Matriz 200x200 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 604.16 s 598.14 s 590.84 s 

6 Tarefas-Escravas 677.02 s 492.99 s 485.89 s 

7 Tarefas-Escravas 785.87 s 494.06 s 487.14 s 

8 Tarefas-Escravas 617.76 s 564.25 s 540.20 s 

9 Tarefas-Escravas 612.88 s 591.76 s 540.34 s 

10 Tarefas-Escravas 723.19 s 538.21 s 466.67 s 

20 Tarefas-Escravas 774.52 s 757.44 s 720.64 s 

Residuo 0.279305974634880272 F.-03 

Proccssarnento Serial 

Tempo 35 s 

Residuo 0.390798504668055102K-12 

Tabela 5.11 - Fatoracao LU - Matriz 500x500 

Processamento Paralelo 

7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 7.783.32 s 

6 Tarefas-Escravas 6.046.83 s 

7 Tarefas-Escravas 4.806.12 s 

8 Tarefas-Escravas 5.807.40 s 

9 Tarefas- Escra vas 6.065.65 s 

10 Tare fas- Escra vas 6.133,19 s 

20 Tarefas-Escravas 6.497,63 s 

Residuo 0.104953488562475883E-02 

Processamento Serial 

Tempo 704,27 s 

Residuo 0.130029320644098334E-11 

Tabela 5.12- Fatoracao LU - Matriz 1.000x 1.000 



FToccssarncnto Paralelo 

7 maquinas 

6 Tarefas- Escra vas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA• 
7 Tarefas-Escravas • 
8 Tarefas-Escravas • 
9 Tarefas-Escravas • 

10 Tarefas-Escravas • 
Residuo • 

Processamento Serial 

Tempo 11.616.87 s 

Residuo 0302691205433802679F-11 

(•) - A rede ficou congesuonada pelo traiego intense 

Tabela 5.13 - Fatoracao LU - Matriz 2.000x2.000 

Proccssarnento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefa*-Escra vas 45.55 s 4335 s 30.58 i 

7 Tare fas- Eacravaa 61.92 s 63.47 s 33.44 s 

9 Tarefas-Escravas 73.12 s 66.81 s 53.28 s 

10 Tarefas-Escravas 51.56 s 51.11 s 50.40 s 

14 Tarefas- Escra vas 73.87 s 60.39 s 40.11 s 

21 Tarefas-Escravas 76.62 s 58.02 s 44.64 s 

28 Tarefas-Escravas 75.43 s 67.85 s 50.96 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOF. • 00 

Proccssarnento Serial 

Tempo 3.69 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOF • 00 

Tabela 5.14 - Metodo Itcrativo dc Gauss-Jacobi - Matriz 500x500 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 T arc fas - Escra \ as 162.36 s 136.63 s 145.43 s 

7 Tarefas-Escravas 227.50 s 225.80 s 129,95 s j 

9 Tarefas-Escravas 179.94 s 181.38 s 176.52 s 

10 Tarefas-Escravas 159.05 s 157.34 s 159.86 s 

14 Tarefas-Escravas 176.78 s 178.92 s 120.63 s 

21 Tarefas- Escra vas 214.51 s 164.32 s 131,19 s 

28 Tarefas-Escravas 204.15 s 170,59 s 136,48 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE- 00 

Processamento Serial 

Tempo 18.16 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOF. - 00 

Tabela 5.15 - Metodo Iterativo de Gauss-Jacobi - Matriz 1.000x1.000 



Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 298.85 s 293.26 s 25537 s 

7 Tarefas- Escravas 389.95 s 240.49 s 249.06 s 

9 Tarefas-Escravas 320.15 s 202.72 s 206.22 s 

10 Tarefas- Escravas 286.62 s 293.78 s 291.65 s 

14 Tarefas-Escravas 305.26 s 310.93 s 226,10 s 

21 Tarefas-Escravas 285.65 s 226.46 s 229,34 s 

28 Tarefas-Escravas 273.92 s 280.91 s 237,54 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOF. - 00 

Proccssarnento Serial 

Tempo 33.36 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOF-00 

Tabela 5.16 - Metodo Iterativo de Gauss-Jacobi - Matriz 1.300x1.300 

Proccssarnento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escra vas 407.50 s 390.96 s 354.05 s 

7 Tarefas-Escravas 506.79 s 499.71 s 297.79 s 

9 Tarefas-Escravas 402.17 s 388.26 s 387.40 s 

10 Tarefas- Escravas 352.94 s 328.76 s 319.18 s 

14 Tarefas-Escravas 335.78 s 338.62 s 227.35 s 

2 1 Tarefas-Escravas 376.91 s 314.92 s 239.44 s 

28 Tarefas-F-scravas 358.36 s 355.99 s 338.71 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOF- 00 

Proccssarnento Serial 

Tempo 45.76 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOF- 00 

Tabela 5.17 - Metodo Iterativo dc Gauss-Jacobi - Matriz 1.500x1.500 

Processamcnlo Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 672.23 s 616.88 s 736.17 s 

7 Tare fas-Escra vas 516.07 s 472,70 s 448.24 s 

9 Tarefas-F-scra vas 785.01 s 553.88 s 553.08 s 

10 Tarefas-Escravas 550,62 s 527.24 s 350.51 s 

14 Tarefas-Escravas 642.39 s 423.24 s 431,51 s 

21 Tarefas-Escravas 621,83 s 437,61 s 450,95 s 

28 Tarefas-Escravas 539,78 s 460,18 s 386,73 s 

Residuo 0.0OO0OOOOOOOOOO0000E+O0 

Processarnento Serial 

Tempo 153.16 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-OO 

Tabela 5.18- Metodo Iterativo dc Gauss-Jacobi - Matriz 2.000x2.000 



Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 948.30 s 923.92 s 771.54 s 

7 Tarefas- Escra vas 1.112.89 s 1.103.27 s 710.69 s 

9 Tarefas-Escravas 864.74 s 873.85 s 879.65 s 

10 Tarefas-Escravas 810.99 s 786.37 s 791.59 s 

14 Tarefas- Escra vas 797.73 s 631.81 s 602.66 s 

21 Tarefas-Escravas 789.93 s 603.15 s 621.17 s 

28 Tarefas- Escra vas 877.94 s 725.52 s 592.78 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-OO 

Processamento Serial 

Tempo 239.05 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOF- 00 

Tabela 5.19 - Metodo Itcrativo dc Gauss-Jacobi - Matriz 2500x2500 

Pnxxssamcnto Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 1.294.69 s 1.365.09 s 1.207.13 s 

7 Tarcfas-Fscravas 873.97 s 795.74 s 669.33 s 

9 Tarefas-Escra vas 897.50 s 587.28 s 629.69 s 

10 Tarefas-Escravas 724.26 s 630.13 s 606.05 s 

14 Tarefas-Escravas 717.34 s 604.91 s 498.97 s 

21 Tarefas-Escravas 588.28 s 469.63 s 474.99 s 

28 Tarefas-Escravas 612.20 s 524.40 s 478.48 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOF- 00 

lYoccssamcnto Serial 

Tempo 301.52 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOF • 00 

Tabela 5.20 - Metodo Itcrativo dc Gauss-Jacobi - Matriz 3000x3000 

5.5.2 - Resultados dos testes usando a segunda abordagem 

Para obter um ganho significativo no desempenho dos algoritmos paralelos, para os 

metodos diretos e iterativos, decidimos minimizar a passagem de parametros entre a 

Tarefa-Mestra e as Tarefas-Escravas. 

Na nova abordagem, os tempos computados pelos novos algoritmos paralelos cairam 

drasticamente. O resumo dos resultados obtidos e mostrado nas Tabelas 5.21 a 5.27. 

Matriz 

Melhor tempo computado 

Pelo algoritmo paralelo, 

usando a primeira abordagem : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\  

Melhor tempo computado 

pelo algoritmo paralelo, 

usando a segunda abordagem :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TA 

100x100 21zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,33 s 3,68 s 

200x200 70,11 s 7,92 s 

500x500 668,84 s 49,84 s 

1.000x1.000 5.698.45 s 119,49 s 

Tabela 5.21 - Melhores tempos de cada abordagem para a Eliminacao de Gauss 
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Na Tabela 5.21, vemos o quanto os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo, utilizando a 

segunda abordagem, sao melhores que os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo, utilizando a 

primeira abordagem, para a Eliminacao de Gauss. 

Matriz ^ \ 

Melhor Tempo 

computado 

pelo algoritmo paralelo, 

usando a segunda » 

abordagem:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TA 

N° de Tarefas 

Escravas 

N°de 

maquinas 

Tempo computado 

pelo algoritmo serial 

Ts zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

100x100 3.68 s 5 7 0,17 s 

200x200 7.92 s 5 6 1,50 s 

500x500 49.84 s 7 5 35.76 s 

600x600 62.95 s 10 7 91.22 s 

700x700 43.39 s 5 7 174,34 s 

900x900 96.57 s 8 6 455.85 s 

1.000x1.000 119.49 s 6 6 729,11 s 

1.500x1.500 324.15 s = 5.4 min 9 7 6.700.04 s = 1.8 h 

2.000x2.000 1.058.80 s = 17.6 min 14 7 12.043.50 s= 3.3 h 

Tabela 5.22 - Comparacao entre os tempos paralelos obtidos pela segunda abordagem c os tempos scriais 

da Eliminacao dc Gauss. 

A Tabela 5.22 mostra que, para sistemas lineares de ordem superior a 700, os tempos 

computados pelo algoritmo paralelo, utilizando a segunda abordagem, sao melhores que os 

tempos do algoritmo serial para certas configuracoes (n° de Tarefas-Escravas x n° de maquinas). 

Para um sistema de ordem 2.000, o algoritmo serial leva em media 3,3 horas para resolve-lo, 

enquanto que o algoritmo paralelo o resolve em 17,6 minutos. 
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Desem penho - El im inagao de Gau ss zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

12000 

^ 10000 
(A 

8000 

6000 
o 
Q. 
E 
£ 4000 

2000 

0 

Pr ocess ament o 

Paralelo 

Pr ocess a mento 

Ser ial 

100 200 500 600 700 900 1000 1500 2000 

Or d em do sist em a l i n ear 

Figura 5.6 - Desempenho do algoritmo paralelo para sistemas de ordem ate 2.000 -

Eliminacao de Gausss 

Os resultados da Tabela 5.22 estao ilustrados no grafico da Figura 5.6, onde flea claro a 

superioridade dos algoritmos paralelos para sistemas de ordem superior a 1.000. 

Desem penho - El im inagao de Gau ss zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

500 T 

100 200 500 600 700 900 

Ordem do sistema linear 

Figura 5.7 - Desempenho do algoritmo paralelo para sistemas de ordem ate 900 - Eliminacao de Gauss 

A Figura 5.7 mostra mais detalhes dos resultados obtidos nos testes com sistemas lineares 

de ordem ate 900. Veja que a partir de sistemas com ordem superior a 600, os tempos do 

algoritmo paralelo ja sao bem melhores que o tempo computado pelo algoritmo serial 
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M a t r i z 

Melhor tempo computado 

Pelo algoritmo paralelo, 

Usando a primcira abordagem : 7^ 

Melhor tempo computado 

pelo algoritmo paralelo, 

usando a segunda abordagem :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TA 

100x100 21.27 s 3,38 s 

200x200 53.02 s 6,89 s 

500x500 485.89 s 27.00 s 

1.000x1.000 4.806.12 s 138.60 s 

Tabela 5.23 - Mclhorcs tempos dc cada abordagem para a FatoracSo LU 

Na Tabela 5.23 vemos que os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo, utilizando a 

segunda abordagem, sao bastante melhores que os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo, 

usando a primeira abordagem, para a Fatoracao LU. 

M a t r i z 

Melhor Tempo 

computado 

pelo algoritmo paralelo, 

usando a segunda 

abordagem: TA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 

N° dc Tarcfas 

Escravas 

N°dc 

maquinas 

Tempo computado 

pelo algoritmo serial 

?s 

100x100 3.38 s 5 7 0.18 s 

200x200 6.89 s 5 7 1.43 s 

500x500 27.00 s 5 7 35.00 s 

600,600 68.81 s 7 7 95.76 s 

700x700 60.83 s 5 7 177.70 s 

900x900 103.24 s 6 6 462.40 s 

1.000x1.000 138.60 s 6 6 704.27 s 

1.500x1.500 348,06 s = 5 . 8 min 10 6 7.748.90 5 = 2 , 1 h 

2.000x2.000 1.146.17 s = 1 9 . 1 min 14 6 11.616.87 s = 3 .22h 

Tabela 5.24 - Comparacao cntrc os tempos paralelos obtidos usando a segunda abordagem c os tempos 

scriais da FatoracSo LU 

A Tabela 5.24 mostra que para sistemas lineares de ordem superior a 500, os tempos 

computados pelo algoritmo paralelo, utilizando a segunda abordagem sao melhores que os 

tempos do algoritmo serial para certas configuracoes (n° de Tarefas-Escravas x n° de maquinas). 

Para um sistema de ordem 2.000, o algoritmo serial leva, em media, 3,22 horas para resolve-lo, 

enquanto que o algoritmo paralelo o resolve em 19,1 minutos. 
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Desem penho - Fatoragao LU zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura 5.8 - Desempenho do algoritmo paralelo para sistemas de ordem ate 2.000 - Fatoracao 

L U 

Os resultados da Tabela 5.24 estao ilustrados no grafico da Figura 5.8, onde fica claro a 

superioridade dos algontmos paralelos para sistemas de ordem superior a 1.000. 

Desem p en h o -  Fat oragao LU 

P r o c e s s a m en t o 

Pa r a l e l o 

P r o c e s s a m en t o 

Se r i a l 

100 200 500 600 700 

Or d em do si st em a l i n ea r 

Figura 5.9 - Desempenho do algoritmo paralelo para sistemas de ordem ate 700 - Fatoracao LU 

A Figura 5.9 mostra mais detalhes dos resultados obtidos nos testes com sistemas lineares 

de ordem ate 700. A partir de sistemas com ordem superior a 500, os tempos do algoritmo 

paralelo ja sao bem melhores que o tempo computado pelo algoritmo serial 
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Matriz 

Melhor tempo computado 

pelo algoritmo paralelo, 

usando a primeira abordagem :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TA 

Melhor tempo computado 

pelo algoritmo paralelo, 

usando a segunda abordagem : 7̂  

500x500 30.58 s 3.39 s 

1.000x1.000 129.95 s 18.23 s 

1.300x1.300 202.72 s 37,04 s 

1.500x1.500 227.35 s 52,42 s 

2.000x2.000 350,51 s 141,99 s 

2.500x2.500 592.78 s 202.98 s 

3.000x3.000 474.99 s 186.44 s 

Tabela 5.25 - Melhores tempos dc cada abordagem para o metodo dc Gauss-Jacobi 

Mais uma vez a segunda abordagem se mostrou eficiente, quando aplicada ao metodo 

iterativo de Gauss-Jacobi, como e mostrado na Tabela 5.25. Nela, vemos que os tempos obtidos 

pelo algoritmo paralelo, usando a segunda abordagem, sao bastantes melhores que os tempos 

obtidos pelo algoritmo paralelo, usando a primeira abordagem. 

Matriz ^ 

Melhor Tempo 

computado 

pelo algoritmo paralelo 

usando a segunda 

abordagem: 7̂  

N° de Tarcfas 

Escravas 

N°dc 

maquinas 

Tempo computado 

pelo algoritmo serial 

Ts 

500x500 3,39 s 6 5 36,90 s 

1.000x1.000 18.23 s 6 7 18.16 s 

1.300x1.300 37.04 s 21 7 33.36 s 

1.500x1.500 52.42 s 35 7 45.76 s 

2.000x2.000 141.99 s 42 6 153.16 s 

2.500x2.500 202.98 s 42 6 239.05 s 

3.000x3.000 186.44 s 35 6 301.52 s 

4.000x4.000 831,70 s 10 7 3.593,43 s 

5.000x5.000 1.772.82 s 9 7 6.216.99 s 

Tabela 5.26 - Comparaca"o entrc os tempos paralelos obtidos usando a segunda abordagem e os 

tempos seriais do mctodo itcrativo dc Gauss-Jacobi. 

A Tabela 5.26 mostra que, para sistemas lineares de ordem superior a 2.000, os tempos 

computados pelo algoritmo paralelo, usando a segunda abordagem, sao melhores que os tempos 

do algoritmo serial, para algumas configuracoes (n° de Tarefas-Escravas x n° de maquinas). Um 

sistema linear de ordem 5.000 leva, em media, 1,7 horas para ser resolvido pelo algoritmo serial 

(Gauss-Jacobi), enquanto que o algoritmo paralelo leva, em media, 29 minutos usando no 

processamento 9 Tarefas-Escravas e 7 maquinas. 
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Desempenho -  Gauss-Jacobi zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura 5.10 - Desempenho do algoritmo paralelo para sistemas dc ordem ate 5.000 - Gauss-Jacobi 

A Figura 5.10 mostra claramente que o algoritmo paralelo para o metodo de Gauss-

Jacobi e bastante eficiente na resolucao de sistemas lineares de ordem superior a 3000. 

1 Processam ent o 

Paralelo 
Processam ent o 

Ser ial 

M a t r i z 

Melhor Tempo 

Computado 

pelo algoritmo paralelo 

usando a segunda abordagem: 7^ 

N° de Tarcfas 

Escravas 

N°dc 

maquinas 

Tempo computado 

pelo algoritmo serial zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ts 

500x500 3.45 s 5 6 2.87 s 

1.000x1.000 40.00 s 14 7 40.17 s 

2.000x2.000 92.35 s 42 7 201.29 s 

3.000x3.000 122.63 s 35 7 475.75 s 

4.000x4.000 617.34 s 21 7 2.671.68 s 

5.000x5.000 1.222.25 s 35 7 6.882.99 s 

Tabela 5.27 - Comparacao entre os tempos paralelos obtidos usando a segunda abordagem c os tempos 

seriais do metodo iterativo dos Gradientes Conjugados. 

A Tabela 5.27 mostra que, para sistemas lineares de ordem superior a 2.000, os tempos 

computados pelo algoritmo paralelo, usando a segunda abordagem, sao melhores que os tempos 

do algoritmo serial, para o metodo iterativo dos Gradientes Conjugados. 
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Desem penho - Gradientes Conj ugados zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura 5 . 1 1 - Desempenho do algoritmo paralelo para sistemas de ordem ate 5.000 -

metodo dos Gradientes Conjugados. 

Na Figura 5.11 vemos que o algoritmo paralelo para o metodo dos Gradientes 

Conjugados e bastante eficiente na resolucao de sistemas lineares de ordem superior a 1.500. 

Os resultados completos dos testes, usando a segunda abordagem, sao mostrados nas 

Tabelas 5.28 a 5.60. Investigamos o desempenho dos algoritmos paralelos, em funcao do numero 

de maquinas, do numero de Tarefas-Escravas e do tamanho da matriz utilizada no processamento. 

Nas Tabelas 5.28 a 5.36, sao mostrados os resultados produzidos pelos testes com a Eliminacao 

de Gauss. As Tabelas 5.37 a 5.45 e 5.46 a 5.54, mostram os resultados produzidos pelos testes 

com a Fatoracao L U e o metodo iterativo de Gauss-Jacobi, respectivamente. As Tabelas 5.55 a 

5.60, mostram os resultados produzidos pelos testes com o metodo dos Gradientes Conjugados. 

Como referenda, as Tabelas mostram o tempo do processamento serial, para cada caso. 

Para os testes realizados com a Eliminacao de Gauss, pode-se observar que os tempos 

obtidos pelo algoritmo paralelo, para sistemas de ordem 600, sao menores que os tempos obtidos 

pelo algoritmo serial para algumas configuracoes (n° de maquinas x n° de Tarefas-Escravas). O 

mesmo se verifica para sistemas lineares de ordem 700 e 900. Para sistemas de ordem a partir de 

1.000, os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo sao menores que os tempos obtidos pelo 

algoritmo serial, para todas as configuracoes (n° de maquinas x n° de Tarefas-Escravas) testadas, 

como e mostrado nas Tabelas 5.28 a 5.36. 

Considerando os testes realizados com a Fatoracao L U , pode-se observar que os tempos 

obtidos pelo algoritmo paralelo, para sistemas de ordem 500, sao menores que os tempos obtidos 
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pelo algoritmo serial, para algumas configuracoes (n° de maquinas x n° de Tarefas-Escravas). O 

mesmo se verifica para sistemas de ordem 600, 700 e 900. Para sistemas de ordem a partir de 

1.000, os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo sao menores que os tempos obtidos pelo 

algoritmo serial, para todas as configuracoes (n° de maquinas x n° de Tarefas-Escravas) testadas, 

como e mostrado nas Tabelas 5.37 a 5.45. 

Ja com relacao aos testes realizados com ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA metodo iterativo de Gauss-Jacobi, pode-se 

observar que os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo, para sistemas de ordem 2.000, sao 

menores que os tempos obtidos pelo algoritmo serial, para algumas configuracoes (n° de 

maquinas x n° de Tarefas-Escravas). O mesmo se verifica para sistemas de ordem 2.500 e 3.000. 

Ja para sistemas de ordem superior a 3.000, o ganho no desempenho do algoritmo paralelo e 

bastante razoavel, como e mostrado nas Tabelas 5.46 a 5.54. 

Considerando os testes realizados com o metodo iterativo dos Gradientes Conjugados, 

pode-se observar que os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo, para sistemas de ordem 2.000, 

sao menores que os tempos obtidos pelo algoritmo serial para algumas configuracoes (n° de 

maquinas x n° de Tarefas-Escravas). O mesmo se verifica para sistemas lineares de ordem 3.000. 

Para sistemas de ordem a partir de 4.000, os tempos obtidos pelo algoritmo paralelo sao bastante 

menores que os tempos obtidos pelo algoritmo serial, para todas as configuracoes (n° de 

maquinas x n° de Tarefas-Escravas) testadas, como e mostrado nas Tabelas 5.55 a 5.60. 

Os resultados obtidos , portanto, demonstraram a viabilidade dos algoritmos paralelos, 

usando a segunda abordagem. 

Proccssarncrrto Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 5.30 s 5.06 s 3.68 s 

6 Tarefas-Escravas 4.37 s 4.42 s 4.13 s 

7 Tarefas-Escravas 4.72 s 4.71 s 6.57 s 

8 Tarefas-Escravas 6.53 s 7.20 s 6.41 s 

9 Tarefas-Escravas 6.63 s 7.23 s 6.75 s 

10 Tarcfas-Escra\-as 7.09 s 9.57 s 7.04 s 

14 Tarefas-Escravas 8.78 s 8,84 s 7,82 s 

21 Tarefas-Escravas 14.37 s 17.67 s 12.40 s 

28 Tarefas-Escravas 18,12 s 15.82 s 15,44 s 

Rcsiduo 0.110605162495502896E-04 

Processamento Serial 

Tempo 0.17s 

Rcsiduo 0,746069872548105195E-13 

Tabela 5.28 - DirninacJo de Gauss - Matriz 100x100 
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Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 13,62 s 7.92 s 11.07 s 

6 Tarefas-Escravas 14,14 s 13.78 s 14,04 s 

7 Tarefas-Escravas 23.54 s 15.03 s 14.60 s 

8 Tarefas-Escravas 19.16 s 17.33 s 17.55 s 

9 Tarefas-Escravas 21.59 s 22.62 s 20.44 s 

10 Tarefas-Escravas 28.59 s 22.50 s 22.64 s 

14 Tarefas-Escravas 30.83 s 32.37 s 30.83 s* 

21 Tarefas-Escravas 4931 s 46.02 s 50,03 s 

28 Tarefas-Escravas 66.45 s 64.01 s 61.53 s 

Rcsiduo 0.715649658973305236E-04 

Processamenlo Serial 

Tempo 1.5 s 

Rcsiduo 0.27OOO623958883807IE-12 

Tabela 5.29 - Eliminacao dc Gauss - Matriz 200x200 

Processamenlo Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 93.47 s 96.25 s 64.11 s 

6 Tarcfas- Escravas 85.86 s 86.71 s 79.56 s 

7 Tarefas-Escravas 49.84 s 72.62 s 76.63 s 

8 Tarefas-Escravas 75.20 s 73.59 s 74.39 s 

9 Tarefas-Escravas 95.08 s 99.06 s 95.39 s 

10 Tarefas-Escravas 95.15 s 94.12 s 94.45 s 

14 Tarefas-Escravas 110.72 s 110.75 s 98.41 s 

21 Tarefas-Escravas 155.05 s 151.35 s 147.74 s 

28 Tarefas-Escravas 197.82 s 194.90 s 199.11 s 

Rcsiduo 0 J 50419854171946099E-03 

Processamento Serial 

Tempo 35.76 s 

Residuo 0.160582658281782642E-11 

Tabela 5.30 - Eliminacao de Gauss - Matriz 500x500 

Processamenlo Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 81.43 s 75,94 s 82,94 s 

6 Tarefas-Escravas 81.11 s 73.98 s 74,61 s 

7 Tarcfas- Escra vas 75.69 s 76.77 s 75.58 s 

8 Tarefas-Escravas 78.67 s 66,54 s 64.74 s 

9 Tarcfas- Escravas 77,40 s 75,88 s 65,93 s 

10 Tarefas-Escravas 72.45 s 71,56 s 62,95 s 

14 Tarefas-Escravas 89.83 s 79,10 s 72,95 s 

21 Tarefas-Escravas 119,18 s j _ 106,37 s 99,60 s 

28 Tarefas-Escravas 171,16 s 146.74 s 129,22 s 

Rcsiduo 0.565589139640110261E-03 

Processamenlo Serial 

Tempo 91,22 s 

Residuo 0.746069872548105195E-12 

Tabela 5.31 - Eliminacao de Gauss - Matriz 600x600 



Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarcfas- Escravas 234.28 s 229.78 s 43,39 s 

6 Tarefas-Escravas 271.14 s 251.06 s 5437 s 

7 Tarefas-Escravas 189.44 s 173.77 s 58.80 s 

8 Tarcfas-Escravas 160.51 s 151.09 s 59.94 s 

9 Tarefas-Escravas 195.90 s 192.97 s 64.62 s 

10 Tarcfas-Escravas 190.12 s 189.22 s 73.14 s 

14 Tarefas-Escravas 188.04 s 175.74 s 92.61 s 

21 Tarefas-Escravas 230.80 s 202.23 s 124.14 s 

28 Tarefas-Escravas 345.35 s 292.34 s 163.24 s 

Residuo 0.545146763561987768E-03 

Processamento Serial 

Tempo 174J4s 

Residuo 0.870414851306122728E-12 

Tahcla 5.32 - Eliminacao dc Gauss - Matriz 700x700 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 115.48 s 105.73 s 108.15 s 

6 Tarefas-Escravas 112.19 s 139.42 s 103.11 s 

7 Tarefas-Escravas 103.66 s 99.92 s 103.77 s 

8 Tarcfas-Escravas 114.87 s 96.57 s 100.51 s 

9 Tarefas-Escravas 148.57 s 146.18 s 133.06 s 

10 Tarcfas- Escravas 151.45 s 120.34 s 108.57 s 

14 Tarefas-Escravas 239.67 s 241.58 s 156.55 s 

21 Tarefas-Escravas 328.32 s 306.74 s 196.47 s 

28 Tarcfas-Escravas 474.32 s 419.88 s 242.57 s 

Residuo 0.885512074628724832E-03 j 

Processamento Serial 

Tempo 455.85 s 

Residuo 0.154187773659941740E-l1 

Tabela 5.33 - Eliminacao dc Gauss - Matriz 900x900 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 139.81 s 139.22 s 13033 s 

6 Tarefas-Escravas 124.71 s 119.49 s 122,53 s 

7 Tarefas-Escravas 138,19 s 133,83 s 123,75 s 

8 Tarefas-Escravas 139.29 s 132.92 s 127.95 s 

9 Tarefas-Escravas 138,04 s 184.81 s 131,28 s 

10 Tarefas-Escravas 188,70 s 183,47 s 181,79 s 

14 Tarefas-Escravas 188,69 s 186.17 s 176,04 s 

21 Tarefas-Escravas 263,21 s 287.34 s 232,02 s 

28 Tarefas-Escravas 305,46 s 296,95 s 271,10 s 

Residuo 0,106228066134134158E-02 

Processamenlo Serial 

Tempo 729,11 s 

Residuo 0.765165708571657888E-11 

Tabela 5.34 - Eliminacao de Gauss - Matriz 1.000x1.000 



Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 514,81 s 526.51 s 542,65 s 

6 Tarcfas- Escravas 682.34 s 433.50 s 451,83 s 

7 Tarefas-Escravas 561.10 s 386.44 s 391,19 s 

8 Tarcfas-Escra\-as 499.57 s 338.74 s 351,73 s 

9 Tarefas-Escravas 446.53 s 374.99 s 324,15 s 

10 Tarefas-Escravas 405.77 s 432.36 s 449,94 s 

14 Tarefas-Escravas 430.44 s 383.80 s 321,68 s 

21 Tarefas-Escravas 558.1 1 s 482.31 s 383,22 s 

28 Tarcfas-Escravas 620.55 s 595.04 s 470.27 s 

Residuo 0.271727348012618108E-02 

Processamento Serial 

Tempo 6.700.04 s 

Residuo 0.367350594387971796E-11 

Tabela 5.35 - Eliminacao dc Gauss - Matriz 1.300x1.300 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 2.552.64 s 2.930.58 s 2.705.49 s 

7 Tarefas-Escravas 2.636.19 s 1.838.26 s 1.595.85 s 

9 Tarefas-Escravas 2.566.85 s 2.475.16 s 2.563.16 s 

11 Tarefas-Escravas 1.842.48 s 2.203.00 s 2.765.39 s 

14 Tarefas-Escravas 1.379.65 s 1.182.86 s 1.058.80 s 

21 Tarcfas- Escravas 1.249.46 s 1.217.93 s 1.069.98 s 

28 Tarefas-Escravas 1.382.67 s 1.440.06 s 1.255.78 s 

35 Tarefas-Escravas 1.621.92 s 1.861.50 s 1.916.73 s 

42 Tarefas-Escravas 1.912.45 s 2.225.22 s 2.232.10 s 

Residuo 0.41159O085764856894E-02 

Processamento Serial 

Tempo 12.043.50 s 

Residuo 0.52438053899O953937E-11 

Tabela 5.36 - Eliminacao dc Gauss - Matriz 2.000x2.000 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 6.45 s 4.35 s 3.38 s 

6 Tarefas-Escravas 4.79 s 4.63 s 5.24 s 

7 Tarefas-Escravas 5.59 s 4.88 s 5,50 s 

8 Tarefas-Escravas 6.53 s 5,75 s 7.48 s 

9 Tarefas-Escravas 6.86 s 6.36 s 6.10 s 

10 Tarefas-Escravas 8,57 s 7,85 s 7,04 s 

14 Tarefas-Escravas 10.12 s 10,06 s 12.27 s 

21 Tarefas-Escravas 16,17 s 15.36 s 15,41 s 

28 Tarefas-Escravas 18,71 s 19,68 s 17,60 s 

Residuo 0,110605162495 502896E-04 

Processamento Serial 

Tempo 0,18 s 

Residuo 0,488498130835068878E-13 

Tabela 5.37 - Fatoracao L U - Matriz 100x100 
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Processamerrto Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 7.20 s 8,48 s 6.89 s 

6 Tarefas-Escravas 833 s 7.99 s 8J1 s 

7 Tarcfas- Escra vas 9.70 s 9.22 s 9.81 s 

8 Tarcfas- Escra vas 11.38 s 10.79 s 10.48 s 

9 Tarefas-Escravas 11,68 s 11.52 s 11.29 s 

10 Tarefas-Escravas 13.18s 13.01 s 12,83 s 

14 Tarefas-Escravas 18.93 s 17.76 s 17.66 s 

21 Tarefas-Escravas 26.46 s 25.96 s 27.02 s 

28 Tarcfas- Escravas 34.89 s 34.86 s 34.78 s 

Rcsiduo 0.715649659075445754E-04 

Processamento Serial 

Tempo 1.43 s 

Rcsiduo 0.136335387423969223E-12 

Tabela 5.38 - FatoracSo LU - Matriz 200x200 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 30.47 s 29.93 s 27.00 s 

6 Tarefas-Escravas 34.01 s 29.23 s 27.65 s 

7 Tarefas-Escravas 35.06 s 35.13 s 32.18 s 

8 Tarefas-Escravas 42.37 i 38.37 s 37.28 s 

9 Tarefas-Escravas 43.55 s 40.51 s 40.73 s 

10 Tarefas-Escravas 46.11 s 45.33 s 44.50 s 

14 Tarefas-Escravas 62.70 s 59.92 s 57.23 s 

21 Tarefas-Escravas 85.47 s 87.13 s 85.43 s 

28 Tarefas-Escravas 109.44 s 110.99 s 114.47 s 

Residuo 0.350419853955230565E-O3 

IVoccssamcnto Serial 

Tempo 35 s 

Residuo 0.390798504668055102E-12 

Tabela 5.39 - Fatoracao LU - Matriz 500x500 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 82,02 s 78.32 s 75,60 s 

6 Tare fas-Escra vas 75.87 s 7438 s 70,07 s 

7 Tarefas-Escravas 79.32 s 69,36 s 68,81 s 

8 Tarefas-Escravas 77,60 s 78,53 s 70,44 s 

9 Tarefas-Escravas 78.22 s 81.04 s 76,40 s 

10 Tarefas-Escravas 81.16 s 74,21 s 80,79 s 

14 Tarefas-Escravas 111.33 s 108,70 s 90,79 s 

21 Tarefas-Escravas 153,09 s 147,33 s 128,68 s 

28 Tarefas-Escravas 215,74 s 199,96 s 17738zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s 

Residuo 0.565589139666755614E-03 

Processamento Serial 

Tempo 95,76 s 

Residuo 0.596855898038484156E-12 

Tabela 5.40 - Fatoracao L U - Matriz 600x600 



Processamenlo Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 84,21 s 68.63 s 60.83 s 

6 Tarefas-Escravas 64.66 s 63.55 s 71.00 s 

7 Tarcfas- Escravas 75.55 s 70.33 s 75.06 s 

8 Tarefas-Escravas 93.52 s 79.77 s 77.58 s 

9 Tarefas-Escravas 81.71 s 81,09 s 80.12 s 

10 Tarefas-Escravas 89.44 s 83.41 s 85J5s 

14 Tarefas-Escravas 216.87s 204.66 s ^ 114.89 s 

21 Tarefas-Escravas 283.35 s 241.26 s 161,16s 

28 Tarefas-Escravas 208.86 s 210.58 s 206.01 s 

Residuo 0.545146763515802490E-03 

Processamento Serial 

Tempo 177,7 s 

Residuo 0.746069X72548105195E-12 

Tabela 5.41 - FatoracSo LU - Matriz 700x700 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 109.88 s 111.49 s 162.28 s 

6 Tarcfas- Escra vas 157.08 s 103.24 s 104.80 s 

7 T arc fas- Escra \-as 147.76 s 149.84 s 106.15 s 

8 Tarefas-Escravas 202.93 s 170.76 s 138.79 s 

9 Tarefas-Escravas 214.86 s 197.79 s 166.54 s 

10 Tarefas-Escravas 147,78 s 141.21 s 162.32 s 

14 Tarefas-Escravas 173.27 s 172.75 s 163.79 s 

21 Tarefas-Escravas 247.80 s 223.91 s 226.61 s 

28 Tarefas-Escravas 294.24 s 289.66 s 296.47 s 

Residuo 0.885512074644267955E-03 

Processamento Serial 

Tempo 462.40 s 

Residuo 0.142108547152020637E-11 

Tabela 5.42 - FatoracSo LU - Matriz 900x900 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 154.05 s 147.14 s 164,34 s 

6 Tarefas-Escravas 221,40 s 138.60 s 141.32 s 

7 Tarefas-Escravas 148,20 s 151,69 s 145,22 s 

8 Tarefas-Escravas 238.26 s 173.46 s 171.27 s 

9 Tarefas-Escravas 227,10 s 16934 s 173.03 s 

10 Tarefas-Escravas 20335 s 162,49 s 162.85 s 

14 Tarefas-Escravas 224,62 s 221.87 s 198,65 s 

21 Tarefas-Escravas 278,32 s 269,85 s 263.00 s 

28 Tarefas-Escravas 388,48 s 413,70 s 373,80 s 

Residuo 0.106228066142638466E-02 

Processamento Serial 

Tempo 704,27 s 

Rcsiduo 0.13002932O644O98334E-11 

Tabela 5.43 - FatoracSo L U - Matriz 1 OOOx 1.000 
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FTocessarnerrto Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarcfas- Escra\is 563.22 s 559.58 s 595,05 s 

6 Tarefas-Escravas 575.65 s 489.90 s 510,88 s 

7 Tarefas-Escravas 487.67 s 441.90 s 451,75 s 

8 Tarefas-Escravas 570.33 s 399.13 s 421.71 s 

9 Tarcfas-r^scravas 511.31 s 559.84 s 398.17 s 

10 Tarcfas-Escravas 478.47 s 421,58 s 348.06 s 

14 Tarcfas- F.scra vas 521.38 s 474.45 s 472,45 s 

21 Tarefas-Escravas 603.48 s 685.15 s 644.0! s 

28 Tarcfas- Escravas 777.88 s 670.97 s 756,75 s 

Rcsiduo 0.271727348088290910E-02 

Processamenlo Serial 

Tempo 7.748.90 s 

Residuo 0.18758328224O666449E-11 

Tabela 5.44 - FatoracSo LU - Matriz 1300x1.500 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarcfas-F-scravas 1.171.20 s 1.723.56 s 4.170.06 s 

7 Tarefas-Escravas 1.543.02 s 1.398.25 s 3.375.26 s 

9 Tarefas-Escravas 2.187.12 s 2.193.66 s 2.648.08 s 

11 Tarcfas- Escra vas 1.358.49 s 2.308.07 s 2.238.36 s 

14 Tarefas-Escravas 1.225.93 s 1.146.17 s 1.280.50 s 

21 Tarcfas- Escra \-as 1.473.34 s 1.358.18 s 1.430.42 s 

28 Tarcias-F-scravas 1.433.97 s 1.441.66 s 1.707.46 s 

35 Tarefas-Escravas 2.445.46 s 2.310.63 s 2.412.82 s 

42 Tarefas-Escravas 2.862.18 s 2.663.15 s 2.849.24 s 

Residuo 0.41159O085733593014E-03 

Processamento Serial 

Tempo 11.616.87 s 

Rcsiduo 0.302691205433802679E-11 

Tabela 5.45 - FatoracSo LU - Matriz 2.000x2.000 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 3.68 s 3.43 s 4,18 s 

6 Tarefas-Escravas 3.39 s 3.50 s 4.61 s 

7 Tarcfas- Escravas 4.10 s 4.68 s 4,92 s 

8 Tarefas-Escravas 4.33 s 4.04 s 4,45 s 

9 Tarefas-Escravas 4.31 s 4.18 s 4,17 s 

10 Tarefas-Escravas 5,66 s 5.83 s 5,17 s 

14 Tarefas-Escravas 5,02 s 4.77 s 6,15 s 

21 Tarefas-Escravas 6,27 s 6.02 s 5,94 s 

28 Tarefas-Escravas 9.06 s 6,61 s 6,41 s 

Residuo 0.00OOOOOOOOOO000OO0E +00 

Processamento Serial 

Tempo 3,69 s 

Residuo 0.0O0O0O00O00O00OO00E+O0 

Tabela 5.46 - Metodo Iterativo de Gauss-Jacobi - Matriz 500x500 



Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 27J2 s 22.50 s 20.23 s 

6 Tarcfas- Escra \-as 20.09 s 19.30 s 18.23 s 

7 Tarcfas-Escra vas 19.52 s 20.41 s 18.73 s 

8 Tarefas-Escravas 20.22 s 18.87 s 18.95 s 

9 Tarcfas- Escravas 19.85 s 18.85 s 18.77 s 

10 Tarefas-Escravas 24.82 s 23.16 s 24.61 s 

14 Tarcfas- Escra vas 24.82 s 23.58 s 21.62 s 

21 Tarefas-Escravas 22.58 s 20.19 s 18.98 s 

28 Tarcfas- Escra \-as 31.54 s 21.47 s 22.90 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-OO 

Processamento Serial 

Tempo 18.16s 

Rcsiduo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-OO 

Tabela 5.47 - Metodo ItcraUvo dc Gauss-Jacobi - Matriz 1 OOOx 1.000 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 78.93 s 80.24 s 70.45 s 

6 Tarcfas-Escravas 69.84 s 68.83 s 66.42 s 

7 Tarefas-Escravas 61.60 s 59.25 s 56.89 s 

8 Tarefas-Escravas 61.36 s 59.80 s 56.89 s 

9 Tarefas-Escravas 60.18 s 57.04 s 55.54 s 

10 Tarefas-Escravas 52.64 s 49.14 s 52.50 s 

14 Tarefas-Escravas 52.68 s 46.45 s 41.33 s 

21 Tarefas-Escravas 44.58 s 45.41 s 37.04 s 

28 Tarefas-Escravas 48.77 s 43.38 s 37.62 s 

Rcsiduo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-OO 

Processamento Serial 

Tempo 33.36 s 

Residuo 0.0OOOOOOO0OOOOOO000E- 00 

Tabela 5.48 - Mctodo ItcraUvo dc Gauss-Jacobi - Matriz 1 300x 1.300 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 111.72 s 117.08 s 105.32 s 

6 Tarefas-Escravas 92.96 s 89.19 s 91,01 s 

7 Tarefas-Escravas 92.01 s 78.34 s 83,06 s 

8 Tarefas-Escravas 88.51 s 75.66 s 74.28 s 

9 Tarefas-Escravas 76.30 s 76.38 s 66.94 s 

10 Tarefas-Escravas 72.77 s 73.52 s 70,58 s 

14 Tarefas-Escravas 69.61 s 62.21 s 59,18 s 

21 Tarefas-Escravas 56.36 s 55.11 s 53,51 s 

28 Tarefas-Escravas 60.29 s 54,68 s 53,73 s 

35 Tarefas-Escravas 53.73 s 53,31 s 52.42 s 

42 Tarefas-Escravas 57,15 s 55,01 s 56,69 s 

Residuo 0,000000000000000000E-00 

Processamento Serial 

Tempo 45,76 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-OO 

Tabela 5.49 - Metodo Iterativo de Gauss-Jacobi - Matriz 1.500x 1.500 



Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 227.15 s 142.10 s 146.46 s 

6 Tarefas-Escravas 207.29 s 211.17 s 214,04 s 

7 Tarefas-Escravas 216.66 s 184.05 s 188.98 s 

8 Tarefas-Escravas 176.65 s 203.45 s 177.28 s 

9 Tarcfas- Escra vas 181.66 s 167.21 s 173.11 s 

10 Tarefas-Escravas 177.51 s 181.12 s 196.15 s 

14 Tarefas-Escravas 161.41 s 172.30 s 161.68 s 

21 Tarefas-Escravas 149.95 s 145.78 s 14431 s 

28 Tarefas-Escravas 153.05 s 152.85 s 142.37 s 

35 Tarefas-Escravas 148.92 s 144.23 s 142.47 s 

42 Tarcfav Escra vas 156.47 s 148.31 s 141.99 s 

47 Tarefas-Escravas 161.94 s 149.09 s 145,75 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-OO 

Processamento Serial 

Tempo 153.16 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-00 

Tabela 5.50 - Mctodo ItcraUvo dc Gauss-Jacobi - Matriz 2.000*2.000 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 392,47 s 344.75 s 336.76 s 

6 Tarefas-Escravas 330.83 s 276.67 s 275.10 s 

7 Tarefas-Escravas 284.34 s 291.26 s 263.37 s 

8 Tarefas-Escravas 258.67 s 256.91 s 262.60 s 

9 Tarefas-Escravas 246.76 s 250.83 s 253.56 s 

10 Tarcfas-F-scravas 240.48 s 239.06 s 236.19 s 

! 4 Tarcfas-Escra vas 227.93 s 228.66 s 220.25 s 

21 Tarefas-Escravas 221.19 s 213.49 s 211.24 s 

28 Tarefas-Escravas 215.64 s 207.48 s 203.96 s 

35 Tarefas-Escravas 218.72 s 209.63 s 206.63 s 

42 Tarefas-Escravas 221.07 s 211.93 s 202.98 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-00 

lYoccssamcnto Serial 

Tempo 239.05 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-00 

Tabela 5.51 - Metodo ItcraUvo de Gauss-Jacobi - Matriz 2.500x2.500 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 599.24 s 515.33 s 1002.49 s 

6 Tarcfas- Escra vas 691.97 s 625.21 s 360.52 s 

7 Tarefas-Escravas 501.60 s 581.53 s 336.21 s 

8 Tarcfas- Escra vas 398.18 s 404.76 s 39838 s 

9 Tarefas-Escravas 337,75 s 326,46 s 353,11 s 

10 Tarefas-Escravas 349.97 s 285.86 s 287,48 s 

14 Tarcfas- Escravas 273.86 s 284,42 s 233,11 s 

21 Tarefas-Escravas 261.27 s 206.91 s 216.23 s 

28 Tarefas-Escravas 269.84 s 190,76 s 184.21 s 

35 Tarefas-Escravas 238.67 s 186,44 s 195,22 s 

42 Tarefas-Escravas 300,42 s 210.93 s 195,06 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-OO 

Processamento Serial 

Tempo 301.52 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-00 

Tabela 5.52 - Metodo Iterativo de Gauss-Jacobi - Matriz 3.000x3.000 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Processamenlo Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 1.991.82 s 2.611.49 s 1.350.54 s 

7 Tarcfas- Escra vas 2.07930 s 1.954.08 s 1.359.85 s 

9 Tarefas-Escravas 2.460.56 s 1.795.53 s 1.239.71 s 

10 Tarefas-Escravas 1.416.52 s 1.526.05 s 831.70 s 

14 Tarefas-Escravas 1.311.74 s V403 . l l s 1.591.15zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s 

21 Tarefas-Escravas 1.30038 s 1.577.99 s 1.612.27 s 

28 Tarcfas- Escravas 1.221.76 s 1.096.02 s 1.433.54 s 

35 Tarefas-Escravas 1.553.82 s 1.49639 s 1384.62 s 

42 Tarcfas-Escravas 1.235.49 s 1.487.54 s 1.707,09 s 

Rcsiduo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-OO 

Processamento Serial 

Tempo 3.593.43 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-00 

Tabela 5.53 - Metodo Itcrativo dc Gauss-Jacobi - Matriz 4.000x4.000 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 2.734.01 s 3.240.01 s 3.701.85 s 

7 Tarcfas- Escra vas 3.023.86 s 3.488.72 s 2.540.74 s 

9 Tarefas-Escravas 2.572.48 s 2.984.57 i 1.772.82 s 

10 Tarefas-Escravas 2.387.16 s 2.723.56 s 3.141.90 s 

14 Tarcfas-Escra vas 2.318.39 s 2.748.95 s 2.481.23 s 

21 Tarefas-Escravas 2.262.49 s 2.495.38 s 2.324.87 s 

28 Tarefas-Escravas 2.999.50 s 2.096.80 s 2.367.09 s 

35 Tarefas-Escravas 2.979.36 s 2.076.33 s 2.348.05 s 

42 Tarefas-Escravas 2.430.99 s 2.293.94 s 2.321.99 s 

Residuo O.OOOOOOOOOOOOOOOOOOE-00 

Processamento Serial 

Tempo 6.216.99 s 

Residuo 0.00O00OOOO0OOOOOOOOE* 00 

Tabela 5.54 - Metodo Iterativo dc Gauss-Jacobi - Matriz 5.000x5.000 

Proossamcnto Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarcfas- Escra vas 3.81 s 3.45 s 4.22 s 

7 Tarefas-Escravas 5.51 s 3.91 s 3.78 s 

9 Tarefas-Escravas 5.13 s 5.03 s 3.74 s 

10 Tarefas-Escravas 5.71 s 3.67 s 4.55 s 

14 Tarcfas- Escra vas 5.88 s 4.99 s 4.20 s 

21 Tarefas-Escravas 6,25 s 5,76 s 4.83 s 

28 Tarefas-Escravas 7.27 s 6.17 s 5,68 s 

35 Tarefas-Escravas 7,77 s 8.89 s 630 s 

42 Tarefas-Escravas 9,36 s 7,45 s 6,96 s 

Residuo 0.460420544757630355E-13 

Processamento Serial 

Tempo 2,87 s 

Residuo 0.460420544757630355E-13 

Tabela 5.55 - Metodo dos Gradientes Conjugados - Matriz 500x500 
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Processarncnto Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 78.4 s 75.5 s 77.1 s 

7 Tarefas-Escravas 58.7 s 62.1 s 55.0 s 

9 Tarcfas- Escravas 49.0 s 48.1 s 46.4 s 

10 Tarefas-Escravas 443 s 44.2 s 43.6 s 

14 Tarefas-Escravas 58.9 s 42.9 s 40.0 s 

21 Tarefas-Escravas 42.6 s 40.6 s 43.6 s 

28 Tarefas-Escravas 48.4 s 46.0 s 43.5 s 

35 Tarefas-Escravas 55.1 s 51.2 s 483 s 

42 Tarefas-Escravas 59.7 s 563 s 54.8 s 

Rcsiduo 0.810251631816719177E-13 

Processamenlo Serial 

Tempo 40.17 s 

Rcsiduo 0.810251631816719177E-13 

Tabela 5.56 - Mctodo dos Gradicntes Conjugados - Matriz 1 OOOx 1.000 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarcfas- Escra vas 220.69 s 195.78 s 201.18 s 

7 Tarefas-Escravas 149.39 s 151.68 s 155.27 s 

9 Tarefas-Escravas 132.64 s 127.65 s 111.57 s 

10 Tarcfas-Escra %-as 127.91 s 158.15 s 154.17 s 

14 Tarcfas- Escra vas 149.27 s 174.52 s 165.60 s 

21 Tarefas-Escravas 132.96 s 117.53 s 121.19 s 

28 Tarefas-Escravas 115.94 s 116,45 s 108.05 s 

35 Tarefas-Escravas 124.66 s 118.06 s 108.05 s 

42 Tarefas-Escravas 129.81 s 96.05 s 92.35 s 

Rcsiduo 0.428691799418971195F.-13 

Processamento Serial 

Tempo 201.29 s 

Rcsiduo 0.428691799418971195E-13 

Tabela 5.57 - Metodo dos Gradicntes Conjugados - Matriz 2.000x2.000 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarefas-Escravas 519.98 s 587.18 s 485.27 s 

7 Tarefas-Escravas 341.27 s 364.30 s 357.82 s 

9 Tarefas-Escravas 287.64 s 266.21 s 274.82 s 

10 Tarefas-Escravas 251.41 s 236,11 s 229.35 s 

14 Tarefas-Escravas 206.15 s 183.97 s 181.39 s 

21 Tarefas-Escravas 190.22 s 141,86 s 149.10 s 

28 Tarefas-Escravas 176.87 s 143.79 s 13935zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s 

35 Tarefas-Escravas 176.83 s 139.38 s 122.63 s 

42 Tarefas-Escravas 171.83 s 147,42 s 131.85 s 

Residuo 0,104420576998773973E-12 

Processamenlo Serial 

Tempo 475.75 s 

Rcsiduo 0,104420576998773973 E-12 

Tabela 5.58 - Metodo dos Gradientes Conjugados - Matriz 3.000x3.000 



Processamenlo Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarcfas- Escra vas 1.315.62 s 1.308,00 s 908.14 s 

7 Tarcfas- Escra vas 1.216.48 s 1.208,09 s 1.009.72 s 

9 Tarefas-Escravas 884.57 s 94336 s 928.57 s 

10 Tarcfas- Escra vas 822.89 s 918.41 s 807.06 s 

14 Tarefas-Escravas 721.10 s 769.93 s 666.84 s 

21 Tarefas-Escravas 807.46 s 724,44 s 61734 s 

28 Tare fas- Escra vas 689.66 s 727.00 s 618.43 s 

35 Tarcfas- Escra vas 635.42 s 774.85 s 637.39 s 

42 Tarefas-Escravas 662.22 s 707.47 s 632.15 s 

Residuo 0.5388O5926524O2156IE-13 

Processamenlo Serial 

Tempo 2.671.68 s 

Rcsiduo 0.538805926524O21561E-13 

Tabela 5.59 - Metodo dos Gradicntes Conjugados - Matriz 4.000*4.000 

Processamento Paralelo 

5 maquinas 6 maquinas 7 maquinas 

5 Tarcfas- Escra vas 1.600.63 s 2.373.89 s 2.508.27 s 

7 Tarefas-Escravas 2.779.25 s 1.975.60 s 1.995.72 s 

9 Tarefas-Escravas 1.328.48 s 1.581.95 s 1.650.96 s 

10 Tarefas-Escravas 1.387.84 s 1.789.01 s 1.639.93 s 

14 Tarefas-Escravas 1.294.72 s 1.601.53 s 1.392.56 s 

21 Tarefas-Escravas 1.318.35 s 1.279.22 s 1.290.51 s 

28 Tarefas-Escravas 1.227.51 s 1.357.78 s 1.249.61 s 

35 Tarefas-Escravas 1.250.09 s 1.324.54 s 1.222.25 s 

42 Tarefas-Escravas 1.279.64 s 1.346.54 s 1.234.48 s 

Rcsiduo 0.858167651402136165E-13 

Processamento Serial 

Tempo 6.882.99 s 

Rcsiduo 0 X58167651402136165E-13 

Tabela 5.60 - Metodo dos Gradicntes Conjugados - Matriz 5.000*5.000 

Para fazer uma comparacao entre os dois metodos iterativos estudados realizamos testes 

com um sistema linear, cuja matriz dos coeficientes e SPD (Simetrica Positiva Definida) e 

estritamente diagonal dominante. Os resultados sao mostrados nas Tabelas 5.61 e 5.62: 

• ~ - ^ ^ ° d c Equacoes 

M&odo - ^ ~ « « ^ 

500 1.000 2.000 3.000 4.000 5.000 

Gauss-Jacobi 42 42 42 42 42 42 

Gradientes Conjugados 32 33 33 33 34 34 

Tabela 5.61 - Numero dc equacoes x Numero de iteracdes - Matriz SPD estritamente diagonal dominante 

110 



Residuo - FVocessamento paralelo 

Ordem 

do Sistema 

Gauss-Jacobi Gradientes Conjugados 

500 0,234649633057415485E-08 0.46O420544757630355E-13 

1.000 0.979343894869089127E-08 0.810251631816719177E-13 

2000 0.400905264541506767E-08 0.428691799418971195E-13 

3.000 0.9080395102500915 53E-08 0.104420576998773973 E-12 

4.000 0.1621083 3 5644006729E-07 0.5388O5926524O2156 IE-13 

5.000 0.253639882430434227E-07 0.858167651402136165E-13 

Tabela 5.62 - Numero dc equacoes x Rcsiduo - Matriz SPD estritamente diagonal dominante para os 

metodos iterativos 

A Tabela 5.61 mostra a relacao entre o numero de equacoes e o numero de iteracoes, para 

os metodos iterativos testados. Sao apresentados os numeros de iteracoes, para sistemas lineares 

de ordem 500, 1.000, 2.000, 3.000, 4.000 e 5.000. O valor de tolerancia usado foi de 10" 1 2 . O 

numero de iteracoes realizadas para resolver um dado sistema linear com a matriz dos coeficientes 

SPD, estritamente diagonal dominante e menor no metodo dos Gradientes Conjugados, se 

comparado ao metodo iterativo de Gauss-Jacobi. 

Ja a Tabela 5.62 mostra a relacao entre o numero de equacoes e o residuo, para os 

metodos iterativos testados. Sao apresentados os residuos, para sistemas lineares de ordem 500, 

1.000, 2.000, 3.000, 4.000 e 5.000. O valor de tolerancia usado foi de 10" 1 2 . A precisao obtida 

nos testes manteve a mesma grandeza. 

Rcsiduo - Process&riKTiIo paralelo 

Ordem 

da Matriz Eliminacao dc Gauss Fatoracao LU 

100 0.110605162495502896E-O4 0.110605162495502896E-O4 

200 0.715649658973305236E-04 0.715649659075445754E-04 

500 0.350419854171946099E-03 0.35O419853955230565E-03 

600 0.565589139640110261E-03 0.596855898038484156E-03 

700 0.545146763561987768E-O3 0.54514676351580249OE-03 

900 0.885512074628724832E-03 0.142108547152020637E-03 

1.000 0,106228066134134158E-02 0.130029320644O98334E-02 

1.500 0.271727348012618108E-02 0.271727348088290910E-02 

2.000 0.411590085764856894E-02 0.41159OO85733593014E-02 

Tabela 5.63 - Residuos obtidos nos testes com os mdtodos diretos 

A precisao obtida nos testes com os algoritmos paralelos para os metodos diretos, foi 

decrescendo, a medida que a ordem do sistema linear cresceu. Como mostrado na Tabela 5.63. 
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Considerando o metodo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Eliminacao de Gauss, os testes mostraram que as 

configuracoes (n° de Tarefas-Escravas x n° de maquinas) que produziram o melhor desempenho 

do algoritmo paralelo, para os valores dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n testados, sao mostradas na Tabela 5.64. Esta Tabela 

mostra que, na maioria dos casos, o melhor tempo e obtido com 7 ou 6 maquinas e que para 

sistemas lineares de ordem n = 600, 700, 900, 1.000, 1.500, 2.000, o numero otimo de Tarefas-

Escravas deve ser 10, 5, 8, 6, 9 e 14, respectivamente. 

Ordem do 

sistema 

n° de Tarefas-Escravas n° de maquinas 

600 10 7 

700 5 7 

900 8 6 

1.000 6 6 

1.500 9 7 

2000 14 7 

Tabela 5.64 - Configuracao dos melhores resultados obtidos para a Eliminacao de Gauss. 

Para a Fatoracao LU, as configuracoes (n° de Tarefas-Escravas x n° de maquinas) que 

produziram o melhor desempenho do algoritmo paralelo, para os valores de n testados, sao 

mostradas na Tabela 5.65. O numero de maquinas deve ser 6 ou 7. O numero otimo de Tarefas-

Escravas para sistemas lineares de ordem /; = 500, 600, 700, 900, 1.000, 1.500, 2.000 deve ser 5, 

7, 5, 6, 6, 10 e 14, respectivamente. 

Ordem do 

Sistema 

n° de Tarefas-Escravas n° dc maquinas 

500 5 7 

600 7 7 

700 5 7 

900 6 6 

1 000 6 6 

1.500 10 7 

2.000 14 6 

Tabela 5.65 - Configuracao dos melhores resultados para a Fatoracao LU. 

Para o metodo iterativo de Gauss-Jacobi, as configuracoes (n° de Tarefas-Escravas x n° 

de maquinas) que produziram o melhor desempenho do algoritmo paralelo, sao mostradas na 

Tabela 5.66. O numero de maquinas deve ser 6 ou 7, dependendo do valor de n. O numero otimo 

de Tarefas-Escravas para sistemas lineares de ordem n = 2.000, 2.500, 3.000, 4.000, 5.000 deve 

ser de 42, 42, 35, 10 e 9, respectivamente. 

Ordem do 

Sistema 

n° de Tarefas-Escravas n° de maquinas 

2.000 42 6 

2.500 42 6 

3.000 35 6 

4.000 10 7 

5.000 9 7 

Tabela 5.66 - Configuracao dos melhores resultados para o mctodo iterativo de Gauss-Jacobi. 
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Considerando ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA metodo iterativo dos gradientes conjugados, as configuracoes 

(n° de Tarefas-Escravas x n° de maquinas) que produziram o melhor desempenho do algoritmo 

paralelo, para os valores de // testados, sao mostradas na Tabela 5.67. 0 numero de maquinas 

deve ser 7. O numero otimo de Tarefas-Escravas para sistemas lineares de ordemzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n = 2.000, 

3.000, 4.000, 5.000, deve ser de 14, 42, 35, 21 e 35, respectivamente. 

Ordem do 

Sistema 

n° de Tarefas-Escravas N° dc maquinas 

1.000 14 7 

2.000 42 7 

3.000 35 7 

4.000 21 7 

5.000 35 7 

Tabela 5.67 - Configuracao dos melhores resultados para o mctodo itcrativo dos gradicntes conjugados. 

5.6 - Resumo 

Este capitulo descreveu as matrizes usadas nos testes com os metodos para resolucao de 

sistemas lineares; o algoritmo que gerou essas matrizes; os algoritmos paralelos da primeira e 

segunda abordagem; os resultado dos testes dos algoritmos da primeira e segunda abordagem. 

Foi feita tambem uma comparacao entre os dois metodos iterativos. A precisao dos 

metodos iterativos foi comparada com a precisao dos metodos diretos. 
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Capitulo 6 

Conclusoes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6.1 - Introdugao 

O presente trabalho teve por objetivo investigar a viabilidade da utilizacao, em maquinas 

paralelas, de metodos classicos de solucao de sistemas lineares de grande porte. Para tanto, foi 

realizada uma analise comparativa entre dois tipos de metodos: metodos diretos, representados 

pela Eliminacao de Gauss e Fatoracao LU, e metodos iterativos, representados pelos metodos de 

Gauss-Jacobi e o dos Gradientes Conjugados. 

Os algoritmos paralelos foram implementados nas estacoes IBM PowerPC do 

Laboratorio de Computacao (LabCom) da Universidade Federal da Paraiba - UFPB, Campus I I , 

em Campina Grande e processados em uma rede de computadores instalada no CENAPAD-NE 

(Centro Nacional de Processamento de Alto Desempenho no Nordeste), em Fortaleza. A rede 

dispoe dos seguintes equipamentos, baseados no sistema IBM™ RS/6000 Scalable 

POWERparallel System (SP) da plataforma IBM RISC System/6000: 

• Um (1) IBM R1SC6000, modelo 590 Scalable POWERparallel System (SP2), com 4 

processadores RISC super-escalares de arquitetura POWER2, interconectados por um 

SWITCH de alta velocidade, 256 MB de memoria RAM por no, 2 GB de capacidade 

de armazenamento em disco rigido (SCSI-2), 256 bit no barramento de memoria e 

sistema operacional AIX v.3.2.5. A taxa de transferencia de dados, ponto-a-ponto, e de 

320 Mb/s e a Latencia de hardware e de 500 ns. Cada no tern desempenho maximo de 

266 MFLOPS, fazendo com que o SP2 atinja um desempenho total de 1 GFLOPS. 

• Um (1) IBM RISC6000, modelo 7011/250, processador RISC POWER PC 601-66 

MHz ligado ao SP2, operando como estacao de controle, sistema operacional AIX 

v.3.2.5, 64 MB de memoria RAM, 2 GB de capacidade de armazenamento em disco 

rigido (SCSI-2) e 64 bit no barramento de memoria. 

• Dois (2) IBM RISC6000, modelo 7013/590 processador RISC POWER2 66 MHz 

operando como servidores de arquivos, sistema operacional AIX v.3.2.5, 128 MB de 
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memoria RAM, 20 GB de capacidade de armazenamento em disco rigido (SCSI-2) e 

256 bit no barramento de memoria. Eles estao interligados ao SP2, por uma rede 

FDDI. 

A rede utiliza o software para computacao paralela chamado PVM, ou Maquina Virtual Paralela zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{Parallel Virtual Machine). Uma maquina virtual paralela e um conjunto de computadores 

conectados por uma rede de comunicacao, que trabalham cooperativamente para resolver um 

"grande" problema computacional. O modelo de programacao usado pelo PVM e o 

Mestre-Escravo, onde um programa de controle (mestre) e responsavel pela criacao de Tarefas-

Escravas e pela coleta dos resultados das mesmas. As Tarefas-Escravas realizam os calculos 

propriamente ditos. 

Para a transferencia e o processamento dos algoritmos, foram usados dois servicos da 

INTENET: o FTP e o TELNET. O FTP e um protocolo usado para a transferencia de arquivos 

entre computadores. O TELNET e um servico que permite a um usuario entrar em uma outra 

maquina ligada a Internet, transformando a maquina local em um terminal da maquina remota. 

Varios testes com os programas paralelos foram processados a partir dos terminais do 

Laboratorio de Automacao e Processamento de Sinais (LAPS) do Departamento de Engenharia 

Eletrica da UFPB. 

Este trabalho foi pioneiro, no sentido de mostrar a viabilidade de um processamento de 

alto desempenho a distancia. Essa utilizacao foi feita dentro da filosofia para a qual o 

CENAPAD-NE foi criado, isto e, de ser um centro regional que pudesse ser usado por usuarios 

de outras localidades, o que se verificou no presente caso. 

6.2 - Avalia^clo comparativa dos metodos 

Os testes com os metodos diretos foram realizados, usando sistemas lineares para os quais 

os elementos da matriz dos coeficientes foram gerados aleatoriamente. Ja os testes com o metodo 

iterativo de Gauss-Jacobi foram realizados, inicialmente, usando sistemas lineares cuja matriz dos 

coeficientes era estritamente diagonal dominante e posteriormente, visando uma comparacao dos 

resultados com aqueles obtidos com o metodo dos Gradientes Conjugados, foram realizados 

testes com metodo de Gauss-Jacobi utilizando sistemas lineares com matriz simetrica positiva 

definida estritamente diagonal dominante. 

6.2.1 - Minimizasao de passagem de parametros 

Os primeiros algoritmos paralelos que foram implementados nao visavam minimizar a 

passagem de parametros entre a Tarefa-Mestra e as Tarefas-Escravas. Foi constatado que os 

tempos obtidos com esses algoritmos foram extremamente altos, em comparacao com os tempos 
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obtidos com 0 algoritmo serial. A primeira tentativa que se fez para resolver esse problema foi 

trabalhar com a transposta da matriz original, reescrevendo o codigo dos algoritmos para que 

fizessem as operacoes nas colunas da matriz transposta, visando reduzir o tempo gasto pelos 

programas, em FORTRAN, no acesso a memoria da maquina. Entretanto, essa tentativa nao 

resultou numa melhoria significativa nos tempos obtidos pelos algoritmos paralelos. 

Em seguida, na busca da melhoria dos tempos, foi usada uma nova abordagem na 

comunicacao entre as Tarefas-Escravas e a Tarefa- Mestra. Nessa abordagem, a carga de trabalho 

e distribuida para as Tarefas-Escravas e a partir dai, a passagem de parametros entre as Tarefas 

Escravas e a Tarefa Mestre e minimizada. Como esperado, verificou-se que o bom desempenho 

dos programas paralelos depende da maneira como e feita a comunicacao entre a Tarefa-Mestra e 

as Tarefas-Escravas (Paradigma de Programacao Mestre-Escravo). A passagem de parametros 

entre as Tarefas deve ser a menor possivel, a fim de reduzir ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA overhead devido a comunicacao. 

No caso da Eliminacao de Gauss e Fatoracao LU, apos a distribuicao dos blocos da matriz 

A para as Tarefas-Escravas, os dados que trafegam pela rede correspondem apenas a nova linha 

pivo que sera usada no proximo passo da eliminacao e a um vetor que vai atualizando a matriz A 

(que esta armazenada na Tarefa-Mestra). Ao final do processamento paralelo, a matriz A estara 

pronta para ser submetida aos processos de substituicao (progressiva e/ou regressiva). 

No caso do metodos iterativos estudados, apos a distribuicao dos blocos da matriz A para 

as Tarefas-Escravas, o trafego pela rede e composto, unicamente, por um vetor de // numeros 

reais. 

Desse modo, constatamos que o maior gargalo da execucao de programas paralelos e a 

comunicacao entre as tarefas cooperantes. Portanto, esta comunicacao deve ser minimizada para 

evitar uma queda de despenho na execucao dos algoritmos paralelos. 

6.2.2 - Sintese dos resultados 

Na resolucao de sistemas lineares nao singulares A\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = b, usando os algoritmos paralelos 

foi verificado que para sistemas lineares de ordem //: 

• Para n = 100, 200, 500, para os metodos diretos; n = 500, 1.000, 1.300, 1.500, para o 

metodo de Gauss-Jacobi e n = 500, 1.000, para o metodo dos Gradientes Conjugados, 

nao houve ganho no desempenho, em comparacao com os tempos obtidos pelo 

algoritmo serial. 

• Para n = 600, 700, 900 para os metodos diretos; n = 2.000, 2.500, 3.000, para o 

metodo de Gauss-Jacobi e /? = 2.000, 3.000, para o metodo dos Gradientes 
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Conjugados, houve um ganho razoavel no desempenho, somente para algumas 

configuracoes (n° de Tarefas-Escravas x n° de maquinas). 

• Para // = 1.000, 1.500, 2.000, para os metodos diretos;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n = 4.000, 5.000, para o 

metodo de Gauss-Jacobi e n = 4.000, 5.000, para o metodo dos Gradientes 

Conjugados, houve ganho de desempenho bastante significative 

Foi verificado que a precisao obtida nos testes com os algoritmos^ paralelos, para os 

metodos diretos, decresce a medida que a ordem do sistema linear aumenta. Ja a precisao obtida 

nos testes com os algoritmos paralelos, para os metodos iterativos, manteve a mesma grandeza, 

para todos os valores de ordem de sistemas testados. 

Os testes mostraram que o melhor desempenho dos algoritmos paralelos, para cada 

metodo estudado, e obtido com o numero de maquinas m. 

• m = 6 ou m = 7, para a Eliminacao de Gauss. 

• m = 6 ou m = 7, para a Fatoracao LU. 

• m = 6 ou m = 7, para o metodo de Gauss-Jacobi. 

• = 7, para o metodo dos Gradientes Conjugados. 

O numero de Tarefas-Escravas que produziu o melhor desempenho para os metodos 

estudados foi: 

• Eliminacao de Gauss: para /; = 600, 700, 900, 1.000, 1.500 e 2.000, o numero otimo de 

Tarefas-Escravas foi 10, 5, 8, 6, 9 e 14, respectivamente. 

• Fatoracao LU: para /; = 500, 600, 700, 900, 1.000, 1.500 e 2.000, o numero otimo de 

Tarefas-Escravas foi 5, 7, 5, 6, 6, 10 e 14, respectivamente. 

• Metodo de Gauss-Jacobi: para n = 2.000, 2.500, 3.000, 4.000 e 5.000, o numero otimo 

de Tarefas-Escravas foi 42, 42, 35, 10 e 9, respectivamente. 

• Metodo dos Gradientes Conjugados: para // = 1.000, 2.000, 3.000, 4.000 e 5.000, o 

numero otimo de Tarefas-Escravas foi 14, 42, 35, 21 e 35, respectivamente. 

Considerando os metodos iterativos, nao foi possivel fazer testes com os algoritmos 

paralelos e seriais para sistemas lineares com mais de 5.000 equacoes usando os recursos 

disponiveis no CENAPAD-NE, atualmente. Essa impossibilidade se deve a limitacao da particao 

alocada. Ja para os metodos diretos, nao foi possivel fazer testes com os algoritmos paralelos com 

sistemas lineares com mais de 2.000 equacoes, devido a propagacao de erros de arredondamento 

no processo de eliminacao. 

Para uma mesma precisao, verificamos um melhor desempenho do algoritmo dos 

Gradientes Conjugados, com relacao ao de Gauss-Jacobi 
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Visando minimizar o problema de propagacao de erros de arredondamento nos metodos 

diretos, foram usadas tecnicas de Pivoteamento e Escalamento. No caso dos metodos iterativos 

isso nao foi necessario, visto que a convergencia, uma vez assegurada, independe da aproximacao 

inicial. Desta forma, para os metodos iterativos, somente os erros de arredondamento cometidos 

na ultima iteracao afetam a solucao. 

Podemos afirmar que os programas paralelos, implementados para os metodos diretos, se 

prestam aos sistemas lineares de ordem 700 <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n < 2.000, obtendo um bom desempenho usando os 

recursos atuais do CENAPAD-NE. Os programas paralelos para os metodos iterativos, quando 

ha convergencia garantida, sao bastante vantajosos na resolucao de sistemas lineares de ordem 

// > 3.000. O unico limitante encontrado para os testes com esse metodo foi a falta de memoria na 

particao alocada. Todas as operacoes foram feitas em precisao dupla. 

6.3 - Perspectivas e trabalhos futuros 

Varios grupos de pesquisa tern desenvolvido sistemas que, como o PVM, dao assistencia a 

programadores no uso de computacao distribuida. Entre os mais conhecidos esta o MPI (Message 

Passing Interface). 

O MPI e um software para computacao paralela que usa um conjunto padronizado de 

rotinas para passagem de mensagens (Message Passing). Ele foi cuidadosamente projetado para 

executar eficientemente, em diferentes tipos de maquinas. A interface definida nao e muito 

diferente dos padroes PVM, NX, Express, P4, etc. e acrescenta extensoes que permitem maior 

flexibilidade. E compativel com sistemas de memoria distribuida, memoria compartilhada e 

qualquer combinacao destes. O conceito dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA comunicadores no MPI, permite prover um elevado 

nivel de seguranca na comunicacao, permitindo diferenciar mensagens de bibliotecas de 

mensagens de usuarios. 

Uma tendencia para o futuro e a criacao do PVMPI pelo Laboratorio Nacional de Oak 

Ridge e a Universidade do Tennessee, tentando viabilizar uma mistura entre as melhores 

caracteristicas do PVM e do MPI. 

As funcoes do PVMPI seriam: 

• Utilizar implementacoes especificas de hardware, quando disponiveis em maquinas 

multiprocessadoras; 

• Permitir acesso a ideia de uma maquina virtual, com controle de recursos e tolerancia a 

falhas; 

• Usar a rede de comunicacao PVM transparentemente, para transferir dados entre 

diferentes implementacoes de MPI, permitindo a interoperabilidade. 
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A caracteristica final seria um misto entre as funcoes do PVM e MPI, mantendo, tanto 

quanto possivel, as identidades desses dois sistemas, para passagem de mensagens. 

Como proposta para trabalhos futuros sugerimos: 

• Implementacao dos algoritmos paralelos para resolucao de sistemas lineares no sistema MPI. 

• Implementar os algoritmos paralelos para o metodo iterativo dos Gradientes Bi-Conjugados, 

em que a matriz dos sistemas lineares e nao simetrica e nao singular. 

• Implementacao da solucao exata de sistemas de equacoes lineares, utilizando a aritmetica 

residual. 

• Resolucao de sistemas com matrizes complexas. 
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Apendice A 

Detalhes sobre o PVM zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A l - Iniciando o PVM 

O console PVM, chamado pvm, e a unica Tarefa PVM que permite ao usuario, 

interativamente, comecar, consultar e modificar a maquina virtual. 0 console pode ser iniciado e 

encerrado multiplas vezes em qualquer uma das maquinas na maquina virtual, sem afetar o PVM 

ou qualquer aplicacao que possa estar sendo executada. 

Quando iniciado, pvm determina se PVM ja esta em execucao; se nao, pvm, 

automaticamente executa ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pvmd nesta maquina. Uma vez que o PVM e iniciado, o console 

imprime o pronto 

pvm> 

Antes que examinemos os passos para compilar e carregar programas PVM, voce devera 

estar certo de que pode disparar o PVM e configurar uma maquina virtual. Em qualquer maquina 

em que o PVM foi instalado voce pode digitar 

% pvm 

e voce tera de volta o pronto do console PVM significando que o PVM esta em execucao nesta 

maquina. Voce pode adicionar maquinas na maquina virtual, digitando no pronto, 

pvm> add nome_da_maquina 

E voce pode remover maquinas (exceto aquela onde voce esta) da sua maquina virtual, digitando 

pvm> d e l e t e nome_da_maquina 

Se voce receber a mensagem "nao posso iniciar o pvmd\ entao verifique a secao dos problemas 

mais comuns de instalacao e tente novamente. 

Para ver qual e a configuracao atual da maquina virtual, digite 

pvm> c o n f 

Para ver qual e a Tarefa PVM que esta sendo executada na maquina virtual, digite 

pvm> ps -a 

Em qualquer maquina da maquina virtual, voce pode digitar 

% pvm 
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e voce recebera a mensagem "pvm ja esta em execucao" e o pronto do console. Quando voce 

tiver terminado os trabalhos na maquina virtual, devera digitar 

pvm> h a l t 

Este comando mata qualquer Tarefa PVM, encerra as atividades na maquina virtual e sai do 

console PVM. Este e o metodo recomendado para terminar o PVM, pois ele assegura que a 

maquina virtual realmente encerre suas atividades. 

Voce devera praticar iniciar, encerrar e adicionar maquinas ao PVM, ate que voce esteja 

confortavel com o console PVM. 

pvm> k i l l < i d p roces so > 

Este comando pode ser usado para encerrar qualquer processo PVM. 

pvm> q u i t 

Este comando sai do console, deixando oszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA daemons e as Tarefas PVM em execucao. 

Se voce nao quiser digitar uma cert a quantidade de nomes de maquinas toda vez que 

iniciar o PVM, ha uma opcao para criar um arquivo com os nomes das maquinas que se chama 

host file. Voce pode listar os nomes de maquinas no arquivo, um por linha e entao digite 

% pvm h o s t f i l e 

O PVM, entao, adicionara as maquinas listadas, simultaneamente, antes do pronto do 

console PVM aparecer. V arias opcoes podem ser especificadas a cada maquina no hostfile. 

A.2 - Executando Programas PVM 

Nesta secao, aprenderemos como compilar e executar programas PVM. 

Para compilar: 

• Edita-se os fontes em um diretorio apropriado. 

• Na compilacao deve-se sempre incluir as bibliotecas PVM necessarias (C, FORTRAN). 

• Usar o compilador com sintaxe adequada: 

• C: 

cc -o <programa> <programa.c> -I/usr/local/pvTn3/include -17usr/local/pvm3/RS6K/lib -lpvm3 

• FORTRAN: 

f77 -o <programa> <programa.f> -I/usr/locaVpv-m3/include -l7usr/local/pvm3/RS6K/lib -lfpvm3 -lpvm3 

Para executar programas PVM: 

• Antes de executar o programa propriamente dito, deve-se invocar o PVM 

• Pode-se fazer isso basicamente de duas formas: 

• Chamando diretamente o daemon (em background): zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

%pvmd3 < arquivo_de_maquinas > & 
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• PelozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA console pvm, que permite interacao com o usuario: 

% pvm 

• Para executar o programa, deve-se sair do console PVM pela opcao quit. 

A.3 - Escrevendo Aplicagoes PVM 

Durante a execucao, antes que qualquer outra rotina PVM seja chamada, uma Tarefa 

precisa primeiro registrar-se no PVM. Isto atribui um numero inteirb a Tarefa. Uma vez que a 

Tarefa tenha completado seu trabalho no PVM, ela precisa informal aozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA daemon PVM que esta 

deixando a maquina virtual. Isto nao mata o processo, que pode continuar a executar Tarefas. 

Entretanto, a Tarefa nao podera interagir com qualquer outra Tarefa. 

As secdes seguintes mostram um programa exemplo em C e FORTRAN. 

Os exemplos dados aqui, ilustram um codigo, no modelo Mestre-Escravo, que soma as 

componentes de um vetor de inteiros. A Tarefa-Mestra distribui cinco (5) Tarefas-Escravas, envia 

a cada uma delas uma particao do vetor, recebe as somas parciais de cada uma das Tarefas-

Escravas e adiciona-as para a soma total. As Tarefas-Escravas recebem um vetor de inteiros, 

somam todas as componentes do vetor e enviam a soma total de volta a Tarefa-Mestra. A Figura 

A.3.1 mostra o calculo da norma 1, para um vetor de tamanho 8, usando duas (2) Tarefas-

Escravas 

Tarefa-Mestra 

Tarefa Escrava 

*1 2 3 4 

1 + 2 + 3 + 4 = 10 

Tarefa-Escrava 2 

5 6 7 CO
 

1\ 

26= 5 + 6 + 7 + 8 

Figura A.3.1 - Calculo da norma 1 

Considerando a Figura A.3.1, a Tarefa-Mestra divide o vetor x em duas particoes (P} 

eP2). Cada particao e enviada a cada Tarefa-Escrava. Cada Tarefa-Escrava faz o calculo da 

norma 1 da particao recebida e envia o resultado para a Tarefa-Mestra. Finalmente, a Tarefa-

Mestra recolhe os resultados parciais das Tarefas-Escravas e obtem a norma 1 do vetor x. 
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A.3.1 - Exemplo em C 

* include "pvm3.h" 

#include <stdio.h> 

Adeline size 1000 

Adeline nprocs 5 

mam() 

{ int mytid, lask_ids[ nprocs J.codret, buiidjiumt; 

int x[ size ], results[ nprocs ], soma = 0, 

int i , msgmt,msgwk, num_data = size / nprocs 

mytid = pvm_mvtid(); / * regislro no p\in * / 

for( i = 0 ; i < size ; i ++ ) 

a[ i 1 = i % 25; 

/ * distribuicSo das Tarefas-Escravas * / 

numt = pvm_spawn( "worker", null, pvmtaskdefault,"", nprocs, task_ids); 

msgmt = 4; 

for ( i = 0 ; i < nprocs ; i ++ ) / * envia dados para as Tarefas-Escravas * / 

{ bulid = pvm_initscnd( pvmdatadefaullY; 

codret = pvm_pkint( &num_data, 1,1); 

codret = pvm_pkint( &x[ num_data*i ], num_data, 1 ); 

codret = pvm_send( task_ids[ i ], msgmt ); zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

}  

msgwk = 2; 

soma = 0; 

for ( i = 0 ; i < nprocs ; i ++ ) / * espcra e recebe os resultados * / 

{ bufid = pvm_recv( task_ids| i ], msgwk ). 

codret = pvm_upkint( &results[ i ], 1, 1 ); 

soma = soma + resultsj i ] 

}  

prinllT"a soma e %d \n", soma); 

codret = pvm_exit(). 

Figura A.3.2 - Exemplo dc Tarcfa-Mcstra cm C. 

A Figura A.3.2 mostra o codigo em C para a Tarefa-Mestra que esta contido no arquivo 

m a s t e r . c. 

A include "pvm.vh" 

^include <stdio.h> 

mam() 

{ int mytid; 

int i , soma, *a, msgmt, msgwk, bufid; 

int num_data, master,codret,num_data; 

msgmt = 4; 

msgwk = 2; 

mytid = pvm_mytid(); / * Regislro no PVM * / 

master = p\"m_parent(); 

bufid = pvm_recv( master , msgmt); / * Recebe uma parte do vetor a ser somado * / 

codret = pvm_upkint( &num_data, 1,1 ); 

a = (int *)malloc(num_data*sizeo^int)); 

codret = p\-m_upkint( a, num_data, 1); 

soma = 0; 

for ( i = 0 ; i < num_data ; i ++ ) 

soma = soma + a[ i ]; 

bufid = pvm_initsend( PvmDataDcfault); / * En\ia a soma computada de volta para a Tarefa-Mestra * / 

codret = p\-m_pkint( &soma, 1,1); 

codret = pvm_send( master, msgwk ); 

codret = pvm_exit(); zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

}  

Figura A.3.3 - Exemplo de Tarefa-Escrava em C. 
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A Figura A.3.3 mostra o codigo C para a Tarefa-Escrava da aplicacao PVM armazenada no 

arquivo w o r k e r . c. Vamos examinar cada Tarefa, para ver como as chamadas PVM sao usadas. 

A primeira linha de ambas as Tarefas inclui o arquivo de cabecalho PVM. Este arquivo da 

as definicoes para nomes simbolicos PVM e funcoes. 

A primeira chamada PVM na Tarefa-Mestra informa aozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA daemon PVM de sua existencia 

atraves do registro da Tarefa na maquina virtual. A funcao p v m _ m y t i d ( ) e usada para este 

proposito e atribui um identificador de Tarefa (TID) para a Tarefa-Mestra. 

m y t i d = p v m _ m y t i d ( ) 

O resultado retornado e o identificador da Tarefa-Mestra. Nao ha parametros para esta funcao. 

Depois que a Tarefa e registrada na maquina virtual, a Tarefa-Mestra inicializa o vetor 

cujas componentes serao somadas. Depois, as Tarefas-Escravas sao distribuidas atraves da 

chamada a rotina pvm_spawn ( ) . 

n u m t = p v m _ s p a w n ( " w o r k e r " , n u l l , p v m t a s k d e f a u l t , " " , n p r o c s , t a s k _ i d s ) 

O primeiro parametro e o nome do arquivo executavel, que sera usado como Tarefa-

Escrava. O executavel precisa residir na maquina em que ele sera iniciado. A localizacao padrao e 

$HOME/pvm3/bin/$PVM_ARCH/fi lename. O terceiro parametro e usado para determinar 

uma maquina especifica, ou o tipo de arquitetura onde a Tarefa distribuida sera executada. 

O quinto parametro, NPROCS, especifica o numero de copias da Tarefa-Escrava a ser 

distribuida e t a s k _ i d s e um apontador para um vetor de inteiros que retorna os TID de todas 

as Tarefas-Escravas distribuidas. A funcao retorna o numero de Tarefas-Escravas que foram 

distribuidas com sucesso. Se algumas Tarefas nao foram lancadas, as ( n p r o c s - n u m t ) ultimas 

posicoes de t a s k _ i d s conterao os codigos de erro das Tarefas-Escravas que nao foram 

lancadas. 

Para enviar uma mensagem de uma Tarefa para outra, um buffer de emissao e criado para 

manter os dados. A funcao p v m _ i n i t s e n d () cria e limpa um buffer, retornando o 

identificador do buffer em b u f i d . 

b u f i d = p v m _ i n i t s e n d ( P v m D a t a D e f a u l t ) 

Se um unico buffer e usado, p v m _ i n i t s e n d () precisa ser chamada cada vez que uma nova 

mensagem for enviada. De outra forma, a nova mensagem sera acrescentada a mensagem que ja 

esta no buffer. O parametro PvmDataDef a u l t especifica como a codificacao sera feita. Esta 

opcao usara a codificacao de mensagens XDR (extended Data Representation standard), se a 

maquina virtual for heterogenea, caso contrario nenhuma codificacao e feita. 
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Antes de emitir um comando de emissao, umzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA buffer precisa ser empacotado com os dados 

a serem enviados. As funcoes que empacotam dados no buffer de emissao ativo sao 

pvm_pkXXXX () onde XXXX indica o tipo de dado que sera empacotado. Os tipos de dados 

suportados pelo PVM sao byte (by te ) , complexo ( c p l x ) , complexo duplo ( d c p l x ) , duplo 

(doub le ) , real ( f l o a t ) , inteiro ( i n t ) , longo ( l o n g ) e curto ( s h o r t ) . O nosso exemplo 

empacota inteiros e usa a funcao p v m _ p k i n t ( ) . 

c o d r e t = p v m _ p k i n t ( &num_data, 1 , 1 ) ; 

c o d r e t = p v m _ p k i n t ( &x[ num_da ta* i ] , num_data, 1 ) ; 

Cada uma das funcoes citadas acima tern 3 parametros. O primeiro, e um apontador para o 

primeiro item a ser empacotado na mensagem, o segundo parametro, e o numero total de itens a 

serem empacotados (nao e o numero de bytes). E o terceiro parametro, e o passo a ser usado para 

ler os itens da memoria. 

Uma unica mensagem pode conter qualquer numero de diferentes tipos de dados e nao ha 

limite na complexidade da mensagem. Contudo, voce devera assegurar que a mensagem recebida 

seja desempacotada, da mesma maneira que foi originalmente empacotada. A funcao para enviar 

uma mensagem e pvm_send ( ) . 

c o d r e t = pvm_send( t a s k _ i d s [ i ] , msgmt) 

Esta funcao liga um rotulo inteiro (msgmt=4) a mensagem e imediatamente envia o 

conteudo do buffer de emissao para a Tarefa com identificador t a s k _ i d s [ i ] . O parametro 

msgmt pode ser usado para distinguir diferentes tipos de mensagens que a Tarefa pode enviar. 

No 2° loop da Figura A.3.2, a Tarefa-Mestra limpa o buffer de emissao para cada nova 

mensagem e empacota este buffer com duas strings. 

1) o numero de elementos do vetor que seguira na mensagem e 

2) a particao do vetor a ser somada. 

Uma vez que cada particao do vetorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x a ser enviada, comeca na posicao ( n u m _ d a t a x i ) , 

o passo para a funcao de empacotamento e 1. 0 vetor t a s k _ i d s , que foi retornado da chamada 

a pvm_spawn ( ) , e usado para enderecar cada uma das Tarefas-Escravas que recebera a 

particao do vetor. O valor msgmt = 4, arbitrariamente escolhido, e usado para rotular a 

mensagem. 

Depois que as particoes do vetor forem distribuidas, a Tarefa-Mestra precisa receber a 

soma parcial de cada uma das Tarefas-Escravas. Para receber a mensagem, a Tarefa-Mestra 

chama a funcao pvm_recev ( ) . 

b u f i d = pvm r e c v ( t a s k _ i d s [ i ] , msgwk ) . 
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Ela recebera uma mensagem da Tarefa identificada por t a s k _ i d s [ i ] , com rotulo 

msgwk, e a colocara nozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA buffer de recepcao com identificador b u f i d . 

Uma vez que a mensagem tenha chegado, os dados precisam ser desempacotados. As 

funcoes para desempacotamento sao pvm_upkXXXX ( ) , onde XXXX corresponde ao tipo de 

dado que sera desempacotado. As mesmas extensoes usadas nas funcoes pvm_pkXXXX () sao 

validas para pvm_upkXXXX ( ) . Por exemplo, como a Tarefa-Mestra esta recebendo um inteiro 

de suas Tarefas-Escravas, ela chama a funcao para desempacotamento de inteiro. 

c o d r e t = p v m _ u p k i n t ( & r e s u l t s [ i ] , 1 , i ) 

O primeiro parametro e um apontador, para onde o primeiro item desempacotado sera 

armazenado. O segundo e o terceiro sao o numero de itens a serem desempacotados e o passo a 

ser usado, para desempacotar os itens para a memoria. Nosso exemplo desempacota cada 

resultado parcial recebido para uma posicao diferente do vetor r e s u l t s e adiciona-o a variavel 

soma. 

Depois que a soma e computada e exibida, a Tarefa-Mestra informa ao daemon PVM 

local que esta deixando a maquina virtual. Isto e feito atraves da chamada a rotina 

p v m _ e x i t ( ) . 

c o d r e t = p v m _ e x i t ( ) 

Quanto a Tarefa-Escrava, depois de registrar-se na maquina virtual, ela espera para 

receber a particao do vetor. Depois de desempacotar o numero de itens de dados da mensagem, a 

Tarefa aloca bastante espaco para manter o resto dos dados contidos na mensagem. As 

componentes da particao do vetor sao somadas e o total e enviado de volta a Tarefa-Mestra. O 

identificador da Tarefa-Mestra e retornado pela funcao pvm_parent () . 

mas te r = p v m _ p a r e n t ( ) 

Como a Tarefa-Mestra esta esperando uma mensagem com rotulo igual a 2, este valor 

precisa ser usado na chamada pvm_send ( ) . 

129 



A.3.2 - Exemplo em FORTRAN 

PROGRAM MASTER 

INCLUDE Tpvm3.h* 

INTEGER SIZE, NPROCS 

PARAMETER (SIZE = 1000, NPROCS = 5) 

INTEGER M Y T I D , TASKID(NPROCS),CODRET. BUFID 

INTEGER X/SIZE), RESULTfNPROCS). SOMA 

INTEGER L NDATAMSGMT.MSGWK 

C REG1STRO NO PVM 

C A L L PVMFMYTTDCMYTID) 

DO 10 I - 1 .SIZE 

X( I ) = MOD( 1,25 ) 

10 CONTINUE 

C DISTRIBUICAO DAS TAREFAS-ESCRAVAS 

CALL PYMFSPAWN(Vorker'. PVMDEFAULT. , NPROCS, T A S K I D , CODRET ) 

N D A T A - SIZE / NPROCS 

C ENVIA DADOS PARA AS TAREFAS-ESCRAVAS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
MSGMT-4 

DO 20 1 = 0 , NPROCS 

CALL PVMFINrrSEND( PVMDEFAULT, BUFID) 

CALL PVMFPACK( INTEGER4, N D A T A 1.1. CODRET ) 

CA1X PVMFPACK( INTEGER4, XfNDATA* ( I - 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA )* l\NDATA 1. CODRET ) 

CALL PVMFSENDX TASKID( I ) . MSGMT. CODRET ) 

20 CONTINUE 

C ESPERA E RECEBE OS RESULTADOS 

MSGWK = 2 

SOMA - 0 

I X ) 30 IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =-  0. NPROCS 

C A I X PVMFRECV( TASKID( I ) . MSGWK, BUFID ) 

CALL PVMFUNPACK< INTEGER4. RESl"LT( I ) . I , 1.CODRET ) 

SOMA « SOMA 4 RESULT( 1 ) 

30 CONTINUE 

PRINT • . 1 A SOMA E ". SOMA 

C/VLL PVMFEXTT(CODRET) 

STOP 

END 

Figura A.3.4 - Exemplo dc Tarcfa-Mcslra cm FORTRAN. 

A Figura A.3.4 mostra o codigo em FORTRAN para a Tarefa-Mestra que esta contido no 

arquivo m a s t e r . f. 

PROGRAM WORKER 

INCLUDE Tpvm3.h' 

INTEGER M Y T I D 

INTEGER I . S O M A /V 1000), Bl'FlD.CODRET 

INTEGER N D A T A MASTER.MSGMT, MSGWK 

C REG1STRO NO PVM 

C A L L PVMFMYTID( M Y T I D ) 

CALL PYMFPARENT(MASTER) 

M S G M T - 4 

MSGWK = 2 

C RECEBE UM PARTE DO VETOR A SER SOMAN DO 

CALL PVMFRECV( MASTER, MSGMT. BLTID) 

C A L L PVMFUNPACK( INTEGER4. N D A T A 1.1. CODRET) 

CALL PYMFUNPACK( INTEGER4, A N D A T A 1 .CODRET) 

SOMA = 0 

DO 10 1= 1 , N D A T A 

SOMA « SOMA + A( I ) 

10 CONTINUE 

C 

C EN\1A A SOMA C O M P U T . ^ A DE YOLTA AO PROGRAMA MESTRE 

CALL PVMFINTTSEND( PVMDEFAULT, BUFID) 

C A L L PVMFPACK( INTEGER4, SOMA 1,1, CODRET ) 

CALL PVMFSEND( MASTER, MSGWK , CODRET ); 

C 

C. \LL P\-MFEXIT(CODRET) 

STOP 

END 

Figura A.3.5 - Exemplo de Tarefa-Escrava em FORTRAN. 
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A Figura A.3.5 mostra o codigo, em FORTRAN, para a Tarefa-Escrava da aplicacao 

PVM, armazenado no arquivo w o r k e r . f. A seguir, nos examinaremos cada programa para ver 

como as chamadas PVM sao usadas. 

As rotinas FORTRAN PVM sao rotinas de interface para as correspondentes rotinas em 

C. 0 ultimo parametro de todas as rotinas em FORTRAN foi projetado para retornar o valor 

retornado pela funcao equivalente em C. Para a maioria das rotinas isto nao sera nada mais que 

um codigo de informacao para relatar o sucesso da chamada a rotina. 

A primeira linha em ambas as Tarefas incluem um arquivo de cabecalho PVM. Este 

arquivo da as definicoes para nomes simbolicos e rotinas do PVM. 

A primeira chamada PVM na Tarefa-Mestra informa aozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA daemon PVM da sua existencia, 

atraves do registro da Tarefa na maquina virtual. A funcao p v m f m y t i d () e usada para este 

proposito e atribui um TID para a Tarefa-Mestra. 

c a l l p v m f m y t i d ( m y t i d ) 

O identificador de Tarefa e retornado atraves do parametro inteiro m y t i d . 

Depois que a Tarefa e registrada na maquina virtual, a Tarefa-Mestra inicializa o vetorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x. 

Depois, as Tarefas-Escravas sao distribuidas atraves da chamada a rotina pvmf spawn ( ) . 

c a l l p v m f s p a w n ( ' w o r k e r p v m d e f a u l t , ' n p r o c s , t a s k i d , 

c o d r e t ) 

O primeiro parametro e uma string contendo o nome do arquivo executavel que sera 

usado como Tarefa-Escrava. 0 segundo parametro e usado para determinar a maquina especifica 

ou o tipo da arquitetura onde a Tarefa distribuida sera executada. O parametro n p r o c s 

especifica o numero de copias da Tarefa-Escrava a serem distribuidas e t a s k i d um vetor de 

inteiros que contem os TID de todas as Tarefas-Escravas distribuidas com sucesso. A funcao 

retorna o numero de Tarefas que foram distribuidas com sucesso, atraves do parametro c o d r e t . 

Se algumas Tarefas nao puderam ser lancadas, as ( n p r o c s - c o d r e t ) ultimas posicoes de 

t a s k i d conterao os codigos de erro das Tarefas-Escravas que nao foram lancadas. 

A funcao pvmf i n i t s e n d () cria e limpa um buffer para emissao e retorna o 

identificador do buffer em b u f i d . 

c a l l p v m f i n i t s e n d ( P v m D e f a u l t , b u f i d ) 

Se um unico bufferzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA q usado, pvmf i n i t s e n d () precisa ser chamada, toda vez que uma nova 

mensagem for enviada. De outra forma a nova mensagem sera acrescentada a mensagem que ja 

esta no buffer ativo. 

Antes de emitir um comando de emissao, um buffer precisa ser empacotado com os dados 

a serem enviados. A funcao que empacota dados no buffer de emissao ativo e pvmf pack ( ) . 
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c a l l p v m f p a c k ( i n t e g e r 4 , n d a t a , 1 , 1 , c o d r e t ) 

c a l l p v m f p a c k ( i n t e g e r 4 , x ( n d a t a * i - 1 ) + 1 ) , n d a t a , 1 , c o d r e t ) 

0 primeiro parametro inteiro especifica o tipo de dado a ser empacotado. Os valores possiveis 

sao: 

s t r i n g b y t e l i n t e g e r 2 i n t e g e r 4 r e a l 4 complex8 r e a l 8 c o m p l e x l 6 

O segundo argumento e um apontador para o primeiro item a ser empacotado, o terceiro 

argumento e o numero total de itens a serem empacotados (nao o numero de bytes) e o quarto e 

o passo a ser usado para ler os itens da memoria. Voce devera assegurar que a mensagem 

recebida seja desempacotada, da mesma maneira que foi originalmente empacotada. 

A funcao para enviar uma mensagem e pvmf send ( ) . 

c a l l p v m f s e n d ( t a s k i d ( i ) , msgmt, c o d r e t ) 

Esta funcao liga um rotulo inteiro (msgmt=4) a mensagem e imediatamente envia o conteudo do zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

buffer de emissao para a Tarefa com identificador t a s k i d [ i ] . 

No 2° loop da Figura A.3.4, a Tarefa-Mestra limpa o buffer de emissao, para cada nova 

mensagem, e empacota este buffer com o numero de elementos do vetor que seguira na 

mensagem e a particao do vetor a ser enviada para a Tarefa-Escrava. Uma vez que cada particao 

do vetorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x a ser enviado, comeca na posicao (num_datax ( i - 1 ) +1) , o passo para a funcao de 

empacotamento e 1. O vetor t a s k i d que foi retornado da chamada a pvmf spawn () e usado 

para enderecar cada uma das Tarefas-Escravas que recebera a particao do vetor. O valor msgmt 

= 4, arbitrariamente escolhido, e usado para rotular a mensagem. 

Depois que as particoes do vetor tiverem sido distribuidas, a Tarefa-Mestra precisa 

receber a soma parcial de cada uma das Tarefas-Escravas. Para receber a mensagem, a Tarefa-

Mestra chama a funcao pvmf r e c e v ( ) . 

c a l l p v m f r e c v ( t a s k i d ( i ) , msgwk, b u f i d ) . 

Ela recebera uma mensagem de uma Tarefa com identificador t a s k i d [ i ] , com rotulo 

msgwk, e a colocara no buffer de recepcao ativo com identificador b u f i d . 

Uma vez que a mensagem tenha chegado, os dados precisam ser desempacotados. A 

funcao para desempacotamento e pvmf unpack ( ) . 

c a l l pvmfunpack( i n t e g e r 4 , r e s u l t ( i ) , 1 , 1 , c o d r e t ) 

O primeiro parametro especifica o tipo de dado a ser desempacotado. As opcoes usadas para 

pvmf pack () sao validas para esta rotina. O segundo parametro indica onde o 1° item 

desempacotado sera armazenado. O terceiro e o quarto argumento dao o numero de itens a serem 

desempacotados e o passo a ser usado quando desempacotando os itens para a memoria do 
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usuario. Nosso exemplo desempacota cada resultado parcial recebido das Tarefas-Escravas e o 

coloca em cada posicao diferente do vetor r e s u l t s e, finalmente, adiciona-o a variavel soma. 

Depois que a soma e computada e exibida, a Tarefa-Mestra informa aozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA daemon PVM 

local que esta deixando a maquina virtual. Isto e feito atraves da chamada a rotina 

p v m f e x i t ( ) . 

c a l l p v m f e x i t ( c o d r e t ) 

Quanto a Tarefa-Escrava, depois de registrar-se na maquina virtual, ela espera para 

receber a particao do vetor a ser somado. Depois de desempacotar o numero de itens de dados 

da mensagem, a Tarefa aloca bastante espaco para manter o resto dos dados contidos na 

mensagem. Os elementos da particao do vetor sao somados e o total e enviado de volt a a Tarefa-

Mestra. O identificador de Tarefa-Mestra e retornado pela funcao pvm_parent ( ) . 

mas te r = p v m f p a r e n t O 

Como a Tarefa-Mestra esta esperando uma mensagem com rotulo igual a 2, este valor 

precisa ser usado na chamada pvm_send () [JICS 95]. 

A.4 - Paralelizag^o do produto interno 

A computacao de um produto interno de dois vetores pode ser facilmente paralelizada; a 

Tarefa-Mestra divide o vetorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x em // particoes e envia, para cada uma das // Tarefas-Escravas, 

uma particao do vetor. Cada Tarefa-Escrava computa o produto interno da particao 

correspondente do vetor. Os resultados das operacoes efetuadas nas particoes devem ser enviados 

para a Tarefa-Mestra para serem combinados no produto interno global. 

A.5 - Paralelizagao do produto matriz-vetor 

O produto matriz-vetor e facilmente paralelizavel em maquinas com memoria distribuida, 

atraves da divisao da matriz em blocos e o envio de cada bloco juntamente com o vetor, as 

Tarefas-Escravas. Cada Tarefa-Escrava, entao, computa apenas uma particao do vetor solucao. 

Vamos ilustrar, com um exemplo, com uma matriz 4x4 e um vetor de tamanho 4, como mostrado 

na Figura A.3.6. 
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Tarefa-Ntettl 

[ 1 1 1 l 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f'l "10] 

2 2 2 2 20 

3 3 3 3 3 30 

4 4 4 4_ 4 40 

1 1 1 1 

2 2 2 2 
1 2 [ i o l 

_ 3 20 

4 

Tarefa-Escrava 1 Tarefa-Escrava 2 

Figura A.3.6 - Multiplicacao matriz-vetor 

A.6 - Algumas rotinas do PVM 

A.6.1 - Controle de Processos 

pvmfmytid() pvm_mytid() 

i n t t i d = pvm_mytid(void) 

c a l l p v m f m y t i d ( t i d ) 

A rotina p v m _ m y t i d ( ) retoma o TID deste processo e pode ser chamada multiplas 

vezes. Ela registra este processo no PVM na sua primeira chamada. Qualquer chamada ao sistema 

PVM (nao apenas p v m _ m y t i d ( ) ) registrant a Tarefa no PVM, se a Tarefa nao foi registrada 

antes desta chamada. E uma pratica comum chamar p v m _ m y t i d ( ) , primeiro para o registro. 

Se o PVM nao foi iniciado antes que uma aplicacao chame p v m _ m y t i d ( ) , o t i d 

retornado sera < 0. 

Parametros: 

t i d identificador inteiro do processo PVM. Valores menores que zero indicam erro. 

pvmfexit() pvm_exit() 

i n t i n f o = p v m _ e x i t ( v o i d ) 

c a l l pvmf e x i t ( i n f o ) 

A rotina p v m _ e x i t () diz aozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pvmd local que este processo esta deixando o PVM. Esta 

rotina nao mata o processo, que pode continuar a executar Tarefas exatamente como qualquer 

outro processo serial UNIX. Os usuarios comumente chamam p v m _ e x i t () antes de sairem de 

seus programas C e antes do comando STOP em programas FORTRAN. 
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Parametros: 

i n f o codigo inteiro dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA status retornado pela rotina. Valores menores que zero indicam 

erro. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

pvmfspawn() pvm_spawn() 

i n t numt = pvm_spawn(char * task ,char * * a r g v , i n t f l a g , 

char *where, i n t n t a sk , i n t * t i d s ) 

c a l l pvmf spawn ( t a s k , f l a g , w h e r e , n task , t i d s , numt) 

A rotina pvm_spawn () dispara n t a s k copias do arquivo executavel chamado t a s k na 

maquina virtual, a r g v e um apontador para um vetor de argumentos para t a s k com o final do 

vetor especificado por NULL. Se a Tarefa nao tern argumentos, entao a r g v e NULL. 

As maquinas em que os processos PVM serao executados, sao estabelecidas pelos 

argumentos f l a g e where. Parametros: 

t a s kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA string de caracteres contendo o nome do arquivo executavel a ser iniciado. O 

executavel precisa esta residente na maquina em que ele sera executado. A 

localizacao default e $ HOME / p vm3 / b i n / $ PVM_ARCH / f i 1 ename. 

a r g v ponteiro para um vetor de argumentos para o executavel t a sk , 

f l a g inteiro especificando opcoes de distribuicao. 

Em C, f l a g devera ser a soma de: 

Valor Opcao Sitmificado 

0 PvmTaskDefault PVM escolhe onde distribuir cada processos 

1 PvmTaskHost where indica uma maquina particular 

2 PvmTaskArch where indica um tipo de arquitetura 

4 PvmTaskDebug inicia processos sob o debugger 

where string de caracteres indicando onde executar os processos PVM. Dependendo do 

valor de f l a g , where pode ser um nome de maquina como "ibml.epm.ornl.gov" 

ou uma classe de arquitetura PVM tal como "SUN4". Se f l a g e zero, where e 

ignorado e o PVM selecionara a maquina mais apropriada. 

n t a s k inteiro especificando o numero de copias do executavel a serem iniciadas. 

t i d s vetor de inteiros com tamanho n ta sk . No retorno o vetor contem os TID dos 

processos PVM iniciados atraves da chamada a pvm_spawn ( ) . Se ha um erro de 

inicializacao em uma dada Tarefa, entao a localizacao correspondente no vetor 

contera o codigo de erro correspondente. 

numt inteiro retornado indicando o numero de Tarefas distribuidas. Valores menores 

que zero indicam erro no sistema. Um valor positivo menor que n t a s k indica 

uma falha parcial. Neste caso o usuario devera verificar o vetor t i d s . 

pvmfkill() pvm_kill() 

i n t i n f o = p v m _ k i l l ( i n t t i d ) 

c a l l pvmf k i l l ( t i d , i n f o ) 
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A rotina p v m _ k i l l ( ) mata qualquer outra Tarefa PVM identificada por t i d . Esta 

rotina nao foi projetada para matar a Tarefa que a chamou, que devera ser realizada pela 

chamada a rotina p v m _ e x i t () seguido por e x i t ( ) . 

A rotina p v m _ k i l l () envia um sinal terminador (SIGTERM) para o processo PVM 

identificado por t i d . Se a chamada a rotina p v m _ k i l l () for bem sucedida, i n f o sera zero. 

Parametros: 

t i d identificador inteiro do processo PVM a ser encerrado. 

i n f o codigo inteiro dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA status retornado pela rotina. Valores menores que zero indicam 

erro. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

pvmfparent() pvm_parent() 

i n t t i d = pvm_parent(void) 

c a l l pvmf p a r e n t ( t i d ) 

A rotina pvm_parent () retorna o TID do processo que gerou a Tarefa que fez a 

chamada a rotina. Se o processo nao foi criado atraves da chamada a pvm_spawn ( ) , entao 

t i d e igual a PvmNoParent. 

Parametros: 

t i d inteiro retornando o identificador da Tarefa pai. Se o processo nao foi criado 

atraves da chamada a rotina pvm_spawn ( ) , entao t i d = PvmNoParent. 

A.6.2 - Passagem de Mensagens 

Enviar uma mensagem compreende tres passos no PVM. Primeiro, umzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA buffer de emissao 

precisa ser inicializado atraves de uma chamada a rotina p v m _ i n i t s e n d () ou 

pvm_mkbuf ( ) . Segundo, a mensagem precisa ser "empacotada" para este buffer usando 

qualquer numero e combinacao das rotinas pvm_pk* ( ) . (em FORTRAN todo empacotamento 

de mensagens e feito pela rotina pvmf pack ( ) ) . Terceiro, a mensagem e enviada para outro 

processo atraves da chamada a rotina pvm_send () ou espalhada atraves da chamada a rotina 

pvm_mcas t ( ) . 

Uma mensagem e recebida atraves da chamada a uma rotina receptora bloqueada ou a 

uma nao bloqueada, em seguida "desempacotando" cada um dos itens do pacote para o buffer de 

recepcao. As rotinas de recepcao podem estabelecer aceitar qualquer mensagem, qualquer 

mensagem de uma fonte especifica, qualquer mensagem com um rotulo especifico ou somente 

mensagens com um rotulo de uma dada fonte. 
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A.6.2.1 - Buffers de Mensagens zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

pvmfinitsend() pvm_initsend() 

i n t b u f i d = p v m _ i n i t s e n d ( i n t encoding) 

c a l l p v m f i n i t s e n d ( e n c o d i n g , b u f i d ) 

Se o usuario esta usando um unicozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA buffer de emissao (e este e o caso geral) entao 

p v m _ i n i t send () e a linica rotina para buffer solicitada. Ela e chamada antes do 

empacotamento de uma nova mensagem em um buffer. A rotina p v m _ i n i t s e n d () limpa o 

buffer de emissao e cria um novo para empacotar uma nova mensagem. O esquema de 

codificapao usado para este empacotamento e estabelecido por e n c o d i n g . O novo 

identificador do buffer e retornado em b u f i d . 

Parametros: 

e n c o d i n g inteiro indicando o proximo esquema de codificacao das mensagens. 

As opcoes em C para encod ing sao: 

PvmDataDefault - a codificacao XDR e usada como default pois o PVM nao 

sabe se o usuario esta adicionando uma maquina heterogenea antes desta 

mensagem ser enviada. Se o usuario sabe que a proxima mensagem sera enviada 

somente para uma maquina que compreende o formato nativo, entao podemos usar 

Pvm Data Raw 

Pvm Data Raw - nenhuma codificacao e feita. Mensagens sao enviadas no seu 

formato original. Se o processo de recepcao nao puder ler neste formato, ele ira 

retornar uma mensagem de erro durante o desempacotamento. 

b u f i d identificador inteiro do buffer de mensagens. Valores menores que zero indicam 

um erro. 

No PVM 3 ha um buffer de emissao ativo e um buffer de recepcao ativo por processo em 

qualquer momento. O programador pode criar qualquer numero de buffer de mensagens e 

permutar entre eles para o empacotamento e emissao de dados. As rotinas de empacotamento, 

emissao, recepcao e desempacotamento afetam somente o buffer ativo. 

A.6.2.2 - Empacotando Dados 

Cada uma das rotinas seguintes em C empacota um vetor de um determinado tipo de 

dados para o buffer de emissao ativo. Elas podem ser chamadas multiplas vezes para empacotar 

dados em uma unica mensagem. Assim, uma mensagem pode conter varios vetores, cada um com 

um tipo diferente de dado. Nao ha limite para a complexidade das mensagens, mas uma aplicacao 

devera desempacotar a mensagem exatamente como ela foi empacotada. 

Os argumentos para cada uma das rotinas sao um apontador para o 1° item a ser 

empacotado, n i t em e o numero total de itens do vetor a serem empacotados, e s t r i d e e o 
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passo a ser usado quando empacotando os itens. UmzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA stride igual a 1 significa que os itens estao 

ocupando posicoes contiguas de memoria serao empacotados. 

i n t i n f o = p v m p a c k f ( const char * f m t , . • ) 
i n t info=pvm_pkbyte( char *xp, i n t n i t e m , i n t s t r i d e ) 
i n t info=pvm_pkcplx( f l o a t *cp, i n t n i t e m , i n t s t r i d e ) 
i n t info=pvm p k d c p l x ( double *zp, i n t n i t e m , i n t s t r i d e ) 
i n t info=pvm_pkdouble(double *dp, i n t n i t e m , i n t s t r i d e ) 
i n t i n f o = p v m _ p k f l o a t ( f l o a t * f p , i n t n i t e m , i n t s t r i d e ) 
i n t i n f o = p v m _ p k i n t ( i n t * i p , i n t n i t e m , i n t s t r i d e ) 
i n t info=pvm_pklong( long * i p , i n t n i t e m , i n t s t r i d e ) 

Cada uma das rotinas pvm_pk* () empacota um vetor de um determinado tipo de dado 

no buffer de emissao ativo. A rotina em FORTRAN pvmf pack (STRING, . . . ) espera que 

n i t e m seja o numero de caracteres na string e s t r i d e seja 1. 

Se o empacotamento for bem sucedido, i n f o sera zero. Se algum erro ocorrer, i n f o 

sera < 0. Uma variavel simples (nao um vetor) pode se empacotada estabelecendo n i t e m = l e 

s t r i d e = l . 

Uma unica subrotina FORTRAN substitui todas as funcoes C acima. 

c a l l pvmfpack (wha t , x p , n i t e m , s t r i d e , i n f o ) 

0 argumento xp e o primeiro item do vetor a ser empacotado. Em FORTRAN o numero 

de caracteres em uma string a ser empacotada precisa ser indicada em n i t e m . O inteiro what 

indica o tipo de dado a ser empacotado. 

A rotina pvm_packf () usa uma expressao no formato printf para indicar o tipo de 

dados a ser empacotado no buffer de emissao. 

Parametros: 

f mt expressao do formato dos dados a ser empacotado. 

n i t e m numero total de itens a serem empacotados (nao o numero de bytes). 

s t r i d e passo a ser usado quando empacotando os itens. 

xp ponteiro para o comeco de um bloco de bytes, ou seja, a primeira posicao do vetor 

de dados (itens) a ser empacotado. Pode ser qualquer tipo de dados, mas precisa 

concordar com o correspondente tipo de dado a ser desempacotado. 

cp vetor de numero complexos de pelo menos n i t e m * s t r i d e itens de tamanho. 

zp vetor de numero complexos em precisao dupla de pelo menos n i t e m x s t r i d e 

itens de tamanho. 

dp vetor de numero reais em precisao dupla de pelo menos n i t e m x s t r i d e itens de 

tamanho. 

fp vetor de numero reais de pelo menos n i t e m x s t r i d e itens de tamanho. 

i p vetor de numero inteiros em precisao dupla de pelo menos n i t e m x s t r i d e itens 

de tamanho. 

j p vetor de numero inteiros de pelo menos n i t e m x s t r i d e itens de tamanho. 

sp apontador para uma string de caracteres terminada por NULL, 

what inteiro indicando o tipo de dados sendo empacotado. 
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S TRI NG 0 REAL4 4 BYTE1 1 C0 MPLEX8 5 I NTEGER2 2 

REAL8 6 I NTEGER4 3 COMPLEX1 6 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i n f o codigo inteiro dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA status retornado pela rotina. Valores menores que zero indicam 

um erro. 

A.6.2.3 - Enviando e Recebendo Dados zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

pvmfsend() pvm_send() 

i n t i n f o = pvm_send(int t i d , i n t msgtag) 

c a l l pvmf s e n d ( t i d , msgtag, i n f o ) 

A rotina pvm_send () rotula uma mensagem armazenada nozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA buffer de emissao ativo 

com um identificador inteiro msgtag e a envia imediatamente para o processo identificado por 

t i d . msgtag e usado para rotular o conteudo da mensagem. A rotina pvm_send() e 

assincrona. A computacao no processo emissor recomeca assim que a mensagem esteja segura em 

seu caminho para o processo de recepcao. Parametros: 

t i d identificador inteiro do processo destine 

msgtag inteiro fomecido pelo usuario usado para rotular a mensagem. msgtag devera 

ser £ 0. 

i n f o codigo inteiro de status retornado pela rotina. Valores menores que zero indicam 

um erro. 

pvmfrecv() pvm_recv() 

i n t b u f i d = pvm_recv ( in t t i d , i n t msgtag) 

c a l l p v m f r e c v ( t i d , msgtag, b u f i d ) 

A rotina pvm_recv () bloqueia o processo ate que uma mensagem com rotulo msgtag 

tenha chegado de uma Tarefa com identificador t i d . Ela entao coloca a mensagem em um 

novo buffer de recepcao ativo que foi criado. 0 buffer de recepcao ativo anterior e esvaziado. 

Se pvm_recv () for bem sucedida, b u f i d tera o valor do identificador do novo buffer 

de recepcao ativo. pvm_recv () e bloqueada, que significa que a rotina espera ate que a 

mensagem chegue ao pvmd local. Se a mensagem chegar, entao pvm_recv () retorna 

imediatamente com a mensagem. Uma vez que pvm_recv () tenha retornado, os dados na 

mensagem podem ser desempacotados para a memoria do usuario, usando as rotinas de 

desempacotamento. 

Parametros: 

t i d identificador inteiro do processo emissor da mensagem, fomecido pelo usuario. 

(-1 neste argumento aceitara mensagens de qualquer Tarefa.) 
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msgtag inteiro usado para rotular o conteudo da mensagem, fomecido pelo usuario. 

msgtag precisa ser > 0. Ele permitira ao programa do usuario distinguir entre 

diferentes tipos de mensagens. (-1 neste argumento aceitara mensagens com 

qualquer rotulo.) 

b u f i d inteiro retomando o identificador do novozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA buffer de recepcao ativo. Valores 

menores que zero indicam erro. 

A.6.3 - Desempacotando Dados 

As seguintes rotinas em C desempacotam (multiplos) tipos de dados do buffer de 

recepcao ativo. Em uma aplicacao, elas devem concordar com suas correspondentes rotinas para 

empacotamento em tipo, numero de itens, e stride, n i t e m e o numero de itens que serao 

desempacotados e s t r i d e e o passo usado no desempacotamento para a memoria do usuario. 

i n t info=pvm_unpackf( ;ons t char *fmt , . . . ) 
i n t info=pvm upkbyte ( char *xp, i n t n i t e m , i n t s t r i d e ) 
i n t in fo=pvm_upkcplx( f l o a t *cp, i n t n i t em, i n t s t r i d e ) 
i n t info=pvm_upkdcplx( double *zp, i n t n i t em, i n t s t r i d e ) 
i n t info=pvm_upkdouble ( double *dp, i n t n i t e m , i n t s t r i d e ) 
i n t i n fo=pvm_upkf loa t ( f l o a t * fp , i n t n i t e m , i n t s t r i d e ) 
i n t i n fo=pvm_upk in t ( i n t * i p , i n t n i t e m , i n t s t r i d e ) 
i n t info=pvm upk long( long * i p . i n t n i t em, i n t s t r i d e ) 

Cada uma das rotinas pvm_upk* () desempacota um vetor de um determinado tipo de 

dados do buffer de recepcao ativo. 

Uma excecao e pvm_ups t r () que por definicao desempacota uma string de caracteres 

terminada por NULL e assim nao necessita dos argumentos n i t e m e s t r i d e . 

A rotina pvm_unpackf () usa uma expressao no formato printf para indicar o tipo dos dados 

a serem desempacotados no buffer de recepcao. A rotina em FORTRAN 

pvmf unpack (STRING, . . . ) espera que n i t e m seja o numero de caracteres na string e 

s t r i d e seja 1. Se o desempacotamento for bem sucedido, i n f o sera zero. Se algum erro 

ocorrer, i n f o sera < 0. Uma variavel simples (nao um vetor) pode ser desempacotada 

estabelecendo n i t e m = 1 e s t r i d e = 1. 

Uma unica subrotina em FORTRAN substitui todas as funcoes C acima. 

c a l l pvmfunpack (wha t , x p , n i t e m , s t r i d e , i n f o ) 

Parametros: 

f mt expressao do formato dos dados a serem desempacotados. 

n i t e m numero total de itens a serem desempacotados (nao o numero de bytes). 

s t r i d e o passo a ser usado quando desempacotando os itens para a memoria. 

xp apontador para o comeco de um bloco de bytes, onde serao desempacotados os 

itens. Pode ser qualquer tipo de dados, mas precisa concordar com o tipo de dado 

empacotado. 

cp vetor de numeros complexos de pelo menos n i t e m x s t r i d e itens de tamanho. 

zp vetor de numeros complexos em precisao dupla de pelo menos n i t e m x s t r i d e 

itens de tamanho. 

140 



dp vetor de numeros reais em precisao dupla de pelo menos n i t e m x s t r i d e itens 

de tamanho. 

fp vetor de numeros reais de pelo menos n i t e m x s t r i d e itens de tamanho. 

i p vetor de numeros inteiros em precisao dupla de pelo menos n i t e m x s t r i d e 

itens de tamanho. 

j p vetor de numeros inteiros de pelo menos n i t e m x s t r i d e itens de tamanho. 

sp apontador para umazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA string de caracteres terminada por NULL. 

what inteiro indicando o tipo de dados sendo desempacotado. 
t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S TRI NG 0 REAL4 4 BYTE1 1 COMPLEX8 5 

I NTEGER2 2 REALS 6 I NTEGER4 3 COMPLEX1 6 7 

i n f o codigo inteiro de status retornado pela rotina. Valores menores que zero indicam 

um 

erro. [Sunderam 94]. 
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Apendice B 

Algoritmos paralelos 

utilizados nos testes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Algoritmo B l - EliminacSo de Gauss - Resolve um 

sistema linearzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ax = b atraves da Eliminacao dc Gauss 

com pivoteamento parcial usando processamento 

paralelo. Ao termino, a matriz A contera a matriz 

triangular superior resultante da eliminacao. O vetor dos 

tcrmos indcpcndcntc b scri atualizado a cada passo da 

eliminacao. Este 6 o algoritmo para a Tarefa-Mestra. 

c Eliminacao de Gauss - Tarefa-Mestra 

c nprocs = numero dc Tarefas-Escravas a serem distribuidas 

c n i l = numero de Iinhas da matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

c nca = numero dc colunas da matriz A 

c mitid = identificador da Tarefa-Mestra 

c vvuds = vetor dc identifications das Tarefas-Escravas 

c Iinhas, extra = usados para determinar a quantidade dc Iinhas 

c da matriz a serem enviadas a cada Tarefa-Escrava 

c linha = posifio da linha na matriz A 

c ret = codigo de retomo dc algumas funcoes do PVM 

c a = matriz A 

c b = vetor dos tcrmos indcpcndcntcs 

call pvmfmytid ( mitid ) 

If( mitid < 0 ) then do 

p r in t ' Tarefa-Mestra incapaz de registrar-sc no PVM" 

p r in t ' Tarefa-Mestra saindo 1 

stop 

else 

print Tarefa-Mestra rcgistrada no PVM com o numero:', mitid 

endif 

In = nla - 1 

Iinhas = In / nprocs 

extra = mod ( In , nprocs ) 

col= 1 

tarn = nla 

col= 1 

index = 0 

mlfpivo( 1 ) = 1 

for i = 2 until nprocs do 

mtfpivo( i ) = 0 

endfor 

for i = 1 unti l nprocs do 

mrecpivo( i ) = 1 

endfor 

for i = 1 unti l nla do 

npiv( i ) = i 

endfor 

colmax = 0.0D0 

for i • 1 until nla do 

hold = abs( a( npiv( i ) , col ) ) 

i f (hold > colmax) then do 

colmax = hold 

nrow • i 

endif 

endfor 

ipivot = npiv( nrow ) 

if( nrow * 1 ) then do 

npiv( nrow ) = npiv( col ) 

npiv( col ) = ipivot 

endif 

call pvrnfspawnC tarefaescrava'. pvmdefautt, ***, nprocs, wtids . ret ) 

msgmt = 1 

msgwk = 2 

k = 2 

uso = 1 

for i • 1 until nprocs do 

if ( i £ extra ) then do ' 

qtdlin = )inh»* + 1 

ebe 

qtdlin = Iinhas 

endif 

jpivot = npiv( k ) 

call pvrrifinrtsend( pvmdcfauh, ret) 

call pvmfpack( integer4 , i , 1 , 1 , ret ) 

call pvmfpack( intcgcr4 , col , 1 , 1 , ret ) 

call rnrnfpack( integcr4 , tarn , 1 , 1 , ret ) 

call pvrnfpack( intcgcr4 . qtdlin . 1 . 1 , ret ) 

call p\-mfpack( real8 , a( ipivot, 1 ) , tarn , nla , ret) 

call pvmfpack( real8 , b( ipivot ) , 1 , 1 , ret ) 

call pvmfpack( integert , mtfpivo( i ) , 1 , 1 , ret) 

call pvmfpack( intcgcr4 . mrccpivo( i ) . 1 , 1 . ret ) 

for j = 1 until qtdlin do 

call pvmfpack( real8 , a( jpivot , 1 ) , tarn , nla , ret) 

call pvmfpack( real8 , b( jpivot ) , 1 , 1 , ret ) 

call pvmfpack( integer4 , j , 1 , 1 , ret ) 

call pvmfpack( inlcgcr4 , i , 1 , 1 , ret) 

call pvmfpack( integer4 , uso, 1 , 1 , ret ) 

k = k + 1 

jpivot = npiv( k ) 

endfor 

call pvmfsend( wtids( i ) , msgmt, ret ) 

endfor 

true= 1 

linha = 0 

while (true = 1) do 

linha • linha • 1 

ind = 0 

for k = 1 until nprocs do 

if ( mrecpivo( k ) * 0 ) then do 

ind = ind + 1 

call pvTnfrccv( wtids( k ) , msgwk , ret ) 

call p\mfunpack( real8 , coluna( ind ) , 1 , 1 , ret) 

call pvmfunpack( intcgcr4 , pos( ind ) . 1 , 1 , ret ) 

call pvmfunpack( intcger4 , qualtiT. ind ) , 1 , 1 , ret ) 

endif 

endfor 

colmax = 0.0D0 

for i • 1 until ind do 

hold = abs( coluna( i ) ) 

if (hold > colmax) then do 

colmax = hold 

nrow = i 

endif 

endfor 

c Verifica a singularidade. A matriz e considers da singular se 

c colmax for equivalent ao zero 

if ( um + colmax * um ) then do 

go to 73 

ebe 

go to 250 

endif 

c As variaveis achci(l) e achei(2) informam para as Tarefas-

c Escravas em qual delas esta a proxima linha pivo 

c (pivotamento parcial) 

73 continue 

achei( 1 ) = pos( nrow) 

achei( 2 ) = qu&hff, nrow ) 

for j = 1 until nprocs do 

call pvmfirutsend( pvmdefautt, re t ) 

call pvmfpack( integer4, achei, 2 , 1 , ret) 

call pvTnfsend( wtids( j ) , msgmt, ret) 
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endfor 

for k = 1 until nprocs do 

i f ( mrecpivc< k ) * 0 ) then do 

call p\-mfrec%t wtids( k ) , msgwk . ret) 

call p\Tnfunpack( integer4 , mtfpivo( k ) , 1 , 1, ret) 

call pvmfunpack( integcr4, mrecpivo( k ) , 1 , 1 , ret) 

l f ( a chc i (2 ) = k ) t h e n d o 

call pvmfunpack( integer4 , mcol, 1 , 1 , ret) 

call p\mfunpack( integcr4 , mtam , 1 , 1 , ret ) 

call pvmfunpack( real8 , mlinhapivo , mtam , 1 , ret) 

call pNmfunpack( real 8 , mb , 1 , 1 , ret) 

call p\mrur9ack<real8Xlinhajncol-l). mtam-1 .nla. ret) 

call p\mfunpack( real8 , b( linha ) , 1 , 1 , ret ) 

endif 

endif 

endfor 

c c a ultima linha reccbida da Tarefa-Mestra 

i f (linha = ( n l a - 1 ) ) then do 

a( nla , nla ) = mlinhapivo( 1 ) 

b( nla ) = mb 

c mata os processos escravos 

for i = 1 unti l nprocs do 

call pvmfkill( wtids( i ) , ret ) 

endfor 

go to 120 

endif 

for m = 1 until nprocs do 

i f ( mrecpivc< m ) * 0 ) then do 

call p\mfinitsend( p\-mdcfauh . ret) 

call p\mfpack( integcr4 . mtfpivo( m ) , 1 , 1 . ret) 

call pvmfpack( inlegeH , mcol, 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfpack( intcger4 . mtam . 1 . 1 . ret) 

call pvmfpack( real8 . mlinhapivo , mtam . 1. ret) 

call pvmfpack( real8 . mb . 1 , 1 , ret) 

call p\mfsend( wtids( m ) , msgmt, ret) 

cndlf 

endfor 

endwhile 

120 continue 

c inicio da suhstituicao regressiva. 

x( nla ) = h( nla ) / a( nla , nla ) 

for i = nla - 1 until 1 passo - 1 

sum = h( i ) 

for j • i + I until nla do 

sum = sum - a( i , j ) x x( j ) 

endfor 

x( i ) = sum / a( i , i ) 

endfor 

print *,' solucao do sistema ' 

for i = 1 until nla do 

print •,' x ( ' , i , ' ) = *.x( i ) 

endfor 

c calculo do vetor dc residuos 

for i = 1 until nla do 

v ( i ) = 0.0D0 

endfor 

for j • 1 until nla do 

for i = 1 until nla do 

v ( i ) = v ( i ) + a a ( i , j ) x x ( j ) 

endfor 

endfor 

for i = 1 until nla do 

rcsid< i ) = abs( bb( i ) - v( i ) ) 

endfor 

indie = isamax( nla , resid, 1 ) 

print residuo = ' , resid( indie ) 

goto 260 

250 continue 

print *,' matriz considerada singular' 

260 continue 

call pvmfexit( ret) 

stop 

end 

Obs.: lSAMAXQ e uma rotina do BLAS. 

Algoritmo B2 - Eliminacao de Gauss - Algoritmo para a 

Tarefa-Escrava. 

c nl = tamanho dc uma linha da matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

c mhid = identificador da Tarefa-Escrava 

c tidmt = identificador da Tarefa-Mestra 

c ntotl = numero de Iinhas a serem alocadas na memoria do processo 

c escra vo 

c codret = codigo dc rctomo de algumas rotinas do PVM 

call p\mfmytid( mi t id) 

msgmt = 1 

msgwk = 2 

call p\mfparent( t idmt) 

print 'idemidade da tarefa pai = ' , tidmt 

print 'identidade da Tarefa-Escrava = ' , mitid 

call p\Tnfrecv( t idmt, msgmt, codret ) 

call pvmfunpack( inleger4 , wtarefa . 1 , 1 , ret) 

call p\mfunpack( integer4 , wool , 1 , 1 , codret ) 

call p\mfunpack( integer4 , wtam , 1 . 1 , codret) 

call p\Tnfunpack( integer* , wqtdlin , 1 , 1 , codret) 

call p\mfunpack( real8 , privet, wtam , 1 , codret) 

call p\TTifunpack( real8 , wbl , 1 , 1 , codret ) 

call p\mfunpack( integer4 . wtfpivo . 1 , 1 . codret) 

call pvmfunpack( integer4 , WTCcpivo , 1 , 1 , codret) 

for i = 1 unti l wqtdlin do 

call pvmfunpack( real8 , waa( i , 1 ) , wtam , ntot, codret) 

call p\mfunpack( real 8 . wbb( i ) . 1 . 1 . codret ) 

call p\Tnfunpack( integer4 , wpos( i ) , 1 , 1 , ret) 

call p\Ttifunpack( integer4 , wtafT, i ) . 1 . 1 . codret ) 

call pvmfunpack( integer4 , wuso( i ) , 1 , 1 , codret) 

endfor 

true = 1 

while (true = 1 ) do 

wx = 0 

for i = 1 until wqtdlin do 

l f ( wuso( i ) * 0 ) then do 

waa( i , wool) = waa( i , wool) / privct( wcol) 

for j « wcol + 1 until nl do 

waa( i , j ) = waa(i, j> - (waa( i .wcol )xprivct(j)) 

endfor 

whb( i ) = wbb( i ) - waa( i , wcol) x wbl 

vvx = wx * 1 

endif 

endfor 

tcol = wcol + 1 

tconta = 0 

for i = 1 unt i l wqtdlin do 

lf( wuso( i ) * 0 ) then do 

tconta = tconta + 1 

tcoluna( tconta ) = waa( i , tcol ) 

tpos( tconta ) = wpos( i ) 

tlaf( tconta ) = wtaft, i ) 

endif 

endfor 

colmax = 0.0D0 

for i = 1 unti l tconu do 

hold = abs< tcoluna( i ) ) 

if( hold > colmax ) then do 

colmax = hold 

nrow = i 

endid 

endfor 

call pvmfinilsend( pvmdcfaurt, codret) 

call pvmfpack( real 8 , tcoluna( nrow ) , 1 , 1 , codret ) 

call p\Tnfpack( integer4 , tpos( nrow ) , 1 , 1 , codret ) 

call pvmfpack( intcgcr4 , ttaf( nrow ) , 1 , 1 , ret ) 

call p\mfscnd( tidmt, msgwk , codret ) 

c 

call p\mfhscv( tidmt, msgmt, codret ) 

call pvTOfunpack( integer4 , wachei , 2 , 1 , codret ) 

i f ( ( wachei( 2 ) = wtarefa ) .and. (wx = 1 ) ) then do 

wrecpivo = 0 

endif 

call pvmfinitscnd( pvmdcfauh , codret ) 

call p\mfpack( integer4 , wtfpivo , 1 , 1 , codret) 

call pvmfpack( integer4 , wrecpivo , 1 , 1 , codret) 
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if( wtarefa = wacbei( 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ) ) then do 

wtam = wtam-1 

wcol = wcol + 1 

call p\-mfpack( integer4 . wcol . 1 . 1 , ret) 

call pvmfpack( inleger4 , wtam, 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfpack(real8,waa(w-achei(l),wcol ),utam_ntoUct) 

call pvmfpack( rcal8 , whb( wachei( 1 ) ) , 1 , 1 , ret ) 

call p\mfpack(real8, privct(wcol-1 ),wtam +1,1 .codret) 

call pvmfpackf, real8, wbl , 1 , 1 , codret) 

wuso( wachei( 1 ) ) = 0 

endif 

call pvmfscnd( "dmt, msgwk , codret ) 

tf( wrecpivo = 0 ) go to 80 

call pvmfrecv( tidmt, msgmt, codret) 

call p\mfunpack( integer4 , wtfpivo , 1 , 1 . codret) 

call p\mfunpack( integer4 , wool , 1 , 1 , codret) 

call p\mfunpack( inlcgcr4 , wtam , 1 , 1 , codret) 

call p\Trutunpack( real8 , privct( w c o l ) , wtam, 1 , codret) 

call pvmfunpack( real8 , wbl , 1 , 1 , codret) 

end while 

continue 

call pvmfexit( codret ) 

stop 

end 

Algoritmo B3 - Fatoracao L U - Resolve um sistema 

linearzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ax = b atraves da Fatoracao LU usando a 

Eliminac§o de Gauss com pivoteamento parcial utilizando 

processamento paralelo. Este 6 o algoritmo para a Tarefa-

Mestra. 

nla 

nca 

mitid 

wtids 

linha 

ret 

a 

b 

Fatoracao LU - Tarefa-Mestra 

nprocs = numero de Tarefas-Escravas a serem distribuidas 

= numero de Iinhas da matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

= numero dc colunas da matriz A 

= identificador da Tarefa-Mestra 

= vetor dc identificador e*. das Tarefas-Escravas 

linhas,extra = usados para determinar a quantidade de Iinhas da matriz A 

a serem enviadas a cada Tarefa-Escrava 

= posicao da linha na matriz A 

= codigo de rctomo dc algumas funcoes do PVM 

= a matriz A 

= vetor dos tcrmos independentcs 

parameter ( nla = 500 ) 

parameter ( nca = 500 ) 

parameter ( nprocs = 5 ) 

integer msgmt, msgwk , mcol, tarn , mtam , mtfpivo( nprocs ) 

integer mrccpivo( nprocs ) . nrow . ret 

integer pos( nla ) , quahiT, nla ) , uso , linha . auxl 

integer qtdlin , mqtdlin . extra , Iinhas , ind 

integer i . j , k , m , t , co l , wcol , mitid , npiv( nla ) . jpivot . mjpiv 

integer In . wtids( nprocs ) , mudou , achci( 2 ) . quanti 

real*8 a( nla , nca ) , y( nla ), x( nla ) , aux , b( nla ) , resid( nla ) 

real*8 aa( nla , nca ) , bb( nla ) , v( nla ) , coluna( nla ) 

real*8 mlinhapivo( nla ) , colmax , hold , mb . zero , um 

data zero 0.0DO/. um -'1.0D0/ 

call pvmfm>tid( mitid ) 

if (mit id < 0 ) then do 

print ' Tarefa-Mestra incapaz dc registrar-sc no PVM ' 

print ' Tarefa-Mestra saindo ' 

stop 

else 

print Tarefa-Mestra registrada com o numero:',mitid 

endif 

In = nla - 1 

Iinhas = In / nprocs 

extra = mod( In , nprocs ) 

col= 1 

tarn = nla 

col-1 
index = 0 

mtfpivo( 1 ) = 1 

for i = 2 until nprocs do 

mtfpivo( i ) = 0 

endfor 

for i = 1 unti l nprocs do 

mrecpivo( i ) = 1 

endfor 

for i = 1 until nla do 

npiv( i ) = i 

enfor 

colmax = 0.0D0 

c pesquisa pelo major valor absoluto na primeira coluna (pivoteamento 

c parcial) 

for i = 1 until nla do 

hold = abs( a( npiv ( i ) , col) ) 

if ( hold > colmax) then do 

colmax = hold 

nrow = i 

endif 

endfor 

ipivot = npiv( nrow ) 

if( nrow = 1) go to 15 

npiv( nrow ) = npiv( col) 

npiv( col) = ipivot 

15 continue 

call pv-mfspawnC tarefaescrava'.pvmdefault,'**, nprocs,wtidsj-et) 
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msgmt = 1 

msgwk = 2 

k = 2 

uso = 1 

for i = 1 unti l nprocs do 

l f ( i £ extra) then do 

qtdlin = Iinhas + 1 

ebe 

qtdlin = Iinhas 

endif 

jpivot = npiv( k ) 

call p\Trmnhscnd( pvmddauh , ret) 

. call p\mfpack( integcr4 , i , 1 , 1 , ret) 

call pvmfpack( integer4 , col , 1 , 1 , ret) 

call p\mfpack( integer4 , tarn . 1 , 1 , ret) 

call p\mfpack( integer4 , qtdlin , 1 , 1 , ret) 

call p\-mfpack( rcalS , a< ipivot, 1 ) , tarn , nla , ret) 

call p\Tnfpack( real8 , b( ip ivo t ) , 1 , 1 , ret ) 

call p\Tnfpack( integer4 , mtfpivo( i ) , 1 , 1 , ret) 

call p\mfpack( integcr4 , mrccpivo( i ) , 1 , 1 , ret) 

for j = 1 until qtdlin do 

call pvmfpack( rcal8 , a( jpivot , 1 ) , tarn , nla , ret) 

call p\mfpack( real8 , b( jpivot ) , 1 , 1 . ret) 

call p\Tnfpack( intcgcr4 . j , 1 . 1 . ret ) 

call p\Tnfpack( intcgcr4 . i . 1 , 1 , ret) 

call p\TTtfpack( intcgcr4 . uso, 1 , I , ret) 

k = k - l 

jpivot = npiv( k ) 

endfor 

call pvmfscnoX wlids( i ) , msgmt. ret) 

endfor 

true = 1 

linha = 0 

while (true = 1 ) do 

linha = linha + 1 

ind = 0 

for k = 1 until nprocs do 

i f ( mrecpivo( k ) * 0 ) then do 

ind = ind + 1 

call punfrcevf. wtids( k ) , msgwk , ret) 

call p\mfunpaek( real8 , coluna( ind ) , 1 , 1 . ret ) 

call p\TOfunpack( integer4 , pos( ind ) , 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfunpack( inleger4 , quahl( ind ) , 1 , 1 . ret ) 

endif 

endfor 

colmax = 0.0D0 

for i = 1 until ind do 

hold = ahs( coluna( i ) ) 

i f ( hold > colmax ) then do 

colmax = hold 

nrow = i 

endif 

endfor 

Verifica a singularidade. A matriz e considers da singular se 

colmax for cquivalcnte ao zero 

i f ( u m + colmax * um ) then do 

go to 73 

ebe 

go to 250 

endif 

As variaveis achei(l) e achei(2) informam para as Tarefas-

Escravas em qual delas esta a proxima linha pivo 

(pivotamento parcial) 

73 continue 

achei( 1 ) = pos( nrow ) 

achei( 2 ) = qualtf( nrow ) 

for j = 1 until nprocs do 

call p\Tnfinhsend( p\mdefauh , ret ) 

call p\irifpack( integer4 , achei , 2 , 1 , ret ) 

call p\TTifsend( wtids( j ) , msgmt, ret ) 

endfor 

for k = 1 unti l nprocs do 

i f (mrecpivo(k ) * 0) then do 

call p\TOfrccv( wtids( k ) , msgwk , ret ) 

call p\mfunpack( integer4 , mtfpivo( k ) , 1 , 1 , ret) 

call p\irifunpack( integer4 , mrecpivo( k ) , 1 , 1 , ret) 

i f ( a c h e i ( 2 ) = k ) then do 

call pvmfunpack( integer4 . mcol, 1 . 1 . ret) 

call pvmfunpack( integer4 . mtam, 1 , 1 , ret) 

call p\mfunpack( rcal8 , mlinhapivo, nla , 1 . ret) 

call pvmfunpack( real8 , mb . 1 , 1 . ret) 

call p\Trifunpack( real8 , a( linha , 1 ) , nla , nla , ret) 

call pvmfunpack( real8 , b( linha ) , 1 , 1 , ret) 

endif 

endif 

endfor 

c e a ultima linha pivo 

i f (linha = ( nla - 1 ) ) then do 

for i = 1 unti l nla do 

a( nla , i ) = mlinhapivo( i ) 

endfor 

b( nla ) = mb 

c mata os processos cscravos 

for i = 1 unti l nprocs do 

call pvmfkill( wtids( i ) , ret) 

endfor 

goto 120 

endif 

for m = 1 until nprocs do 

i f ( mrecpivo( m ) * 0) then do 

call p\Tnfinitscnd( pvmdcfauh . ret) 

call pvmfpack( integer4 . mtfpivo( m ) . 1 . 1 . ret) 

call pvTnfpack( inleger4 . mcol, 1 , 1 , ret) 

call pvmfpack( integcr4 , mtam . 1 , 1 . ret ) 

call pvmfpack( real8 , mlinhapivo , nla , 1 , ret) 

call pvmfpack( real8 , mb, 1 , 1 . ret) 

call pvmfsend( wtids( m ) , msgmt. ret) 

endif 

endfor 

endwhile 

120 continue 

c lnicio da substituicao progressiva. O rcsultado e armazenado cm y 

c Resolve a cquaciozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA LyzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = b 

> \ 1 ) = K 1 ) 

for k = 2 unti l nla do 

aux = O.ODO 

for i = 1 unti l k -1 do 

aux = aux + ( a ( k , i ) x y ( i ) ) 

endfor 

y( k ) = b( k ) - aux 

endfor 

c inicio da substituicao regressiva. 

x( nla ) = y( nla ) / a( nla . nla ) 

for i = nla - 1 unti l 1 passo - 1 do 

sum = y( i ) 

for j = i + 1 until nla do 

sum = sum - a( i , j ) x x ( j ) 

enfor 

x( i ) = sum / a( i . i ) 

enfor 

c calculo do vetor dc residuos 

for i = 1 until nla do 

v ( i ) - 0.0D0 

endfor 

for j = 1 unt i l nla do 

for i = 1 unti l nla do 

v ( ' ) = v ( i ) + a a ( i , j ) x x ( j ) 

endfor 

endfor 

for i = 1 until nla do 

resid( i ) = abs< bb( i ) - v( i ) ) 

endfor 

indie = isamax( nla , resid, 1 ) 

print *,' residuo = ' , resid( indie ) 

go to 260 

250 continue 

print *,' matriz considerada singular' 

260 continue 

call pvmfexit( ret) 

stop 

end 

Obs.: ISAMAXO e uma rotina do BLAS. 



Algoritmo B4 - FatoracSo LU zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tarefa-Escrava. 

Algoritmo para a 

c Fatoracio L U - Tarefa-Escrava 

c nl = tamanho de uma linha da matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

c mitid = identificador da Tarefa-Escrava 

c tidmt = identificador da Tarefa-Mestra 

c ntotl = numero dc Iinhas a serem alocadas na mcrnoria do 

c processo escra vo 

c codret = codigo dc retomo de algumas rotinas do PVM 

include fpvm3.h' 

paramcter( nl = 500 ) , 

parameterf. nprocs • 5) 

parameter^ ntot = ( ( nl - 1 ) / nprocs ) + 1 ) 

integer i , codret, mitid , t idmt, wcol , wlinha , wqtdlin , wtfpivo 

integer wrecpivo, wtarefa, tcol , tconta , wx , nrow 

integer tpos( ntot), tuft, ntot), wachei( 2 ) , wpos( ntot) 

integer I n , msgmt, msgwk, wtam, wnpiv( n to t ) , wuso( ntot) 

integer wtafT. ntot) 

real*8 privetf, n l ) , waa( ntot, n l ) , tcoluna ( n to t ) , wbl , wbb( ntot ) 

real*8 colmax, hold' 

call p\TTifrmtid( mit id) 

msgmt = 1 

msgwk = 2 

call p\Tnfparcnt( t idmt) 

print 'identidade da tarefa pai = ' , tidmt 

print 'identidade da Tarefa-Escrava = ' , mitid 

call p\mfrecv( tidmt, msgmt, codret) 

call p\mfunpack( intcger4 , wtarefa , 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfunpack( integcr4 , wcol , 1 , 1 , codret) 

call p\Tnfunpack( integer4 , wtam , 1 , 1 , codret) 

call p\Tnfunpack( integcr4 , wqtdlin , 1 , 1 , codret) 

call p\Tnfunpack( real 8 , privet, wtam , 1 , codret) 

call p\mfurrpack( real8 , wbl , 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfunpack( intcgcr4 , wtfpivo , 1 , 1 , codret ) 

call p\Tnfunpack( irrtcgcr4 , wrecpivo , 1 , 1 . codret) 

for i = 1 until wqtdlin do 

call pvmfunpack( real8 , waa( i , 1 ) , wtam . ntot. codret) 

call p\mfunpack( real8 , wbb( i ) , 1 , 1 , ret ) 

call pvmfunpack( integer4 , wpos( i ) , 1 , 1 . ret) 

call p\Tnfunpack( intcgcr4 , wtafT, i ) , 1 , 1 , codret) 

call pvmfunpack( intcger4 , wuso( i ) , 1 , 1 . codret) 

endfor 

true = 1 

while (true = 1 ) do 

wx = 0 

for i = 1 until wqtdlin do 

l f ( w u s o ( i ) * 0 ) then do 

waa( i . wcol ) = waa( i , wcol) / privet( wcol) 

f or j = wcol + 1 until nl do 

waa(i j ) = waa(i. j ) - ( waa(i, wcol )x privct( j ) ) 

endfor 

wx = wx + 1 

endif 

endfor 

tcol = wcol + 1 

tconta = 0 

for i = I unti l wqtdlin do 

i f ( w u s o ( i ) * 0 ) then do 

tconta = tconta + 1 

tcoluna( tconta ) = waa( i , tcol) 

tpos( tconta ) = wpos( i ) 

ttaf( tconta ) = wtaf( i ) 

endif 

endfor 

colmax = 0.0DO 

for i = 1 until tconta do 

hold = abs( tcoluna( i ) ) 

if (hold > colmax) then do 

colmax = hold 

nrow = i 

endif 

endfor 

call pvmfinitsend( pvmdefauh, codret) 

call pvmfpack( real8 , tcoluna( nrow ) , 1 , 1 , codret) 

call p\Tnfpack( integer4 , tpos( nrow ) , 1 , 1 , codret) 

call p\Trtfpack( integcr4 , ttalT. nrow ) , 1 , 1 , ret) 

call pvmfsend( tidmt, msgwk , codret ) 

call p\Tnfrecv( tidmt, msgmt, codret) 

call p\mfunpack( integer4 , wachei , 2 , 1 , codret) 

i f ( ( wachci(2) = wtarefa) .and. (wx = 1)) then do 

wTecpivo = 0 

endif 

call p\Tiifuutsend( pvmdefauh , codret ) 

call p\Tnfpack( integer4 , wtfpivo , 1 , 1 , codret) 

call p\Tnfpack( integer4 , WTecpivo , 1 , 1 , codret ) 

i f ( wtarefa = wachei( 2 ) ) then do 

wtam = wtam - 1 

wcol = wcol + 1 

call p\mfpack( integcr4 , wcol , 1 , 1 , ret) 

call pvmfpack( intcgcr4 , wtam , 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfpack(real8.waa(w-achci( 1), 1) ,nl .ntot. ret) 

call p\Tnfpack( real 8, wbb( wachci( 1 ) ), 1,1 .ret) 

call p\tnfpack( real8 , privet, n l , 1 , codret) 

call pvTnfpack( real8 , wbl , 1 , 1 , ret) 

wuso( wachei( 1 ) ) = 0 

endif 

call p\tnisend( tidmt. msgwk . codret ) 

lf( WTecpivo = 0 ) go to 80 

call pvmfrccv( tidmt. msgmt. codret ) 

call pvmfunpack( intcgcr4 , wtfpivo , 1 , 1 , codret) 

call pvmfunpack( intcgcr4 , wcol , 1 , 1 , codret) 

call pvmfurtpack( integcr4 , wtam , 1 , 1 , codret) 

call pvmfunpack( real8 , privet, n ) , 1 , codret) 

call p\Tnfunpack( real8 . wbl . 1 . 1 . ret) 

endwhile 

80 continue 

call pvmfexit( codret) 

stop 

end 
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Algoritmo B5 - Mctodo itcrativo de Gauss-Jacobi -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Resolve um sistema linearzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ax = b atraves do metodo 

itcrativo de Gauss-Jacobi. A matriz A deve ser 

estritamente diagonal dominante. Este e o algoritmo para 

a Tarefa-Mestra. 

c Mctodo Iterativo de Gauss-Jacobi - Tarefa-Mestra 

c 

c 

c 

c 

nprocs 

nla 

nca 

mitid 

wtids 

= numero de Tarefas-Escravas a serem distribuidas 

= numero de Iinhas da matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

= numero dc colunas da matriz A 

= identificador da Tarefa-Mestra 

= vetor dc idenuficadores das Tarefas-Escravas 

c linhas.cxtra = usados para dcterminar a quantidade dc Iinhas da 

c matriz A a serem enviadas a cada Tarefa-Escrava 

c linha = posicao da linha na matriz A 

c ret = codigo de rctomo dc algumas funcoes do PVM 

c a = matriz A diagonal dominante cstrita 

c b = vetor dos tcrmos independentcs 

c x = vetor dc aproximacao inicial 

c cps = precisao requerida 

c maxit = numero maximo dc iteracoes dcclarado 

c he = variavel de controle 

include fpvm3.h' 

paramctcr( nprocs = 5 ) 

paramctcr( nla = 2000 ) 

parameter^ nca = 2000 ) 

integer Iinhas , extra . linha . msgmt, msgwk , i . j , h , itc , maxit 

integer ret. wtids( nprocs ) , bufid , lidmct, mitid . qtdlin 

integer mlinha . mqtdlin . index 

rcal*8 a( nla . nca ) , b( nla ) , xold( nla ) , x( nla ) , cps , v( nla ) 

real*8 resid( nla ) 

real*8 maior, aux . sum , vctor( nla x nca ) . wa( nla , nca ) 

maxit = 50 

cps = 1.0D-12 

c rcgistra a Tarefa-Mestra no pvm 

call pNTTuTnytioX mitid) 

I f ( mitid < 0 ) then do 

print ' Tarefa-Mestra incapaz dc registrar-se no PVM ' 

print ' Tarefa-Mestra saindo ' 

stop 

else 

print ' Tarefa-Mestra rcgistrada com o numero:', mitid 

call p\mfiruLscnd( pvmdefauh, buftd) 

call pvrnfpack( intcgcr4 , linha , 1 , 1 , ret) 

call pvmfpack( integer4, qtdlin. 1 , 1 . ret) 

call p\Tnfpack( real8 , b( linha ) , qtdlin , 1 , ret ) 

call pvrnfpack( real8 , xold . nla , 1 , ret) 

for j = 1 until qtdlin do 

call p\Tnfpack( rea!8 , a( linha , 1 ) , nla , nla . ret) 

. linha = linha + 1 

endfor 

call p\Tnfsend( wtids( i ) , msgmt, ret) 

endfor 

c espera pelos resultados das Tarefas-Escravas 

c mlinha = posicao inicial no vetor x 

c mqtdlin = numero dc elcmentos a serem desempacotados cm x a 

c partir da posicao x(mlinha) 

c x(mlinha) = os mqtdlin elcmentos do novo vetor iteracao 

he = 0 

whilc( itc <, maxit ) do 

itc = he + 1 

msgwk = 2 

for i = 1 until nprocs do 

call pvmfrecv( wtids( i ) , msgwk . bufid ) 

call p\mfunpack( integer4 , mlinha , 1 , 1 . ret) 

call p\mfunpack( integer4 . mqtdlin . I . 1 . ret) 

call pvmfunpack( real8 , x( mlinha ) , mqtdlin , 1 , ret) 

endfor 

c faz o teste de para da 

aux = x( 1 ) - xold( 1 ) 

maior = abs( aux ) 

for i = 2 unti l nla do 

aux = x( i ) - xold( i ) 

aux = abs( aux ) 

i f ( aux > maior) then do 

maior = aux 

endif 

endfor 

i f ( maior £ cps ) then do 

goto 160 

endif 

for i = 1 unti l nla do 

xold( i ) = x( i ) 

endfor 

c envia o novo vetor iteracao para as Tarefas-Escravas 

for i = 1 until nprocs do 

call pvmfinitscnd( pvmdefauh . bufid ) 

call p\Tiifpack( real8 , xold . nla . 1 , ret ) 

endif call pvmfscnd( wtids( i ) . 

c inicializacio do vetor dc aproximacao inicial endfor 

for i = 1 until nla do endwhile 

x ( i ) = 0.0D0 160 continue 

rndfor print ' solucao:' 

c for i = 1 unti l nla do 

for i = 1 unti l nla do print 1 x( '.i. ') = '. x( i ) 

x o l d ( i ) = x ( i ) endfor 

endfor c mala os processos escravos 

c determina a quantidade de Iinhas a serem enviadas a cada Tarefa- for i = 1 unti l nprocs do 

c Escrava call pvmfkill( wtids( i ) . ret ) 

Iinhas = nla / nprocs endfor 

extra = mod ( nla , nprocs ) c calculo do vetor dc residuos 

linha = 1 for i = 1 unti l nla do 

c distribuicao das Tarefas-Escravas na maquina virtual v ( i ) = 0.0D0 

call pvTnfspawnf/ tarefa_escrava '.pvmdefauh ,'• jnprocs,wtidsjet) endfor 

for i = 1 unti l nprocs do c 

i f ( i <. extra ) then do for i = 1 unt i l nla do 

qtdlin = Iinhas + 1 aux = 0.0D0 

else for j = 1 unti l nla do 

qtdlin = Iinhas aux = aux + a( i , j ) x x( j 

endif endfor 

c envia dados para as Tarefas-Escravas v( i ) = aux 

c linha = e a posicao na matriz. endfor 

c qtdlin = quantidade de Iinhas da matriz .4, que serao enviadas para c 

c cada Tarefa-Escrava for t = 1 unti l nla do 

c b = qtdlin element os do vetor independente b rcsid( i ) = abs( b ( i ) - v ( i ) ) 

c xold = vetor de aproximacao inicial endfor 

c a = as qtdlin Iinhas da matriz A indie = isamax( nla , resid , 1 ) 

msgmt = 1 print ' residuo = ' , resid( indie ) 
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print ' numero dc iteracoes rnivimo dcclarado = ' , maxit 

print ' numero de iteracoes usadas = ' , itc 

call p\Tnfexit( ret) 

stop zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
end zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Algor i t m o B6 -  Mct odo I t crat ivo de Gauss- Jacob i 

Algoritmo para a Tarefa-Escrava. 

c Metodo itcrativo dc Gauss-Jacobi - Tarefa-Escrava 

c nl = tamanho de uma linha da matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

c mitid = identificador da Tarefa-Escrava 

c tidmt = identificador da Tarefa-Mestra 

c ntotl = numero dc linha a serem aJ oca das na memoria do 

c processo escra vo 

c codret = codigo dc retomo de algumas rotinas do PVM 

include fpvm3.h' 

c 

paramcterf. nl = 2000 ) 

parameter^ nprocs = 5 ) 

parameter^ moll • ( ( nl - 1) / nprocs ) + 1 ) 

integer codret, mitid , tidmt, contr 

integer msgmt, msgwk . i , j , wlinha , wqtdlin , true 

rcal'8 wa( ntot!, n l ) , wb( ntotl ) 

real*8 wx( mod ) . wxold( n l ) . soma 

c regislro da Tarefa-Escrava no PVM 

call pvmfmytid( midd ) 

ir (mitid < 0) then do 

print ' Tarefa-Escrava incapaz de registrar-se no PVM ' 

print ' Tarefa-Escrava saindo ' 

stop 

ebe 

print ' Tarefa-Escrava regislrada com o numero: '.midd 

endif 

c recebe uma mensagem da Tarefa-Mestra contendo: 

c wlinha = indica a posicao na matriz A, indicando a primeira 

c linha enviada pela Tarefa-Mestra. 

c wqtdlin = quantidade de Iinhas enviadas a Tarefa-Escrava, a 

c partir da linha wlinha 

c wb = contcm wqtdlin elcmentos do vetor independente. 

c comccando pelo clemcnto na posicao b(wlinha). 

c wxold = o vetor iteracao, contendo nla elcmentos 

c wa = matriz que ira armazenar as wqtdlin Iinhas da matriz A. 

msgmt = 1 

msgwk = 2 

call pvmfparent( t idmt) 

call pvmfrccv( tidmt, msgmt, codret) 

call pvmfunpack( intcgcr4 , wlinha , 1 , 1 , codret) 

call pvmfunpack( integcr4 , wqtdlin , 1 , 1 , codret) 

call pvmfunpack( real8 , wb , wqtdlin , 1 . codret) 

call pvmfunpack( real 8 , wxold , n l , 1 , codret) 

contr = wlinha 

for i = 1 until wqtdlin do 

call pvTnfunpack( rcal8 , wa( i , 1 ) , nl , mod , codret) 

endfor 

c calculo das wqtdlin componentes do novo vetor itcracio 

true = 1 

while (true = 1) do 

contr = wlinha 

for i = 1 until wqtdlin do 

soma = O.ODO 

for j = 1 until nl do 

if( contr * j ) then do 

soma = soma + ( vva( i , j ) x wxold( j ) ) 

endif 

endfor 

wx( i ) = ( wb( i ) - soma ) / w a( i , contr ) 

contr = contr + 1 

endfor 

c envia o rcsullado da opcracao de voha a Tarefa-Mestra 

c wlinha = indica a posicao do vetor x onde deve comccar 

c o desempacotamento dos wqtdlin elcmentos do 

c novo vetor itcracio 

c wqtdlin • indica a quantidade de elcmentos da nova itcracio 

c que serao enviados para a Tarefa-Mestra 

I WX = OS wqtdlin elementos que farao parte do novo vetor zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i iteracao 

call pvmfmitscnd( pvmdefauh , codret ) 

call p\-mfpack( integer4 , wlinha , 1 , 1 , codret ) 

call pvTnfpack( integer4 , wqtdlin , 1 , 1 , codret ) 

call p\TTtfpack( real 8 , w x , wqtdlin, 1 , codret) 

call pvTTifsend( tidmt, msgwk , codret ) 

e 

call pvmfrecv( ddmt, msgmt, codret) 

call pvmfunpack( real8, wxold, n l , 1 , codret) 

endwhfle 

call pvmfexh( codret) 

stop 

end 

Algor i t m o B7 -  Gr ad ien t es Con j ugados - Resolve um 

sistema linear Ax = b  ( a matriz A simctrica positiva 

definida) atraves do metodo iterativo dos Gradicntes 

Conjugados usando processamento paralelo. Este e" o 

algoritmo para a Tarefa-Mestra. 

c versa o na lingua gem FORTRAN da Tarefa-Mestra para o ambient c pvm 

c A Tarefa-Mestra c responsavel pela criacad das Tarefas-Escravas que v io 

c irnhalhar na resolucao do problcma, coordenacio da cntrada dos dados 

c iniciais para cada tarefa escra v a c pela col eta dos seus resultados parciais. 

c A Tarefa-Mestra distribui nprocs Tarefas-Escravas na maquina virtual. 

c nprocs • numero de Tarefas-Escravas a serem distribuidas 

c nla • numero dc Iinhas da matrizA 

c nca = numero dc colunas da matriz A 

c midd = identificador da Tarefa-Mestra 

c wtids = vetor dc idenuficadores das Tarefas-Escravas 

c Iinhas , extra = usados para dctcrminar a quantidade dc Iinhas da 

c matriz A serem enviadas a cada Tarefa-Escrava 

c linha 
c posicao da linha na matriz/I 

c ret • codigo dc retomo dc algumas funcoes 

c a • matriz A 

c b • vetor dos tcrmos independentes 

c X = vetor de aproximacao inicial 

c cps • precisao requcrida 

c maxit = numero maximo dc iteracoes dcclarado 

c he = variavel de controle 

c cada Tarefa-Escrava recebe: 

c (nla / nprocs) Iinhas da matriz A 

c (nla / nprocs) elcmentos do vetor independente b 

c co vetor dc aproximacao inicial x 

c 

include Tpvm3.h' 

parameter^ nprocs = 2 ) 

paramctcr( nla = 4 ) 

paramctcTt. nca = 4 ) 

integer Iinhas , extra , linha , msgmt, msgwk , i , j , h . itc , maxit 

integer ret, wtids( nprocs ) , bufid , tidmct, mitid , qtdlin 

integer mlinha , mqtdlin , date_time(8) 

rcal'S a( nla , nca ) , r( nla ) , b( nla ) , v( nla ) , x( nla ) 

real*8 rsd( nla ) , z( nla ) , soma , t , delta , c, d 

deha= 1.0D-12 

maxit = 50 

c gera a matriz simetrica poshiva definida 

for i = 1 until nla do 

soma = O.ODO 

for j = 1 until nla do 

if ( j < i )then do 

A ( > . j ) = a ( j . > ) 

ebe 

a ( i , j ) = d b l e < f l o a t ( i + j ) ) 

endif 

soma = soma + dabs( a( i , j ) ) 

enfor 

a( i , i ) = soma + soma 

endfor 

c gera o vetor independente de modo que a solucao do sistema linear seja 
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for i = 1 unti l nla do 

soma = O.ODO 

for j = 1 unti l nla do 

soma = somazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + A(  i , j ) 

endfor zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
b( i ) = soma 

endfor 

for i = 1 unti l nla do 

x ( i ) = O.ODO 

endfor 

call rcsid( nla , A , x , b , r ) 

for i = 1 unti l nla do 

v( i ) = r< i ) 

endfor 

c = prod( nla , r , r ) 

Iinhas = nla / nprocs 

extra = mod( nla , nprocs ) 

linha = 1 

c 

c distribui as Tarefas-Escravas 

c 

call p\mfspawn(\ tarefacscrava' .pvmdefauh , '•'jiprocs.wudsjrt) 

for i = 1 unti l nprocs do 

I f ( i < extra ) then do 

qtdlin = Iinhas -» 1 

ebe 

qtdlin • Iinhas 

endif 

msgmt = 1 

call p\mfmitscnd( pvmdefauh , bufid ) 

call pvmfpack( integcr4 , linha , 1 , 1 . ret) 

call pvmfpack( intcgcr4 , qtdlin , 1 , 1 , ret) 

call pvmfpack( real8 , v , nla , 1 , ret ) 

for j = 1 until qtdlin do 

call p\mfpack( rcal8 , .•'( linha , 1 ) , nla , nla , ret) 

linha = linha + 1 

endfor 

call p\Trdscnd(v»-tids( i ) , msgmt, ret) 

endfor 

c 

for k • 1 unti l maxit do 

l f ( sqrt( prod( nla . v , v ) ) < delta) go to 100 

msgwk = 2 

c 

c recebe das Tarefas-Escravas vet ores que v8o com por o vetor i 

c 

for i = 1 until nprocs do 

call pvTnfrccv( wtids( i ) . msgwk , bufid ) 

call pvmfunpack( integcr4 , mlinha , 1 , 1 . ret) 

call pvmfunpack( intcgcr4 , mqtdlin , 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfunpack( real8 , t ( mlinha ) , mqtdlin . 1 , ret) 

endfor 

c 

t = c / prod( nla , v , x ) 

for i = 1 until nla do 

x ( i ) = x ( i ) + t x v ( i ) 

endfor 

for i = 1 unti l nla do 

r ( i ) = r ( i ) - t 

endfor 

c 

d = prod( nla, r , r ) 

c 

for i = 1 unt i l nla do 

v ( i ) = r ( i ) + ( d / c ) x v ( i ) 

endfor 

c 

c = d 

c envia o novo vetor v para as Tarefas-Escravas 

c 

for i = 1 until nprocs do 

call p\Tnfinitsend( pvmdefauh , bufid ) 

call p\TTifpack( real8zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, v , nla, 1 , ret ) 

call p\Tnfscnd( wtids( i ) , msgmt, ret ) 

endfor 

p r in t ' iteracao = 'Jc 

c 

endfor 

100 continue 

c mala as Tarefas-Escravas 

for i = 1 until nprocs do 

call pvmfkiH( wtidsf. i ) , ret ) 

endfor 

print ,'a solucao e :' 

for i = 1 until nla do 

print ' x f , i ,") = •, x( i ) 

endfor 

print ' o vetor residuo e:' 

for i = 1 until nla do 

print r C . i . , ) = ' . r < i ) 

endfor 

call p\Tnfcxit(rct) 

stop 

c 

function prod( nla , x , y ) 

c 

c computa o produto vctorial 

c 

rcal'S x( nla ) , y( nla ) , soma 

soma = 0.0D0 

for i = 1 until nla do 

soma = soma + x( i ) x y( i ) 

endfor 

prod = soma 

return 

end 

c 

subroutine rcsid( nlazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ,A, I , b , r ) 

c 

c computa o rcsiduo r • b —At 

c 

integer i 

rcal'8 a( nla . nla ) . x( nla ) . b( nla ) , r( nla ) 

call muh( nla ,A, X , r ) 

for i = 1 until nla do 

r< i ) = b< i ) - r( i ) 

endfor 

c 

return 

end 

c 

subroutine mult( nla , A , x . y ) 

c 

c computa o produto matriz A pelo x vetor 

c 

rcal*8 a( nla . nla ) , x( nla ) , y( nla ) , soma 

for i = 1 until nla do 

soma = O.OdO 

for j = 1 until nla do 

soma = soma + - 4 ( i , j ) x x ( j ) 

endfor 

y( i ) = soma 

endfor 

c 

return 

end 
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Algoritmo B8- Mctodo iterativo dos Gradientes Algoritmo B9 - Eliminacao de Gauss - Resolve um zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Con j ugados - EstezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 o algoritmo para a Tarefa-Escrava 

c Mctodo dos Gradicntes Conjugados - Tarcfa-Escrava 

c nprocs • numero dc Tarefas-Escravas a serem distribuidas 

c 

c descricio: rccchc da Tarefa-Mestra wqtdlin Iinhas da matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A c 

c wqtdlin elcmentos do vetorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v e devolve a Tarefa-Mestra wqtdlin 

c elcmentos do novo vetor z 

c 

c nl • tamanho de uma linha da matriz A 

c mitid • identificador da Tarefa-Escrava 

c tidmt ' identificador da Tarefa-Mestra 

c codret • codigo dc retomo de algumas rotinas 

include fpvm3.h' 

c 

paramctcr(nl = 2000) 

parameter(nprocs = 5) 

paramctcr(ntotl = ( (nl - 1) / nprocs) + 1 ) 

integer codret, mitid , tidmt, contr 

integer msgmt. msgwk . i . j , wlinha , wqtdlin . true 

real*8 Wa(nto t l ,n l ) 

real*8 wy( n t o t l ) , wv( nl ) . soma 

call pvTnfm>tid( mitid) 

i f mitid < 0) then do 

print ' Tarcfa-Escrava incapaz de registrar-se no P V M 

print ' Tarcfa-Escrava saindo 1 

else 

print ' Tarcfa-Escrava rcgistrada com o numcro:'jTutid 

endif 

msgmt = 1 

msgwk • 2 

call pvmf par ait( tidmt ) 

call pvTnfrecv( tidmt, msgmt, codret) 

call pvmfunpack( intcgcr4 , wlinha , 1 , 1 , codret) 

call pvmfunpack( intcgcr4 , wqtdlin , 1 , 1 , codret) 

call pvmfunnack( real8 , wv , n l , 1 , codret) 

for i - 1 unti l wqtdlin do 

call pvmf unpack ( real 8 , wa( i , 1 ) , n l , ntotl, codret) 

endfor 

c 

c calculo das wqtdlin componentes do proximo vetor x 

c 

true = 1 

while (true = 1) do 

for i = 1 until wqtdlin do 

soma = O.ODO 

for j = 1 until nl do 

soma = soma -* ( wa( i , j ) x vvv( j ) ) 

endfor 

wy( i ) = soma 

endfor 

c 

c envia o resultado da operacao dc volta a Tarefa-Mestra 

c 

call pvmfinitsend( pvmdefauh , codret) 

call pvmfpack( integer4 , wlinha , 1 , 1 , codret) 

call pvmfpack( integer4 , wqtdlin . 1 , 1 . codret) 

call pvmfpack( real8 , wy , wqtdlin , 1 , codret) 

call pvmfsend( tidmt, msgwk , codret) 

c 

c recebe o novo vetor v 

c 

call pvmfrecv( tidmt, msgmt, codret ) 

call pvTnfunpack( real8 , w v , n l , 1 , codret) 

end while 

call p\mfexil(codret) 

stop 

end 

sistema linear A\ = b atraves da Eliminacao dc 

Gauss com pivoteamento parcial e escalamcnto usando 

processamenlo paralelo. Ao termino, a matriz A contcra a 

matriz triangular superior resultante da eliminacao. O 

vetor independente sera atualizado a cada passo da 

eliminacao. Este e o algoritmo para a Tarefa-Mestra. 

c Eliminacao de Gauss - Tarefa-Mestra 

c nprocs = numero de Tarefas-Escravas a serem distribuidas 

c nla = numero de Iinhas da matriz A 

c nca = numero de colunas da matriz A 

c mitid = identificador da Tarefa-Mestra 

c wtids = vetor dc idenuficadores das Tarefas-Escravas 

c Iinhas, extra = usados para detcrminar a quantidade dc Iinhas da 

c matriz a serem enviadas a cada Tarefa-Escrava 

c linha = posicao da linha na matriz A 

c ret = codigo de retomo de algumas funcoes do PVM 

c a = matriz A 

c b = vetor dos lermos independenies 
call pvTnfmvtid ( mitid ) 

i f ( mitid < 0 ) then do 

p r in t ' Tarefa-Mestra incapaz dc registrar-se no PVM' 

pr in t ' Tarefa-Mestra saindo ' 

stop 

ebe 

print Tarefa-Mestra rcgistrada no PVM com o numero:'. mitid 

endif 

In = nla - 1 

Iinhas = In / nprocs 

extra = mod ( In , nprocs ) 

col= 1 

lam = nla 

col = 1 

index = 0 

mlfpivo( 1 ) = 1 

for i = 2 unUl nprocs do 

mtfpivo( i ) = 0 

endfor 

for i = 1 until nprocs do 

mrccpivo( i ) = 1 

endfor 

for i = 1 until nla do 

npiv( i ) = i 

d(i) = 0 

for j = 1 until nla do • 

d(i) = DMAX1( d(i), DABS( a( i . j ) ) ) • 

endfor " 

i f ( d(i) = 0 ) then do 

d(i)= 1.0D0 • 

endif 

endfor 

colmax = O.ODO 

for i = 1 until nla do 

hold = abs< a( npiv( i ) , col) / d( npiv(i)) ) • 

I f (hold > colmax) then do 

colmax = hold 

nrow = i 

endif 

endfor 

ipivot = npiv( nrow ) 

i f ( nrow * 1 ) then do 

npiv( nrow ) = npiv( col ) 

npiv( col ) = ipivot 

endif 

call p\Tnfspawri(Wefa_escrava',pvTOdefau^^ 

msgmt = 1 

msgwk = 2 

k = 2 

uso = 1 
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for i = 1 until nprocs do 

i f ( i £ extra ) then do 

qtdlin = Iinhas + 1 

ebe 

qtdlin = Iinhas 

endif 

jpivot = npiv( k ) 

call p\mimitsend( pvmdefautt, ret ) 

call p\mfpack( integcr4 , i , 1 , 1 , ret ) 

call p\Tnfpack( irrtcgcr4 , co l , 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfpack( integcr4 , lam , 1 , 1 , ret) 

call pNTTifpack( integcr4 , qtdlin , 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfpack( realS . a( ipivot, 1 ) , lam , nla , ret) 

call p\Tnfpack( real8 , b( ip ivo t ) , 1 , 1 . ret) 

call p\rrifpack( integer4 , mtfpivo( i ) , 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfpack( intcgcr4 , mrecpivof. i ) , 1 , 1 , ret) 

for j = 1 unti l qtdlin do 

call p\Tnfpack( real8 , a( jp ivot , 1 ) , tarn, nla , ret) 

call pvmfpack( real8 , b( j p i v o t ) , 1 , 1 , ret) 

call p\infpack( real8 , d( jpivot ) , 1 , 1 , ret) • 

call p\Tnfpack( inlcgcr4 . j , 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfpack( intcgef4 , i , 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfpack( integer4 , uso, 1 , 1 . ret ) 

k = k + 1 

jpivot = npiv( k ) 

endfor 

call p\Tnlsend( wtidst, i ) . msgmt. ret) 

endfor 

true = 1 

linha = 0 

while (true = 1) do 

linha = linha + 1 

ind = 0 

for k - 1 unti l nprocs do 

i f ( mrccpivo( k ) * 0 ) then do 

ind = ind + 1 

call p\mfrecv( wlids( k ) , msgwk , ret) 

call p\mfunpack( real8 , coluna( ind ) , 1 , 1 . ret) 

call p\mfunpack( real8 , dd( ind ) , 1 , 1 , ret ) • 

call pvmfunpack( intcgcr4 . pos( ind ) . 1 . 1 . ret) 

call p\mfunpack( intcgCT4.qualtft.ind), 1.1. ret) 

endif 

endfor 

colmax = O.ODO 

for i = 1 unti l ind do 

hold = ahs( coluna( i ) / dd(i)) • 

i f ( hold > colmax) then do 

colmax = hold 

nrow = i 

endif 

endfor 

c Verifica a singularidade. A matriz e considerada singular se colmax 

c for equivalcnte ao zero 

i f ( um - colmax * um ) then do 

go to 73 

else 

go to 250 

endif 

c As variavcis achei( 1) c achci(2) informani para as 

c Tarefas-Escravas em qual dclas esta a proxima 

c linha pivo (pivotamento parcial) 

73 continue 

achei( 1 ) = pos( nrow ) 

achei( 2 ) = quahiT. nrow ) 

for j = 1 unti l nprocs do 

call p\Tnfinhsend( pvmdefauh . ret) 

call p\mfpack( integer4 , achei, 2 , 1 , ret) 

call pvrnfsend( wtids( j ) , msgmt, ret) 

endfor 

for k = 1 until nprocs do 

i f ( mrecpivo( k )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *• 0 ) then do 

call pvmfrecv( wtids( k ) , msgwk , ret ) 

call p\Tnfunpack( integer4 , mtfpivo( k ) , 1 , 1, ret ) 

call p\Trifunpack( intcger4, mrecpivo( k ) , 1 , 1 , ret) 

i f ( ache i (2 ) = k ) t h e n d o 

call pvTnfunpack( integer4 , mcol, 1 , 1 , ret) 

call pvmfurrpack( integer4 , mtam, 1 , 1 , ret) 

call p\Tnftinpack( rcal8, mlinhapivo. mlarn. 1 . ret) 

call pvTTifunpack( real 8 , mb , 1 , 1 , ret ) 

call p\ntfurrpack(rca!8,a(linhajncol - 1 )jnlam-1 .nlajet) 

call p\mfunpack( real8 , b( linha ) , I , 1 , ret) 

endif 

endif 

endfor 

c c a ultima linha reccbida da Tarefa-Mestra 

i f ( linha = ( nla - 1 ) ) then do 

a( nla, nla ) = mlinhapivof. 1 ) 

b( nla ) = mb 

c mata os processos cscravos 

t for i = 1 until nprocs do 

call p\-mfkill( wtids( i ) , ret ) 

endfor 

goto 120 

endif 

for m = 1 until nprocs do 

i f ( mrecpivo( m ) * 0 ) then do 

call p\Trtfirutscnd( pvmdefauh , ret ) 

call pvmfpack( integer4 , mlfpivo( m ) , 1 . 1 . ret) 

call p\tnfpack( intcger4 . mcol . 1 . 1 , ret) 

call p\mfpack( inleger4 . mtam . 1 . 1 . ret) 

call p\Tnfpack( real8 . mlinhapivo , mtam , 1. ret) 

call pvmfpack( real 8 . mb , 1 , 1 , ret ) 

call p\Tnfscnd( wtidsf. m ) . msgmt, ret) 

endif 

endfor 

endwhile 

120 continue 

c inicio da substituicao regrcssiva. 

x( nla ) = b( nla ) / a( nla , nla ) 

for i = nla - 1 unti l 1 passo - 1 

sum = b( i ) 

for j = i + 1 until nla do 

sum = sum - a( i , j ) x x ( j ) 

endfor 

x( i ) = sum / a( i , i ) 

endfor 

print V solucao do sistema' 

for i • 1 until nla do 

print •,' x ( ' , i , ' ) = \x( i ) 

endfor 

c calculo do vetor de residuos 

for i = 1 until nla do 

v( i ) = O.ODO 

endfor 

for j = 1 until nla do 

for i • 1 unti l nla do 

v ( i ) - v ( i ) + a a ( i . jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA )x x ( j ) 

endfor 

endfor 

c 

for i = 1 until nla do 

resid( i ) = abs< bb( i ) - v( i ) ) 

endfor 

indie = isamax( nla , resid , 1 ) 

print *.' residuo = ', resid( indie ) 

go to 260 

250 continue 

print V matriz considerada singular' 

260 continue 

call pvmfexit( ret) 

stop 

end 

Obs.: 1SAMA\() c uma rotina do BLAS. 

• - linha acrcsccntada ao codigo da Eliminacao dc Gauss com pi\iteamcnlo 
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Algoritmo BIO - Eliminacao de GausszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Algoritmo 

para a Tarefa-Escrava da Eliminacao de Gauss com 

pivoteamento e escalamcnto. 

c nl = tamanho de uma linha da matrizzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

c mitid = identificador da Tarcfa-Escrava 

c tidmt = identificador da Tarefa-Mestra 

c ntotl = numero dc Iinhas a serem aJocadas na memoria do processo 

c cscravo 

c codret = codigo dc retomo de algumas rotinas do PVM 

call p\Tnfmytid( mi t id) 

msgmt = 1 

msgwk • 2 

call p\mfparent( t idmt) 

print 'idenudade da tarefa pai = ' , tidmt 

print idenudade da Tarefa-Escrava = ' , mitid 

call p\mfrecv( tidmt, msgmt, codret ) 

call p\Tnfunpack( intcgcr4 , wtarefa , 1 , 1 , ret ) 

call pvmfunpack( integer4 , wcol , 1 , 1 , codret) 

call p\mfunpack( integer4 . wtam , 1 , 1 . codret) 

call p\-mfunpack( integcr4 , wqtdlin , 1 , 1 . codret) 

call p\mfunpack( real8 . privet, wtam , 1 , codret) 

call p\Tnfunpack( rcal8 , wbl . 1 , 1 , codret ) 

call p\Tnfunpack( intcger4 , wtfpivo , 1 , 1 , codret) 

call p\Tnfunpack( integcr4 , WTecpivo . 1 . 1 . codret) 

for i = 1 unti l wqtdlin do 

call p\Tnfunpack( real8 ,waa( i , 1 ),wtam.ntoLcodret) 

call p\mfunpack( real 8 , wbb( i ) , 1 , 1 , codret) 

call p\Tnfunpack( real8 , wd( i ) , 1 , 1 , codret) • 

call p\Tnfunpack( integcr4 , wpos( i ) , 1 . 1 , ret) 

call p\Tnfunpack( intcgcr4 , wtaf( i ) , 1 , 1 , codret ) 

call p\mfunpack( integcr4 , wuso( i ) , 1 , 1 , codret) 

endfor 

true = 1 

while (true = 1 ) do 

wx = 0 

for i = 1 until wqtdlin do 

i f ( w u s o ( i )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *  0 ) then do 

waa( i , wcol ) = waa( i , w c o l ) ' privct( wcol) 

for j = wcol + 1 until nl do 

waa( i , j ) = waa(i. j ) - ( waa(i. wcol ) * privet( j ) ) 

endfor 

wbb( i ) = wbb< i ) - waa( i , wcol) x wbl 

wx = wx + 1 

endif 

endfor 

tcol = wcol + 1 

tconta = 0 

for i = 1 until wqtdlin do 

if( wuso( i ) * 0 ) then do 

tconta = tconta + 1 

tcoluna( tconta ) = waa( i , tcol ) 

td( tconta ) = wd( i ) • 

tpos( tconta ) = wpos( i ) 

ttaf( tconta ) = wtaiT, i ) 

endif 

endfor 

c 

colmax = O.ODO 

for i = 1 unti l tconta do 

hold = abs( tcoluna( i ) / td(i) ) • 

if( hold > colmax ) then do 

colmax = hold 

nrow = i 

endid 

endfor 

call pvmfinitscnd( pvmdefauh , codret ) 

call p\trifpack( real8 , tcoluna( nrow ) , 1 , 1 , codret) 

call p\mfpack( real8 , td( nrow ) , 1 , 1 , codret) • 

call pvmfpack( integer4 , tpos( nrow ) , 1 , 1 , codret ) 

call p\Tnfpack( integer4 , ttaf( nrow ) , 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfsend( tidmt, msgwk, codret) 

c 

call p\Tnfrecv( t idmt, msgmt, codret ) 

call pvrnfunpackf, integer4 , wachei , 2 , 1 , codret ) 

I f ( ( wachct( 2 ) = wtarefa ) and ( w x = 1 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
WTecpivo =  0 

endif 

) then do 

call p\Tnfinitsend< pvmdefauh , codret ) 

call p\mfpack( irrteger4 , wtfpivo , 1 , 1 , codret) 

call p\Tnfpack( inleger4 , WTecpivo , 1 , 1 , codret ) 

iff, wtarefa = wachei( 2 ) ) then do 

wtam = wtam - 1 

wcol = wcol + 1 

call p\Tnfpack( integer4 , wcol , 1 , 1 , ret) 

call p\Tnfpack( integcr4 , wtam , 1 , 1 , ret ) 

call p\Tnfpack(real8.waa(wachci(l) ,wcol) ,wtam .ntotret) 

call pvmfpack( real8 , wbb( wacbci( 1 ) ) , 1 , 1 , ret ) 

call p\Trupack(real8.privct(wcol-lXwtam-1.1.codret ) 

call pvmfpack( real8 , wbl , 1 , 1 , codret ) 

wuso( w achei( 1 ) ) = 0 

endif 

call p\mfscnd( tidmt, msgwk . codret) 

c 

if( WTecpivo = 0 ) go to 80 

c 

call p\mfrec%"( tidmt. msgmt. codret) 

call pvmfunpack( intcgcr4 , wtfpivo , 1 . 1 , codret) 

call p\mfunpack( integer4 , wcol . 1 , 1 . codret ) 

call pvmfunpack( integer4 . wtam . 1 , 1 , codret) 

call p\Tnfunpack( rea!8 , privcl( wcol ) . wtam . 1 , codret) 

call pvmfunpack( real8 , wbl , 1 , 1 , codret ) 

end while 

80 continue 

call p\Tnfcxit( codret) 

stop 

end 

• - Linha dc codigo acresccntada ao codigo da Tarcfa-Escrava da Eliminacao 

dc Gauss com pivoteamento. 

152 


