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RESUMO

A manipulagao dos potenciais que agem sobre o elétron em superficies
semicondutoras a partir da criagao de heteroestruturas que geram sistemas
de massa varidvel, tem sido de fundamental importancia para o desenvol-
vimento de nanodispositivos eletronicos. Tais sistemas podem ser obtidos
através da dopagem de materiais ou da inser¢ao de defeitos geométricos.
Neste trabalho analisamos os efeitos causados nos coeficientes de reflexao
e transmissao que uma deslocacao em parafuso acarreta em nanoestruturas
cilindricas semicondutoras. Concentramos nosso estudo nos casos em que as
mesmas assemelham-se a um degrau potencial e a um pogo quantico, obser-
vando as similaridades de eomportamento entre os defeitos e as jungoes Pns
dopadas, e suas influéncias na dindmica da particula.

Palavras Chaves: Semicondutores, jungoes PNs, defeitos, reflexao e

transmissao.



ABSTRACT

The manipulation of the potential acting on the electron in semiconductor
surfaces from creating heterostructures that generate variable mass systems,
has been of fundamental importance for the development of nanoelectronic
devices. These systems can be obtained by doping materials or the inclu-
sion of geometric defects. This study analyzes the effects of the coefficients
of reflection and transmission that shifted cylindrical screw carries in nanos-
tructures semiconductor. We concentrated our study in cases where the same
resemble a step potential and quantum wells, noting the similarities between
the behavior of defects and PNS doped junctions and their influence on the
particle momentum.

Key Words: Semiconductors, PN junction, defects, reflection and trans-

mission.
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Capitulo 1

Introducao

Nos ultimos 50 anos tem havido uma relagao estreita entre Fisica de Semi-
condutores, tecnologia e engenharia de dispositivos eletronicos, que exempli-
fica as dimensoes do empreendimento cientifico a partir da mais pura Fisica
[1]. O desenvolvimento da ciéncia de semicondutores foi muito mais um es-
forco de organizacio coletiva, do que individual. Ao contriario da Mecanica
quantica, onde haviam muitas figuras dominantes como Niels Bohr, Wer-
ner Heisenberg, Erwin Schrodinger, Wolfgang entre outros, a ciéncia dos
semicondutores foi desenvolvida por cientistas trabalhando em conjunto em
laboratérios de empresas como: Bell Telephone Laboratories, General Elec-
tric, RCA e outras. O seu desenvolvimento tecnolégico baseou-se durante a
segunda guerra mundial em detectores de microondas para uso de radares,

que usavam Silicio e Germanio. Um pouco antes do final da Guerra a Bell



laboratorios langou um documento chamando “seus cietistas” incentivando
a dedicagao ao desenvolvimento de componentes completamente novos para
sistemas de comunicagao. A invencao do transistor ocorreu dois ou tres anos
mais tarde por J. Bardeen em 1947, sua primeira aplicagao foi em um apa-
relho de surdez [2]. Contudo, a esse tempo, o dispositivo ainda apresentava
dificuldades no que diz respeito a sua reprodugao e compreensao devido a
natureza de seus contatos, resultando portanto, na sua nao importancia in-
dustrial. No entanto sua invencao, foi a fagulha que iniciou a explosao da
tecnologia de produgao de melhores cristais e do estudo de materiais semi-
condutores. No final dos anos 50, o transistor Bipolar de Bardeen iniciou
o que hoje é a multimilionaria industria eletronica e de computadores. Os
laboratorios de industrias, de universidades e do governo americano tinham
se desenvolvido na fabricacao de semicondutores elementares de Silicio (Si) e
Germanio (Ge), e também de diversos compostos na forma de cristais de alta
pureza com a maioria das propriedades ja conhecidas. Com isso, as teorias
para descrever a estrutura de banda comegaram a aparecer na literatura e
hove o desenvolvimento de vdrias técnicas de protecao e encapsulamento de
transistores para uso com-ercial e militar. Desta forma, no comego dos anos
60, toda a tecnologia basica que levou aos circuitos eletronicos altamente
complexos e integrados dos dias de hoje ja era conhecida.

Atualmente, o estudo do comportamento dos sistemas eletronicos que

apresentam defeitos topoldgicos esta concentrado dentro da teoria dos de-



feitos geométricos e o estudo de sistemas quanticos no espago com diversas
topologias tem sido abordado em diferentes areas da fisica como, por exem-
plo, a gravitagao e a fisica da matéria condensada. No contexto da matéria
condensada, a mudanga na topologia em wm meio material introduzida por
um defeito na estrutura do sistema, desempenha um papel importante na de-
terminagao das propriedades fisicas, quimicas e estruturais do mesmo. Tais
defeitos sao classificados quanto a sua dimensao, sendo esses pontuais, linea-
res ou superficiais. A influéncia destes nas quantidades fisicas de win elétron
pode ser compreendida através da abordagem geométrica, onde as condigoes
de contorno impostas pelo defeito serao incorporadas matematicamente como
uma métrica numa geometria efetiva. A Geometria Diferencial tem um lugar
importante na compreensao da natureza e tem contribuido com os avangos
tecnologicos ao longo dos anos. Esta abordagem geométrica estd baseada
na correspondéncia, do ponto de vista matematico, que existe entre a teoria
de defeitos em sélidos e a teoria da gravitagio [3] [4]. Muitos sélidos tém
uma estrutura cristalina e a maloria das suas propriedades fisicas, tais como
a plasticidade, ponto de fusdo, o crescimento, ete, sao definidas por defeitos
da estrutura cristalina. Portanto, o estudo cientifico destes defeitos é sig-
nificativo para aplicagbes. Uma ampla investigacio experimental e tedrica
desses defeitos em cristais comegou na década de trinta do século passado e
esta sendo continuada hoje em dia. Uma abordagem mais promissora para

a teoria de defeitos é baseada na geometria de Riemann-Cartan que é de-



terminada pela métrica nao trivial e de torgao. Nesta abordagem um cristal
é considerado como um conjunto de meios elasticos continuos que formam
uma estrutura de rotacao bidmensionais, passiveis de determinagao da auto-
energia das cargas que se encontram na presenca de distribuigoes continuas de
disclinagoes ou deslocamentos, as quais fornecem o espalhamento quantico de
uma elétron devido a defeitos topoldgicos com: dispiracao, efeitos da torgao
sobre campos electromagnéticos, fase quantica Berry, fases geométricas em
cones de grafite e etc [5].

A partir destas novas geometrias, recentes avangos na manipulagao de
nanoestruturas tém permitido a fabricagao de sistemas quanticos com di-
mensoes cada vez mais reduzidas. Do ponto de vista tedrico, as caracteristicas
particulares exibidas por estes sistemas quanticos confinados sao interessan-
tes, devido a peculiaridades surgidas a partir das interagoes entre a geometria
e a fisica quantica, pois, na verdade, quando o eletron é fortemente con-
finado em uma dessas superficies suavemente curvas, ele experimenta uma
energia potencial efetiva cuja magnitude depende destas curvaturas locais
que o mesmo atravessa. E devido a este efeito, os portadores nao podem
movimentar-se livremente, mesmo na auséncia de impurezas. Isto implica que
o transporte quantico em nanoestruturas de baixa dimensao pode ser con-
trolado por alteragoes das curvaturas geométricas locais [6]. A compreensao
das propriedades basicas destes fenomenos quanticos é de vital importancia

para a construcao de nanodispositivos eletronicos com superficies quase bidi-



mensionais onde a curvatura e os efeitos quanticos desempenham um papel
importante. Alguns exemplos destes dispositivos incluem tiras inicas de cris-
tal NbSe; Mobius, CdSeZnS esféricas core-shell, pontos quanticos, Si nanofio,
transistores nanofita, guias de onda quantica etc [7]. Varias publicagoes tém
tratado o controle de particulas da mecanica quantica a uma superficie bi-
dimensional (com aplicagoes em problemas de equagao de Schrodinger por
exemplo, ou em problemas relativistas da equagao de Dirac), ja para sistemas
bidimensionais temos a priori uma idealizacao razoavel para quantizar limi-
tando a particula em um nanotubo. A teoria dos defeitos em superficies semi-
condutoras nos permite a possibilidade da criagao de estruturas semelhantes
a sistemas de massa variivel como: barreiras de potencial, pogo quantico,
entre outros, os quais acarretam efeitos na dinamica da particula, podendo
servir para a fabricacao de dispositivos eletronicos, baseados na manipulagao
quantica de portadores de cargas confinados em nanotubos. Um dos tipos
de defeitos em superficies, ¢ o chamado deslocamento em parafuso, que tém
influéncias letronica e 6ptica, profundas nas estruturas, por desempenhar
papel semelhante ao de um tubo isolado do fluxo magnético, com equagao
de Schrodinger dotada de um potencial vetor eficaz que pode causar efei-
tos Aharonov-Bohm (que afirma que em certas circunstancias, os elétrons
sao capazes de "sentir’a presenca de um campo magnético préximo, ainda
que estejam transitando em regides do espago onde a atividade energética é

zero.),rotacao de polarizacio da luz, atribuidos ao campo de calibre induzido

[e53]



no deslocamento, entre outros [8][9][10].

Apesar da pouca quantidade de trabalhos disponiveis & respeito dos efei-
tos que este deslocamento, acarreta no transporte quantico, neste trabalho,
objetivou-se mostrar alguns resultados da insercao deste tipo de defeito to-
polégico em nanoestruturas cilindricas, afim de analisar se os comportamen-
tos nos coeficientes de reflexao e transmissiao da particula, foram condizen-
tes com os normalmente observados em diversos casos:degrau potencial,pogo
quantico e ete. Nossa Abordagem é iniciada no capitulo 2 com algumas ex-
plicacoes e defini¢oes a cerca de estruturas semicondutoras, da formacao das
bandas de energia e das caracteristicas adquiridas pela particula, decorrentes
das influéncias que a mesma recebe ao passar de um meio para outro, como é
o caso da variagao de sua massa efetiva. No capitulo seguinte 3 fazemos um
resgate do problema quantico da barreira potencial com F > V para o caso
de incidencia normal e obliqua de portadores, considerando a variagao sofrida
na massa efetiva da particula, e sua influéncia nos coeficientes de reflexao e
transmissao da mesma, comparando os resultados obtidos nos graficos com
os ja observados e esperados para o caso em (ue a massa se mantém cons-
tante. No capitulo subsequente 4, realizamos um estudo a cerca da geragao
de situacoes com massa varidvel, que geram regices semelhantes a jungoes
PNs, a partir do acréscimo de defeitos de tor¢ao em forma de parafuso, em
estruturas cilindricas de nanotubos através de modificagoes no raio da estru-

tura. Afim de observar as consequencias e influéncias da topologia sobre o



portador, seguindo o mesmo procedimento do capitulo anterior em termos
de andlises e comparacoes a cerca dos efeitos esperados para os coeficientes
de reflexao e transmissao dos portadores. No capitulo 5 realizamos o mesmo
procedimento do capitulo antecedente, s6 que agora para o caso de um pogo
quantico, calculando as influéncias que esta nova estrutura acarreta no porta-
dor de carga livre ao atravessa-la, verifando se houveram mudancas bruscas
em seus coeficientes, afim de conseguir com isto, possiveis contribui¢oes em

aplicagoes futuras em nanodispositivos eletronicos.



Capitulo 2

Semicondutores, Bandas de
Energia e Juncoes PNs

Existem algumas propriedades basicas de elétrons movendo-se em cristais
que sao fundamentais para a compreensao dos mecanismos responsaveis pela
corrente elétrica em um material e para sua utilizagao na Eletrénica. Um
elétron num datomo isolado tem estados quanticos estacionarios caracteriza-
dos por niveis de energia discretos e quantizados, correspondendo aos orbitais
atomicos designados por 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d, etc. Em um atomo contendo
muitos elétrons, o estado fundamental é obtido a partir da distribuigao dos
varios elétrons pelos niveis de menor energia possivel, obedecendo ao postu-
lado da mecanica quantica, desiginado de Principio de Exclusao de Pauli, o
qual fora formulado pelo fisico sui¢o de origem austriaca Wolfgang em 1925,

que o fez obter o Prémio Nobel da Fisica em 1945. Segundo este principio,



a Natureza nao permite que num mesmo sistema, existam dois eletrons com
a mesma energia e em estados que coincidam os quatro nimeros quanticos:
principal, secunddrio, magnético e de spin. A partir deste principio, que
também é valido para todas as particulas com spin semi-inteiro, como é
o caso dos protons e neutrons, é possivel deduzir a distribuicao eletronica
em camadas no atomo e consequentemente, o sistema periédico dos elemen-
tos. Portanto, como o elétron é dotado de spin (possiveis orientagoes que
particulas subatomicas carregadas como protons, electrons e alguns niicleos
atémicos podem apresentar quando imersos em wm campo magnético) cada
estado orbital comporta dois elétrons com spins opostos. Mas como tratamos
de um grande ntimero de dtomos, os estados eletronicos modificados quando
aproximamos estes dtomos tornam-se um problema quantico bem mais com-
plicado do que num dtomo isolado, pois os elétrons de cada dtomo sao sujeitos
a interagao com os atomos vizinhos. O que ocorre é que ao trazermos um
atomo isolado para préximo de outro, os niveis de energia de cada um sao
perturbados levemente pela presenca do vizinho. Aproximando um grande
numero de atomos, teremos uma grande nimero de niveis préoximos uns dos

outros, formando as chamadas bandas de energia [11].

2.1 Bandas de Energia

Levando em considercao o caso de dois dtomos de hidrogénio se aproximando,

percebe-se que ocorre um acoplamento entre os estados quanticos de cada



atomo, resultando numa divisao em dois novos estados. Um efeito similar
acontece ao aproximarmos N dtomos de qualquer elemento. Os niveis dis-
cretos dos varios atomos, agora proximos, sofrem acoplamentos, resultando
em faixas ou bandas de energias de estados permitidos. Cada banda for-
mada apresenta um niimero muito grande de estados permitidos. Uma banda
pode estar separada da préxima banda por uma faixa de energia proibida, ou
seja, mesmo sem estados permitidos possuir ainda larguras que podem variar
bastante, dependendo do elemento quimico constituinte do sélido, podendo
inclusive ser negativo devido a sobreposicao de duas bandas consecutivas

(figura 2.1).

Energia

I

X

Bandas de encrgia permitidas

Separaclo entre os dtomos

Figura 2.1: Bandas e niveis de energias

Estas bandas de energia sao caracterizadas pelo fato das energias possiveis

dos elétrons estarem agrupadas em bandas permitidas, separadas por bandas

10



proibidas no interior de um sélido. Devido a periodicidade do potencial eriado
por ions nos solidos, sao definidos dois tipos de bandas:bandas de valéncia
que sao as bandas de energia mais profundas e completamente ocupadas por
elétrons, sendo inertes do ponto de vista térmico e elétrico, correspondendo
aos niveis atomicos de energia mais baixa, que levemente sao afetados pela
presenga de outros dtomos no cristal; e as bandas parcialmentes preenchidas,
chamadas de bandas de conducao. Num Cristal com n elétrons, o estado
fundamental de energia ¢ obtido preenchendo-se os niveis de menor energia
de modo a termos somente um elétron em cada estado. Como ha duas células
unitarias por estado em cada banda, o niimero de bandas ocupadas no estado
fundamental é um nimero inteiro ou semi-inteiro. Logo, em um cristal com
temperatura de zero Kelvin, haverao vérias bandas preenchidas por elétrons,
sendo as propriedades de conducao do cristal dependentes do fato da ultima
banda estar cheia ou nao. Com isso temos os isolantes, que sao materials que
nao conduzem corrente elétrica, pois sio cristais que possuem a ultima banda
completamente cheia. Neles, a aplicacao de um campo elétrico externo nao
pode alterar o momentum total dos elétrons que é nulo, pois todos os estados
estao ocupados, nao havendo passagem da corrente elétrica quando o campo
é aplicado. Temos também os materiais condutores, chamados de metais,
que contém a tultima banda semi-cheia que ocorre sempre que o numero de
elétrons por celula unitdria for impar, sendo possivel a ocorrencia de uma

mudanca nos estados dos elétrons com a aplicagao de mm campo elétrico,

11



resultando em uma corrente elétrica. E por fim, temos os Semicondutores
que possuem uma condutividade significativa, visto que, em um Cristal iso-
lante, somente na temperatura T' = 0K a 1iltima banda (que é a de valéncia
completamente cheia, estando em temperaturas maiores que zero) propicia
aos elétrons presentes um ganho de energia térmica suficiente para atingirem
a banda seguinte, o que consiste na conduc¢ao, resultando em estados vazios,
que se comportam como portadores de carga positiva, chamados de buracos,
gerando corrente elétrica durante este processo. A condutividade do material
depende da quantidade de eletrons que passam para a banda de conducgao e
esta quantidade é proporcional a4 temperatura e a energia de separagao exis-
tente entre as duas bandas; esta energia de separacao é representada por I,
onde o indice g vem da palavra gap, que significa Hiato. Ja os materiais que
sdo isolantes a 7" = 0K tém F, relativamente pequeno, da ordem de 1 eV
ou menos, 4 temperatura ambiente, o que os faz possuir uma condutividade

significativa.[11].

2.2 Massa Efetiva

Quando um elétron encontra-se sob a agdo de um campo elétrico, de um
campo magnético ou de um potencial periédico acelerado, em relagao a rede,
este pode sofrer variagdes numericamente diferentes em sua massa inicial,
acarretando alteracoes profundas em suas propriedades dinamicas. Este fato,

faz com que a particula adquira um comportamento como se possuisse uma

12



massa efetiva, isto ndo implica que o cristal va pesar menos se a massa cfetiva
do portador for menor do que a massa do elétron livre, nem também que a
segunda lei de Newton serd violada para o cristal considerado como um todo.
12, 13].

Um elétron em movimento é descrito por um pacote de onda que move-se

com uma velocidade de grupo v, = %%. Sendo F = hw, podemos escrever

OF ,
5o = I, (2.2.1)
OF = b, Ok = dE = hv,dx (2.2.2)

Caso este elétron seja submetido a uma for¢a F de uma campo elétrico,

sua energia ira variar de acordo com
dE = Fdx (2.2.3)

Portanto, podemos igualar (2.2.2) com (2.2.3), obtendo

Fdx = hvydk (2.2.4)
Como dzx = v,dt vem,
dr
= h— 2.2.5
F=ho (2:2.5)

o que nos leva a segunda lei de Newton. Fato que nos surpreende, por

talvez esperarmos um efeito mais drastico do potencial sobre o movimento
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do elétron. Com isso, vemos entao que a rede nao afeta a forma da equagao
da variacao do momento e sim a dependéncia da energia com o momento,
resultando, portanto, numa mudanga na massa do elétron [11].

A aceleragdo do elétron, espressa em funcao de E e k, pode nos aju-
dar a mostrar essa provavel dependencia da energia com o momento como

causadora de sua respectiva mudancga na massa. sabendo que

dv, j-1 *E B __13213‘@

Z e e (2:2:6)

substituindo o valor de dr/dt dado pela equagao 2.2.5, obetemos

-2 2
F= (%) a (2.2.7)

Como a forga é dada pela segunda lei de Newton f = ma, vemos que sob
a acao de uma forca externa o elétron no cristal age semelhantemente a um

elétron fora do cristal (elétron livre), porém, com uma massa efetiva [11]

" hzaﬁ:2

m 82E

(2.2.8)

2.3 Jungoes Pns

Um material semicondutor pode ser dopado com diferentes impurezas, pos-
sibilitando com isto, a fabricagao de uma grande variedade de dispositivos
eletronicos. Em cada dispositivo semicondutor existe pelo menos uma jungao
Pn, a qual é formada por uma fina camada de transicao com espessura na

faixa de 1072 a 1pm, onde o lado p é composto por buracos e o lado n por
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elétrons. A regiao nas proximidades desta jungao é chamada de transicao ou
deplecao e o campo criado na mesma, corresponde a uma diferenca de po-
tencial Vj entre o lado p e o lado n, impedindo a passagem de portadores de
um lado para o outro, formando uma barreira de potencial que é o fenomeno
fisico mais importante que ocorre na juncgio, por ser o principal responsavel

por suas caracteristicas elétricas. [11].

P N
T
+ 4+ == ==
+ 4+ ===

-
BE

Figura 2.2: Juncao Pn de um semicondutor

A introdugao destas defini¢oes sobre dispositivos semicondutores, massa
efetiva do elétron e juncoes Pns, nos conduzem a compreensao tedrica a res-
peito de suas relacoes com superficies os degraus e pogos quanticos potenciais,

em torno dos quais se desenvolvera nosso trabalho.



Capitulo 3

Incidéncia de portadores no
Degrau Potencial

Neste capitulo resgatamos um sistema muito comum na M. Quantica que
¢ o Potencial Degrau, onde portadores de cargas livres deslocam-se através
de meios distintos, dinamica esta que acarreta alguns efeitos nos coeficientes
de reflexdo e transmissao da particula, dependendo da maneira em que a
mesma seja incidida. Analisamos para isto os casos de incidéncia normal
e obliqua de um portador em uma juncao PN. Considerando os casos com

massa constante e varidavel.
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3.1 Potencial Degrau com Massa constante

i

e i

Figura 3.1: Degrau potencal,(E < V)

O potencial degran consiste em uma regiao z < 0 na qual a energia
potencial é nula, seguida de nma regiao z > 0 na qual a energia potencial é
constante e de valor Fy. Vamos inicialmente analisar a travessia da particula
através do degrau, desconsiderando as alteracoes que a descontinuidade no

potencial causa na massa efetiva da mesma.

3.1.1 Potencial Degrau (Incidéncia Normal: £ < )

O estudo das propriedades ondulatorias associadas a propagagao de uma
particula quantica de massa m e energia E, que se movimenta unidimensio-
nalmente e incide sobre um potencial V, parte da resolu¢io da equagao de
Schridinger independente do tempo

—h? 0%

——— = Vv Al
2 Ox? il )
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que possuli respectivamente a seguintes caracteristicas, antes (onde V; = 0) e

depois (Vo = V) do degran :

g%(g$+mw@=3w@ (3.1.2)
o (52 + Varlo) = B (313)

cujas solugoes sao fungoes de onda 1(x) associadas a particula.

b(x) = Ak | g-ik's) (3.1.4)

Y(z) = €O (3.1.5)

onde os vetores de onda sao respectivamente, antes e depois do degrau, k =
V2mE/frach? e k' = \/2m(E — Va)h?. A descontinuidade do potencial em
x = () exige cuidados adicionais, pois ¢(z) e % devem ser finitas, continuas e
univocas onde p(x) é uma fungao bem comportada. Como o potencial V(z)
é finito (embora descontinuo) nesse ponto, é preciso que a segunda derivadé.,
da equagao de Shrodinger, esteja definida e seja também finita em z = 0. Isso
56 serd possivel, aplicando e satisfazendo as condicoes de descontinuidade de
@ e sua derivada. Podemos, portato, encontrar a relagao entre os coeficientes

das solugoes gerais, pelas relacoes:

A+B=C (3.1.6)
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i(A - B) = EL(] (3.1.7)

m m

Uma vez definida a forma do potencial V' (z), obtemos, portanto, a solugao
geral para estas fungao de onda () e dela conseguimos identificar suas com-
ponentes associadas a incidéncia 17(z), reflexao Yg(z) e transmissao Y7 (z)
da particula, quando sujeita a este potencial. Ao deslocarem-se, as particulas
carregam com sigo, densidades de correntes de probabilidades, ou fluxos, que

podem ser obtidas através da expressao geral

h oy s
= — | Y — — — -
Ji) 2mi (!’V or Oz z,[) (3-1.8)

que pode ser particularizada para cada uma das componentes da funcao
de onda em questio, ou seja, podemos ter probabilidades de reflexao R(E) e
transmissdo 7'(E) da particula, quando sujeita ao potencial V(x). As mesmas
sao definidas pelas razoes entre os fluxos refletido e transmitido e o fluxo
incidente, que nos permitem calcular os coeficientes de raflexao e transmissao

da perticula.

J

R(E) = J—’:’ (3.1.9)
J

T(E) = J_?, (3.1.10)

sendo V(z) um potencial real, entao reflexao e transmissao sao as finicas
possibilidades que a particula encontra ao ser incidida, de modo que devemos

ter
R(E)+T(E)=1 (3.1.11)
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Em outras palavras, ao atingir V(x), o fluxo de probabilidade incidente se
desdobra em um fluxo refletido e outro transmitido e, portanto, a Eq.3.1.11
traduz a conservagao do fluxo de probabilidade. Nos problemas de espa-
lhamento unidimensionais, as particulas no feixe incidente estao associadas
a estados estaciondrios, em que o momento linear tem um valor bem defi-
nido. Nestas circunstancias percebe-se que a densidade de probabilidade é
independente do tempo e que a corrente de probabilidade deve permanecer

continua também nos pontos de descontinuidade do potencial. [14].

3.1.2 Degrau Potencial (Incidéncia Obliqua: F < 1))

As leis de Snell descrevem o comportamento de ondas eletromagnéticas se
propagando através de meios com diferentes indices de refracao. A reflexao e
arefracio da luz sdo fenomenos ondulatérios sujeitos as condicoes de contorno
existentes na interface de separagiao das superficies. Na Mecanica Quéntica
podemos fazer uma analogia destes fendmenos com os efeitos que a uma onda
probalilistica sofre ao atravessar um degrau potencial, que funciona como um
meio de separacao entre meios com indices de refracao distintos. Neste tépico
repetiremos os calculos da se¢ao anterior, s6 que desta vez consideramos a
incidencia obliqua da onda de probabilidade em uma jungao de semiconduto-
res. Assim como na Optica, ao ser incidida a onda de probabilidade reflete e
também transmite, formando angulos com a horizontal de acordo com o tipo

de incidéncia. Analogamente ao caso cldssico, podemos obter as leis de Snell
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e também o indice de refragao quantico dos meios de separagao da onda.

Figura 3.2: Vetores de onda (incidéncia obliqua).

A segunda lei de Snell que trata da reflexao total da onda, vem da relagao

entre os angulos de incidencia e reflexao das particulas.

k;sinf; = k, sin @, (3.1.12)

d; = O (3.1.13)

A partir da qual, encontra-se a terceira lei que trata da refracao da onda

k;sin#; = k, sinf, = k;sin 0, (3.1.14)
sendo, #; = 8,, temos
ind
O O oo (3.1.15)
sin #;
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sabendo que, k; = k, = k2%, podemos obter

na’

ny sin 6,
o PR 3.1.
Ta i tsin Hi (3 ! 16)
Cujos indices de refracdo quanticos resultam das expressoes
d*p —h?
———(E-V)p=0 317
B~V (3..17)
onde, I = hw? = h?w? e a equagao de shrodinger acima, fica
d*) 2m w? (Re*(E - V)
T R T =10 3.1.18
dz? —h? e? E? b ( )
O indice de refracao quantico é, portanto,
S(E=V

o qual nao depende de A devido ao meio ser dispersivo.

Considerando ainda a massa constante, no caso da incidéncia da onda
probabilistica ser obliqua, ela estard sujeita a mudanca de meios ao atravessar
a barreira e suas funcoes de ondas serao semelhantes ao caso de incidéncia
normal. Diferindo agora, pelo fato de considerarmos para este problema, as

dimensoes x e y, devido ao angulo de inclinagao da incidéncia.[15]

_ﬁ? 32 82
2m (6:;5 + ayi/;) +Vig(z) = Ey(x) (3.1.20)
R /P O?
2m (51% * Z{,‘%) + V() = Evj(z) (3.1.21)

22



Nos cristais de semicondutores, as particulas carregadas estdao sujeitas as
mesmas condicoes de contorno e tém uma massa efetiva que varia quando a

particula se desloca na interface.

_ ooy _ ¢ |

- i T —_ -
P (07) = (07); —(07) = —(0%) (3.1.22)
Sendo as solugoes das fungoes de onda, do tipo:

P(z,y) = A=) 4 Bkt (3.1.23)

PY(z,y) = CER=+kY) (3.1.24)

onde os vetores de onda, antes e depois do degrau, sao respectivamente k =

V2mE e k' = y/2m(E — V). Podemos encontrar a partir das condigdes de

contorno, as relacoes

A+B=C (3.1.25)
k .
—[A - By=—=@ (3.1.26)

temos, no entanto, a velocidade de grupo, dada pela relacao entre os

vetores de onda com as massas da particula em sua travessia

k
v=— {31087}
m
ik
Vo= — (3.1.28)
m



portanto, as relagoes para os coeficientes de reflexao e transmissao da

particula, ficam:
2

p= B _ (”' ”‘) (3.1.29)

v |C) dvv/
et e N2
vIAlD (v V)

(3.1.30)

o que nos levou aos resultados,

. (\/‘ZE/m — /B - 1/2/m)2 -

(\/QE/m +2(E - 1/2/m)

. [(\/QE/m) (\/2(13 - 11/2/m)]2
(\/ZE/m + /2(E - Vg/m)2

(3.1.32)

3.2 Potencial Degrau com massa variavel

Analisemos agora a travessia de uma onda probabilistica novamente com
incidéncia obliqua sobre um degrau potencial, s6 que submetida a variagao na
massa efetiva, devido a descontinuidade do potencial, onde nossas expressoes
sao escritas em duas dimensoes x e y, € com 0 acréscimo do parametro m,

para representacao da nova massa.
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3.2.1 Potencial Degrau com massa variavel(Incidéncia
Obliqua: £ < V)

No caso que segue teremos as seguintes condigoes para os potenciais e massas,

antes e apés o degrau, (V =0,m =m) e (V > 0,m =m’). Cujas fungdes de

ondas sao,
3 i O

S EEy W) + Vit(a) = By(a) (3.2.33)

_.h2 321,/.‘ 821’[! B . |
zm' ( - r')yz) + Vadh(z) = Ey(z) (3.2.34)

Nos cristais de semicondutores, as particulas carregadas estao sujeitas as
mesmas condi¢oes de contorno e tém uma massa efetiva que varia quando a

particula se desloca na interface.

+

= P Y .
i e Y e o — i 5
z,!)(() ) 1,[)(0 ), ‘ (O ) - (0 ) (3.2.35)
Sendo as solugoes das funcoes de onda, do tipo:

Plz,y) = AW 4 Bk (3.2.:36)

) =V (3.2.37)

onde os vetores de onda, antes e depois do degrau, sao respectivamente k =

V2mE e k' = \/2m'(E — V,). Podemos encontrar a partir das condigdes de

contorno, as relagoes
A+B=C (3.2.38)
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!

k k
A—=B)=—i0
( )= —C (3.2.39)

m
temos, no entanto, a velocidade de grupo, dada pela relagio entre os

vetores de onda com as massas da particula em sua travessia

. (3.2.40)
m

. (3.2.41)
m

portanto, as relacoes para os coeficientes de reflexao e transmissao da

particula, ficam:

2 Pisy 2
r=18l _ (”” ”) (3.2.42)

AR v+
_VICP 4w (3:2.43)
vIAP T (w4 h
o que nos levou aos resultados,
(\/2E/m —V2(E - Vg/m')z

R= 5 (3.2.44)

(\/2E/m +/2(E - vg/m‘)

2

4 2E 2(E —Vy/m/

. [(V2ETm) (VAE=Va/m )] o)

(\/2E/m + v/2(E — Vg/m’)2

As representacoes graficas para os coeficientes acima, sao dadas nos trabalhos
[15], onde o coeficiente de transmissao fora plotado em fungao dos valores de

energia.
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Figura 3.3: Coeficiente de transmissao em funcao energia E em unidades de
o

s i = ’
v% com uma escala linear da velocidade v' = [2(F — Vp/m/].

3.3 Barreira Potencial com massa variavel

Consideremos agora uma simples barreira de potencial, na qual, os porta-
dores também sofrem variacao de massa ao se sujeitarem a descontinuidade
de potencial oferecida pela mesma. Onde, de acordo com o trabalho [15],
podemos atribuir a nova condi¢ao de contorno M *l(m)%, que conduz para

o coeficiente de transmissao a seguinte expressao
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o =]

2 19\ 2
T |14 (”Twi’—) sin? K'a (3.3.46)
, 1
2vy ’ s 290 3
R= |1+ ) Sin k'a (3.3.47)

Vé-se que o comportamento das velocidades de grupo v e v depende
crucialmente se m =m' ou m < m'’:

(i) quando m = m’ o coeficiente de transmissao nio vai para a unidade
medida que aumenta a energia. Em vez disso, ele mantém oscilante entre a
unidade e um valor menor assintéticao T.

(ii) quando m < m’, o coeficiente de transmissio atinge a unidade,
mais um valor de energia além das transparéncias "usuais da Ramsauer-
Townsend” que sdo obtidas quando o termo ka = 0. Havendo, portanto,
transmissio total, que corresponde a T=1 [15].

Cujo grafico obtido, segundo [15] para a variagao deste coeficiente em

fungao da atribuigao de valores de energia, esta representado na figura 3.3
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Figura 3.4: coeficiente de transmissao T para uma barreira com uma largura
tal que a = nh(m'Vy)~'/2, para diversas relagoes de massa em fungio da
energia B em unidades de F/V; Nao com uma escala linear na velocidade
v' = [2(E - Vo)/m| 12
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Capitulo 4

Portadores em uma geometria
cilindrica com deslocacao
parafuso.

Quando um portador de carga atravessa uma barreira de potencial ele fica
sujeito as condicoes de contorno existentes na mesma, devido a uma DDP
(diferenca de Potencial) existente entre os meios que a compoe. Algumas
literaturas apontam que deformagoes feitas em superficies semicondutoras,
podem acarretar efeitos sobre as propriedades de transmissao da particula,
ocasionando interferéncia quantica induzida e comportamentos oscilatérios
em fungao dos parametros geométricos [16]. Para tanto, analisamos, as im-
plicagoes fisicas que um semicondutor cilindrico com jungoes retorcidas em
parafuso, gerando uma situacao semelhante ao degrau potencial, podem acar-

retar na dinamica da particula, ao atravessa-lo.
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Figura 4.1: superficie cilindrica com deslocac¢ao em parafuso

Refizemos os cdlculos anteriores para um degran potencial simples, le-
vando em conta novamente a variacao na massa efetiva da particula, sé que
agora acrescentando os novos parametros da geometria. Partimos da teoria
dos defeitos em meios eldsticos, onde a geometria induzida por um desloca-
mento parafuso em uma amostra cilindrica é dada pelo elemento de linha,
onde os parametros de uma medida da magnitude do defeito e as coorde-
nadas cilindricas obedecer a identificacao habitual,(p, v, 2) = (p,o +2,2) e

simplesmente produz-se a geometria deste espaco.
di* = dp? + p*dp® + (dz + kdyp)® (4.0.1)

onde x representa a medida da magnitude do defeito. Em nossa figura 4.1 o
raio inicial da casca cilindrica é R. Ao atribuirmos o parametro £ obtemos,
portanto, um novo raio r com coordenada longitudinal para a area deslocada,

segundo [17].



Observando-se a Equacao 4.0.1 podemos escrever um novo elemento de

linha equivalente, para a geometria bidimensional de uma concha cilindrica

com deslocagao em parafuso

dI? = R%dg? + (dz + kdyp)*

(4.0.2)

onde o paramtro R é o raio do cilindro, cujas coordenadas cilindricas sao:

(p,2) (¢ + 2,2z). Defindo, portanto, o novo raio e uma nova coordenada

longitudinal para a parte que contém o defeito, obtemos
i Z
r=vVR:4+ K2z = —/r2 — K2
y

que geram uma nova configuragao para a expressao 4.0.2

2
T ) 2Kr '
R dz*+ T dz dy

di? = P +do®+

uma nova, variavel de angulo fora definida,

’

K2

2 2

rvrT—=K

gerando a seguinte expressao
/
di? = r2d6® + dz*
onde as novas coordenadas cilindricas sao,

(p,2) (0+2,2%)
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0 que nos leva a perceber a semelhanca entre as geometrias, onde em uma
casca cilindrica de raio R e deslocamento parafuso para um parimetro é geo-

metricamente equivalente a uma casca comum com um raio r = (12 + x?)1/2.

Figura 4.2: semicondutor cilindrico com deslocagao em parafuso (a linha
tracejada representa o defeito gerador da torg¢ao helicoidal na estrutura.)

Nossa superficie trata-se de um cilindro contendo jungoes retorcidas seme-
lhantes a um degrau potencial (figura 4.2). Podemos analisa-la, portanto,
similarmente ao problema da particula livre. Partimos das ja conhecidas

fungoes de onda, dadas respectivamente antes e depois do degrau por:

—hz 8’1!)1

B, by = 4.0.9
2m 0z Vi = Edy G
—h2 0

S 53+ Vit = B (40.10)

organizando-as, afim de destacarmos os termos que representam os vetores
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de onda da partticula, temos

Py (2mE 2m'V

az?J’( R )¢1=o Phlieidy
) 2mE  2mV, _

322+( T )’l,bg—o (4.0.12)

k B " y : = - o I
sendo os potenciais antes e depois da juncao, V; = e © Vo = 0, de

acordo com os trabalhos [16], podemos escrever os vetores de onda antes do

degrau e apds

. [om'E 2w (-
¢ = . .1
F \/ T IR (R T D) (2.0.13)
2mE  2m(—h?)
k= 4.0.14
\/ 2 ' 8miRe (A0.14)

sabendo que a velocidade de grupo é dada pela relagao

o T8 (4.0.15)
m
k

.. (4.0.16)
m

e que neste problema, continuamos analisando o caso com massa variavel,

i B ’
a qual assumira a forma, m = . Podemos, portanto, calcular os
1455
2

coeficientes R e T, através das relagoes

(V)

L, 4.017
(v + u)2 ( )
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r
4v v

g
(Vv +v)

(4.0.18)

resultando, portanto, nas seguintes expressoes para os coeficientes R e T,

respectivamente

[\/%(\/H_m, & - l+_’] [\[-fm(EJr snzaz)#]

|
|

2 I+ 12
L/%( Zor) [+ g | (L )} + | (B + )

3=

1
2 1+ 5= 2 A2 1
|- o]
2
¥ 3 V145
[{\/%( 1452 ) [E + 81:;(!2:4-::2)]( mm )] T [\/T?QTR(E P anii{")'gzjl:l
R?

(4.0.20)

onde nas equagoes acima, apos alguns cilculos e simplificacoes, a grandeza
5’";# foi considerada apenas possuindo dimensoes de energia. Com isso,
foram plotados os graficos dos coeficientes de Transmissao (figura 4.3) e re-
flexao (figura 4.4), em funcao do acréscimo de energia, e percebeu-se que para
alguns valores de energia, as curvas transmitem totalmente, fato este que co-
nicidin com as variagoes do defeitos para menores valores. Onde o inverso
também foi observado, ou seja, para um parametro de defeito malor, me-
nos transmissao e consequentemente, mais reflexao. Portanto, para valores

criticos o contorno transforma-se de refletor para um transmissor.
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Figura 4.3: Gréfico da Reflexao em fungao da energia € devido a variagao no
defeito k.
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Figura 4.4: Gréfico da Transmissao em fungao da energia € devido a variagao
no defeito .
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Capitulo 5

Incidéncia de portadores em
um Poco de potencial

Sistemas eletronicos baseados em heteroestruturas de pogos quanticos
tém sido largamente utilizados para a confecgao de diversos dispositivos
eletronicos e opto-eletronicos, tais como fotodetectores, moduladores épticos,
transistores, lasers, etc [18]. Na Mecéanica Quantica dentre as diversas hete-
roestruturas que podem ser produzidas através das técnicas de crescimento
epitaxial, a de um pogo quantico simples é certamente a mais pesquisada, a
qual é um sistema composto de dois materiais semicondutores com “gaps”
de energia diferentes e pode ser construido, por exemplo, crescendo-se uma
camada de GaAs entre duas camadas entre duas camadas de Al,.Ga,_,As.
O Al,Ga,_,As possui um “gap” de energia maior que o GaAs e a estrutura

criada forma numa regiao de confinamento bidimensional para os portadores
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de cargas, com niveis de energia discretos e caracteristicos desse pogo em
particular. Alterando-se a concentracao de Al nas camadas de Al,Ga;_,As,
modifica-se o “gap” de energia do material, sendo possivel, inclusive, contro-

lar os niveis de energia dos elétrons e dos buracos no pogo quantico [19][20].

S

Flxy

=

-uf2 al2

Figura 5.1: Pogo Potencial Quantico simples

5.1 Pogo Quantico (Caso: E < )

Nesta secao relembraremos o caso do poco potencial, cujas expressoes sao
semelhantes as do problema da barreira potencial tratada anteriormente, em
que a energia é maior que a altura da barreira; £ > V{. Temos portanto, um
potencial nulo, que possui a solugao para a funcao de onda na regiao interna

igual a da particula livre:
: : a a
Y(z) = Fexp(ikz) + G exp(—ikz), —5 <8< (5.1.1)

Nas regioes externas a equagao de Schrodinger tem a forma

;’1232’,5(-’”)

2OV 4 Vih(a) = Eu(a) (5.1.2)
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cujas solucoes para antes e depois das barreiras sao correspondentes também
as da particula livre

—a

P(xz) = Aexp (:ik'a:) + Bexp (—ik'm)ﬁg: < 5

(5.1.3)

a

2

/ ' [am(E—V; g
com k = % ek = M, consideramos o caso em que D = 0, que

correponde a uma onda incidente pela esquerda sobre o pogo de potencial,

(x) = Cexp (ika'z) + Dexp (—ik z),z > (5.1.4)

Podendo serem determinadas a partir das solugoes acima apresentadas, as
constantes A, B, C, D F e G, igualando-se os valores das [ungoes de onda e

de suas derivadas em x = § e z = 5, para cada condigao de contorno, temos

o
2

Y(z) = Fexp(ikg) + Gexp(—ikg) = Cexp(ik ) (5.1.5)
2 2

PY(z)=F exp(ikg) + Gexp(—ik%) = Aexp(ik z) + Bexp(—ik') (5.1.6)

a.

Pars ¢ = o

F exp (ik%) + Gexp (—ik%) = Cexp (ik‘g—) (5.1.7)

o que nos leva a determinar o coeficiente g,

a k+k
5=

== ?c——k') exp (—ika) (5.1.8)

com o uso da equagao 5.1.8, para o caso em que x = —* obtivemos a ignaldade
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5 +exp(—ika) & —% + exp(ik'a) (5.1.9)
B

£ — exp(—ika) Tk

O que nos permite calcular a razao %, a qual nos fornece o coeficiente de
reflexdio R. De maneira andloga, podemos obter também o coeficiente de
transmissao T, através da relacio % Chegando aos resultados dos mesmos,

expressos por

|B|”
= — 5.1.10
1A (5.1.10)

2
T = __|i'12 (5.1.11)

. . i
reescrevendo os coeficientes acima em termos dos vetores de onda &k e k

temos:
4K -
R= |1+ 512
[ (k2 — k'2)* sin? (ka) | ( )
2 -1
k2 — k'?)% sin? (ka
T= [1 4k 43%,2 (ka) (5.1.13)

sendo, k = 4/ 22E o} = | [22E=W) ' odemos obter ainda para as expressdes

acima
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AE(E - V)™
R=|14 —45————+ 5.1.14
i + V.:,?sin.2 (ka) | ( )

o Vi sin® (ka) ]

BE-) (5.1.15)

Uma particula incidente em um pog¢o de potencial com F > V0 pode ser
transmitida ou refletida, exatamente como no caso da barreira de potencial.
Os coeficientes de reflexao e transmissao apresentam oscilagoes de acordo
com a energia da particula incidente, assim como vimos também o transporte
coerente de elétrons em estruturas cilindricas ¢ diretamente influenciado por
pequenas alteragoes no raio da estrutura, devido a insercao de defeitos [21].
Podemos, portanto, verificar a partir das Equagoes (5.1.13) e (5.1.14), que
R+ T =1, o que nos di a probabilidade da partcicula atrvessar a barreira.
Observamos também, com isso, que o coeficiente de transmissao T ¢, em geral,
menor do que 1, em contradigao com a situacao classica, em que a particula é
sempre transmitida. Um ponto interessante para se chamar a atencao é que
as oscilagoes no coeficiente de transmissao sao de T' = 1 quando ka = nr, ou
seja, ocorre transmissao sempre quando a espessura do poco de potencial é
igual a um miiltiplo inteiro da metade do comprimento de onda da particula

dentro do pogo, A = 2—3
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5.2 Geometria cilindrica com deslocagao em
Parafuso, aplicada ao pogo quantico

Os calculos feitos na secao anterior (5.1) para os coeficientes de reflexao e

transmissao de uma particula em um pogo quantico, foram repetidos nesta

se¢ao. Neles utilizamos os mesmo parametro x, do defeito em parafuso,

analisado no capitulo 4 e do mesmo modo, consideramos a variagao na massa
. a - = ’ -

e sua influéncia nas velocidades de grupo v e v, para o caso de uma barreira

potencial, abordadas no Capitulo 3. Devido a semelhanga de suas expressoes

para os coeficientes T e R com as do pogo potencial.

Figura 5.2: semicondutor cilindrico com deslocamento parafuso (semelhante
ao pogo quantico)

.. . . = = _n2
Sabendo que os potenciais antes e depois da juncao, sao V; = m—) e

_ —h? f_ _m ; - S B
Vo = 5 [16],e que m = Tz representa a massa variavel da particula.

L3

Entao os vetores de onda serao
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K - 2m'E .. 2m' (—h?) (5.2.16)
B h? 8mh?(R? + k?) -

2mE  2m (—h?)
G = 2T
b \/rﬁ t BmiR? BT

0 que nos traz as seguintes configuracoes para as velocidades de grupo

y k
TN 4 2.18
o m’ (A )
k
= — .2.19
v — (5 )

Portanto, ja conhecendo as expressoes para os coeficientes de reflexao e trans-

missao para o poco, dadas respectivamente por

1.2 -1

1 .y
R= [1 =? ﬁ sin’ (k a,) (5.2.20)
K2 — k2)? es
T=|1+ (—4M—2)— sin? (k a) (5.2.21)

podemos entao, reescreve-las em termos das velocidades de grupo, as quais
dependem das massas e dos vetores de onda, contendo os potenciais relacio-

nados ao defeito atribuido

I
422

e (Lo s sin? (k’a) (5.2.22)
L VE— J
i g 9\2 T
T=|1+ (iﬁ:z—) sin? (K'a) (5.2.23)
vV

o que resulta nas expressoes
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5 sin? (k'a)

(5.2.24)

— 2/ m \/H‘“r 142
4[ ﬁ_z(_lr:”—)( 3,,L(R2+na))( )] (\/ (E+ m m.)
R = \/ i
((\/%( ) E + ) () = (B + —f),,—,))
((\/ﬁf( 2 )(E + gy ()Y — m(E+m)l)2)
T = |1+
4[\/%( 2 )(E + s ) )\ Am(E + i) 1)?

onde nas equagoes acima, para o termo dependente do seno, foram conside-

rados os fatores (a = wh(mV,)Y/? (largura do pogo) e o vetor de onda na

; om'E
(- B

Com os quais foram plotados os graficos para os coeficientes de Reflexao

regiao do defeito & :

2m’ (—h?)
8mh?(R? + k?)

(5.2.26)

figura (5.3) e transmissdo figura (5.4), em fungio da Energia. O que evi-
denciou mais uma vez que, para as curvas onde foram atribuidos menores
valores para o parametro x do defeito, maior é a probabilidade de trans-
missao total da particula, e as curvas se distanciam cada vez mais do valor
um, tendenciando apenas a reflexao. Assim como, para menores valores de
defeitos, observou-se uma aproximaciao da situacao sem defeito, cuja trans-

missao € cem porcento e por isso, gera uma maior quantidade de picos das
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curvas tendendo ao valor um.

™

Coeficiente de Transmissio

i

3

q

T T ¥ T T T T T T
2 3 4 3 6 7 g 9 10

2
a7 — 05— 303 =

Figura 5.3: Coeficiente de Transmissao em funcao da energia, para portadores
em um pogo potencial com deslocagao parafuso.
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Figura 5.4: Coeficiente de Reflexao em funcao da energia, para portadores
em um pogo potencial com deslocagdo parafuso.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho pudemos analisar o comportamento de particulas quanticas
confinadas em semicondutores cilindricos contendo defeitos em sua geome-
tria. Percebendo, portanto, a influéncia dos mesmos nas propriedades dos
coeficientes de transmissao e reflexdo dos portadores ao deslocarem-se por
tais estruturas. Estudamos as variacoes destes coeficientes de acordo com o
acréscimo da energia e aumento do defeito atribuido a estrutura. Verifica-
mos comportamentos esperados semelhantes aos ja conhecidos em termos da
probabilidade da transmissao total da particula. No caso estudado, obser-
vamos as mudancas ocorridas de acordo com o aumento ou diminuigao do
defeito « no raio de uma estrutura cilindrica semicondutora, constatando que
o defeito comporta-se como estruturas guanticas conhecidas como degraus

potenciais, po¢os quanticos, barreiras e etc. E que este tipo de comporta-
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mento, assemelha-se a jungoes Pns, que estao presentes em nanodispositivos
eletronicos. Com isto, compreendemos a importancia tecnoldgica que a mani-
pulagao de sistemas quénticos regidos pela topologia, possui, devido & mesma
possibilitar a produgao futura de nanodispositivos com funcionamento base-
ado na geometria de defeitos. Como perspectivas futuras, sugerimos a analise
dos efeitos que este tipo de defeito geométrico (deslocagao em parafuso) pode
causar na dinamica de particulas confinadas em outras estruturas quanticas.
Um bom exemplo a servir de estudo é a barreira de potencial quadrada,

anti-simétrica entre duas paredes rigidas [22].
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