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RESUMO

Nesta dissertacao discutimos os conceitos fundamentais de mundos-branas em que
detalhamos alguns modelos fundamentais de mundos-brana os quais descrevem modelos
de dimensoes extras, mais especificamente modelos em 4+1D, como o modelo Randal-
Sundrum. Discutimos também construcao de branas espessas através de um campo escalar
minimamente acoplado a gravidade, estatico e que depende exclusivamente da dimensao
extra. Estudamos também como mundos-brana podem ser obtidos em cenério envolvendo
teorias bimétricas, onde olhamos com mais atencao para o modelo sine-Gordon bimétrico
proposto em uma das referéncias. Por fim discutimos o conceito de Entropia Configura-

cional, onde a calculamos para o modelo sine-Gordon Bimétrico.

Palavras-chave: Mundos-Brana, Teorias Bimétricas, Entropia Configuracional .



ABSTRACT

In this dissertation we discuss the fundamental concepts of braneworlds in which we
detail some models of braneworlds with extra dimensions, more specifically models in 4
+ 1D, such as the Randal-Sundrum one. We also discuss the contruction of thick branes
through a scalar field minimally coupled to gravity, such a field is static and depend only
on the extra dimension. We also study how braneworlds can be obtained in a scenario
involving bimetric theories, where we look more closely at the bimetric sine-Gordon model
proposed in one of our references. Finally we discuss the concept of Configurational

Entropy, where we calculate it for the sine-Gordon Bimetric model.

Keywords: Braneworld, Bimetric Theories, Configurational Entropy.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO E ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

1.1 Introducao

A ideia de dimensoes extras foi primeiramente introduzida por Theodor Kaluza (1921)
e Oskar Klein (1926). Kaluza em seu trabalho On the Unification Problem in Physics [1],
estendeu a Relatividade Geral para um espaco-tempo com 5 dimensoes na tentativa de
uma unifica¢ao entre o Eletromagnetismo Classico e a Gravitagao. Tal unificagao consistia
em considerar os campos eletromagnéticos e gravitacionais como componentes de um
campo com dimensoes de ordens mais altas. Teorias de unificacao sao de grande interesse
da comunidade cientifica e tém como principal objetivo a elaboragao de uma teoria que
seja capaz de unir a gravitacao as interacoes eletromagnéticas, nuclear forte e nuclear fraca
em uma unica interagdo mais geral. Mais tarde, Oscar Klein [2, 3] fez um link entre as
ideias de Kaluza e a Mecénica Quéantica, além disso, introduziu a ideia da compactificacao
da dimensao extra. O espago-tempo abordado nos trabalhos de Kaluza-Klein é plano e
penta-dimensional com uma dimensao temporal e quatro dimensées espaciais (3 dimensoes
usuais e uma dimensao extra) [4]. Diferente das dimensoes usuais, que se estendem até
o infinito, a dimensdo extra de KK (Kaluza-Klein) teria uma topologia circular de raio
da ordem do comprimento de Planck (10735m), que ficou conhecida com dimensao extra
compactada. Tal argumento foi usado para justificar a falta de observagoes experimentais

dessas dimensoes extras, pois, com o raio da compactificagao dessa ordem, os efeitos dessas
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dimensoes tornam-se indetectaveis dentro da escala de energia disponivel atualmente.

Modelos de dimensoes extras deram origem a objetos que hoje chamamos de branas.
Uma brana é uma hipersuperficie semelhante a uma membrana (dai o termo brana) em
um espaco de dimensoes superiores desta forma, pPodemos entender uma brana como um
defeito topoldgico tipo parede de dominio. Mundos-brana sao configuracoes em que toda
a distribuicao de matéria e energia estariam limitadas a brana, assim, todos os campos e
interagoes do Modelo Padrao existiriam apenas na brana.

Em 1999 os trabalhos de Lisa Randall e Raman Sundrum |[5,6], com a proposta de
localizar a gravidade na vizinhanga de uma brana em um espago anti-de Sitter (AdS),
trouxeram novamente uma enorme atencao para a teméatica de mundos-brana, principal-
mente na Fisica de Altas Energias, introduzindo o que chamamos localizagao dos campos,
bem como nas areas Fisica de Particulas, Cosmologia e Astrofisica [7-9]. Os modelos de
mundos-brana nos permitem adicionar campos escalares com dinamicas e acoplados mi-
nimamente a gravidade. A presenca desses campos funcionam como fontes gravitacionais
modelando como a gravidade esta distribuida nas proximidades da brana, além de suavi-
zarem o carater das solugoes das equagoes de movimento, em especial a solucao do fator
de warp, fazendo com que a brana tenha uma certa "espessura'e sem as descontinuidades
referentes a presenca da delta de Dirac no caso de branas finas, gerando o que chamamos
de branas espessas.

Teorias Bimétricas foram inicialmente propostas por Clayton e Moffat [10,11] como
teorias de Velocidade Variavel da Luz , VSL (do inglés: Varying Speed of Light), visando
solucionar problemas em Cosmologia, em especial problemas envolvendo valores iniciais no
modelo Big Bang Padrao (em inglés Standard Big Bang (SSB) Model). O modelo proposto
em [10] consiste na ideia que a variedade do espago-tempo é descrita por duas métricas
(por isso o termo "bimétrica"): uma métrica g,, associada ao graviton, chamada "métrica
gravitacional", utilizada para construir a acao de Einstein-Hilbert; e a segunda métrica
Juv, chamada "métrica de matéria", associada com uma geometria em que os campos de
matéria se propagam e interagem. Tais métricas podem ser relacionadas através de um
campo bi-escalar ou de um campo bi-vetorial [11,12].

Em 1948 o matemético americano Claude Shanon, em seu trabalho A Mathematical
Theory of Communication [13], introduziu a ideia de comunica¢do como um problema

de Mecénica Estatistica, dando origem ao que chamamos hoje de Teoria da Informagao.
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Nesta teoria, temos um tratamento qualitativo e quantitativo da informacao, uma vez
que, esta esté diretamente relacionada com o conceito de Entropia.

Baseados nas ideias de Shannon, Gleiser e Stamatopoulos,em seu trabalho Entropic
measure for localized energy configurations: Kinks, bounces and bubbles [14], apresentam
um novo conceito que denominaram de FEntropia Configuracional. Esta quantidade, cal-
culada no espaco funcional através das Transformadas de Fourier, relaciona informagao e
dinamica e é entendida como uma forma de mensurar, através de uma medida entropica,
o conteiido informacional de sistemas fisicos com configuragoes de energia espacialmente
localizadas dada suas especificas restrigoes (condigoes iniciais e de contorno). Além disso,
a Entropia Configuracional pode ser usada para resolver situagoes onde as configuragoes
apresentam degenerescéncia nas energias. A Entropia Configuracional permite um grande
numero de possibilidades de aplicagoes em Fisica como em Fisica de Altas Energias, Cos-
mologia e Matéria Condensada, vide referéncias [15-22)].

Com base nas ideias apresentadas acima, este trabalho tem por objetivo calcular a En-
tropia Configuracional de Branas-Bimétricas, em particular um modelo tipo sine-Gordon
bimétrico proposto em [23] para diferentes valores de um parametro -, parametro este que
serd detalhado no Capitulo 3. O modelo de brana sine-Gordon foi proposto por Greem
em [24] e descreve um cenério de brana espessa gerado por um campo escalar que admite
solugoes topologicas tipo parede de dominio, além disso, a simplicidade do modelo nos
possibilita obter solu¢oes analiticamente. O modelo sine-Gordon bimétrico proposto por
Bazeia et al em [23], alvo da nossa investigacao, pode entdao ser entendido como uma

extensao do modelo proposto por Greem.

1.2 Organizacao da Dissertacao

Apos a introdugao, onde apresentamos e discutimos de forma sucinta as ideias rele-

vantes que embasam este trabalho, a organizacao da dissertacao dar-se-a4 como:

e No Capitulo 2 apresentamos e discutimos as algumas ideias relacionadas com mundos-
brana, em particular, os modelos de dimensao extras proposto por Lisa Randall e
Raman Sundrum, onde reproduzimos os calculos para a constante cosmologica, mo-
dos gravitacionais e a localizacao da gravidade do mesmo modelo, bem como uma

rapida analise das solugoes encontradas. Apos isto, introduzimos o método usual-
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mente utilizado para obtencao de branas espessas modeladas por campos escalares,
imersas em geometrias Planas (Branas Planas) ou em geometrias Anti de-Sitter ou

de-Sitter (Branas Curvas).

No Capitulo 3 estudamos as principais caracteristicas das teorias bimétricas. Logo
apos, discutimos como mundos-branas com campo escalar acoplado podem ser cons-
truidos a partir de tais teorias. Também encontramos as solugoes das equacgoes de
movimento para alguns modelos, em particular, o modelo tipo sine-Gordon, que sera

o modelo utilizado para o desenvolvimento do Capitulo 4.

No Capitulo 4, Iniciamos apresentando os conceitos base e ferramentais matemati-
cos para o céalculo da Entropia Configuracional. Logo apoés, utilizando as solugoes
para o modelo de brana bimétrica tipo sine-Gordon, calculamos analiticamente a
densidade de energia, Transformada de Fourier e fragao modal. por fim, calculamos
a Entropia Configuracional para diferentes valores de um parametro -, relacionado

com a constante cosmoldgica da teoria bimétrica.

No Capitulo 5 concluimos o trabalho, comentando os resultados obtidos e as pers-

pectivas para outras aplicagoes.



CAPITULO 2

MODELOS DE BRANAS EM 4+1 DIMENSOES

Neste Capitulo estudamos alguns modelos de mundo-branas em 4-+1 Dimensoes. Ini-
ciaremos com os modelos propostos por Randall e Sundrum em [5,6]. Apos isto, iremos
abordar modelos de branas com campo escalar acoplado & gravidade de forma minima
em geometrias planas (Espago de Minkowski A = 0) e em geometrias dS (A > 0) ou AdS

(A < 0), modelos estes, trabalhados por Bazeia et al. em [25].

2.1 Modelo Randall-Sundrum

Lisa Randall e Raman Sundrum propuseram em 1999 dois modelos de solucao para o
problema da Hierarquia [5,6], problema este que trata da discrepancia entre as escalas de
massa eletrofraca onde encontra-se o Modelo Padrao (MP) e a escala de Planck gravita-
cional, massas estas da ordem de Mpr = 103GeV e Mp; = 10°GeV respectivamente. [4].
O espago-tempo do primeiro modelo proposto por Randall-Sundrum (RS-I), seguindo a
ideia de Theodor Kaluza e Oskar Klein, é construido em 5 dimensoes, onde temos 4 di-
mensoes espaciais, 3 dimensoes usuais e 1 dimensao extra, e 1 dimensao temporal. Tal
dimensao extra estd compactada entre duas hipersuperficies quadridimensionais chama-

das 3-branas, localizadas nos pontos ¢ = 0 e ¢ = 7 do orbifold! S*/Z, , onde S é uma

1S40 espacos resultantes do quociente entre um espaco localmente Euclidiano por um grupo de espacos
discreto
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esfera unidimensional (circulo) e Zs é um grupo de simetria {—1, 1}, desta forma, esta
dimensao estara definida no intervalo 0 < y < 7r,, onde r. é chamado raio de compac-
tificagdo. Ainda em 1999, Randall e Sundrum propuseram seu segundo modelo (RS-2),
este, trata-se de um caso limite do modelo RS-1 quando levamos a localizacao da brana
reguladora para o infinito. Assim, efetivamente temos agora apenas uma brana fazendo
com que a dimensao extra nao esteja mais compactada. Neste trabalho vamos detalhar
os passos desenvolvidos no modelo RS-2.

A acao do sistema proposto por Randall-Sundrum é dada por:
S = Sbulk + Sbrana 3 (21)

onde Sy € a acao referente a gravidade, Sp.qne & agao referente & brana na qual encontra-

se nosso universo e sao dadas respectivamente por:

Swa = = [ d'adyy/ g (MR + 1) (2:22)
Sbrana = —/d4l'\/ _9(4)%7’ana) (22b)

onde R é o escalar de Ricci, M a massa de Planck em 5 dimensoes, A ¢ a constante
cosmologica e Vi,.qne € a tensao na brana.
Fazendo a varia¢ao na agao total dada por (2.1) com relagao a métrica e utilizando as

definigoes acima, encontramos as equagoes de Einstein dadas por (Ver Apéndice A):

1 1
Gun = Run— EQMNR = §k2AgMN + E*Tyn ) (2.3)

onde k* = 1/2M? e o Tensor Energia-Momento definido como:

2 5Sb7"ana
TMN = T
Vgs| 997

O ansatz proposto por Randall-Sundrum que soluciona as equagoes (2.3) é dado por

(2.4)

ds* = e AWy, daetds” — dy? . (2.5)
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A métrica (2.5) é nao fatorizéavel, ou seja, ndo existem transformagoes que possam rees-
crever os fatores das componentes 4-dimensionais da métrica de forma a nao depender da
dimensa@o extra. A métrica 4-dimensional 7, (métrica de Minkowski) é multiplicada por
e24W) | chamado fator de dobra (warp) e A(y) chamado funcio de warp, dependente da
dimensao extra. A métrica (2.5) também preserva a invariancia de Poincaré 4-dimensional
sobre as branas.

Visando tornar mais féacil os nossos calculos vamos realizar uma mudanca de coor-
denadas do tipo z = z(y) escrevendo assim (2.5), como uma métrica conformalmente
plana [7,26]. Para isso, vamos realizar a seguinte transformacoes de varidveis na métrica

(2.5):
dy = e “4@dz . (2.6)
Ficamos entao, com a seguinte métrica:
ds? = e 2@ (n,, datdx” — dz?) | (2.7)
ou ainda, de forma mais geral:

ds* = gundr™dz™ (2.8)

De forma que gy = e 2@ gyn, onde Garn = nan®, sendo nyrn = diag(nu.,., —1).
Uma expressao bastante tutil que relaciona os tensores de Einstein do tipo gyny =

0?Gyrn em n dimensoes [27] ¢ dada por:

GMN = GMN+ (n— 2) [@MIHQ@NIHQ — @M@NHIQ} +
n—3

—(n—2)gun [—@D@DIHQ - < ) VP InQvy IHQ} : (2.9)

No nosso caso, observando o elemento de linha (??), temos que Q = e 4% e gy n =

nun, assim, V. — 0, onde V é a derivada covariante e 0 é a derivada usual, ambas com

SEstamos utilizando a assinatura (+, -, -, -, -)
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relagao a métrica gy;ny. Ficamos entao com:

Gun = GMN—F(??,—Q) {5MA5NA+5M5NA+

N [5D5DA - (” 5 3) éDAéDAl } . (2.10)

Mas, temos que Gyny = 0, n = 5 e A = A(z), assim, da expressao (2.10) obtemos as

seguintes equacoes:

G55 = 614/; (211&)
Gs, = 0; (2.11b)
G = 3nu(A”— A?). (2.11c)

Da defini¢ao do Tensor Energia Momento (2.4), temos que T55 = 0, logo a componente

"55"das equagoes de Einstein é:

1
6Al2 = §]€2Ag55. (212)
Considerando que gs5 = —e 24, podemos observar que a solucao apenas existira se

a constante cosmologica for negativa (A < 0), desta forma estaremos considerando um

espago Anti-de-Sitter(AdS). Obtemos entdo, que:

—A
44 = — 2.1

onde a linha (’) representa a derivada com relagao a z. A Equagao (2.13) pode ser ainda

d [ —A
%(614) _ m (2.14)

e = Kz const. (2.15)

reescrita como:

Integrando (2.14) temos:
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onde

—-A
= - 2.1
SYRVE (2.16)

O valor da constante em (2.15) é encontrada ao fixarmos o valor da métrica em um
ponto (reescalonamento de unidades) [7,26], vamos escolher entdo e4® = 1, obtendo
assim o valor da constante igual a 1. Além disso, para que o fator de warp (e?4) tenha o
mesmo comportamento quando z — +oo consideramos o moédulo em (2.15), preservando

desta forma também a simetria z — —z. Temos entao:
er = Klz|+1. (2.17)
Assim, a funcao de warp toma a seguinte forma:
A = In(klz|+1). (2.18)

Deste modo, temos que a primeira e segunda derivadas da funcao de warp sao:

, K sgn(z)
A= ——=; 2.1
klz|+ 17 (2.192)
2
ar = 2R0E) " (2.19b)

Klz| +1 B (klz] + 1)~

A simetria z — —z exigida, ocasionou o aparecimento de uma delta de Dirac em
(2.19b), assim, para compensar tal fato, precisamos reescrever o tensor energia momento,

que sera dado por:

1
TMN = — g ,/V(S Yy (SM 0% . 2.20
2 \/% 12 ( ) MYN ( )
As deltas de Kronecker garantem que a matéria e a energia estejam situadas no espaco
quadridimensional e a delta de Dirac localiza a brana em z = 0. Utilizando e substituindo

(2.19a) e (2.19b) em (2.11c), podemos escrever a componente uv das equagoes de Einstein

Ccomo

2

k
2v/—9s5

2k0(2) 2w
Tlalel 1 (k2] + 1)

1
3n = 5]@2/\9“1, + 9uVo(z) . (2.21)
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Usando o fato que g,, = e 241, e gss = —e 24 e também que k? = 1/2M2, ficamos com:
6r0(2) 62 1 1

v - = ——Ane e AVE(2) . (222

e L]z\ +1 (k2| +1)2 e e VOG- (222)

Substituindo as relagdes (2.16) e (2.17) em (2.22), temos:

UW[@ﬂS(z) N 6A ] _ 1 [A 1 ;V(S(z)

RE 1 2B (k2] - 1) e | 2 M R D
(2.23)
Assim obtemos a tensao na brana, dada por:
V o= 24kM? . (2.24)

2.1.0.a Gravidade no modelo RS

Vamos agora localizar a gravidade no background do modelo Randall-Sundrum, para

—2A(

isto, utilizando ainda a métrica na forma conformalmente plana gyny = e Z)gMN,

vamos considerar pequenas flutuagoes na métrica, ou seja, gyyny = Ny + hyn. Desta

forma teremos entao o seguinte elemento de linha:
ds®> = e O [(nyy + hary)da™dz"] (2.25)

Recorrendo novamente & expressao (2.10), temos que o Tensor de Einsten linearizado sera

dado por:

Gun = GMN + {éMAéNA + éMéNA — fﬁNﬁNA+
—JMN [5D5DA —ThLofA — 5DA5DA} } : (2.26)

Na equacao acima, iremos considerar apenas os temos lineares nas flutuacoes. Além
disso, consideraremos também que as flutuagoes nao tém qualquer componente na dimen-

sao entra, bem como transversa e trago nulos. Ou seja:

hM5 =0 ) auh,w =0 € hﬁ =0. (227)
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Assim, utilizando o gauge acima, temos:
A 1 R 5 1 5 BD
GMN = —5838 hMN , FMN = —58 hMN , FDR =0. (228)
A componente pur do tensor de Einstein linearizado sera entao:
1 R 1 1.1 " 2
G = = 5080y +3 | S A, + (M + by )(A” = A%) | (2.29)
Ja do lado direito das equacoes de Einsten, temos:

1 1
G = 5K (M + hyu)e ™ [A + m%iﬁ(y)} : (2.30)

Utilizando as relagoes (2.12) e (2.20) podemos reescrever (2.30) como:
G = 30w + b )(A” = A?). (2.31)

Igualando (2.29) e (2.31) obtemos a seguinte relagao:

1
—§aRaRhW+§A’h;V = 0. (2.32)

Uma forma de resolver (2.32) é escrevé-la como uma equagao tipo Schrodinger unidi-

mensional através da seguinte transformagao:
hy = €7 4Ny, (2.33)

onde n é o nimero de dimensoes. Fazendo essa substitui¢ao e também usando as expres-

soes das derivadas da fun¢ao de warp (2.19a) e (2.19b), ficamos com:

1 15K 3k -
—— g0+ ———— 5 h, = 0, 2.34
na qual a segunda derivada 9zp0% = —O, — 0;0°. Podemos entao fazer uma sepa-
ragio de varidveis da forma: hy,(z,2) = ﬁuy(x)q/(z), levando em conta também que

Ozhyw = m2h,, onde m? é a massa quadridimensional de Kaluza-Klein para as flutuagoes
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da métrica. Desta forma ficamos com a seguinte equacao diferencial:
-2+ V()] ¥(z) = m*U(z). (2.35)

Com potencial V(z) dado por:

15k2 3k0(2)

V(z) = - .
(2) Aklz| + 12 klz]+1

(2.36)

Quando m? = 0 em (2.35), e resolvendo a equagao diferencial podemos encontrar o
modo zero da funcao de onda W, resolugao esta que sera realizada na proxima secao. O

potencial expresso por (2.36) ¢ do tipo vulcao (Figura 2.1).

e A

Figura 2.1: Potencial tipo Vulcao

A fungao delta de Dirac presente no potencial (2.36) suporta apenas um tnico estado
ligado normalizavel (modo zero), os demais estados sao modos continuos (modos KK)
que serao melhor trabalhados na proxima segdo. De forma geral, o potencial (2.36) pode

ainda ser escrito como:

V(z) = ZA’Q—;A”. (2.37)

Ao escrever o potencial dessa forma (2.37), podemos sempre escrever a equagao (2.35)
como uma equagao tipo Schrodinger para qualquer func¢ao de warp A(z), como veremos

a seguir.
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2.1.0.b Modos Gravitacionais

Para encontrarmos os modos gravitacionais da equagao tipo Schrédinger (2.35), vamos

reescrevé-la em termos de operadores @ e Q' que sdo dados por:
3 t 3
Q=044 e @' =-0.+74". (2.38)
Reescrevendo (2.35) temos:
Q'QY = m*v. (2.39)

A equagao acima, representa uma equagao de Schrodinger para um problema em Mecé-
nica Quantica Supersimétrica e indica que nao se tem modos negativos, uma vez que,
operadores do tipo STS ¢ positivo definido. [28,29]

No caso do modo zero, m? = 0, temos a seguinte equacao:

Q'QU, = 0, (2.40)
ou seja,
3 4

A solugao da equagao (2.41) pode ser facilmente encontrada através de uma integragao

direta. Desta forma temos que:

3 1
Vp=e 2 =)= ———— . (2.42)
(k2] +1)2
Podemos perceber que o modo zero sera normalizavel, pois [ e 34()/2dz < co. A presenca
desse modo zero normalizavel representa a existéncia de um graviton 4-dimensional sem

massa. Para os casos em que m? > 0 temos modos continuos, chamados estados KK, cuja

solugao da equagao (2.35) é dada como uma combinagao linear de fungoes de Bessel, ou
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seja,
U, = (2] + 1/k)2 [anYa(m(|2] + 1/8)) + buJa(m]2] + 1/8))] (2.43)

com a,, € b, sendo coeficientes reais. Para entendermos melhor os estados KK, vamos
tratar de casos em que o argumentos das fungoes de Bessel sdo pequenos ou grandes [6].

Para o caso em que m,(|z| + 1) é pequeno [30], temos:

(m(|z] + 1/K))*
8 Y
_ 4 1
r(m(lz| +1/k))? =«

To(m(]2] + 1/k)) (2.44a)

Ya(m(|2| +1/k))

(2.44D)

Levando em conta a equagao (2.41), podemos escrever uma rela¢do entre os coeficientes

2 . ~ 2
a, e b,, dada por b, = %an. Assim temos que a solucao seréa dada por:
n

2

7TJg(m(]z\ +1/K))| , (2.45)

B Nl +1/0) [Vam(e] +1/0) +

onde fizemos N,, = a,, e sendo N,, uma constante de normalizacao. Agora, para o caso

em que (my,(|z] + 1/k)) é grande, temos que:

2 5)
(|z] + 1//»@)%J2(m(|z| +1/k)) ~ —-cos(m(|z| — =7) ; (2.46a)
mm 4
1 2 bt
(|z] +1/k)2Ys(m(|z| + 1/k)) ~ /—sin(m(|z| — —7) . (2.46b)
mm 4
Obtemos entao a seguinte solucao:
v 2 in(m(|z| — §7r) + bycos(m(|z] — §7r) (2.47)
n — |ans 1 1, COS 1 . .

As flutuagoes no background do modelo RS, possibilitam observar que o modo zero
(2.42) é normalizével, como mencionado anteriormente, tal modo remete a um graviton
4-dimensional sem massa localizado sobre a brana, o que implica na localizacao da gravi-
dade sobre a brana. Os estados para m? > 0 da solugao (2.47) representam uma torre de
modos massivos para o graviton, chamados Modos de Kaluza-Klein. Nas proximidades
da brana, os modos KK sao suprimidos pelo modo zero, enquanto & medida que z cresce

tornam-se mais relevantes e suas solugoes tem comportamento de ondas planas. Tal com-
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portamento implica que, embora exista uma corregao para o potencial Newtoniano ela é

muito pequena nas proximidades da Brana.

2.2 Branas Espessas

Os modelos Randall-Sundrum estudados na secao anterior nos permitem adicionar
campos escalares dinamicos, auto-interagentes e com minimo acoplamento com a gravi-
dade. Tais campos escalares funcionam como fontes gravitacionais modelando a distri-
buigao da gravidade em torno da brana e também suavizando a forma do fator de warp,
deixando-os mais largos, resultando no que chamamos de branas espessas. Seguindo o
trabalho elaborado de Bazeia et al. [25], iremos agora abordar modelos que descrevem
uma gravidade penta-dimensional na presenca de campos escalares dinamicos no bulk,
alem de geometrias Anti-de Sitter(AdS)/ de Sitter (dS) ou geometria de Minkowski.

De forma geral, as equagoes de Einstein e equagoes de movimento sao equagoes de
segunda ordem, nao-lineares acopladas, o que torna dificil resolvé-las. Visando contornar
tal dificuldade iremos utilizar o formalismo de primeira ordem, escrevendo o potencial e
a fungao de warp em termos de duas novas fungoes auxiliares W = W(¢) e Z = Z(¢).
[31,32]. Essa abordagem visa a simplicagdo de nossos calculos, uma vez que, podemos

reduzir a ordem das equagoes de movimento [33-35].

2.2.1 Modelos com um campo escalar

A acao que governa modelos gravitacionais penta-dimensionais com um campo escalar

acoplado é dada por:

s = [ dudys |- R+ £6.00)] (2.49)

onde R ¢é o escalar de Ricci, g = det(gqp) € L(¢, 0;¢) é a densidade Lagrangiana, Sendo ¢

o campo escalar a ser adicionado no sistema.
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O elemento de linha em cinco dimensoes que estaremos usando é escrito como:
ds: = gjdr'dr’ = e*Ads? — dy? | (2.49)

onde 7,7 =0...4. A(y) e e?A) s30 chamados, respectivamente, funcéo de warp e fator de

warp. O elemento quadridimensional ds? pode ser escrito ainda como:

ds? = dt* — e 2YM(da? + da? + da?) (2.50a)

ds? = 6_2‘/&”3(6%2 — da? — da3) — dx? . (2.50b)

A é a constante cosmologica do espaco quadridimensional para geometrias dS e AdS,
respectivamente. Podemos obter o espaco plano ao tomarmos o limite em que A — 0.

Desta maneira o elemento de linha (2.49) toma a forma:
dsz = e*n,datde” — dy? (2.51)
A dindmica do campo escalar, representada pela densidade Lagrangiana £, é dada

por:

1
L= Sgmnd"60"0 = V(©) . (2.52)

onde 00" p/2 é um termo cinético e V(¢) sendo o potencial especifico de cada

modelo.

2.2.1.a Branas Planas

Vamos agora analisar modelos com geometria de Minkowski (A = 0). Além disto,
iremos considerar que a funcao de warp A e o campo escalar ¢ sao estaticos e dependem
apenas da dimensao extra, ou seja, A = A(y) e ¢ = ¢(y).

Tomando a variagao da agao (2.48) com relagao ao campo escalar (ver Apdéndice B),

obtemos a seguinte equacao de movimento:
" +4A'Y = V,, (2.53)

onde as "linhas" representam as derivadas com relacao a dimensao extra y, e o subindice
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¢ representa a derivada com relagao ao campo escalar.
Tomando a varia¢ao da mesma agao (2.48) com relagao & métrica, obtemos as equagoes

de Einstein (ver Apéndice B), escritas como:

A" = -—§¢&; (2.54a)
2 _ 1 2 1
A% = <¢® =2V (9). (2.54b)

Vamos agora introduzir uma nova funcdo W = W (¢) chamada de funcdo auxiliar

[25,28|. Podemos assim escrever a seguinte equagao diferencial de primeira ordem:
, 1
Derivando (2.55) e utilizando a regra da cadeia, temos entao que:
A// 1 /
Substituindo (2.56) em (2.54a), ficamos com:
, 1
Qo = §W¢ . (2.57)

A implementagao da fungao auxiliar W (¢) nos permite reduzir a ordem das equagoes de
movimento do sistema, nos possibilitando escrever a funcao de warp em funcao do campo
escalar.
Substituindo (2.57) e (2.56) em (2.54b), obtemos a seguinte forma para o potencial V'
em termos da funcao auxiliar W e de sua derivada.
V o= ﬂﬁ—lw? (2.58)
8 3

Seguindo o trabalho de Bazeia e colaboradores [25], iremos agora considerar dois exem-

plos. O primeiro, dado pela funcao auxiliar abaixo.

W = 2a arctan|sinh(bg)] . (2.59)
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Derivando com respeito a ¢ temos:
Wy = 2ab sech(bg) . (2.60)

Assim, substituindo (2.59) e (2.60) em (2.58), temos que o potencial toma a seguinte

forma:
V(p) = %a2b2 sech?(bo) — %aQ arctan®[sinh(b¢)] . (2.61)

Substituindo agora (2.60) em (2.57), obtemos a seguinte equacao de primeira ordem.

do 1
% = abm. (2.62)

A equagao diferencial (2.62) é facilmente integréavel e tem como solugao:
1 ) 9
o = :I:Earcsmh(ab Y) . (2.63)

Além disso, substituindo (2.59) em (2.55) e utilizando solu¢ao para o campo escalar (2.63),

temos:

dA 2

W —39 arctan(aby) , (2.64)
cuja solucao é:
1 2 2 2
A = @ln(l + ab’y) — W arctan(ab’y) . (2.65)

Seguem abaixo os graficos para o campo escalar ¢(y), fator de warp e?*4®) e densi-
dade de energia p(y), obtida através da componente 00 do Tensor Energia Momento (Ver
Apéndice B).

A solugao tipo kink do campo escalar (Figura 2.2) conecta vacuos no infinito. Pode-
mos também observar que o fator de warp (Figura 2.5) tém sua largura aumentada para
pequenos valores de b. Além disso, a brana gerada possui energia finita, uma vez que, sua

densidade de energia ¢é localizada (Figura 2.4).
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Figura 2.2: Campo Escalar ¢(y) para a = b = 1 (linha sélida azul) e para a = 1 e
b= 0.5 (linha tracejada vermelha).

Figura 2.3: Potencial V(¢) para a = b = 1 (linha solida azul) e para a = 1 e b = 0.5
(linha tracejada vermelha).

Figura 2.4: Densidade de Energiap(y) para a = b =1 (linha so6lida azul) e paraa =1 e
b= 0.5 (linha tracejada vermelha).
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Figura 2.5: Fator de Warp ¢?4®) para @ = b = 1 (linha solida azul) e para a = 1 e
b = 0.5 (linha tracejada vermelha).

Continuando nossa anélise, vamos abordar as caracteristicas de branas geradas através

do modelo:
W = 2ab (qﬁ — if) . (2.66)
Derivando temos:
W, = 2ab(1—b¢%) . (2.67)
Temos entao o seguinte potencial:

1 4 b2\ >
V = 5(1 — b2¢2)2 — §a2b2¢2 (1 — T) . (268)

Podemos assim, escrever a seguinte equacao de primeira ordem para o campo escalar ¢:

do

_ 7242
i ab(1 — b*¢?) | (2.69)

que possui como solugao:

o = %tanh(abe). (2.70)
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Para o funcao de warp temos a seguinte equacao:
dA 2 b2 g3
— = ——ab|¢p——) . 2.71
= (- (271)
Utilizando a solucao encontrada para ¢ e resolvendo a equagao diferencial acima, obtemos

a seguinte relacao para a funcao de warp:

4 1
A = @ln[sech(abe)] - @tanh2(ab2y) : (2.72)
Seguem abaixo os gréficos para o campo escalar ¢(y) (Figura 2.6), do potencial V (y)
(Figura 2.7), da densidade de energia p(y) (Figura 2.8) e do fator de warp e24®) (Figura
2.9).

-15 -10 -5 5 10 15

_____ 2}

Figura 2.6: Campo Escalar ¢(y) para a« = b = 1 (linha solida azul) e para a = 1 e
b = 0.5 (linha tracejada vermelha).

Figura 2.7: Potencial V' (¢) para a = b = 1 (linha solida azul) e para a = 1 e b = 0.5
(linha tracejada vermelha).
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Figura 2.8: Densidade de Energiap(y) para a = b =1 (linha so6lida azul) e paraa =1 e
b= 0.5 (linha tracejada vermelha).

Figura 2.9: Fator de Warp ¢?4%) para a = b = 1 (linha solida azul) e para a = 1 e
b = 0.5 (linha tracejada vermelha).

Semelhante ao modelo anterior, a brana gerada neste segundo caso também possui
densidade de energia localizada (Figura 2.8) e seu fator de warp (Figura 2.9) também
torna-se mais largo & medida que o valor de b diminui. Contudo, diferentemente do
primeiro exemplo, a solugao tipo kink do campo escalar neste caso, conecta duos vicuos
em @ye. = £1/0.

Nos cenarios dos modelos propostos acima, a energia total é nula [29]. Podemos obser-
var isso considerando que a densidade de energia p pode ser obtida através da componente

00 do tensor Energia-Momento, que para a densidade Lagrangeana (2.52) é:

T—2A¢—/2V— 2.73
0w = € 2+ =p. (2.73)
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Utilizando as equagoes (2.57) e (2.58) temos que:

€2A 1 ) 2 ) €2A
= —_— — —_— = = ! 2 Al . 274
p 5 (2W¢ 3W) 5 (Wed' +2WA) (2.74)
A equagao (2.74) pode ainda ser escrita como:
1d A
= —— . 2.75
p o= G We (2.75)

Integrando a densidade de energia (2.75) temos a energia total do sistema, dada por
L 2aw)
E = e | (2.76)

mas, observando as expressoes da fungao de warp (2.65) e (2.72) para cada modelo, temos

que €24 — 0 quando y — F00, desta forma E — 0.

2.2.1.b Branas Curvas

Iremos agora trabalhar com modelos com geometrias AdS (A < 0) ou dS (A > 0).

Assim, as equagoes de Einstein para tais modelos sdo (Ver Apéndice B):

2
A//+A€72A — _§¢/2 .
1
A/Q — A 24 _ 2
e 6qb

(2.77a)

)
1
V(o) . (2.77Db)
3

Uma vez que, a presenca da constante cosmoldgica A torna os problemas muito mais
dificeis, faz-se necesséario escrever novas equacoes através da adi¢ao de uma nova funcao

Z = Z(¢). Os trabalhos [25,32], sugerem que:

A = —(%W + %AvZ) ; (2.78a)
1
¢ = §(W¢ + ANa+7v)Z,) , (2.78b)

onde «v e 7y sdo constantes. Substituindo (2.78a) e (2.78b) em (2.77b), podemos escrever
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o potencial V como:

1

Vig) — é(m A0+ 7)Z,)(Wy + Ay — 30)7,) — (W + AyZ)" . (2.79)

Além disto, podemos incluir a seguinte restri¢ao:
4
W¢¢Z¢ —+ W¢Z¢¢ -+ 2A(O& + '}/)Z¢Z¢¢ — §Z¢(W + A’}/Z) = 0. (280)

Essa restrigao nos possibilita obter o formalismo de primeira ordem com constante cosmo-
logica nao nula. Desta forma, utilizando as relagoes (2.78a) e (2.78b), obtemos a seguinte

equagao geral para o fator de warp A(y):

Aly) = —%ln FE (W2, + Mo +)23)] (2.81)

Como exemplo, iremos escolher os superpotenciais W e Z dados respectivamente por:
W = asinh(bp) —Ay¢p e Z=¢, (2.82)
assim,
Wy = abcosh(bp) — Ay e Z,=1. (2.83)
Temos entao o seguinte potencial:
V(p) = %[(ab cosh(bp) + Aar)(ab cosh(bg) — 3Aa)] — éaQSinhQ(b@ . (2.84)

De (2.78b) temos a seguinte equagao diferencial:

¢

- %(ab cosh(bp) + Aa) , (2.85)



Modelos de Branas em 441 Dimensoes

34

cuja solucao é:

2 A b
¢ = :I:garctanh \/ Zzi——AZ tan (Z\/ a?h? — a2A2y> (2.86)
A fungao de warp, que pode ser gerada a partir de (2.81) é:
212 _ A202
Aly) = —~n [9 : c 1 . (2.87)
2 6 ab + Aa — 2ab cos?(bv/a?b? — A2a?y/4)

Podemos observar que se considerarmos A < —ab/a a geometria da brana sera AdS,
enquanto, se tomarmos A > ab/a, a geometria sera dS e o kink terd uma desconti-
nuidade (Ver Figura 2.11), uma vez que, diverge em torno de yx = t4arctanh[(ab —

Aa) /v A2a2 — a2b?] /by A2a? — a?b?, onde consideramos ab > 0 e a > 0.

)

6

\

-6

|
|
|
|

Figura 2.10: Solugao do Campo ¢(y) para Asgs < —ab/a (linha sélida azul) e para
Ags > ab/a (linha tracejada vermelha), onde a = a=1¢ b= 2/v/3.

I
|
|
|
|

Figura 2.11: Funcdo de Warp A(y) para Aaqs < —ab/a (linha solida azul) e para
Ags > ab/a (linha tracejada vermelha), onde a = a=1¢ b= 2/v/3.
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Como um segundo exemplo, vamos analisar o caso em que as fun¢oes W e Z tomam

agora a seguinte forma:

W = asinh(bp) e Z=W. (2.88)
Derivando temos:
Wy = Z,=ab cosh[(b)] , (2.89)
logo, o potencial sera dado por:
V(gp) = %(1 — Aa)(1 + A(y — 3a))a® cosh?(bg) — éam + Av)? sinh?(bg) . (2.90)

As solugbes para o campo e para a fungao de warp para este modelo dadas respecti-

vamente por:

by) — :l:%arcsinh {tan (%a(l - Aa)y)] ; (2.91a)
Aly) = —%m [—éa%@ — Aa)sec? (%a(l - Aa)y)} | (2.91D)
)

L L
10 20

Figura 2.12: Solugao do Campo ¢(y) para « > 0 correspondendo a uma brana dS; (linha
solida azul) e para a < 0 com branas AdSy (—1/|a < A < 0) (linha tracejada vermelha)
e branas dS; (A > 0) (Linha pontilhada preta), onde o = 1, a = 1 e b = 2//3.
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Figura 2.13: Fungao de Warp A(y) para o > 0 correspondendo a uma brana dS, (linha
solida azul) e para a < 0 com branas AdSy (—1/|a < A < 0) (linha tracejada vermelha)
e branas dS; (A > 0) (Linha pontilhada preta), onde o = 1, a = 1 e b = 2/+/3.

Para este segundo modelo, temos que a solugao tipo-kink do campo escalar, possui
descontinuidade em y* = £37/2a(1 — Aa) independente do valor da constante cosmolo-
gica. Para o > 0, a geometria sera dS, tendo em vista que apenas constante cosmoldgica
positiva é permitida neste caso. Ja para a < 0, podemos ter geometrias AdS ou dS, uma

vez que a constante cosmologica pode assumir os valores —1/|a| < A <0 ou A > 0.



CAPITULO 3

BRANAS BIMETRICAS

Neste capitulo inicialmente iremos encontrar as equagoes de campo para modelos em
teorias bimétricas, apos isso, seguiremos o trabalho proposto por Bazeia et al. [23] e

estudaremos apos isto, alguns cenarios de mundos-brana considerando tais teorias.

3.1 Equacoes de Campo

Em modelos de teorias bimétricas, usualmente se assume que os gravitons e os campos
bi-escalares ou bi-vetoriais se propagam na geometria descrita pela "métrica gravitacional" g"”,
enquanto todos os outros campos de matéria se propagam na geometria descrita pela "Mé-
trica de matéria"g,, [36].

Podemos relacionar as métricas g,, e g, utilizando um campo bi-escalar ¢ minima-
mente acoplado ao campo gravitacional [12]. A métrica de matéria é construida através
de uma transformacao disforme, tais transformacoes consistem em uma relagao conforme,
G = Q%g,,, entre as métricas e a adigao de derivadas do campo bi-escalar. Embora
termos com derivadas de ordem superior possam aparecer, eles nos levam a instabilida-
des tipo fantasmas. Desta forma, iremos considerar, por simplicidade, apenas termos de

primeira ordem nas derivadas de ¢ [37-39]. Podemos construir a métrica de matéria como:

guu = Aguu + Bau¢3u¢ ) (31)
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por simplicidade, vamos considerar A = 1, uma vez que, considerando B = 0 recuperare-
mos o caso usual. B é uma constante adimensional positiva definida.
Determinada a relacao entre as métricas de matéria e gravitacional, a acao total ! serd

dada por:

S = Sylgl + Ssld, 0atb, g] + Sni[t0, Datt, §] (3.2)

onde S, ¢ a acao de Einstein-Hilbert, S, a acao para o campo escalar e Su [0, 9] & a acdo
de matéria, com 1 representando todos os campos de matéria e § referente & geometria
em que tais campos interagem.

Fazendo a variagao da agao? acima obtemos as seguintes equagoes de campo [36,40,41]:

Iy

Gur = KT8+ 5 =T (3.3)

onde

2 08
Tl = \/—_—g(sg,f,; (3.4a)
T, = 2 5u (3.4b)

NS
3.2 Solucoes de Branas Bimétricas

Seguindo as ideias propostas em [23], iremos estudar cenérios de mundos-brana des-
critos pelo acoplamento de uma gravidade pentadimensional com campos escalares reais e
outros campos de matéria. As acoes de Einstein-Hilbert, do campo escalar e dos campos

de matéria utilizadas sao respectivamente:

1
S, = —T/%/d5x\/|g|R; (3.5a)
1
S, = [/l [ngaa0m0 - v (3.5b)

SM[¢,Q] = /dBZE\/@[\g,, (350)

1A notagado é a mesma utilizada no trabalho elaborado por Bazeia et al. Vide referéncia [23]
2Ver Apendice A.1
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onde g = det(gap) € § = det(gap), sendo gq a métrica gravitacional e g, a métrica de

matéria. Assim, a agao total dada por (3.2) é reescrita como:

1
212

S = d5a:\/HR+/d5x lg| [n%g“bﬁaqbab(b— V((b)] —|—/d5x\/@/~\5 . (3.6)

Paran = 1oun = —1 e A; = 0 temos a teoria usual do campo escalar acoplado
minimamente a gravidade, ji para 7 = 0 e A5 # 0 temos um modelo tipo-Cuscuton [42]
puro em uma teoria bimétrica. Modelos tipo-Cuscuton tratam de modelos cujas equagoes
de movimento nao possuem derivadas de segunda ordem temporais, assim, o campo escalar
se torna um campo auxiliar nao dinamico, que apenas segue a dinamica dos campos a ele
acoplados.

As métricas gravitacional e de matéria, para o cenario de mundos-branas, serao rela-

cionadas através de um campo bi-escalar da seguinte maneira:
gab = Jab + 6828a¢8b¢ + Cuaub ) (37)

onde a,b = 0,1,2,3,4, x4 representando a dimensdo extra y e u® = (0,0,0,0,1) sendo
um vetor normal & superficie da brana. O termo bi-escalar serve para distinguir o campo
escalar que relaciona as duas métricas com os demais campos escalares que podem aparecer
na parte de matéria do modelo. Como ¢ tem dimensdo M?3/2, B & escolhido para ter
dimenssao M /2, enquanto € e C' sdo constantes adimensionais reais.

A métrica e o elemento de linha relacionados a gravidade serao, respectivamente:

AWy
Jab = e , (3.8)
-1

ds* = Wy, datds” — dy? . (3.8b)

Assim, utilizando a métrica (3.8a) em (3.7), podemos escrever o seguinte elemento de

linha referente & métrica de matéria §,:
ds? = Wy, datdr” — (1 — C) — eB%¢*)dy* | (3.9)

onde 7, = diag(1,—1,—1,—1) representa o espaco de Minkowski, p,v = 0,1,2,3 e as

"linhas" () representam a derivada com relagao a dimensao extra. Também foi considerado
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que o campos escalar ¢ e a funcao de warp A sao estaticos e dependem apenas da dimensao
extra y. Desta forma, utilizando as relagoes (3.7), (3.8b) e (3.9) e fazendo k2 = 2, podemos

rescrever a agao total apenas em termos da métrica gravitacional g, (3.6) como:

S = /d% g1 {—5 g2 _vi(g)+ A/ (1= O) — EBQQZVQ} : (3.10)

4 2
Fazendo C'=1 e e = —1, temos:
_ 5 R U, A /
S = [ da/lgl |~ — 567 - V() + AsBY | | (3.11)

ou ainda

S = /d% lg] [—ZR—i—/Jd,] , (3.12)
onde

Ly = —2¢2 V() +AsBo . (3.13)

2

A densidade Lagrangeana efetiva (3.13) possui um termo de derivada de primeira
ordem do campo escalar nao quadratico, sendo assim, um termo cinético nao usual. A

Lagrangeana pode entao ser reescrita da seguinte forma:
Ly = F(X,9)-V(¢), (3.14)

com sendo F(X, ¢) = 3 X + AsB/|X]| com X = ¢®0,00y¢.
Ao escrevermos a Lagrangeana como (3.14), podemos trabalhar teorias com dindmicas
generalizadas através do termo F'(X). Modelos Cosmologicos tipo-Cuscuton com Lagran-

geana similar & apresentada, podem ser estudados nas referéncias [42,43].

3.2.1 Solugoes de Branas Bimétricas Planas

Tomando e = —1en=C =1 em (3.10), ficamos com:

s = [d {‘g—éw—vwwﬁsm%@ | (3.15)
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fazendo a variacao da acao com relacao a métrica gravitacional, obtemos as seguintes

equacoes:
A7 = -V (3.16)
" 2 /2 2+ /

Para obtermos o formalismo de primeira ordem, iremos novamente introduzir uma
fungao W = W(¢) podendo assim escrever a fun¢do de warp como fun¢do do campo

escalar através da seguinte equagao:
, 1
Derivando (3.18) e comparando com (3.17), obtemos:
/ 1 A
¢ = §W¢ + AsB . (3.19)

Substituindo (3.18) e (3.19) em (3.16), temos a seguinte forma para o potencial V:

1 1[1 N

Podemos observar que se As = 0 recuperamos a forma do potencial (2.58) em termos da
funcao auxiliar W apresentada no capitulo anterior.
Como primeiro exemplo, vamos utilizar um modelo A¢?* obtido através da funcao

auxiliar W dada por:
bQ 3
cuja derivada com relagao ao campo escalar é:
W, = 2ab(1—1b°¢%). (3.22)

Assim, substituindo (3.22) em (3.19) e (3.21) em (3.18) e resolvendo as equagoes diferen-

ciais, obtemos respectivamente as seguintes solugoes para o campo escalar e para a fungao



Branas Bimétricas

42

de warp:

ab’y | ; (3.23)

2 (1  AsB 1  AsB
—2 | = + =2 | tanh? — + 22 ab’y
9\0b a

2 3 2 abd
(3.24)
Analisando o comportamento assintético no limite em que y = 400, temos que:
1 AsB
¢ (£oo) = 0. (3.26)
Assim:
1 AB w1 AB)"
+ = 2ab [ =+ - [+ 2 2
W(o(Foo)) = 2ab 1\ 5+ 05 = 3 <b2 * ab3> (3:27)

Utilizando (3.21) e (3.22) para o comportamento assintotico do campo(3.25), obtemos a

seguinte expressao para o potencial:

~ ~ 2
1 (1 KB\ (4ab 2A;B
V(e(Eoo) =4; = — (b—2 s ) (% — > , (3.28)

onde W(¢(£o0)) representa a energia minima de estabilidade dos estados de vacuo do
modelo, enquanto V(¢(£o0)) determina A; que é a constante cosmolégica efetiva do
bulk. Podemos observar que se As = 2ab/ B, temos A5 = 0 que corresponde a um vacuo
de Minkowsky. Enquanto para A; # 2ab/B temos que A5 < 0, correspondendo assim a
um vacuo AdS. Além disso, para que a fun¢do de warp (3.24) nao exploda, devemos ter
A5 < 2ab/B. Seguem abaixo os graficos do campo escalar (Figura 3.1) e do fator de warp

(Figura 3.2).
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Figura 3.1: Solugao do Campo ¢(y) para Ay = 2ab/B (linha solida azul) e As < 2ab/B
(linha tracejada vermelha), onde a = 1/v/2, b=1/2v/2e B = 1.

y

-30 -20 -10 20 30

Figura 3.2: Fato de Warp ¢2*®) para A; = 2ab/B (linha solida azul) e A5 < 2ab/B
(linha tracejada vermelha), onde a = 1/v/2, b=1/2v2 e B = 1.

Vamos agora escolher um outro exemplo, onde a funcao auxiliar W é dada por
W = 3asin(be) . (3.29)
Desta forma temos que:
Wy, = 3ab cos(bg) . (3.30)

Substituindo (3.30) em (3.19)e resolvendo a equacao diferencial, obtemos a seguinte solu-

¢ao para o campo:

2 2A5B + 3ab
= carctan || —————— 4A232 9a2b? , 3.31
¢ b 2A5B — 3ab ( \/ y) ( )
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e agora, substituindo (3.29) em (3.18) e também resolvendo a equagao diferencial, obtemos

a seguinte solucao para a funcao de warp :

2 ~ b [ =
= o In |2A5B + 3ab — 6ab cos? (Z_l \/4/\%32 — 9a262y)1 ) (3.32)

Assumindo que A; > 3ab/2B, no limite y — £y = 27r/(b\/4l~\§B2 — 9a%b?), teremos:

™

HEyx) =+ (3.33a)
1 -
o (y) = 5(2A:B —3ab) . (3.33b)
Desta forma ficamos com:
W(Eyx) = A'(£yx) =0, (3.34)

e o comportamento assintético do potencial V' dado por:
1 -
V(tyx)=As = §(2A5B — 3ab)? . (3.35)

Podemos observar que se As = 3ab/2B, temos A5 = 0 o que representaria um vacuo
de Minkowsky, contudo, a solucao para o campo escalar acabaria divergindo mediante
tal escolha, impossibilitando a mesma. Entretanto, se Ay # 3ab/2B, temos A > 0 repre-
sentando um véacuo dS, correspondendo entao a kinks periédicos e com singularidade em
+, y*, acarretando assim em uma familia de mundo-branas (Figura 3.3).

Assumindo agora que A5 < 3ab/2B, teremos as seguintes solugdes para o campo e

| 2A5B + 3ab b [
ﬁ tanh (Z\/|4A§BQ — 9&2b2|y>] N (336&)
5B —

2 ~ b <
= —— In {2[\53 + 3ab — 6ab cosh? (Z \/]4/\%82 - 9a2b2|y)] . (3.36b)

para a funcao de warp:

2
o = Earctan

3b2

Tomando o limite quando y — +00 temos o seguinte comportamento para o potencial:

1 . _
V(doo) = A5 = — g5 (3ab — 245 B)(3ab + 243 ) . (3.37)

6 Adotando a constante de integragao como sendo C' = %ln[Z[ﬁB — 3ab]
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Se fizermos Ay = 3ab/2B na equagao (3.37), temos que A5 = 0, contudo, tal escolha nao é
possivel, pois a solu¢ao do campo diverge para esses valores. Se As # 3ab/2B na mesma
equagao, temos que A5 < 0 o que representa um vacuo AdS. Assim, obtemos uma solugao

para uma brana plana com geometria AdS representada pelo kink (3.36a) (Figura 3.3).

Figura 3.3: Solucio do Campo ¢(y) para A; < 3ab/2B (linha solida azul) e A5 > 3ab/2B
(linha tracejada vermelha), onde a = 1/3,b=1¢ B = 1.

Figura 3.4: Soluc¢do do Campo ¢(y) para A < 0 (linha solida azul) e A > 0 (linha
tracejada vermelha), onde a =1/3, b=1e B = 1.

Podemos observar que em ambos os modelos (3.21) e (3.29) que o termo relacionado
com AsB, representando o Cuscuton, induz uma transmissao da dinamica gravitacional
para o setor escalar [23], uma vez que, tal termo é responsével por definir a geometria em
que o modelo esta imerso, regendo assim o setores do campo escalar para cada tipo de
geometria.

Iremos agora obter a energia total dos modelos de branas bimétricas acima. Temos
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que a densidade de energia, dada pela componente 00 do tensor energia momento é:

ply) = (%/2 +V - BA5¢’) . (3.38)

De (3.16), temos que V = ¢?/2 — 3A” substituindo em (3.38), temos:
ply) = ¢ (¢ — BA;) — 347 . (3.39)

Utilizando as relagoes (3.18) e (3.19), podemos reescrever (3.39) como:

ply) = [qﬁ’ (%) — 34’ <—¥>} . (3.40)

Apos algumas manipulagoes matemaéticas e simplificagoes, lembrando que ¢ = ¢(y), W =

W(gp) e A= (A(y)), obtemos:

aw dA

p(y) = ? (d_y + 2d—yW> : (3.41)

E possivel observar que (3.41) pode ser escrita como uma diferencial total, deste modo,

ficamos com:

d 24
d—y(e w). (3.42)

N | —

ply) =

Integrando (3.42), obtemos a energia total do sistema, cuja forma explicita é:

0 1 [> d 2AW
E=/ p(y)dyZE/ d—y(BQAW)dyZ 5 (3.43)

Semelhante ao caso de mundos-brana usual, abordado no capitulo anterior, o termo
exponencial é dominante, 4 — 0 quando y — +oo. Desta forma, F = 0 pelos mesmos

motivos apresentados no capitulo anterior.

3.2.2 Solugao com Dindmica Nao Usual Pura

Tomando 1 = 0 em (3.6), eliminaremos o termo cinético usual, nos restando apenas o
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termo Cuscuton e a agao total serd entao dada por:

R _
S = /d% g] [—Z —V(¢) + As\/(1 — C) — eB2¢2| .. (3.44)
Adotando mais uma vez C' = 1 e e = —1 e variando a a¢ao, obtemos as seguintes equacoes:
4NsB" = -V, ; (3.45a)

2
A2 = —%v : (3.45b)

K2~

Al = §A5B¢’ : (3.45¢)

Integrando (3.45c) e substituindo em (3.45b), determinamos a seguinte forma para o

potencial:
V = —SkINIB?¢?. (3.46)
Vamos considerar agora uma solucao tipo Kink dada por:
¢ = b tanh(ay) . (3.47)
Através da relagao (3.45¢) encontramos a seguinte solugao para a func¢do de warp:
K2 ~
A = —3—5A§82b In[cosh(ay)] . (3.48)
a
Tomando o limite quando y — 400 temos o comportamento do potencial dado por:
_ 2 972 p2p2

Averiguamos na equacao acima que A; < 0 é negativo, indicando um bulk com ge-
ometria AdS5. Utilizando o resultado anterior, podemos construir um limite de branas
finas (¢ — 0) partindo da solugdo (3.47), para isso, vamos tomar o caso particular em
que a — o0 e b — 0 de forma que o produto ab torna-se um valor finito. Derivando (3.47)

temos:

¢ = absech®(ay) . (3.50)
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Considerando o limite de branas finas, temos que quando a — oo, sech?(ay) — (y).

Assim:

¢ = abd(y) . (3.51)

Sabemos que para n = 0 o tensor energia momento é dado por:

. A5 B?9,60
T = GV — gaN\sBg' — ke ; 90 , (3.52)
¢'B
entao, componente 00 do Tensor Energia-Momento é:
TOO = —/<;§/~\5Bab 5(y) . (353)

De (3.47) temos que ¢ — 0 quando y — 0, logo, V' — 0. Desta forma, a componente 00

do tensor Energia-Momento nos leva a seguinte tensao efetiva da brana, dada por:
o = —k:iBab . (3.54)

Por fim, temos que a solugdo para a func¢ao de warp (3.48), no limite de brana fina,

torna-se:

2
K= ~
Aly) = ——35A5Bb|y|. (3.55)



CAPITULO 4

ENTROPIA CONFIGURACIONAL DE BRANAS

BIMETRICAS

4.1 Entropia Configuracional

Baseados na Teoria de Informacao de Shannon, Marcelo Gleiser e Nikitas Stamatopou-
los introduziram o conceito da chamada Entropia Configuracional (EC) [14]. Tal conceito,
estabelece uma relacao entre dinamica e informacao, propondo uma medida entropica em
um espaco funcional que quantifica o contetido informacional de modelos fisicos com con-
figuragoes de energia espacialmente localizadas através das equacoes de movimento dada
as restri¢oes de tais modelos (ex. condigoes iniciais e de contorno) [17].

A Entropia Configuracional torna-se uma ferramenta bastante 1til, uma vez que, pode
ser aplicada em diversas areas da Fisica. Em muitos casos a EC é uma quantidade Fisica
fundamental que pode nos fornecer informacgoes importantes sobre restricoes e limites
das solugoes. Uma das muitas utilidades da EC, trata-se quando modos de sistemas
fisicos possuem energias degeneradas, assim, a medida o contetido informacional calculado
através da EC nos aponta as configuragoes mais provaveis que o sistema podera adotar,
uma vez que, quanto maior for a EC de estados fisicos, maior é a energia sera necessaria
para produzi-los,sendo assim, menos provavel de serem observados ou detectados [17,21].

Sabendo que estamos interessados em estruturas com energia espacialmente localiza-
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das, consideraremos um conjunto de fungoes quadrado integraveis f(r) € L*(R)!, cuja

transformada de Fourier é dada por

1

0= e

/eikwf(:c)de : (4.1)

onde D é o numero de dimensoes espaciais. Como estamos trabalhando com funcoes
quadrado integraveis, podemos utilizar Teorema de Plancherel [44] que estabeleca a equi-

valéncia de normalizagoes, definido como:

/ f@)Pde = / F(k)Pdk (4.2)

Definimos entao uma fragao modal f(k), dada por

|E(k)[*

0= TEmR

(4.3)

na qual a integragao é feita sobre todos os k’s onde a transformada de Fourier F'(k) é
definida. De forma geral, as fracoes modais representam o peso relativo de cada modo k
e podem ser entendidas como uma distribuicao de probabilidade que indica quanto um
dado modo k contribui para o espectro associado com a densidade de energia [18].
Vamos agora considerar uma nova func¢ao f (k), chamada fragdo modal normalizada,

dada por

f(k) = (4.4)

onde f(k)maz ¢ 0 maximo da fracdo modal. Tal normalizagdo garante que f (k) <1 para
todos os k’s. Depois dessas consideracgoes a Entropia Configuracional pode ser definida

CO1mo:

Sk = - / F(k) WlF(k)]d: | (4.5)

onde o integrando f(k) In[f(k)] ¢ chamado densidade de Entropia Configuracional.

Se as fungdes f(z) sdo periddicas, podem entao ser escritas como a seguinte série de

'Espaco de fungdes quadrado integréveis, tais que, [~ |f(z)[>dz < cc.

o0
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Fourier

|Pof?

k n = XD 20
0 f = s

(4.6)

onde P, é o enésimo coeficiente dos modos de Fourier. Assim, a versao discreta da Entropia

Configuracional serda dada por

Slf] = = faln(fa) . (4.7)

A relagao (4.7) é analoga a entropia de Shannon, que representa o limite para a melhor
forma de compactar informagao sem perdas, enquanto a EC representa a compactagao de
informagao nos modos de um dado sistema fisico.

Como exemplo, iremos estudar um dos modelos de campo escalar em 141 dimensoes
trabalhado na referéncia [14|. A densidade de energia de modelos de campo escalar em
141 dimensoes é dada por

¢2 ¢/2

p(e) = 5 +t5t V(g) . (4.8)

Consideraremos o seguinte potencial

V() = (MA)(¢" —m?/\")*. (4.9)

O potencial (4.9) é conhecido na literatura como potencial A¢*. Na Figura 4.1 esta o
grafico do potencial para valores especificos de m e .
Além disso, iremos considerar que o campo escalar é estatico, de modo que ng =0. A

solugao tipo kink (ou antikink) do potencial anteriormente citado, é da forma:

o(k) = i% tanh (%) , (4.10)

que sao ilustradas na Figura 4.2
Substituindo a solugao (4.10) no potencial (4.9) e substituindo o potencial em (4.8),

obtemos a seguinte expressao para a densidade de energia:

4

plz) = 2”\1& sech (%) : (4.11)
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Figura 4.1: Potencial V(¢) para m = A = 1 (linha solida azul) e para m = v/2 e A = 2

(linha tracejada vermelha).

Figura 4.2: Campo Escalar ¢(z) para m = A = 1 (linha solida azul) e para m = /2 e

A = 2 (linha tracejada vermelha).

X

Figura 4.3: Densidade de Energia p(z) para m = A = 1 (linha sélida azul) e para

m = /2 e A =2 (linha tracejada vermelha).
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cuja Transformada de Fourier é:

F(k) = %(k@%—%ﬂ) Csch (5—;) ; (4.12)

onde a = m/v/2. Podemos agora, utilizando a relacio (4.3), construir a fracdo modal

relativa a essa teoria, cuja forma é:

35mk?(k? + 4a?)? km
f(k) = 530407 Csch <£> : (4.13)

Para esta fracdo modal, temos um méximo em k = 0 (Figura 4.4), desta forma temos
que f(k) = f (k)/f(0). Finalmente podemos calcular a Entropia Configuracional do
modelo proposto, vale salientar que, no modelo acima, temos que definir valores para

os parametros m e .

k

6 4 4 6

Figura 4.4: Fracio Modal f(k) para m = A = 1 (linha sélida azul) e para m = v/2 e
A = 2 (linha tracejada vermelha).

As Entropias Configuracionais para os casos em que m = A = 1 e para m = /2 e

A = 2 sao respectivamente:

Sclor] = 1.2167, (4.14)
Sclor] = 1.06527. (4.15)

Como a Entropia Configuracional para m = v/2 e A = 2 é menor, temos que esta serd a
configuragao mais provavel que o sistema adotaré.
No trabalho original [14], os autores calculam a EC de outras fungoes teste, compa-

rando a EC delas com a EC da solucao das equagoes de movimento (trabalhada acima),
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funcoes estas que nao serao tratadas neste trabalho.

4.2 Entropia Configuracional de Branas Bimétricas

Uma vez introduzido o ferramental matemaético, buscaremos agora, calcular a Entropia
Configuracional do modelo bimétrico tipo sine-Gordon trabalhado no capitulo anterior.
Partindo do modelo de fun¢ao auxiliar W = 3ab sin(b¢), descrito por (3.29), teremos as

solucoes expressas por

2 2A; B + 3ab b =
— Zarctan |1 2200 tan | 24/4A2B2 — 9422 > : 4.16
v = \/ 23,8 — 3ab (4\/ g y (4.16)

2 [ N
A = T In _2A5B + 3ab — 6ab cos (Z\/4A§BQ — 9a2b2y)} : (4.17)

Adotando b = 1, a = 1/3 e redefinido A5 = 1/2L temos

IB/L +1 1
= 2 —_— —/B?/1? -1 ; 4.1
o arctan B/L—1 tan (4 / y)] ; (4.18a)
2 , (1
A = —3 In|B/L+1-—2cos 1 B%2/L?2—1y || . (4.18Db)

Usando o fato que 2cos?(z) = 1 + cos(2z) , podemos simplificar ainda mais a fungao de

warp, obtendo assim a seguinte expressao:

A = —§ In {B/L— cos (% BQ/L2—1y>] | (4.19)

Redefinindo B/L = ~, e considerando que L > B, temos que v < 1. Desta forma as

solugbes para o campo (ver Figura 4.5) e para o fator de warp tomam as seguintes formas.

1 1
¢ = 2arctan {N / 1+—V tanh (Z_l 1— 'yQy)] ; (4.20a)
-7

2 1
A = —3 In {’y — cosh (5 1— 723/)] : (4.20b)

Como visto no capitulo anterior, sabemos que a densidade de energia é a componente
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ay)

Figura 4.5: Campo Escalar ¢(y) para alguns valores de ~y

00 do tensor Energia-Momento. Para o caso de Branas bimétricas temos que:

1 1
p = Too=e" 5 Wo+7)Ws — W5, (4.21)

onde foram utilizadas as relagoes (3.18), (3.19) e (3.20). Assim, a densidade de energia,
ap6s algumas manipulagoes matematicas, toma a seguinte forma:
(1-7%

P = TT2[y = cosh(Bg)|078 (2 COSh(2AY) + 3y cosh(fy) = 5] , (4.22)

onde = /1 —~2/2.

Utilizando o software Wolfram Mathematica®, plotamos os graficos para o fator de

A

warp e*4 e para a densidade de energia p considerando alguns valores especificos de 7,

como podem ser vistos nas Figura 4.6 e Figura 4.7.

e2AW)

A

{ A
Fof
H \
i 1

Figura 4.6: Fator de Warp para alguns valores de ~y

20 software Wolfram Mathematica sera utilizado para realizar todas as ilustracdes graficas e célculos
matemaéticos de dificeis resolugoes
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Figura 4.7: Densidade de Energia para alguns valores de ~

Do grafico da Densidade de Energia (Figura 4.7), podemos observar que seu formato
condiz com o que foi provado no capitulo anterior. A parte do contorno que encontra-se
na abaixo do eixo y, garante que ao integrarmos sob todo o espaco, a energia total do
sistema seja nula.

Precisamos agora calcular a Transformada de Fourier da densidade de energia (4.21),

ou seja, precisamos resolver a integral:

(1= [ (2 cosh(28y) + 37 cosh(By) — 5
Flw) = ——12\/% /OO e (7 — cosh(35)) 1073 dy (4.23)

Vamos redefinir uma nova coordenada tal que, r = fy. Assim podemos reescrever

(4.23) como:
o a- 72 [ e [2 cosh(2r) + 3 cosh(r) — 5] ”
Flw) = 12273 /_oo [y — cosh(r)]10/3 ! o

A integral acima é de dificil resolucao, o que a torna desafiadora, assim, para simplifica-
la e tornar um pouco mais facil sua solugao, vamos escrever o cosh(2r) e cosh(r) em termos
de exponenciais. Feito isto, poderemos escrever a Transformada de Fourier na forma de

um somatoério da seguinte maneira:

Fw)y=1=> ¢cT,, (4.25)
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onde os Z/ s sdo

oo eanr _'_ e—dnr
T, = / dr | 1.96
T o) (4.26)

com os coeficientes dados por

W

o= (4.27)
e
o = ﬁ(l—%), (4.28a)
0 = —8\/%5(1—72), (4.28b)
cp = —ma—y?). (4.28¢)

A solucao da equagao (4.26) é:

I, = (—1)‘A2A{(A+an)F1[A+an;A;A;A+1+an;7+i =92y —iy/1 =92 +
+(A —an)FiN — an; M+ 1 —an;y + i/ 1 =2y — i/ 1 =42 +
+A+a)Fi A+ an A+ 1+ ay+ivV1 =92,y —iv/1 =92 +

FA =) Fi[A = Gns S A+ 1 = an;y i/ 1 =92y —i 1—72]}, (4.29)

Os Fila; by, be; ¢; x, y] sdo chamadas fungoes hipergeométricas de Appell de duas variaveis,

cuja forma geral é:

= <a>m n(bl)m(b2)n m, n
Fila, by, bos ¢,y = Z (c—;m+nm!n! x™y" (4.30)
m,n=0
onde os termos (g); sdo os simbolos de Pochhammer, dados por:
I'(g+1
(@i =qlg+1)...(¢+1-1) = g +1) (4.31)

e I'(¢) é chamada funcéo especial gamma.
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Podemos ainda reescrever Z,, como
= Z F! (4.32)
I=+,—
com
Ff=(-1)2N\ta)FiA*a; A+ 1+a, 2, 2] +
+H=D) 22Nt a) PN Fa; M A+ 1+ a,; Z, Z] (4.33)
onde Z = v +iy/1 — 2. Entao, podemos reescrever (4.25)
2
SN eF). (4.34)
n=0 [=4,—

Desta forma, temos que a fracao modal seréd dada por
(4.35)

. Zznn OZkl
Jw) = .
Zmn OZkl +,— anC* FZF dw

C* FZF(k)*

Abaixo na Figura 4.8 temos o grafico da fragao modal para alguns valores de

Figura 4.8: Fragoes modais para valores de

Precisamos agora calcular f(w)maz, mas, como podemos ver na figura acima, os valores
de w que maximizam as fragoes modais, sao diferentes para cada valor de . Para encontrar
)

tais valores, calculamos a derivada das fragdoes modais e igualamos a 0, determinando

)
assim, os valores de w que maximizam as fragoes modais para cada valor de 7 (ver Tabela
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4.1).

Tabela 4.1: Valors de w que maximizam as fragoes modais para cada valor de y

¥ 0 0.3 0.6 0.9
w~ | £0.760000 | £0.878567 | £0.988346 | +1.096300

De posse desses valores, podemos calcular as fragoes modais normalizadas e conse-
quentemente a densidade de Entropia Configuracional. Na Figura 4.9 temos o grafico da
Densidade de Entropia Configuracional para os mesmo valores de v utilizados anterior-

mente.

dS(w)

. w
-6 4 6

Figura 4.9: Densidade de Entropia Configuracional para valores de ~y

Finalmente, podemos calcular a Entropia Configuracional (4.5) para o modelo de
Brana Bimétrica proposto. Devido a complexidade das expressoes das fragoes modais,
tal calculo apenas pode ser feito numericamente. Além disso, refizemos o procedimento
para encontrar os modos méaximos (w) para outros valores de 7. Assim, segue abaixo o

grafico da Entropia Configuracional do nosso modelo como fun¢ao de v, Figura 4.10.

Podemos observar que a Entropia Configuracional cresce quase que linearmente, as-
sim, podemos encontrar a equacao da reta que represente de forma bem aproximada o

comportamento da EC em fungao de . Apos alguns célculos, encontramos a seguinte
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05}

0.2 0.4 0.6 0.8 1 14

Figura 4.10: Entropia Configuracional em fungao de ~

equagao para a Entropia Configuracional S.(7v):

S.[y] = 0,5189y + 0,910528 (4.36)

Na Figura 4.11 podemos visualizar que de fato, a equacao da reta (4.36) representa
com grande precisao, o comportamento da Entropia Configuracional.

S(y)

0.5}

14

s s s s s
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.11: Reta de ajuste da Entropia Configuracional em fungao de

A Entropia Configuracional pode ser utilizada para "selecionar a melhor"configuragao
para o sistema, levando em conta que quanto menor a EC mais provavel sera do sistema
assumir uma determinada configuracao. Podemos entao entender & partir da figura 4.11

que a configuragao mais provavel é a do caso v = 0.



CAPITULO b

CONCLUSOES

Neste trabalho explorarmos as ideias de mundos-brana e de sua importancia como um
caminho para a solucao de alguns problemas na fisica. Em especial, detalhamos mode-
los de mundos-brana em 4+1D, como o Modelo de Randall-Sundrum, modelo este que
deu "novos ares"a tematica de dimensoes extras, com uma proposta de solucao para o
problema da Hierarquia através de um ansatz de métrica nao-fatorizavel, além da loca-
lizacao do modo fundamental para o graviton na brana e uma torre de modos massivos
nao localizados.

Ainda no Capitulo 2, baseado nos trabalhos citados no mesmo capitulo, apresentamos
como podemos acoplar um campo escalar com a gravidade e como o mesmo pode ser en-
tendido como uma fonte gravitacional, modelando a gravidade ao redor da brana, através
da suavizacao do fator de warp, o que usualmente chamamos de branas espessas. Além
disto, estudamos os modelos de branas espessas com geometria planas e curvas (Ads ou
Ds), propostos na referéncia |25

No Capitulo 3 abordamos os conceitos base das teorias bimétricas, mais especifica-
mente como mundos-branas podem ser trabalhados a luz de tais teorias. Para tal, es-
tudamos os modelos propostos na referéncia [23|, que serviram de embasamento para o
desenvolvimento desta dissertacao.

No capitulo seguinte, estudamos um novo conceito fisico proposto por Gleiser e Sta-
matopoulos chamado Entropia Configuracional. Baseado na Teoria da Informagao, o

conceito de Entropia Configuracional é considerar que a mensagem enviada por um dado
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sistema fisico sera sua configuracao, que deve ser representada por uma funcao espacial-
mente localizada ou peridédica. Enquanto na Teoria da Informagao a mensagem é enviada
através de letras, no caso da EC, corresponde aos modos, obtidos através da Transfor-
mada de Fourier das solugoes do sistema. Tais modos sao responséveis por "carregar'a
configuragao do sistema e sua complexidade. Assim, podemos concluir que a EC mede a
relativa complexidade da funcao que descreve o sistema fisico em termos dos modos no
espaco dos momentos.

Uma vez apresentado o conceito de EC e o ferramental matematico necessario, procu-
ramos calcular a EC do modelo de brana sine-Gordon bimétrico, detalhado no Capitulo
2. Para isso, buscamos simplificar as solugoes para o campo e para o fator de warp, em
seguida definimos um parametro 7 que pudemos observar na Figura 4.1, ser responsavel,
junto com o campo escalar, por modelar o fator de warp. Vale salientar que utilizamos
solucoes em que os valores de v sao limitados, tal que v < 1.

De posse da solucao para ao campo escalar e para a funcao de warp, construimos a
densidade de energia, que observamos através da Figura 4.2. Com isto, apds algumas
manipulagdes matemaéticas, calculamos analiticamente a Transformada de Fourier e em
seguida a fracao modal.

Por fim calculamos a EC para o modelo citado acima, onde pudemos observar que
embora nao haja linearidade na Transformada de Fourier e na fracao modal, a EC cresce
quase que linearmente & medida que o parametro v aumenta, Figura 4.5. Desta forma,
pudemos encontrar a equacao da reta que descreve de uma forma bem aproximada o
comportamento quase linear da Entropia Configuracional do modelo estudado.

Como perspectivas futuras temos a extensao das anéalie e discussoes para o o caso em
que v > 1. Outras possibilidades podem ser a aplicacao da EC para outros modelos de
branas como por exemplo: Aumentar o nimero de campos escalares acoplados, Branas

Bimétricas Curvas, Branas Hibridas entre outros modelos.
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APENDICE A

APENDICES

A.1 Apéndice A: Equacoes de Einstein a partir do prin-

cipio variacional

A demonstracao formal que leva as equagoes de Einstein pode ser feita através do
principio variacional [45-47|. Para obtermos as equagoes de campo que descrevem a
dindmica de tal teoria vamos considerar a acao como funcional. Assim, vamos assumir a

acao dada por:
S =Segn+ Su , (A.1)

onde Sgy é a acao de Einstein-Hilbert e Sy, é a acao referente a matéria. Temos, consi-
derando uma regiao limitada €2, que a acao de Einstein-Hilbert e a acao da matéria sao

dadas respectivamente por:

1
SEH: ——/\/—ngnl' (AQ)
2%k Jq

SM :/\/ —gEMd”:v, (A3)
Q
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onde R ¢é o escalar de Ricci, £ a densidade Lagraneana, k = 87 e g = det(gap).

Pelo principio variacional temos que 6.5 = 0, entao, fazendo a variagao da acao com

relacao a métrica, temos:

/Q ~ L S/ (R — 2kLar) + 59" Ry — 20Las)v/—g] dx = 0, (A.4)

2k
mas,
1
0V=9) = —59av=909"; (A.5a)
5(g™Ray) = Rapdg™ + g6 Ryp; (A.5b)
6£M ab
oLy = g7 5g%, (A.5¢)
com
6Rq = Vo (6T¢,) — V,(6T¢,) . (A.6)

Substituindo (A.5a), (A.5b), (A.6) e (A.5¢) em (A.4) ficamos com:

1 1 0Ly ab m
/Q—% |:<Rab - igabp'«) —k (—gabﬁM +2 D ﬂ V=g 0g®” d"x +

+ [ 1V0T5) - VT Vg o e =0 (AT

O segundo termo do lado esquerdo em (A.7) pode ser reescrito através do Teorema de

Gauss covariante como:

[ m.t0r5) - watore)) v=g g e = [ AV s, (A5)

Q al’c

onde
Ve = g“béfgb — g“céfgb ) (A.9)

A integral do lado direito em (A.8) se anula pelo Teorema de Gauss, pois, no contorno de
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integragao os simbolos de Christoffel desaparecem [48,49|. Ficamos entao com:

! 1 aEM ab m,.. __
/Qﬁ |:<Rab - §gabR) —k (—gabﬁM + QW)] vV —g (59 dA*r=0. (AlO)

Definimos entao o Tensor Energia-Momento como:

0Ly 2 6Su
T, — — 2 = ) A1l
ab JabLyr + Dy /=g Og ( )

Assim, como as variacdes g% sdo arbitrarias, temos:
1
Gap = Rap — §9abR = kTw , (A.12)

onde Gy, é chamado de Tensor de Einstein. As equagoes dadas por (A.12) sdo conhecidas
como Equacoes de Einstein.

As equagdes de Einstein podem ainda ser escritas da seguinte forma:
1
Gab = Rab - §gabR + Agab = kTab ) (A]'S)

onde A chamada constante cosmologica. Este termo extra foi adicionado por Einsten de

modo a fazer com que as equagoes de campo fossem aplicaveis & problemas em Cosmologia.
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A.2 Apéndice B: Equacoes de Movimento e Campo e

Tensor Energia-Momento

Equacoes de Movimento

Para obtermos as equagoes de movimentos vamos variar a agao (2.48) com relac¢do ao

campo escalar ¢. Desta forma tempos que:

gz fm¢56(——+cwm%m> (A.14)

Sabendo que R depende apenas da métrica e que 0S5 = 0 , nés obtemos as equagoes de

Euler-Lagrange, dadas por:

oL oL
o — —— = A.15
90.0) 09 (19
Utilizando a densidade Lagrangeana dada por (2.52), ficamos com:
ov
“ 0. A.16
VaVio+ 55 = (A.16)
A derivada covariante de um tensor é definida como:
V,A* = 0,A" + T, A" . (A.17)

Da definigao de conexao afim [48], temos que:

re, = dy(In/]g)) - (A.18)

Considerando que no nosso caso ¢ é um campo escalar, a primeira derivada covariante
torna-se uma derivada usual (V* — 9%) e que A* = 0“¢, podemos entao reescrever (A.16)

CO1mo:

1
—=0.(\/|9l9"0s0) + Vi =0 . (A.19)

Vgl
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A métrica utilizada é dada por:

Jab = diag[e“(y)nm,, -1], (A.20)

onde 7, ¢ a métrica e Minkowsky, a,b =0,1,2,3,5e u,v =0,1,2, 3, assim g = det(gq) =
e34. Além disto, iremos considerar que o campo depende apenas da dimensao extra. Desta

forma ficamos com:

1

64—Aaa(—e4A¢’) +V,=0. (A.21)

Finalmente temos que:
" +4A' Y =V, , (A.22)

onde as "linhas"(’) representam a derivada com rela¢ao a dimenséao extra e o subindice ¢

a derivada com relagao ao campo.

Equagoes de Campo

O elemento de linha em cinco dimensoes que estaremos usando é escrito como:
ds? = gdr'da? = e**dsi — dy? (A.23)

onde 7,7 = 0...4 e A é chamado fator de warp. O elemento quadridimensional ds? pode

ser escrito ainda como:

ds? = dt* — e >YM(da? + da? + da?); (A.24a)

ds? = e VA (dt? — da? — dad) — da? (A.24b)

para geometrias dS e AdS respectivamente. A representa a constante cosmologica do

espaco quadridimensional.
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O simbolos de Christoffell sao obtidos através da seguinte equacao:

1 Ogar | 094c  Oge
re = — g% — : A2
be = 59 (83;‘3 * Ozt Oxd (A.25)

O Tensor Ricci é definido como:

R = O yrars, 1A (426

Cujas componentes nao nulas sao:

R, = (4A?+ A" —3¢2N\)g.; (A.27a)
Ry = —4(A"+ A7) (A.27Db)

O escalar de Ricci é definido como:
R=R"=g"Ry,, , (A.28)
e é dado por:
R =20A" + 8A” — 12Ae™4 (A.29)

Podemos agora montar o tensor de Einstein (A.12), onde suas componentes nao nulas

Sa0:

G = (=647 —3A" +3Ne g, = k*T,; (A.30a)
Gss = 6A% —6Ae™* = k°Ty; : (A.30b)

Para o caso de Branas Espessas curvas, tomando K? = 2, temos:

G = —6A% —3A" +3MNe 4 =¢? +2V ; (A.31a)
Gss = 6A% —6Ae™* = ¢ — 2V : (A.31b)
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Obtemos entdo:

A% — N4 = Ed’ gv; (A.32a)
2
A" 4+ At = —§¢'2 : (A.32b)

Para obtermos as equagoes para modelos de Branas Espessas planas, basta tomar A = 0.

Para os modelos de Branas Bimétricas planas temos:

G = —3A"—6A”% = ¢ +2V +2);B¢; (A.33a)
Gss = 647 =¢* —2V. (A.33Db)

Somando (A.33b) e (A.33a), temos o seguinte conjunto de equagoes:

1 1
A = —¢% - -V, A34
07— 3V (A 34a)

A" = —§¢'Q—§[\5B¢'. (A.34b)

Tensor Energia-Momento

Para calcular os tensores energia-momento de cada modelo, iremos utilizar a expressao
(A.11), onde ficamos apenas com a necessidade de escolher uma densidade lagrangeana
para o modelo.

Para os Modelos de Branas espessas, temos que:

L= %g“baaéabgb — V(o) , (A.35)

assim, o tensor Energia é:

1
Tab = _§gabac¢ac¢ + gabv + aa¢ab¢ . (A36)
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Para o caso de Branas Bimétricas, temos que:

1 -
L= 59%0:00u6 =V + A5/ (1 = C) + €B°g“0c6 0 (A.37)
Adotando C' = 1 temos:

1 -
L = 360600 = V + As\/€B?510,60,6 . (A.38)

Utilizando a Lagraneana acima em (A.11), ficamos com

1 et A5 €B26%¢6%0,004¢ 1 . .
= 2| 0°6"0, = — Gap | =9°%0, —V 4 A5/ eB2gedd), :
Ty = 2 (25 80,040 + 2 B 0000 Jab | 59 0:004¢ — V + A5/ €B%g°0,.040

(A.39

Considerando que o campo ¢ depende exclusivamente da dimensdo extra e que ¢g°° =
—1, devemos adotar ¢ = —1. O que nos leva a seguinte forma para o tensor Energia

Momento:

1 - eAs B20, 00,0
T, = —=Gap0°00:® + gV — gapAs/ €B2g10. 000 + , A.40
b = —59a0°00:0 + guV = garhs v/ €B2g10:0u0 010,90, (A.40)
ou ainda,
1, - AsB20,00
Top = §9ab¢2 + gV — g5 B — 5¢,—B¢b¢ . (A.41)



