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RESUMO

Nesta dissertação discutimos os conceitos fundamentais de mundos-branas em que

detalhamos alguns modelos fundamentais de mundos-brana os quais descrevem modelos

de dimensões extras, mais especificamente modelos em 4+1D, como o modelo Randal-

Sundrum. Discutimos também construção de branas espessas através de um campo escalar

minimamente acoplado à gravidade, estático e que depende exclusivamente da dimensão

extra. Estudamos também como mundos-brana podem ser obtidos em cenário envolvendo

teorias bimétricas, onde olhamos com mais atenção para o modelo sine-Gordon bimétrico

proposto em uma das referências. Por fim discutimos o conceito de Entropia Configura-

cional, onde a calculamos para o modelo sine-Gordon Bimétrico.

Palavras-chave: Mundos-Brana, Teorias Bimétricas, Entropia Configuracional .



ABSTRACT

In this dissertation we discuss the fundamental concepts of braneworlds in which we

detail some models of braneworlds with extra dimensions, more specifically models in 4

+ 1D, such as the Randal-Sundrum one. We also discuss the contruction of thick branes

through a scalar field minimally coupled to gravity, such a field is static and depend only

on the extra dimension. We also study how braneworlds can be obtained in a scenario

involving bimetric theories, where we look more closely at the bimetric sine-Gordon model

proposed in one of our references. Finally we discuss the concept of Configurational

Entropy, where we calculate it for the sine-Gordon Bimetric model.

Keywords: Braneworld, Bimetric Theories, Configurational Entropy.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO E ORGANIZAÇÃO DA DISSERTAÇÃO

1.1 Introdução

A ideia de dimensões extras foi primeiramente introduzida por Theodor Kaluza (1921)

e Oskar Klein (1926). Kaluza em seu trabalho On the Unification Problem in Physics [1],

estendeu a Relatividade Geral para um espaço-tempo com 5 dimensões na tentativa de

uma unificação entre o Eletromagnetismo Clássico e a Gravitação. Tal unificação consistia

em considerar os campos eletromagnéticos e gravitacionais como componentes de um

campo com dimensões de ordens mais altas. Teorias de unificação são de grande interesse

da comunidade científica e têm como principal objetivo a elaboração de uma teoria que

seja capaz de unir a gravitação às interações eletromagnéticas, nuclear forte e nuclear fraca

em uma única interação mais geral. Mais tarde, Oscar Klein [2, 3] fez um link entre as

ideias de Kaluza e a Mecânica Quântica, além disso, introduziu a ideia da compactificação

da dimensão extra. O espaço-tempo abordado nos trabalhos de Kaluza-Klein é plano e

penta-dimensional com uma dimensão temporal e quatro dimensões espaciais (3 dimensões

usuais e uma dimensão extra) [4]. Diferente das dimensões usuais, que se estendem até

o infinito, a dimensão extra de KK (Kaluza-Klein) teria uma topologia circular de raio

da ordem do comprimento de Planck (10−35m), que ficou conhecida com dimensão extra

compactada. Tal argumento foi usado para justificar a falta de observações experimentais

dessas dimensões extras, pois, com o raio da compactificação dessa ordem, os efeitos dessas
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dimensões tornam-se indetectáveis dentro da escala de energia disponível atualmente.

Modelos de dimensões extras deram origem a objetos que hoje chamamos de branas.

Uma brana é uma hipersuperfície semelhante a uma membrana (daí o termo brana) em

um espaço de dimensões superiores desta forma, pPodemos entender uma brana como um

defeito topológico tipo parede de domínio. Mundos-brana são configurações em que toda

a distribuição de matéria e energia estariam limitadas à brana, assim, todos os campos e

interações do Modelo Padrão existiriam apenas na brana.

Em 1999 os trabalhos de Lisa Randall e Raman Sundrum [5, 6], com a proposta de

localizar a gravidade na vizinhança de uma brana em um espaço anti-de Sitter (AdS),

trouxeram novamente uma enorme atenção para a temática de mundos-brana, principal-

mente na Física de Altas Energias, introduzindo o que chamamos localização dos campos,

bem como nas áreas Física de Partículas, Cosmologia e Astrofísica [7–9]. Os modelos de

mundos-brana nos permitem adicionar campos escalares com dinâmicas e acoplados mi-

nimamente à gravidade. A presença desses campos funcionam como fontes gravitacionais

modelando como a gravidade está distribuída nas proximidades da brana, além de suavi-

zarem o caráter das soluções das equações de movimento, em especial a solução do fator

de warp, fazendo com que a brana tenha uma certa "espessura"e sem as descontinuidades

referentes à presença da delta de Dirac no caso de branas finas, gerando o que chamamos

de branas espessas.

Teorias Bimétricas foram inicialmente propostas por Clayton e Moffat [10, 11] como

teorias de Velocidade Variável da Luz , VSL (do inglês: Varying Speed of Light), visando

solucionar problemas em Cosmologia, em especial problemas envolvendo valores iniciais no

modelo Big Bang Padrão (em inglês Standard Big Bang (SSB) Model). O modelo proposto

em [10] consiste na ideia que a variedade do espaço-tempo é descrita por duas métricas

(por isso o termo "bimétrica"): uma métrica gµν associada ao graviton, chamada "métrica

gravitacional", utilizada para construir a ação de Einstein-Hilbert; e a segunda métrica

ĝµν , chamada "métrica de matéria", associada com uma geometria em que os campos de

matéria se propagam e interagem. Tais métricas podem ser relacionadas através de um

campo bi-escalar ou de um campo bi-vetorial [11,12].

Em 1948 o matemático americano Claude Shanon, em seu trabalho A Mathematical

Theory of Communication [13], introduziu a ideia de comunicação como um problema

de Mecânica Estatística, dando origem ao que chamamos hoje de Teoria da Informação.
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Nesta teoria, temos um tratamento qualitativo e quantitativo da informação, uma vez

que, esta está diretamente relacionada com o conceito de Entropia.

Baseados nas ideias de Shannon, Gleiser e Stamatopoulos,em seu trabalho Entropic

measure for localized energy configurations: Kinks, bounces and bubbles [14], apresentam

um novo conceito que denominaram de Entropia Configuracional. Esta quantidade, cal-

culada no espaço funcional através das Transformadas de Fourier, relaciona informação e

dinâmica e é entendida como uma forma de mensurar, através de uma medida entrópica,

o conteúdo informacional de sistemas físicos com configurações de energia espacialmente

localizadas dada suas específicas restrições (condições iniciais e de contorno). Além disso,

a Entropia Configuracional pode ser usada para resolver situações onde as configurações

apresentam degenerescência nas energias. A Entropia Configuracional permite um grande

número de possibilidades de aplicações em Física como em Física de Altas Energias, Cos-

mologia e Matéria Condensada, vide referências [15–22].

Com base nas ideias apresentadas acima, este trabalho tem por objetivo calcular a En-

tropia Configuracional de Branas-Bimétricas, em particular um modelo tipo sine-Gordon

bimétrico proposto em [23] para diferentes valores de um parâmetro γ, parâmetro este que

será detalhado no Capítulo 3. O modelo de brana sine-Gordon foi proposto por Greem

em [24] e descreve um cenário de brana espessa gerado por um campo escalar que admite

soluções topológicas tipo parede de domínio, além disso, a simplicidade do modelo nos

possibilita obter soluções analiticamente. O modelo sine-Gordon bimétrico proposto por

Bazeia et al em [23], alvo da nossa investigação, pode então ser entendido como uma

extensão do modelo proposto por Greem.

1.2 Organização da Dissertação

Após a introdução, onde apresentamos e discutimos de forma sucinta as ideias rele-

vantes que embasam este trabalho, a organização da dissertação dar-se-á como:

• No Capítulo 2 apresentamos e discutimos as algumas ideias relacionadas com mundos-

brana, em particular, os modelos de dimensão extras proposto por Lisa Randall e

Raman Sundrum, onde reproduzimos os cálculos para a constante cosmológica, mo-

dos gravitacionais e a localização da gravidade do mesmo modelo, bem como uma

rápida análise das soluções encontradas. Após isto, introduzimos o método usual-
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mente utilizado para obtenção de branas espessas modeladas por campos escalares,

imersas em geometrias Planas (Branas Planas) ou em geometrias Anti de-Sitter ou

de-Sitter (Branas Curvas).

• No Capítulo 3 estudamos as principais características das teorias bimétricas. Logo

após, discutimos como mundos-branas com campo escalar acoplado podem ser cons-

truídos à partir de tais teorias. Também encontramos as soluções das equações de

movimento para alguns modelos, em particular, o modelo tipo sine-Gordon, que será

o modelo utilizado para o desenvolvimento do Capítulo 4.

• No Capítulo 4, Iniciamos apresentando os conceitos base e ferramentais matemáti-

cos para o cálculo da Entropia Configuracional. Logo após, utilizando as soluções

para o modelo de brana bimétrica tipo sine-Gordon, calculamos analiticamente a

densidade de energia, Transformada de Fourier e fração modal. por fim, calculamos

a Entropia Configuracional para diferentes valores de um parâmetro γ, relacionado

com a constante cosmológica da teoria bimétrica.

• No Capítulo 5 concluímos o trabalho, comentando os resultados obtidos e as pers-

pectivas para outras aplicações.



CAPÍTULO 2

MODELOS DE BRANAS EM 4+1 DIMENSÕES

Neste Capítulo estudamos alguns modelos de mundo-branas em 4+1 Dimensões. Ini-

ciaremos com os modelos propostos por Randall e Sundrum em [5, 6]. Após isto, iremos

abordar modelos de branas com campo escalar acoplado à gravidade de forma mínima

em geometrias planas (Espaço de Minkowski Λ = 0) e em geometrias dS (Λ > 0) ou AdS

(Λ < 0), modelos estes, trabalhados por Bazeia et al. em [25].

2.1 Modelo Randall-Sundrum

Lisa Randall e Raman Sundrum propuseram em 1999 dois modelos de solução para o

problema da Hierarquia [5,6], problema este que trata da discrepância entre as escalas de

massa eletrofraca onde encontra-se o Modelo Padrão (MP) e a escala de Planck gravita-

cional, massas estas da ordem de MEF = 103GeV e MP l = 1019GeV respectivamente. [4].

O espaço-tempo do primeiro modelo proposto por Randall-Sundrum (RS-I), seguindo a

ideia de Theodor Kaluza e Oskar Klein, é construído em 5 dimensões, onde temos 4 di-

mensões espaciais, 3 dimensões usuais e 1 dimensão extra, e 1 dimensão temporal. Tal

dimensão extra está compactada entre duas hipersuperfícies quadridimensionais chama-

das 3-branas, localizadas nos pontos φ = 0 e φ = π do orbifold1 S1/Z2 , onde S1 é uma

1São espaços resultantes do quociente entre um espaço localmente Euclidiano por um grupo de espaços
discreto
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esfera unidimensional (círculo) e Z2 é um grupo de simetria {−1, 1}, desta forma, esta

dimensão estará definida no intervalo 0 < y < πrc, onde rc é chamado raio de compac-

tificação. Ainda em 1999, Randall e Sundrum propuseram seu segundo modelo (RS-2),

este, trata-se de um caso limite do modelo RS-1 quando levamos a localização da brana

reguladora para o infinito. Assim, efetivamente temos agora apenas uma brana fazendo

com que a dimensão extra não esteja mais compactada. Neste trabalho vamos detalhar

os passos desenvolvidos no modelo RS-2.

A ação do sistema proposto por Randall-Sundrum é dada por:

S = Sbulk + Sbrana , (2.1)

onde Sbulk é a ação referente à gravidade, Sbrana a ação referente à brana na qual encontra-

se nosso universo e são dadas respectivamente por:

Sbulk = −
∫

d4xdy
√

−g(5)
(

M3
5R + Λ

)

; (2.2a)

Sbrana = −
∫

d4x
√

−g(4)Vbrana , (2.2b)

onde R é o escalar de Ricci, M3
5 a massa de Planck em 5 dimensões, Λ é a constante

cosmológica e Vbrana é a tensão na brana.

Fazendo a variação na ação total dada por (2.1) com relação à métrica e utilizando as

definições acima, encontramos as equações de Einstein dadas por (Ver Apêndice A):

GMN = RMN − 1

2
gMNR =

1

2
k2ΛgMN + k2TMN , (2.3)

onde k2 = 1/2M3
5 e o Tensor Energia-Momento definido como:

TMN =
2

√

|g5|
δSbrana

δgMN
. (2.4)

O ansatz proposto por Randall-Sundrum que soluciona as equações (2.3) é dado por

ds2 = e−2A(y)ηµνdx
µdxν − dy2 . (2.5)
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A métrica (2.5) é não fatorizável, ou seja, não existem transformações que possam rees-

crever os fatores das componentes 4-dimensionais da métrica de forma a não depender da

dimensão extra. A métrica 4-dimensional ηµν (métrica de Minkowski) é multiplicada por

e−2A(y), chamado fator de dobra (warp) e A(y) chamado função de warp, dependente da

dimensão extra. A métrica (2.5) também preserva a invariância de Poincaré 4-dimensional

sobre as branas.

Visando tornar mais fácil os nossos cálculos vamos realizar uma mudança de coor-

denadas do tipo z = z(y) escrevendo assim (2.5), como uma métrica conformalmente

plana [7, 26]. Para isso, vamos realizar a seguinte transformações de variáveis na métrica

(2.5):

dy = e−A(z)dz . (2.6)

Ficamos então, com a seguinte métrica:

ds2 = e−2A(z)(ηµνdx
µdxν − dz2) , (2.7)

ou ainda, de forma mais geral:

ds2 = gMNdx
MdxN (2.8)

De forma que gMN = e−2A(z)g̃MN , onde g̃MN = ηMN
5, sendo ηMN = diag(ηµν ,−1).

Uma expressão bastante útil que relaciona os tensores de Einstein do tipo gMN =

Ω2g̃MN em n dimensões [27] é dada por:

GMN = G̃MN + (n− 2)
[

∇̃M ln Ω∇̃N ln Ω− ∇̃M∇̃N ln Ω
]

+

−(n− 2)gMN

[

−∇̃D∇̃D ln Ω−
(

n− 3

2

)

∇̃D ln Ω∇̃D ln Ω

]

. (2.9)

No nosso caso, observando o elemento de linha (??), temos que Ω = e−A(z) e g̃MN =

ηMN , assim, ∇̃ → ∂̃, onde ∇̃ é a derivada covariante e ∂̃ é a derivada usual, ambas com

5Estamos utilizando a assinatura (+, -, -, -, -)
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relação à métrica g̃MN . Ficamos então com:

GMN = G̃MN + (n− 2)
{

∂̃MA∂̃NA+ ∂̃M ∂̃NA+

−ηMN

[

∂̃D∂̃DA−
(

n− 3

2

)

∂̃DA∂̃DA

]}

. (2.10)

Mas, temos que G̃MN = 0, n = 5 e A = A(z), assim, da expressão (2.10) obtemos as

seguintes equações:

G55 = 6A′; (2.11a)

G5µ = 0; (2.11b)

Gµν = 3ηµν(A
′′ − A′2). (2.11c)

Da definição do Tensor Energia Momento (2.4), temos que T55 = 0, logo a componente

"5 5"das equações de Einstein é:

6A′2 =
1

2
k2Λg55. (2.12)

Considerando que g55 = −e−2A, podemos observar que a solução apenas existirá se

a constante cosmológica for negativa (Λ < 0), desta forma estaremos considerando um

espaço Anti-de-Sitter(AdS). Obtemos então, que:

eAA′ =

√

−Λ

24M3
5

, (2.13)

onde a linha (’) representa a derivada com relação à z. A Equação (2.13) pode ser ainda

reescrita como:

d

dz
(eA) =

√

−Λ

24M3
5

. (2.14)

Integrando (2.14) temos:

eA = κz + const. , (2.15)
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onde

κ =

√

−Λ

24M3
5

. (2.16)

O valor da constante em (2.15) é encontrada ao fixarmos o valor da métrica em um

ponto (reescalonamento de unidades) [7, 26], vamos escolher então eA(0) = 1, obtendo

assim o valor da constante igual a 1. Além disso, para que o fator de warp (e2A) tenha o

mesmo comportamento quando z → ±∞ consideramos o módulo em (2.15), preservando

desta forma também a simetria z → −z. Temos então:

eA = κ|z|+ 1 . (2.17)

Assim, a função de warp toma a seguinte forma:

A = ln(κ|z|+ 1) . (2.18)

Deste modo, temos que a primeira e segunda derivadas da função de warp são:

A′ =
κ sgn(z)
κ|z|+ 1

; (2.19a)

A′′ =
2κδ(z)

κ|z|+ 1
− κ2

(κ|z|+ 1)2
. (2.19b)

A simetria z → −z exigida, ocasionou o aparecimento de uma delta de Dirac em

(2.19b), assim, para compensar tal fato, precisamos reescrever o tensor energia momento,

que será dado por:

TMN =
1

2
√−g55

gµνV δ(y)δ
µ
Mδ

ν
N . (2.20)

As deltas de Kronecker garantem que a matéria e a energia estejam situadas no espaço

quadridimensional e a delta de Dirac localiza a brana em z = 0. Utilizando e substituindo

(2.19a) e (2.19b) em (2.11c), podemos escrever a componente µν das equações de Einstein

como

3ηµν

[

2κδ(z)

κ|z|+ 1
− 2κ2

(κ|z|+ 1)2

]

=
1

2
k2Λgµν +

k2

2
√−g55

gµνV δ(z) . (2.21)
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Usando o fato que gµν = e−2Aηµν e g55 = −e−2A e também que k2 = 1/2M3
5 , ficamos com:

ηµν

[

6κδ(z)

κ|z|+ 1
− 6κ2

(κ|z|+ 1)2

]

=
1

4M3
5

Ληµνe
−2A +

1

4M3
5

ηµνe
−AV δ(z) . (2.22)

Substituindo as relações (2.16) e (2.17) em (2.22), temos:

ηµν

[

6κδ(z)

κ|z|+ 1
+

6Λ

24M3
5 (κ|z|+ 1)2

]

=
1

4M3
5

[

Ληµν
1

(κ|z|+ 1)2
+ ηµν

1

(κ|z|+ 1)
V δ(z)

]

.

(2.23)

Assim obtemos a tensão na brana, dada por:

V = 24κM3
5 . (2.24)

2.1.0.a Gravidade no modelo RS

Vamos agora localizar a gravidade no background do modelo Randall-Sundrum, para

isto, utilizando ainda a métrica na forma conformalmente plana gMN = e−2A(z)g̃MN ,

vamos considerar pequenas flutuações na métrica, ou seja, g̃MN = ηMN + hMN . Desta

forma teremos então o seguinte elemento de linha:

ds2 = e−2A(z)[(ηMN + hMN)dx
MdxN ] , (2.25)

Recorrendo novamente à expressão (2.10), temos que o Tensor de Einsten linearizado será

dado por:

GMN = G̃MN +
{

∂̃MA∂̃NA+ ∂̃M ∂̃NA− Γ̃R
MN∂NA+

−g̃MN

[

∂̃D∂̃DA− Γ̃D
DR∂

RA− ∂̃DA∂̃DA
]}

. (2.26)

Na equação acima, iremos considerar apenas os temos lineares nas flutuações. Além

disso, consideraremos também que as flutuações não têm qualquer componente na dimen-

são entra, bem como transversa e traço nulos. Ou seja:

hM5 = 0 ; ∂µhµν = 0 e hµµ = 0 . (2.27)
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Assim, utilizando o gauge acima, temos:

G̃MN = −1

2
∂R∂

RhMN , Γ̃5
MN = −1

2
∂5hMN , Γ̃D

DR = 0 . (2.28)

A componente µν do tensor de Einstein linearizado será então:

Gµν = −1

2
∂R∂

Rhµν + 3

[

1

2
A′h′µν + (ηµν + hµν)(A

′′ − A′2)

]

. (2.29)

Já do lado direito das equações de Einsten, temos:

Gµν =
1

2
k2(ηµν + hµν)e

−2A

[

Λ +
1√−g55

Vvisδ(y)

]

. (2.30)

Utilizando as relações (2.12) e (2.20) podemos reescrever (2.30) como:

Gµν = 3(ηµν + hµν)(A
′′ − A′2) . (2.31)

Igualando (2.29) e (2.31) obtemos a seguinte relação:

−1

2
∂R∂

Rhµν +
3

2
A′h′µν = 0 . (2.32)

Uma forma de resolver (2.32) é escrevê-la como uma equação tipo Schrödinger unidi-

mensional através da seguinte transformação:

hµν = e
n−2

2
Ah̃µν , (2.33)

onde n é o número de dimensões. Fazendo essa substituição e também usando as expres-

sões das derivadas da função de warp (2.19a) e (2.19b), ficamos com:

[

−1

2
∂R∂

R +
15κ2

8(κ|z|+ 1)2
− 3κ

2
δ(z)

]

h̃µν = 0 , (2.34)

na qual a segunda derivada ∂R∂
R = −�x − ∂5∂

5. Podemos então fazer uma sepa-

ração de variáveis da forma: h̃µν(x, z) = ĥµν(x)Ψ(z), levando em conta também que

�xĥµν = m2ĥµν onde m2 é a massa quadridimensional de Kaluza-Klein para as flutuações
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da métrica. Desta forma ficamos com a seguinte equação diferencial:

[

−∂2z + V (z)
]

Ψ(z) = m2Ψ(z). (2.35)

Com potencial V (z) dado por:

V (z) =
15κ2

4(κ|z|+ 1)2
− 3κδ(z)

κ|z|+ 1
. (2.36)

Quando m2 = 0 em (2.35), e resolvendo a equação diferencial podemos encontrar o

modo zero da função de onda Ψ, resolução esta que será realizada na próxima seção. O

potencial expresso por (2.36) é do tipo vulcão (Figura 2.1).

Out[77]=

z

Figura 2.1: Potencial tipo Vulcão

A função delta de Dirac presente no potencial (2.36) suporta apenas um único estado

ligado normalizável (modo zero), os demais estados são modos contínuos (modos KK)

que serão melhor trabalhados na próxima seção. De forma geral, o potencial (2.36) pode

ainda ser escrito como:

V (z) =
9

4
A′2 − 3

2
A′′ . (2.37)

Ao escrever o potencial dessa forma (2.37), podemos sempre escrever a equação (2.35)

como uma equação tipo Schrödinger para qualquer função de warp A(z), como veremos

a seguir.
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2.1.0.b Modos Gravitacionais

Para encontrarmos os modos gravitacionais da equação tipo Schrödinger (2.35), vamos

reescrevê-la em termos de operadores Q e Q† que são dados por:

Q = ∂z +
3

2
A′ e Q† = −∂z +

3

2
A′ . (2.38)

Reescrevendo (2.35) temos:

Q†QΨ = m2Ψ . (2.39)

A equação acima, representa uma equação de Schrödinger para um problema em Mecâ-

nica Quântica Supersimétrica e indica que não se tem modos negativos, uma vez que,

operadores do tipo S†S é positivo definido. [28,29]

No caso do modo zero, m2 = 0, temos a seguinte equação:

Q†QΨ0 = 0 , (2.40)

ou seja,

QΨ0 = 0 ⇒ ∂zΨ0 = −3

2
A′Ψ0 . (2.41)

A solução da equação (2.41) pode ser facilmente encontrada através de uma integração

direta. Desta forma temos que:

Ψ0 = e−
3

2
A ⇒ ψ0 =

1

(κ|z|+ 1)
3

2

. (2.42)

Podemos perceber que o modo zero será normalizável, pois
∫

e−3A(z)/2dz <∞. A presença

desse modo zero normalizável representa a existência de um gráviton 4-dimensional sem

massa. Para os casos em que m2 > 0 temos modos contínuos, chamados estados KK, cuja

solução da equação (2.35) é dada como uma combinação linear de funções de Bessel, ou
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seja,

Ψn = (|z|+ 1/κ)
1

2 [anY2(m(|z|+ 1/κ)) + bnJ2(m(|z|+ 1/κ))] , (2.43)

com am e bn sendo coeficientes reais. Para entendermos melhor os estados KK, vamos

tratar de casos em que o argumentos das funções de Bessel são pequenos ou grandes [6].

Para o caso em que mn(|z|+ 1) é pequeno [30], temos:

J2(m(|z|+ 1/κ)) ∼ (m(|z|+ 1/κ))2

8
; (2.44a)

Y2(m(|z|+ 1/κ)) ∼ − 4

π(m(|z|+ 1/κ))2
− 1

π
. (2.44b)

Levando em conta a equação (2.41), podemos escrever uma relação entre os coeficientes

an e bn, dada por bn = 4κ2

m2
nπ
an. Assim temos que a solução será dada por:

Ψn ∼ Nn(|z|+ 1/κ)

[

Y2(m(|z|+ 1/κ)) +
4κ2

m2π
J2(m(|z|+ 1/κ))

]

, (2.45)

onde fizemos Nn = an e sendo Nn uma constante de normalização. Agora, para o caso

em que (mn(|z|+ 1/κ)) é grande, temos que:

(|z|+ 1/κ)
1

2J2(m(|z|+ 1/κ)) ∼
√

2

mπ
cos(m(|z| − 5

4
π) ; (2.46a)

(|z|+ 1/κ)
1

2Y2(m(|z|+ 1/κ)) ∼
√

2

mπ
sin(m(|z| − 5

4
π) . (2.46b)

Obtemos então a seguinte solução:

Ψn ∼
√

2

mπ

[

ansin(m(|z| − 5

4
π) + bncos(m(|z| − 5

4
π)

]

. (2.47)

As flutuações no background do modelo RS, possibilitam observar que o modo zero

(2.42) é normalizável, como mencionado anteriormente, tal modo remete a um gráviton

4-dimensional sem massa localizado sobre a brana, o que implica na localização da gravi-

dade sobre a brana. Os estados para m2 > 0 da solução (2.47) representam uma torre de

modos massivos para o graviton, chamados Modos de Kaluza-Klein. Nas proximidades

da brana, os modos KK são suprimidos pelo modo zero, enquanto à medida que z cresce

tornam-se mais relevantes e suas soluções tem comportamento de ondas planas. Tal com-
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portamento implica que, embora exista uma correção para o potencial Newtoniano ela é

muito pequena nas proximidades da Brana.

2.2 Branas Espessas

Os modelos Randall-Sundrum estudados na seção anterior nos permitem adicionar

campos escalares dinâmicos, auto-interagentes e com mínimo acoplamento com a gravi-

dade. Tais campos escalares funcionam como fontes gravitacionais modelando a distri-

buição da gravidade em torno da brana e também suavizando a forma do fator de warp,

deixando-os mais largos, resultando no que chamamos de branas espessas. Seguindo o

trabalho elaborado de Bazeia et al. [25], iremos agora abordar modelos que descrevem

uma gravidade penta-dimensional na presença de campos escalares dinâmicos no bulk,

além de geometrias Anti-de Sitter(AdS)/ de Sitter (dS) ou geometria de Minkowski.

De forma geral, as equações de Einstein e equações de movimento são equações de

segunda ordem, não-lineares acopladas, o que torna difícil resolvê-las. Visando contornar

tal dificuldade iremos utilizar o formalismo de primeira ordem, escrevendo o potencial e

a função de warp em termos de duas novas funções auxiliares W = W (φ) e Z = Z(φ).

[31, 32]. Essa abordagem visa a simplicação de nossos cálculos, uma vez que, podemos

reduzir a ordem das equações de movimento [33–35].

2.2.1 Modelos com um campo escalar

A ação que governa modelos gravitacionais penta-dimensionais com um campo escalar

acoplado é dada por:

S =

∫

d4xdy
√
g

[

−1

4
R + L(φ, ∂iφ)

]

, (2.48)

onde R é o escalar de Ricci, g = det(gab) e L(φ, ∂iφ) é a densidade Lagrangiana, Sendo φ

o campo escalar a ser adicionado no sistema.
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O elemento de linha em cinco dimensões que estaremos usando é escrito como:

ds25 = gijdx
idxj = e2Ads24 − dy2 , (2.49)

onde i, j = 0...4. A(y) e e2A(y) são chamados, respectivamente, função de warp e fator de

warp. O elemento quadridimensional ds24 pode ser escrito ainda como:

ds24 = dt2 − e−2
√
Λt(dx21 + dx22 + dx23) ; (2.50a)

ds24 = e−2
√
Λx3(dt2 − dx21 − dx22)− dx23 . (2.50b)

Λ é a constante cosmológica do espaço quadridimensional para geometrias dS e AdS,

respectivamente. Podemos obter o espaço plano ao tomarmos o limite em que Λ → 0.

Desta maneira o elemento de linha (2.49) toma a forma:

ds25 = e2Aηµνdx
µdxν − dy2 . (2.51)

A dinâmica do campo escalar, representada pela densidade Lagrangiana L, é dada

por:

L =
1

2
gmn∂

mφ∂nφ− V (φ) . (2.52)

onde gmn∂
mφ∂nφ/2 é um termo cinético e V (φ) sendo o potencial específico de cada

modelo.

2.2.1.a Branas Planas

Vamos agora analisar modelos com geometria de Minkowski (Λ = 0). Além disto,

iremos considerar que a função de warp A e o campo escalar φ são estáticos e dependem

apenas da dimensão extra, ou seja, A = A(y) e φ = φ(y).

Tomando a variação da ação (2.48) com relação ao campo escalar (ver Apdêndice B),

obtemos a seguinte equação de movimento:

φ′′ + 4A′φ′ = Vφ , (2.53)

onde as "linhas" representam as derivadas com relação à dimensão extra y, e o subíndice
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φ representa a derivada com relação ao campo escalar.

Tomando a variação da mesma ação (2.48) com relação à métrica, obtemos as equações

de Einstein (ver Apêndice B), escritas como:

A′′ = −2

3
φ′2 ; (2.54a)

A′2 =
1

6
φ′2 − 1

3
V (φ) . (2.54b)

Vamos agora introduzir uma nova função W = W (φ) chamada de função auxiliar

[25,28]. Podemos assim escrever a seguinte equação diferencial de primeira ordem:

A′ = −1

3
W . (2.55)

Derivando (2.55) e utilizando a regra da cadeia, temos então que:

A′′ = −1

3
Wφφ

′ . (2.56)

Substituindo (2.56) em (2.54a), ficamos com:

φ′ =
1

2
Wφ . (2.57)

A implementação da função auxiliar W (φ) nos permite reduzir a ordem das equações de

movimento do sistema, nos possibilitando escrever a função de warp em função do campo

escalar.

Substituindo (2.57) e (2.56) em (2.54b), obtemos a seguinte forma para o potencial V

em termos da função auxiliar W e de sua derivada.

V =
1

8
W 2

φ − 1

3
W 2 . (2.58)

Seguindo o trabalho de Bazeia e colaboradores [25], iremos agora considerar dois exem-

plos. O primeiro, dado pela função auxiliar abaixo.

W = 2a arctan[sinh(bφ)] . (2.59)
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Derivando com respeito à φ temos:

Wφ = 2ab sech(bφ) . (2.60)

Assim, substituindo (2.59) e (2.60) em (2.58), temos que o potencial toma a seguinte

forma:

V (φ) =
1

2
a2b2 sech2(bφ)− 4

3
a2 arctan2[sinh(bφ)] . (2.61)

Substituindo agora (2.60) em (2.57), obtemos a seguinte equação de primeira ordem.

dφ

dy
= ab

1

cosh(bφ)
. (2.62)

A equação diferencial (2.62) é facilmente integrável e tem como solução:

φ = ±1

b
arcsinh(ab2y) . (2.63)

Além disso, substituindo (2.59) em (2.55) e utilizando solução para o campo escalar (2.63),

temos:

dA

dy
= −2

3
a arctan(ab2y) , (2.64)

cuja solução é:

A =
1

3b2
ln(1 + ab2y)− 2

3
ay arctan(ab2y) . (2.65)

Seguem abaixo os gráficos para o campo escalar φ(y), fator de warp e2A(y) e densi-

dade de energia ρ(y), obtida através da componente 00 do Tensor Energia Momento (Ver

Apêndice B).

A solução tipo kink do campo escalar (Figura 2.2) conecta vácuos no infinito. Pode-

mos também observar que o fator de warp (Figura 2.5) têm sua largura aumentada para

pequenos valores de b. Além disso, a brana gerada possui energia finita, uma vez que, sua

densidade de energia é localizada (Figura 2.4).
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Figura 2.2: Campo Escalar φ(y) para a = b = 1 (linha sólida azul) e para a = 1 e
b = 0.5 (linha tracejada vermelha).
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Figura 2.3: Potencial V (φ) para a = b = 1 (linha sólida azul) e para a = 1 e b = 0.5
(linha tracejada vermelha).
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Figura 2.4: Densidade de Energiaρ(y) para a = b = 1 (linha sólida azul) e para a = 1 e
b = 0.5 (linha tracejada vermelha).
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Figura 2.5: Fator de Warp e2A(y) para a = b = 1 (linha sólida azul) e para a = 1 e
b = 0.5 (linha tracejada vermelha).

Continuando nossa análise, vamos abordar as características de branas geradas através

do modelo:

W = 2ab

(

φ− b2φ3

3

)

. (2.66)

Derivando temos:

Wφ = 2ab(1− b2φ2) . (2.67)

Temos então o seguinte potencial:

V =
1

2
(1− b2φ2)2 − 4

3
a2b2φ2

(

1− b2φ2

3

)2

. (2.68)

Podemos assim, escrever a seguinte equação de primeira ordem para o campo escalar φ:

dφ

dy
= ab(1− b2φ2) , (2.69)

que possui como solução:

φ =
1

b
tanh(ab2y) . (2.70)
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Para o função de warp temos a seguinte equação:

dA

dy
= −2

3
ab

(

φ− b2φ3

3

)

. (2.71)

Utilizando a solução encontrada para φ e resolvendo a equação diferencial acima, obtemos

a seguinte relação para a função de warp:

A =
4

9b2
ln[sech(ab2y)]− 1

9b2
tanh2(ab2y) . (2.72)

Seguem abaixo os gráficos para o campo escalar φ(y) (Figura 2.6), do potencial V (y)

(Figura 2.7), da densidade de energia ρ(y) (Figura 2.8) e do fator de warp e2A(y) (Figura

2.9).
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Figura 2.6: Campo Escalar φ(y) para a = b = 1 (linha sólida azul) e para a = 1 e
b = 0.5 (linha tracejada vermelha).
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Figura 2.7: Potencial V (φ) para a = b = 1 (linha sólida azul) e para a = 1 e b = 0.5
(linha tracejada vermelha).
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Figura 2.8: Densidade de Energiaρ(y) para a = b = 1 (linha sólida azul) e para a = 1 e
b = 0.5 (linha tracejada vermelha).
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Figura 2.9: Fator de Warp e2A(y) para a = b = 1 (linha sólida azul) e para a = 1 e
b = 0.5 (linha tracejada vermelha).

Semelhante ao modelo anterior, a brana gerada neste segundo caso também possui

densidade de energia localizada (Figura 2.8) e seu fator de warp (Figura 2.9) também

torna-se mais largo à medida que o valor de b diminui. Contudo, diferentemente do

primeiro exemplo, a solução tipo kink do campo escalar neste caso, conecta duos vácuos

em φvac = ±1/b.

Nos cenários dos modelos propostos acima, a energia total é nula [29]. Podemos obser-

var isso considerando que a densidade de energia ρ pode ser obtida através da componente

00 do tensor Energia-Momento, que para a densidade Lagrangeana (2.52) é:

T00 = e2A
(

φ′2

2
+ V

)

= ρ . (2.73)
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Utilizando as equações (2.57) e (2.58) temos que:

ρ =
e2A

2

(

1

2
W 2

φ − 2

3
W 2

)

=
e2A

2
(Wφφ

′ + 2WA′) . (2.74)

A equação (2.74) pode ainda ser escrita como:

ρ =
1

2

d

dy
(We2A) . (2.75)

Integrando a densidade de energia (2.75) temos a energia total do sistema, dada por

E =
1

2
e2A(y)W , (2.76)

mas, observando as expressões da função de warp (2.65) e (2.72) para cada modelo, temos

que e2A → 0 quando y → ±∞, desta forma E → 0.

2.2.1.b Branas Curvas

Iremos agora trabalhar com modelos com geometrias AdS (Λ < 0) ou dS (Λ > 0).

Assim, as equações de Einstein para tais modelos são (Ver Apêndice B):

A′′ + Λe−2A = −2

3
φ′2 ; (2.77a)

A′2 − Λe−2A =
1

6
φ′2 − 1

3
V (φ) . (2.77b)

Uma vez que, a presença da constante cosmológica Λ torna os problemas muito mais

difíceis, faz-se necessário escrever novas equações através da adição de uma nova função

Z = Z(φ). Os trabalhos [25,32], sugerem que:

A′ = −(
1

3
W +

1

3
ΛγZ) ; (2.78a)

φ′ =
1

2
(Wφ + Λ(α + γ)Zφ) , (2.78b)

onde α e γ são constantes. Substituindo (2.78a) e (2.78b) em (2.77b), podemos escrever



Modelos de Branas em 4+1 Dimensões 33

o potencial V como:

V (φ) =
1

8
(Wφ + Λ(α + γ)Zφ)(Wφ + Λ(γ − 3α)Zφ)−

1

3
(W + ΛγZ)2 . (2.79)

Além disto, podemos incluir a seguinte restrição:

WφφZφ +WφZφφ + 2Λ(α + γ)ZφZφφ −
4

3
Zφ(W + ΛγZ) = 0 . (2.80)

Essa restrição nos possibilita obter o formalismo de primeira ordem com constante cosmo-

lógica não nula. Desta forma, utilizando as relações (2.78a) e (2.78b), obtemos a seguinte

equação geral para o fator de warp A(y):

A(y) = −1

2
ln
[

∓α
6
(WφZφ + Λ(α + γ)Z2

φ)
]

. (2.81)

Como exemplo, iremos escolher os superpotenciais W e Z dados respectivamente por:

W = asinh(bφ)− Λγφ e Z = φ , (2.82)

assim,

Wφ = abcosh(bφ)− Λγ e Zφ = 1 . (2.83)

Temos então o seguinte potencial:

V (φ) =
1

8
[(ab cosh(bφ) + Λα)(ab cosh(bφ)− 3Λα)]− 1

3
a2sinh2(bφ) . (2.84)

De (2.78b) temos a seguinte equação diferencial:

dφ

dy
=

1

2
(ab cosh(bφ) + Λα) , (2.85)
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cuja solução é:

φ = ±2

b
arctanh

[

√

ab+ Λα

ab− Λα
tan

(

b

4

√
a2b2 − α2Λ2y

)

]

. (2.86)

A função de warp, que pode ser gerada a partir de (2.81) é:

A(y) = −1

2
ln

[

α

6

a2b2 − Λ2α2

ab+ Λα− 2ab cos2(b
√
a2b2 − Λ2α2y/4)

]

. (2.87)

Podemos observar que se considerarmos Λ < −ab/α a geometria da brana será AdS,

enquanto, se tomarmos Λ > ab/α, a geometria será dS e o kink terá uma desconti-

nuidade (Ver Figura 2.11), uma vez que, diverge em torno de y∗ = ±4arctanh[(ab −
Λα)/

√
Λ2α2 − a2b2]/b

√
Λ2α2 − a2b2, onde consideramos ab > 0 e α > 0.
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Figura 2.10: Solução do Campo φ(y) para ΛAdS < −ab/α (linha sólida azul) e para
ΛdS > ab/α (linha tracejada vermelha), onde α = a = 1 e b = 2/

√
3.
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Figura 2.11: Função de Warp A(y) para ΛAdS < −ab/α (linha sólida azul) e para
ΛdS > ab/α (linha tracejada vermelha), onde α = a = 1 e b = 2/

√
3.
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Como um segundo exemplo, vamos analisar o caso em que as funções W e Z tomam

agora a seguinte forma:

W = a sinh(bφ) e Z = W . (2.88)

Derivando temos:

Wφ = Zφ = ab cosh[(bφ)] , (2.89)

logo, o potencial será dado por:

V (φ) =
1

12
(1− Λα)(1 + Λ(γ − 3α))a2 cosh2(bφ)− 1

3
a2(1 + Λγ)2 sinh2(bφ) . (2.90)

As soluções para o campo e para a função de warp para este modelo dadas respecti-

vamente por:

φ(y) = ±1

b
arcsinh

[

tan

(

1

3
a(1− Λα)y

)]

; (2.91a)

A(y) = −1

2
ln

[

−1

9
a2α(1− Λα)sec2

(

1

3
a(1− Λα)y

)]

. (2.91b)
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Figura 2.12: Solução do Campo φ(y) para α > 0 correspondendo a uma brana dS4 (linha
sólida azul) e para α < 0 com branas AdS4 (−1/|α < Λ < 0) (linha tracejada vermelha)
e branas dS4 (Λ > 0) (Linha pontilhada preta), onde α = ±1, a = 1 e b = 2/

√
3.
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Figura 2.13: Função de Warp A(y) para α > 0 correspondendo a uma brana dS4 (linha
sólida azul) e para α < 0 com branas AdS4 (−1/|α < Λ < 0) (linha tracejada vermelha)
e branas dS4 (Λ > 0) (Linha pontilhada preta), onde α = ±1, a = 1 e b = 2/

√
3.

Para este segundo modelo, temos que a solução tipo-kink do campo escalar, possui

descontinuidade em y∗ = ±3π/2a(1 − Λα) independente do valor da constante cosmoló-

gica. Para α > 0, a geometria será dS, tendo em vista que apenas constante cosmológica

positiva é permitida neste caso. Já para α < 0, podemos ter geometrias AdS ou dS, uma

vez que a constante cosmológica pode assumir os valores −1/|α| < Λ < 0 ou Λ > 0.



CAPÍTULO 3

BRANAS BIMÉTRICAS

Neste capítulo inicialmente iremos encontrar as equações de campo para modelos em

teorias bimétricas, após isso, seguiremos o trabalho proposto por Bazeia et al. [23] e

estudaremos após isto, alguns cenários de mundos-brana considerando tais teorias.

3.1 Equações de Campo

Em modelos de teorias bimétricas, usualmente se assume que os gravitons e os campos

bi-escalares ou bi-vetoriais se propagam na geometria descrita pela "métrica gravitacional"gµν ,

enquanto todos os outros campos de matéria se propagam na geometria descrita pela "Mé-

trica de matéria"ĝµν [36].

Podemos relacionar as métricas gµν e ĝµν utilizando um campo bi-escalar φ minima-

mente acoplado ao campo gravitacional [12]. A métrica de matéria é construída através

de uma transformação disforme, tais transformações consistem em uma relação conforme,

ĝµν = Ω2gµν , entre as métricas e a adição de derivadas do campo bi-escalar. Embora

termos com derivadas de ordem superior possam aparecer, eles nos levam a instabilida-

des tipo fantasmas. Desta forma, iremos considerar, por simplicidade, apenas termos de

primeira ordem nas derivadas de φ [37–39]. Podemos construir a métrica de matéria como:

ĝµν = Agµν +B∂µφ∂νφ , (3.1)
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por simplicidade, vamos considerar A = 1, uma vez que, considerando B = 0 recuperare-

mos o caso usual. B é uma constante adimensional positiva definida.

Determinada a relação entre as métricas de matéria e gravitacional, a ação total 1 será

dada por:

S = Sg[g] + Sφ[φ, ∂aφ, g] + ŜM [ψ, ∂aψ, ĝ] , (3.2)

onde Sg é a ação de Einstein-Hilbert, Sφ a ação para o campo escalar e ŜM [φ, ĝ] é a ação

de matéria, com ψ representando todos os campos de matéria e ĝ referente à geometria

em que tais campos interagem.

Fazendo a variação da ação2 acima obtemos as seguintes equações de campo [36,40,41]:

Gµν = κT [φ]µν + κ

√
−ĝ√−g T̂µν , (3.3)

onde

T [φ]µν =
2√−g

δSφ

δgµν
; (3.4a)

T̂µν =
2√
−ĝ

δŜM

δĝµν
. (3.4b)

3.2 Soluções de Branas Bimétricas

Seguindo as ideias propostas em [23], iremos estudar cenários de mundos-brana des-

critos pelo acoplamento de uma gravidade pentadimensional com campos escalares reais e

outros campos de matéria. As ações de Einstein-Hilbert, do campo escalar e dos campos

de matéria utilizadas são respectivamente:

Sg = − 1

2κ25

∫

d5x
√

|g|R; (3.5a)

Sφ =

∫

d5x
√

|g|
[

η
1

2
gab∂aφ∂bφ− V (φ)

]

; (3.5b)

ŜM [φ, ĝ] =

∫

d5x
√

|ĝ|Λ̃5, (3.5c)

1A notação é a mesma utilizada no trabalho elaborado por Bazeia et al. Vide referência [23]
2Ver Apendice A.1
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onde g = det(gab) e ĝ = det(ĝab), sendo gab a métrica gravitacional e ĝab a métrica de

matéria. Assim, a ação total dada por (3.2) é reescrita como:

S = − 1

2κ25

∫

d5x
√

|g|R +

∫

d5x
√

|g|
[

η
1

2
gab∂aφ∂bφ− V (φ)

]

+

∫

d5x
√

|ĝ|Λ̃5 . (3.6)

Para η = 1 ou η = −1 e Λ̃5 = 0 temos a teoria usual do campo escalar acoplado

minimamente à gravidade, já para η = 0 e Λ̃5 6= 0 temos um modelo tipo-Cuscuton [42]

puro em uma teoria bimétrica. Modelos tipo-Cuscuton tratam de modelos cujas equações

de movimento não possuem derivadas de segunda ordem temporais, assim, o campo escalar

se torna um campo auxiliar não dinâmico, que apenas segue a dinâmica dos campos à ele

acoplados.

As métricas gravitacional e de matéria, para o cenário de mundos-branas, serão rela-

cionadas através de um campo bi-escalar da seguinte maneira:

ĝab = gab + ǫB2∂aφ∂bφ+ Cuaub , (3.7)

onde a, b = 0, 1, 2, 3, 4, x4 representando a dimensão extra y e ua = (0, 0, 0, 0, 1) sendo

um vetor normal à superfície da brana. O termo bi-escalar serve para distinguir o campo

escalar que relaciona as duas métricas com os demais campos escalares que podem aparecer

na parte de matéria do modelo. Como φ tem dimensão M3/2, B é escolhido para ter

dimenssão M−5/2, enquanto ǫ e C são constantes adimensionais reais.

A métrica e o elemento de linha relacionados à gravidade serão, respectivamente:

gab =





eA(y)ηµν

−1



 , (3.8a)

ds2 = e2A(y)ηµνdx
µdxν − dy2 . (3.8b)

Assim, utilizando a métrica (3.8a) em (3.7), podemos escrever o seguinte elemento de

linha referente à métrica de matéria ĝab:

dŝ2 = e2A(y)ηµνdx
µdxν − [(1− C)− ǫB2φ′2]dy2 , (3.9)

onde ηµν = diag(1,−1,−1,−1) representa o espaço de Minkowski, µ, ν = 0, 1, 2, 3 e as

"linhas"(’) representam a derivada com relação à dimensão extra. Também foi considerado
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que o campos escalar φ e a função de warp A são estáticos e dependem apenas da dimensão

extra y. Desta forma, utilizando as relações (3.7), (3.8b) e (3.9) e fazendo κ25 = 2, podemos

rescrever a ação total apenas em termos da métrica gravitacional gab (3.6) como:

S =

∫

d5x
√

|g|
[

−R
4
− η

2
φ′2 − V (φ) + Λ̃5

√

(1− C)− ǫB2φ′2
]

. (3.10)

Fazendo C = 1 e ǫ = −1, temos:

S =

∫

d5x
√

|g|
[

−R
4
− η

2
φ′2 − V (φ) + Λ̃5Bφ

′
]

, (3.11)

ou ainda

S =

∫

d5x
√

|g|
[

−R
4
+ Lφ

]

, (3.12)

onde

Lφ = −η
2
φ′2 − V (φ) + Λ̃5Bφ

′ . (3.13)

A densidade Lagrangeana efetiva (3.13) possui um termo de derivada de primeira

ordem do campo escalar não quadrático, sendo assim, um termo cinético não usual. A

Lagrangeana pode então ser reescrita da seguinte forma:

Lφ = F (X,φ)− V (φ) , (3.14)

com sendo F (X,φ) = 1
2
X + Λ̃5B

√

|X| com X = gab∂aφ∂bφ.

Ao escrevermos a Lagrangeana como (3.14), podemos trabalhar teorias com dinâmicas

generalizadas através do termo F (X). Modelos Cosmológicos tipo-Cuscuton com Lagran-

geana similar à apresentada, podem ser estudados nas referências [42,43].

3.2.1 Soluções de Branas Bimétricas Planas

Tomando ǫ = −1 e η = C = 1 em (3.10), ficamos com:

S =

∫

d5x
√

|g|
[

−R
4
− 1

2
φ′2 − V (φ) + Λ̃5

√

B2φ′2
]

. , (3.15)
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fazendo a variação da ação com relação à métrica gravitacional, obtemos as seguintes

equações:

A′2 =
1

6
φ′2 − 1

3
V ; (3.16)

A′′ = −2

3
φ′2 +

2

3
Λ̃5Bφ

′ , (3.17)

Para obtermos o formalismo de primeira ordem, iremos novamente introduzir uma

função W = W (φ) podendo assim escrever a função de warp como função do campo

escalar através da seguinte equação:

A′ = −1

3
W . (3.18)

Derivando (3.18) e comparando com (3.17), obtemos:

φ′ =
1

2
Wφ + Λ̃5B . (3.19)

Substituindo (3.18) e (3.19) em (3.16), temos a seguinte forma para o potencial V:

V = −1

3
W 2 +

1

2

[

1

2
Wφ + Λ̃5B

]2

. (3.20)

Podemos observar que se Λ̃5 = 0 recuperamos a forma do potencial (2.58) em termos da

função auxiliar W apresentada no capítulo anterior.

Como primeiro exemplo, vamos utilizar um modelo λφ4 obtido através da função

auxiliar W dada por:

W = 2ab

(

φ− b2φ3

3

)

, (3.21)

cuja derivada com relação ao campo escalar é:

Wφ = 2ab
(

1− b2φ2
)

. (3.22)

Assim, substituindo (3.22) em (3.19) e (3.21) em (3.18) e resolvendo as equações diferen-

ciais, obtemos respectivamente as seguintes soluções para o campo escalar e para a função
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de warp:

φ =

√

1

b2
+

Λ̃5B

ab3
tanh





√

1

b2
+

Λ̃5B

ab3
ab3y



 ; (3.23)

A =
1

9

(

2Λ̃5B

ab3
− 4

b2

)

ln



cosh





√

1

b2
+

Λ̃5B

ab3
ab3y







+

−2

9

(

1

b2
+

Λ̃5B

ab3

)

tanh2





√

1

b2
+

Λ̃5B

ab3
ab3y



 .

(3.24)

Analisando o comportamento assintótico no limite em que y = ±∞, temos que:

φ(±∞) = ±

√

1

b2
+

Λ̃5B

ab3
, (3.25)

φ′(±∞) = 0 . (3.26)

Assim:

W (φ(±∞)) = 2ab





√

1

b2
+

Λ̃5B

ab3
− b2

3

(

1

b2
+

Λ̃5B

ab3

)3/2


 . (3.27)

Utilizando (3.21) e (3.22) para o comportamento assintótico do campo(3.25), obtemos a

seguinte expressão para o potencial:

V (φ(±∞)) ≡ Λ5 = −1

3

(

1

b2
+

Λ̃5B

ab3

)(

4ab

3
− 2Λ̃5B

3

)2

, (3.28)

onde W (φ(±∞)) representa a energia mínima de estabilidade dos estados de vácuo do

modelo, enquanto V (φ(±∞)) determina Λ5 que é a constante cosmológica efetiva do

bulk. Podemos observar que se Λ̃5 = 2ab/B, temos Λ5 = 0 que corresponde a um vácuo

de Minkowsky. Enquanto para Λ̃5 6= 2ab/B temos que Λ5 < 0, correspondendo assim a

um vácuo AdS. Além disso, para que a função de warp (3.24) não exploda, devemos ter

Λ̃5 < 2ab/B. Seguem abaixo os gráficos do campo escalar (Figura 3.1) e do fator de warp

(Figura 3.2).
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Figura 3.1: Solução do Campo φ(y) para Λ̃5 = 2ab/B (linha sólida azul) e Λ̃5 < 2ab/B
(linha tracejada vermelha), onde a = 1/

√
2, b = 1/2

√
2 e B = 1.

Out[28]=

-30 -20 -10 10 20 30
y

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ⅇ2A (y)

Figura 3.2: Fato de Warp e2A(y) para Λ̃5 = 2ab/B (linha sólida azul) e Λ̃5 < 2ab/B
(linha tracejada vermelha), onde a = 1/

√
2, b = 1/2

√
2 e B = 1.

Vamos agora escolher um outro exemplo, onde a função auxiliar W é dada por

W = 3a sin(bφ) . (3.29)

Desta forma temos que:

Wφ = 3ab cos(bφ) . (3.30)

Substituindo (3.30) em (3.19)e resolvendo a equação diferencial, obtemos a seguinte solu-

ção para o campo:

φ =
2

b
arctan





√

2Λ̃5B + 3ab

2Λ̃5B − 3ab
tan

(

b

4

√

4Λ̃2
5B

2 − 9a2b2y

)



 , (3.31)
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e agora, substituindo (3.29) em (3.18) e também resolvendo a equação diferencial, obtemos

a seguinte solução para a função de warp 6:

A = − 2

3b2
ln

[

2Λ̃5B + 3ab− 6ab cos2
(

b

4

√

4Λ̃2
5B

2 − 9a2b2y

)]

. (3.32)

Assumindo que Λ̃5 > 3ab/2B, no limite y → ±y∗ = 2π/(b
√

4Λ̃2
5B

2 − 9a2b2), teremos:

φ(±y∗) = ±π
b
; (3.33a)

φ′(±y) =
1

2
(2Λ̃5B − 3ab) . (3.33b)

Desta forma ficamos com:

W (±y∗) = A′(±y∗) = 0 , (3.34)

e o comportamento assintótico do potencial V dado por:

V (±y∗) ≡ Λ5 =
1

8
(2Λ̃5B − 3ab)2 . (3.35)

Podemos observar que se Λ̃5 = 3ab/2B, temos Λ5 = 0 o que representaria um vácuo

de Minkowsky, contudo, a solução para o campo escalar acabaria divergindo mediante

tal escolha, impossibilitando a mesma. Entretanto, se Λ̃5 6= 3ab/2B, temos Λ > 0 repre-

sentando um vácuo dS, correspondendo então à kinks periódicos e com singularidade em

±, y∗, acarretando assim em uma família de mundo-branas (Figura 3.3).

Assumindo agora que Λ̃5 < 3ab/2B, teremos as seguintes soluções para o campo e

para a função de warp:

φ =
2

b
arctan

[
√

2Λ̃5B + 3ab

|2Λ̃5B − 3ab|
tanh

(

b

4

√

|4Λ̃2
5B

2 − 9a2b2|y
)

]

, (3.36a)

A = − 2

3b2
ln

[

2Λ̃5B + 3ab− 6ab cosh2

(

b

4

√

|4Λ̃2
5B

2 − 9a2b2|y
)]

. (3.36b)

Tomando o limite quando y → ±∞ temos o seguinte comportamento para o potencial:

V (±∞) ≡ Λ5 = − 1

3b2
(3ab− 2Λ̃5B)(3ab+ 2Λ̃5B) . (3.37)

6Adotando a constante de integração como sendo C = 2

3b2
ln[2Λ̃5B − 3ab]
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Se fizermos Λ̃5 = 3ab/2B na equação (3.37), temos que Λ5 = 0, contudo, tal escolha não é

possível, pois a solução do campo diverge para esses valores. Se Λ̃5 6= 3ab/2B na mesma

equação, temos que Λ5 < 0 o que representa um vácuo AdS. Assim, obtemos uma solução

para uma brana plana com geometria AdS representada pelo kink (3.36a) (Figura 3.3).

-20 -10 10 20
y
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-2

-1

1

2

3

ϕ(y)

Figura 3.3: Solução do Campo φ(y) para Λ̃5 < 3ab/2B (linha sólida azul) e Λ̃5 > 3ab/2B
(linha tracejada vermelha), onde a = 1/3, b = 1 e B = 1.
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Figura 3.4: Solução do Campo φ(y) para Λ < 0 (linha sólida azul) e Λ > 0 (linha
tracejada vermelha), onde a = 1/3, b = 1 e B = 1.

Podemos observar que em ambos os modelos (3.21) e (3.29) que o termo relacionado

com Λ̃5B, representando o Cuscuton, induz uma transmissão da dinâmica gravitacional

para o setor escalar [23], uma vez que, tal termo é responsável por definir a geometria em

que o modelo está imerso, regendo assim o setores do campo escalar para cada tipo de

geometria.

Iremos agora obter a energia total dos modelos de branas bimétricas acima. Temos
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que a densidade de energia, dada pela componente 00 do tensor energia momento é:

ρ(y) = e2A
(

φ′2

2
+ V − BΛ̃5φ

′
)

. (3.38)

De (3.16), temos que V = φ′2/2− 3A′2, substituindo em (3.38), temos:

ρ(y) = e2A[φ′(φ′ − BΛ̃5)− 3A′2] . (3.39)

Utilizando as relações (3.18) e (3.19), podemos reescrever (3.39) como:

ρ(y) = e2A
[

φ′
(

Wφ

2

)

− 3A′
(

−W
3

)]

. (3.40)

Após algumas manipulações matemáticas e simplificações, lembrando que φ = φ(y), W =

W (φ) e A = (A(y)), obtemos:

ρ(y) =
e2A

2

(

dW

dy
+ 2

dA

dy
W

)

. (3.41)

É possível observar que (3.41) pode ser escrita como uma diferencial total, deste modo,

ficamos com:

ρ(y) =
1

2

d

dy
(e2AW ) . (3.42)

Integrando (3.42), obtemos a energia total do sistema, cuja forma explícita é:

E =

∫ ∞

−∞
ρ(y)dy =

1

2

∫ ∞

−∞

d

dy
(e2AW )dy =

e2AW

2
. (3.43)

Semelhante ao caso de mundos-brana usual, abordado no capítulo anterior, o termo

exponencial é dominante, e2A → 0 quando y → ±∞. Desta forma, E = 0 pelos mesmos

motivos apresentados no capítulo anterior.

3.2.2 Solução com Dinâmica Não Usual Pura

Tomando η = 0 em (3.6), eliminaremos o termo cinético usual, nos restando apenas o
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termo Cuscuton e a ação total será então dada por:

S =

∫

d5x
√

|g|
[

−R
4
− V (φ) + Λ̃5

√

(1− C)− ǫB2φ′2
]

.. (3.44)

Adotando mais uma vez C = 1 e ǫ = −1 e variando a ação, obtemos às seguintes equações:

4Λ̃5B
′′ = −Vφ ; (3.45a)

A′2 = −κ
2
5

6
V ; (3.45b)

A′′ =
κ25
3
Λ̃5Bφ

′ . (3.45c)

Integrando (3.45c) e substituindo em (3.45b), determinamos a seguinte forma para o

potencial:

V = −2

3
κ25Λ

2
5B

2φ2 . (3.46)

Vamos considerar agora uma solução tipo Kink dada por:

φ = b tanh(ay) . (3.47)

Através da relação (3.45c) encontramos a seguinte solução para a função de warp:

A = −κ
2
5

3a
Λ̃2

5B
2b ln[cosh(ay)] . (3.48)

Tomando o limite quando y → ±∞ temos o comportamento do potencial dado por:

V (±∞) ≡ Λ5 = −2

3
κ25Λ̃

2
5B

2b2 . (3.49)

Averiguamos na equação acima que Λ5 < 0 é negativo, indicando um bulk com ge-

ometria AdS5. Utilizando o resultado anterior, podemos construir um limite de branas

finas (φ → 0) partindo da solução (3.47), para isso, vamos tomar o caso particular em

que a→ ∞ e b→ 0 de forma que o produto ab torna-se um valor finito. Derivando (3.47)

temos:

φ′ = ab sech2(ay) . (3.50)
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Considerando o limite de branas finas, temos que quando a → ∞, sech2(ay) → δ(y).

Assim:

φ′ = ab δ(y) . (3.51)

Sabemos que para η = 0 o tensor energia momento é dado por:

Tab = gabV − gabΛ̃5Bφ
′ − Λ̃5B

2∂aφ∂bφ

φ′B
, (3.52)

então, componente 00 do Tensor Energia-Momento é:

T00 = −κ25Λ̃5Bab δ(y) . (3.53)

De (3.47) temos que φ → 0 quando y → 0, logo, V → 0. Desta forma, a componente 00

do tensor Energia-Momento nos leva a seguinte tensão efetiva da brana, dada por:

σ = −κ25Bab . (3.54)

Por fim, temos que a solução para a função de warp (3.48), no limite de brana fina,

torna-se:

A(y) = −κ
2
5

3
Λ̃5Bb|y|. (3.55)



CAPÍTULO 4

ENTROPIA CONFIGURACIONAL DE BRANAS

BIMÉTRICAS

4.1 Entropia Configuracional

Baseados na Teoria de Informação de Shannon, Marcelo Gleiser e Nikitas Stamatopou-

los introduziram o conceito da chamada Entropia Configuracional (EC) [14]. Tal conceito,

estabelece uma relação entre dinâmica e informação, propondo uma medida entrópica em

um espaço funcional que quantifica o conteúdo informacional de modelos físicos com con-

figurações de energia espacialmente localizadas através das equações de movimento dada

as restrições de tais modelos (ex. condições iniciais e de contorno) [17].

A Entropia Configuracional torna-se uma ferramenta bastante útil, uma vez que, pode

ser aplicada em diversas áreas da Física. Em muitos casos a EC é uma quantidade Física

fundamental que pode nos fornecer informações importantes sobre restrições e limites

das soluções. Uma das muitas utilidades da EC, trata-se quando modos de sistemas

físicos possuem energias degeneradas, assim, a medida o conteúdo informacional calculado

através da EC nos aponta as configurações mais prováveis que o sistema poderá adotar,

uma vez que, quanto maior for a EC de estados físicos, maior é a energia será necessária

para produzi-los,sendo assim, menos provável de serem observados ou detectados [17,21].

Sabendo que estamos interessados em estruturas com energia espacialmente localiza-
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das, consideraremos um conjunto de funções quadrado integráveis f(x) ∈ L2(R)1, cuja

transformada de Fourier é dada por

F (k) =
1

(
√
2π)D

∫

eikxf(x)dxD . (4.1)

onde D é o número de dimensões espaciais. Como estamos trabalhando com funções

quadrado integráveis, podemos utilizar Teorema de Plancherel [44] que estabeleça a equi-

valência de normalizações, definido como:

∫

|f(x)|2dx =

∫

|F (k)|2dk . (4.2)

Definimos então uma fração modal f(k), dada por

f(k) =
|F (k)|2

∫

|F (k)|2ddk , (4.3)

na qual a integração é feita sobre todos os k’s onde a transformada de Fourier F (k) é

definida. De forma geral, as frações modais representam o peso relativo de cada modo k

e podem ser entendidas como uma distribuição de probabilidade que indica quanto um

dado modo k contribui para o espectro associado com a densidade de energia [18].

Vamos agora considerar uma nova função f̃(k), chamada fração modal normalizada,

dada por

f̃(k) =
f(k)

f(k)max

, (4.4)

onde f(k)max é o máximo da fração modal. Tal normalização garante que f̃(k) ≤ 1 para

todos os k’s. Depois dessas considerações a Entropia Configuracional pode ser definida

como:

Sc[f(k)] = −
∫

f̃(k) ln[f̃(k)]ddk , (4.5)

onde o integrando f̃(k) ln[f̃(k)] é chamado densidade de Entropia Configuracional.

Se as funções f(x) são periódicas, podem então ser escritas como a seguinte série de

1Espaço de funções quadrado integráveis, tais que,
∫

∞

−∞
|f(x)|2dx < ∞.
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Fourier

f(k) → fn =
|Pn|2
∑

|Pn|2
, (4.6)

onde Pn é o enésimo coeficiente dos modos de Fourier. Assim, a versão discreta da Entropia

Configuracional será dada por

Sc[f ] = −
∑

fn ln(fn) . (4.7)

A relação (4.7) é análoga à entropia de Shannon, que representa o limite para a melhor

forma de compactar informação sem perdas, enquanto a EC representa a compactação de

informação nos modos de um dado sistema físico.

Como exemplo, iremos estudar um dos modelos de campo escalar em 1+1 dimensões

trabalhado na referência [14]. A densidade de energia de modelos de campo escalar em

1+1 dimensões é dada por

ρ(φ) =
φ̇2

2
+
φ′2

2
+ V (φ) . (4.8)

Consideraremos o seguinte potencial

V (φ) = (λ/4)(φ2 −m2/λ2)2 . (4.9)

O potencial (4.9) é conhecido na literatura como potencial λφ4. Na Figura 4.1 está o

gráfico do potencial para valores específicos de m e λ.

Além disso, iremos considerar que o campo escalar é estático, de modo que φ̇ = 0. A

solução tipo kink (ou antikink) do potencial anteriormente citado, é da forma:

φ(k) = ± m√
λ

tanh

(

mx√
2

)

, (4.10)

que são ilustradas na Figura 4.2

Substituindo a solução (4.10) no potencial (4.9) e substituindo o potencial em (4.8),

obtemos a seguinte expressão para a densidade de energia:

ρ(x) =
m4

2
√
λ

sech4

(

mx√
2

)

, (4.11)
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Figura 4.1: Potencial V (φ) para m = λ = 1 (linha sólida azul) e para m =
√
2 e λ = 2

(linha tracejada vermelha).
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Figura 4.2: Campo Escalar φ(x) para m = λ = 1 (linha sólida azul) e para m =
√
2 e

λ = 2 (linha tracejada vermelha).
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Figura 4.3: Densidade de Energia ρ(x) para m = λ = 1 (linha sólida azul) e para
m =

√
2 e λ = 2 (linha tracejada vermelha).
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cuja Transformada de Fourier é:

F (k) =
m2k

√
π

6α2
√
2λ

(k2 + 4α2) Csch

(

kπ

2α

)

, (4.12)

onde α ≡ m/
√
2. Podemos agora, utilizando a relação (4.3), construir a fração modal

relativa à essa teoria, cuja forma é:

f(k) =
35πk2(k2 + 4α2)2

2304α7
Csch

(

kπ

2α

)

. (4.13)

Para esta fração modal, temos um máximo em k = 0 (Figura 4.4), desta forma temos

que f̃(k) = f(k)/f(0). Finalmente podemos calcular a Entropia Configuracional do

modelo proposto, vale salientar que, no modelo acima, temos que definir valores para

os parâmetros m e λ.

-6 -4 -2 2 4 6
k

0.1

0.2

0.3

0.4

f(k)

Figura 4.4: Fração Modal f(k) para m = λ = 1 (linha sólida azul) e para m =
√
2 e

λ = 2 (linha tracejada vermelha).

As Entropias Configuracionais para os casos em que m = λ = 1 e para m =
√
2 e

λ = 2 são respectivamente:

Sc[φk] = 1.2167 , (4.14)

Sc[φk] = 1.06527. (4.15)

Como a Entropia Configuracional para m =
√
2 e λ = 2 é menor, temos que está será a

configuração mais provável que o sistema adotará.

No trabalho original [14], os autores calculam a EC de outras funções teste, compa-

rando a EC delas com a EC da solução das equações de movimento (trabalhada acima),
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funções estas que não serão tratadas neste trabalho.

4.2 Entropia Configuracional de Branas Bimétricas

Uma vez introduzido o ferramental matemático, buscaremos agora, calcular a Entropia

Configuracional do modelo bimétrico tipo sine-Gordon trabalhado no capítulo anterior.

Partindo do modelo de função auxiliar W = 3ab sin(bφ), descrito por (3.29), teremos as

soluções expressas por

φ =
2

b
arctan





√

2Λ̃5B + 3ab

2Λ̃5B − 3ab
tan

(

b

4

√

4Λ̃2
5B

2 − 9a2b2y

)



 , (4.16)

A = − 2

3b2
ln

[

2Λ̃5B + 3ab− 6ab cos2
(

b

4

√

4Λ̃2
5B

2 − 9a2b2y

)]

. (4.17)

Adotando b = 1, a = 1/3 e redefinido Λ̃5 ≡ 1/2L temos

φ = 2arctan

[
√

B/L+ 1

B/L− 1
tan

(

1

4

√

B2/L2 − 1y

)

]

; (4.18a)

A = −2

3
ln

[

B/L+ 1− 2 cos2
(

1

4

√

B2/L2 − 1y

)]

. (4.18b)

Usando o fato que 2cos2(x) = 1 + cos(2x) , podemos simplificar ainda mais a função de

warp, obtendo assim a seguinte expressão:

A = −2

3
ln

[

B/L− cos

(

1

2

√

B2/L2 − 1y

)]

. (4.19)

Redefinindo B/L ≡ γ, e considerando que L > B, temos que γ < 1. Desta forma as

soluções para o campo (ver Figura 4.5) e para o fator de warp tomam às seguintes formas.

φ = 2arctan

[
√

1 + γ

1− γ
tanh

(

1

4

√

1− γ2y

)]

; (4.20a)

A = −2

3
ln

[

γ − cosh

(

1

2

√

1− γ2y

)]

. (4.20b)

Como visto no capítulo anterior, sabemos que a densidade de energia é a componente
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Figura 4.5: Campo Escalar φ(y) para alguns valores de γ

00 do tensor Energia-Momento. Para o caso de Branas bimétricas temos que:

ρ = T00 = e2A
[

1

2
(Wφ + γ)Wφ −

1

3
W 2

]

, (4.21)

onde foram utilizadas as relações (3.18), (3.19) e (3.20). Assim, a densidade de energia,

após algumas manipulações matemáticas, toma a seguinte forma:

ρ = − (1− γ2)

12[γ − cosh(βy)]10/3
[2 cosh(2βy) + 3γ cosh(βy)− 5] , (4.22)

onde β =
√

1− γ2/2.

Utilizando o software Wolfram Mathematica2, plotamos os gráficos para o fator de

warp e2A e para a densidade de energia ρ considerando alguns valores específicos de γ,

como podem ser vistos nas Figura 4.6 e Figura 4.7.
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Figura 4.6: Fator de Warp para alguns valores de γ

2O software Wolfram Mathematica será utilizado para realizar todas as ilustrações gráficas e cálculos
matemáticos de difíceis resoluções
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Figura 4.7: Densidade de Energia para alguns valores de γ

Do gráfico da Densidade de Energia (Figura 4.7), podemos observar que seu formato

condiz com o que foi provado no capítulo anterior. A parte do contorno que encontra-se

na abaixo do eixo y, garante que ao integrarmos sob todo o espaço, a energia total do

sistema seja nula.

Precisamos agora calcular a Transformada de Fourier da densidade de energia (4.21),

ou seja, precisamos resolver a integral:

F (ω) = −(1− γ2)

12
√
2π

∫ ∞

−∞
eiωy

(2 cosh(2βy) + 3γ cosh(βy)− 5

(γ − cosh(βy))10/3
dy . (4.23)

Vamos redefinir uma nova coordenada tal que, r ≡ βy. Assim podemos reescrever

(4.23) como:

F (ω) = − (1− γ2)

12
√
2πβ

∫ ∞

−∞
e

iωr
β
[2 cosh(2r) + 3γ cosh(r)− 5]

[γ − cosh(r)]10/3
dr . (4.24)

A integral acima é de difícil resolução, o que a torna desafiadora, assim, para simplifica-

la e tornar um pouco mais fácil sua solução, vamos escrever o cosh(2r) e cosh(r) em termos

de exponenciais. Feito isto, poderemos escrever a Transformada de Fourier na forma de

um somatório da seguinte maneira:

F (ω) = I =
2
∑

n=0

cnIn , (4.25)
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onde os I ′
ns são

In =

∫ ∞

−∞

eanr + e−ānr

[γ − cosh(βy)]λ
dr , (4.26)

com os coeficientes dados por

an = n+
iω

β
(4.27)

e

c0 =
5

24
√
2πβ

(1− γ2), (4.28a)

c1 = − 1

8
√
2πβ

(1− γ2), (4.28b)

c2 = − 1

12
√
2πβ

(1− γ2). (4.28c)

A solução da equação (4.26) é:

In = (−1)−λ2λ
{

(λ+ an)F1[λ+ an;λ;λ;λ+ 1 + an; γ + i
√

1− γ2, γ − i
√

1− γ2] +

+(λ− an)F1[λ− an;λ;λ;λ+ 1− an; γ + i
√

1− γ2, γ − i
√

1− γ2] +

+(λ+ ān)F1[λ+ ān;λ;λ;λ+ 1 + ān; γ + i
√

1− γ2, γ − i
√

1− γ2] +

+(λ− ān)F1[λ− ān;λ;λ;λ+ 1− ān; γ + i
√

1− γ2, γ − i
√

1− γ2]
}

, (4.29)

Os F1[a; b1, b2; c; x, y] são chamadas funções hipergeométricas de Appell de duas variáveis,

cuja forma geral é:

F1[a, b1, b2; c; x, y] =
∞
∑

m,n=0

(a)m+n(b1)m(b2)n
(c)m+nm!n!

xmyn , (4.30)

onde os termos (q)l são os símbolos de Pochhammer, dados por:

(q)l = q(q + 1)...(q + l − 1) =
Γ(q + l)

Γ(q)
, (4.31)

e Γ(q) é chamada função especial gamma.
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Podemos ainda reescrever In como:

In =
∑

l=+,−

F l
n , (4.32)

com

F±
n = (−1)−λ2λ(λ± an)F1[λ± an;λ, λ;λ+ 1± an;Z, Z̄] +

+(−1)−λ2λ(λ± ān)F1[λ± ān;λ, λ;λ+ 1± ān;Z, Z̄] , (4.33)

onde Z = γ + i
√

1− γ2. Então, podemos reescrever (4.25)

I =
2
∑

n=0

∑

l=+,−

cnF
l
n . (4.34)

Desta forma, temos que a fração modal será dada por:

f(ω) =

∑2
m,n=0

∑

k,l=+,− cnc
∗
mF

l
nF

(k)∗
m

∑2
m,n=0

∑

k,l=+,−
∫

cnc∗mF
l
nF

(k)∗
m dω

. (4.35)

Abaixo na Figura 4.8 temos o gráfico da fração modal para alguns valores de γ.
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Figura 4.8: Frações modais para valores de γ

Precisamos agora calcular f(ω)max, mas, como podemos ver na figura acima, os valores

de ω que maximizam as frações modais, são diferentes para cada valor de γ. Para encontrar

tais valores, calculamos a derivada das frações modais e igualamos a 0, determinando

assim, os valores de ω que maximizam as frações modais para cada valor de γ (ver Tabela



Entropia Configuracional de Branas Bimétricas 59

4.1).

Tabela 4.1: Valors de ω que maximizam as frações modais para cada valor de γ

γ 0 0.3 0.6 0.9
ωγ ±0.760000 ±0.878567 ±0.988346 ±1.096300

De posse desses valores, podemos calcular as frações modais normalizadas e conse-

quentemente a densidade de Entropia Configuracional. Na Figura 4.9 temos o gráfico da

Densidade de Entropia Configuracional para os mesmo valores de γ utilizados anterior-

mente.
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Figura 4.9: Densidade de Entropia Configuracional para valores de γ

Finalmente, podemos calcular a Entropia Configuracional (4.5) para o modelo de

Brana Bimétrica proposto. Devido a complexidade das expressões das frações modais,

tal calculo apenas pode ser feito numericamente. Além disso, refizemos o procedimento

para encontrar os modos máximos (ω) para outros valores de γ. Assim, segue abaixo o

gráfico da Entropia Configuracional do nosso modelo como função de γ, Figura 4.10.

Podemos observar que a Entropia Configuracional cresce quase que linearmente, as-

sim, podemos encontrar a equação da reta que represente de forma bem aproximada o

comportamento da EC em função de γ. Após alguns cálculos, encontramos a seguinte
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Out[36]=
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Figura 4.10: Entropia Configuracional em função de γ

equação para a Entropia Configuracional Sc(γ):

Sc[γ] = 0, 5189γ + 0, 910528 (4.36)

Na Figura 4.11 podemos visualizar que de fato, a equação da reta (4.36) representa

com grande precisão, o comportamento da Entropia Configuracional.
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Figura 4.11: Reta de ajuste da Entropia Configuracional em função de γ

A Entropia Configuracional pode ser utilizada para "selecionar a melhor"configuração

para o sistema, levando em conta que quanto menor a EC mais provável será do sistema

assumir uma determinada configuração. Podemos então entender à partir da figura 4.11

que a configuração mais provável é a do caso γ = 0.



CAPÍTULO 5

CONCLUSÕES

Neste trabalho explorarmos as ideias de mundos-brana e de sua importância como um

caminho para a solução de alguns problemas na física. Em especial, detalhamos mode-

los de mundos-brana em 4+1D, como o Modelo de Randall-Sundrum, modelo este que

deu "novos ares"à temática de dimensões extras, com uma proposta de solução para o

problema da Hierarquia através de um ansatz de métrica não-fatorizável, além da loca-

lização do modo fundamental para o gráviton na brana e uma torre de modos massivos

não localizados.

Ainda no Capítulo 2, baseado nos trabalhos citados no mesmo capítulo, apresentamos

como podemos acoplar um campo escalar com a gravidade e como o mesmo pode ser en-

tendido como uma fonte gravitacional, modelando a gravidade ao redor da brana, através

da suavização do fator de warp, o que usualmente chamamos de branas espessas. Além

disto, estudamos os modelos de branas espessas com geometria planas e curvas (Ads ou

Ds), propostos na referência [25]

No Capítulo 3 abordamos os conceitos base das teorias bimétricas, mais especifica-

mente como mundos-branas podem ser trabalhados à luz de tais teorias. Para tal, es-

tudamos os modelos propostos na referência [23], que serviram de embasamento para o

desenvolvimento desta dissertação.

No capítulo seguinte, estudamos um novo conceito físico proposto por Gleiser e Sta-

matopoulos chamado Entropia Configuracional. Baseado na Teoria da Informação, o

conceito de Entropia Configuracional é considerar que a mensagem enviada por um dado
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sistema físico será sua configuração, que deve ser representada por uma função espacial-

mente localizada ou periódica. Enquanto na Teoria da Informação a mensagem é enviada

através de letras, no caso da EC, corresponde aos modos, obtidos através da Transfor-

mada de Fourier das soluções do sistema. Tais modos são responsáveis por "carregar"a

configuração do sistema e sua complexidade. Assim, podemos concluir que a EC mede a

relativa complexidade da função que descreve o sistema físico em termos dos modos no

espaço dos momentos.

Uma vez apresentado o conceito de EC e o ferramental matemático necessário, procu-

ramos calcular a EC do modelo de brana sine-Gordon bimétrico, detalhado no Capítulo

2. Para isso, buscamos simplificar as soluções para o campo e para o fator de warp, em

seguida definimos um parâmetro γ que pudemos observar na Figura 4.1, ser responsável,

junto com o campo escalar, por modelar o fator de warp. Vale salientar que utilizamos

soluções em que os valores de γ são limitados, tal que γ < 1.

De posse da solução para ao campo escalar e para a função de warp, construímos a

densidade de energia, que observamos através da Figura 4.2. Com isto, após algumas

manipulações matemáticas, calculamos analiticamente a Transformada de Fourier e em

seguida a fração modal.

Por fim calculamos a EC para o modelo citado acima, onde pudemos observar que

embora não haja linearidade na Transformada de Fourier e na fração modal, a EC cresce

quase que linearmente à medida que o parâmetro γ aumenta, Figura 4.5. Desta forma,

pudemos encontrar a equação da reta que descreve de uma forma bem aproximada o

comportamento quase linear da Entropia Configuracional do modelo estudado.

Como perspectivas futuras temos a extensão das análie e discussões para o o caso em

que γ > 1. Outras possibilidades podem ser a aplicação da EC para outros modelos de

branas como por exemplo: Aumentar o número de campos escalares acoplados, Branas

Bimétricas Curvas, Branas Híbridas entre outros modelos.
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APÊNDICE A

APÊNDICES

A.1 Apêndice A: Equações de Einstein à partir do prin-

cípio variacional

A demonstração formal que leva às equações de Einstein pode ser feita através do

principio variacional [45–47]. Para obtermos as equações de campo que descrevem a

dinâmica de tal teoria vamos considerar a ação como funcional. Assim, vamos assumir a

ação dada por:

S = SEH + SM , (A.1)

onde SEH é a ação de Einstein-Hilbert e SM é a ação referente à matéria. Temos, consi-

derando uma região limitada Ω, que a ação de Einstein-Hilbert e a ação da matéria são

dadas respectivamente por:

SEH = − 1

2k

∫

Ω

√−gRdnx (A.2)

e

SM =

∫

Ω

√−gLMd
nx , (A.3)
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onde R é o escalar de Ricci, L a densidade Lagraneana, k = 8π e g = det(gab).

Pelo princípio variacional temos que δS = 0, então, fazendo a variação da ação com

relação à métrica, temos:

∫

Ω

− 1

2k

[

δ(
√−g)(R− 2kLM) + δ(gabRab − 2kLM)

√−g
]

dnx = 0 , (A.4)

mas,

δ(
√−g) = −1

2
gab

√−gδgab; (A.5a)

δ(gabRab) = Rabδg
ab + gabδRab; (A.5b)

δLM =
∂LM

∂gab
δgab, (A.5c)

com

δRab = ∇c(δΓ
c
ab)−∇b(δΓ

c
ca) . (A.6)

Substituindo (A.5a), (A.5b), (A.6) e (A.5c) em (A.4) ficamos com:

∫

Ω

− 1

2k

[(

Rab −
1

2
gabR

)

− k

(

−gabLM + 2
∂LM

∂gab

)]√−g δgab dnx+

+

∫

Ω

[∇c(δΓ
c
ab)−∇b(δΓ

c
ca)]

√−g gab dnx = 0 . (A.7)

O segundo termo do lado esquerdo em (A.7) pode ser reescrito através do Teorema de

Gauss covariante como:

∫

Ω

[∇c(δΓ
c
ab)−∇b(δΓ

c
ca)]

√−g gab dnx =

∫

Ω

∂(
√−gV c)

∂xc
dnx , (A.8)

onde

V c = gabδΓc
ab − gacδΓb

ab . (A.9)

A integral do lado direito em (A.8) se anula pelo Teorema de Gauss, pois, no contorno de
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integração os símbolos de Christoffel desaparecem [48,49]. Ficamos então com:

∫

Ω

1

2k

[(

Rab −
1

2
gabR

)

− k

(

−gabLM + 2
∂LM

∂gab

)]√−g δgab dnx = 0 . (A.10)

Definimos então o Tensor Energia-Momento como:

Tab = −gabLM + 2
∂LM

∂gab
=

2√−g
δSM

δgab
. (A.11)

Assim, como as variações δgab são arbitrárias, temos:

Gab = Rab −
1

2
gabR = kTab , (A.12)

onde Gab é chamado de Tensor de Einstein. As equações dadas por (A.12) são conhecidas

como Equações de Einstein.

As equações de Einstein podem ainda ser escritas da seguinte forma:

Gab = Rab −
1

2
gabR + Λgab = kTab , (A.13)

onde Λ chamada constante cosmológica. Este termo extra foi adicionado por Einsten de

modo a fazer com que as equações de campo fossem aplicáveis à problemas em Cosmologia.
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A.2 Apêndice B: Equações de Movimento e Campo e

Tensor Energia-Momento

Equações de Movimento

Para obtermos as equações de movimentos vamos variar a ação (2.48) com relação ao

campo escalar φ. Desta forma tempos que:

δS

δφ
=

∫

d5x
√

|g|δ
(

−R
4
+ L(φ, ∂aφ)

)

. (A.14)

Sabendo que R depende apenas da métrica e que δS = 0 , nós obtemos as equações de

Euler-Lagrange, dadas por:

∂a
∂L

∂(∂aφ)
− ∂L
∂φ

= 0 . (A.15)

Utilizando a densidade Lagrangeana dada por (2.52), ficamos com:

∇a∇aφ+
∂V

∂φ
= 0 . (A.16)

A derivada covariante de um tensor é definida como:

∇aA
a = ∂aA

a + Γc
cbA

b . (A.17)

Da definição de conexão afim [48], temos que:

Γc
cb = ∂b(ln

√

|g|) . (A.18)

Considerando que no nosso caso φ é um campo escalar, a primeira derivada covariante

torna-se uma derivada usual (∇a → ∂a) e que Aa = ∂aφ, podemos então reescrever (A.16)

como:

1
√

|g|
∂a(
√

|g|gab∂bφ) + Vφ = 0 . (A.19)
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A métrica utilizada é dada por:

gab = diag[e2A(y)ηµν ,−1] , (A.20)

onde ηµν é a métrica e Minkowsky, a, b = 0, 1, 2, 3, 5 e µ, ν = 0, 1, 2, 3, assim g = det(gab) =

e8A. Além disto, iremos considerar que o campo depende apenas da dimensão extra. Desta

forma ficamos com:

1

e4A
∂a(−e4Aφ′) + Vφ = 0 . (A.21)

Finalmente temos que:

φ′′ + 4A′φ′ = Vφ , (A.22)

onde as "linhas"(’) representam a derivada com relação à dimensão extra e o subíndice φ

a derivada com relação ao campo.

Equações de Campo

O elemento de linha em cinco dimensões que estaremos usando é escrito como:

ds25 = gijdx
idxj = e2Ads24 − dy2 , (A.23)

onde i, j = 0...4 e A é chamado fator de warp. O elemento quadridimensional ds24 pode

ser escrito ainda como:

ds24 = dt2 − e−2
√
Λt(dx21 + dx22 + dx23); (A.24a)

ds24 = e−2
√
Λx3(dt2 − dx21 − dx22)− dx23 , (A.24b)

para geometrias dS e AdS respectivamente. Λ representa a constante cosmológica do

espaço quadridimensional.
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O símbolos de Christoffell são obtidos através da seguinte equação:

Γa
bc =

1

2
gad
(

∂gdb
∂xc

+
∂gdc
∂xb

− ∂gcb
∂xd

)

. (A.25)

O Tensor Ricci é definido como:

Rab =
∂Γc

µν

∂xc − ∂Γc
ac

∂xb + Γd
abΓ

c
cd − Γd

acΓ
c
bd. (A.26)

Cujas componentes não nulas são:

Rµν = (4A′2 + A′′ − 3e−2AΛ)gµν ; (A.27a)

R55 = −4(A′′ + A′2) . (A.27b)

O escalar de Ricci é definido como:

R = Ra
a = gabRab , (A.28)

e é dado por:

R = 20A′2 + 8A′′ − 12Λe−2A (A.29)

Podemos agora montar o tensor de Einstein (A.12), onde suas componentes não nulas

são:

Gµν = (−6A′2 − 3A′′ + 3Λe−2A)gµν = k2Tµν ; (A.30a)

G55 = 6A2 − 6Λe−2A = k2T55 . (A.30b)

Para o caso de Branas Espessas curvas, tomando K2 = 2, temos:

Gµν = −6A′2 − 3A′′ + 3Λe−2A = φ′2 + 2V ; (A.31a)

G55 = 6A2 − 6Λe−2A = φ′2 − 2V . (A.31b)
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Obtemos então:

A′2 − Λe−2A =
1

6
φ′2 − 1

3
V ; (A.32a)

A′′ + Λe2A = −2

3
φ′2 . (A.32b)

Para obtermos as equações para modelos de Branas Espessas planas, basta tomar Λ = 0.

Para os modelos de Branas Bimétricas planas temos:

Gµν = −3A′′ − 6A′2 = φ′2 + 2V + 2Λ̃5Bφ
′; (A.33a)

G55 = 6A′2 = φ′2 − 2V . (A.33b)

Somando (A.33b) e (A.33a), temos o seguinte conjunto de equações:

A′2 =
1

6
φ′2 − 1

3
V ; (A.34a)

A′′ = −2

3
φ′2 − 2

3
Λ̃5Bφ

′ . (A.34b)

Tensor Energia-Momento

Para calcular os tensores energia-momento de cada modelo, iremos utilizar a expressão

(A.11), onde ficamos apenas com a necessidade de escolher uma densidade lagrangeana

para o modelo.

Para os Modelos de Branas espessas, temos que:

L =
1

2
gab∂aφ∂bφ− V (φ) , (A.35)

assim, o tensor Energia é:

Tab = −1

2
gab∂cφ∂

cφ+ gabV + ∂aφ∂bφ . (A.36)
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Para o caso de Branas Bimétricas, temos que:

L =
1

2
gcd∂cφ∂dφ− V + Λ̃5

√

(1− C) + ǫB2gcd∂cφ∂dφ . (A.37)

Adotando C = 1 temos:

L =
1

2
gcd∂cφ∂dφ− V + Λ̃5

√

ǫB2gcd∂cφ∂dφ . (A.38)

Utilizando a Lagraneana acima em (A.11), ficamos com

Tab = 2

(

1

2
δacδbd∂cφ∂dφ+

Λ̃5

2

ǫB2δacδbd∂cφ∂dφ
√

ǫB2gcd∂cφ∂dφ

)

− gab

(

1

2
gcd∂cφ∂dφ− V + Λ̃5

√

ǫB2gcd∂cφ∂dφ

)

.

(A.39)

Considerando que o campo φ depende exclusivamente da dimensão extra e que g55 =

−1, devemos adotar ǫ = −1. O que nos leva a seguinte forma para o tensor Energia

Momento:

Tab = −1

2
gab∂

cφ∂cφ+ gabV − gabΛ̃5

√

ǫB2gcd∂cφ∂dφ+
ǫΛ̃5B

2∂aφ∂bφ
√

ǫB2gcd∂cφ∂dφ
, (A.40)

ou ainda,

Tab =
1

2
gabφ

′2 + gabV − gabΛ̃5Bφ
′ − Λ̃5B

2∂aφ∂bφ

φ′B
. (A.41)


