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Resumo

As expressoes regulares (ER) sdo conceitos abstratos da Teoria da Computacdo amplamente
utilizados nas tarefas de processamento de texto e casamento de padrdo que sdo aplicadas em
diversas dreas, tais como, biologia computacional, processamento de sinais, recuperacdo de
textos, reconhecimento de escrita a mao, reconhecimento de padrdes, entre outras. As abor-
dagens cléssicas existentes para sua utilizagdo possuem duas fases: i) a transformagdo da
expressao regular em autdomato finito, deterministico (AFD) ou ndo-deterministico (AFN); e
ii) a implementacdo (codificacdo e simula¢do) do autobmato em hardware cldssico. No en-
tanto, essas abordagens sdo ineficientes na execu¢do de uma de suas fases, seja em relacao ao
tempo ou ao espago utilizados. Este trabalho propde uma abordagem quéntica alternativa as
abordagens cldssicas para o uso de expressdes regulares. Na abordagem proposta, a fase de
transformacao € dividida em duas: a transforma¢do ER-AFN cléssica € mantida e introduz-
se a transformagdo do AFN em um autdmato finito quantico (AFQ) através da aplicagdo do
algoritmo desenvolvido e apresentado neste trabalho. Esse algoritmo utiliza um modelo de
AFQ que reconhece a classe das linguagens regulares (AFQ Ancilla). A transformacdo é
feita em tempo polinomial e preserva o nimero de estados do AFN, eliminando tanto a inefi-
ciéncia no uso da memoria que resultava da transformacao classica AFN-AFD, quanto a pos-
terior necessidade de minimizagdo. Para a fase de implementacdo do automato, € proposto
um arcabougo para descrever um automato finito quantico através da linguagem de circuitos
quanticos, utilizando um ndmero de portas polinomialmente proporcional a quantidade de
estados do autdmato e ao tamanho da palavra de entrada. Assim, a abordagem quantica é
computacionalmente eficiente pois ambas as fases possuem complexidade polinomial, tanto

de tempo quanto de espaco.



Abstract

Regular expressions (ER) are abstract concepts from Computing Theory widely used in
text processing and pattern matching tasks applied in numerous areas, such as, computa-
tional biology, signal processing, text retrieving, handwriting recognition, pattern recogni-
tion, etc. The classical approaches for their use have two phases: i) transformation from
regular expression to finite automata, where the automata can be deterministic (AFD) or
non-deterministic (AFN); and ii) automata implementation (codification and simulation) in
classical hardware. However, both phases contain inefficiencies related to time or space con-
sumed in their run. This work proposes a quantum approach alternative to the classical ones
for regular expression usage. In the proposed approach, the transformation phase is divided
into two steps: the classical conversion ER-AFN continues and it is introduced the trans-
formation from AFN to quantum finite automata (AFQ), by using the algorithm developed
and presented in this work. This algorithm uses an AFQ model that recognizes the regular
language classes, the AFQ Ancilla model. The transformation is carried out in polynomial
time and it preserves the AFN’s number of states, eliminating both the memory inefficiency
resulting from AFN-AFD classical conversion, and the later minimization need. In automata
implementation phase, it is proposed a framework to describe a quantum finite automata th-
rough the quantum circuits language, using a polynomial number of gates proportional to

automata number of states and input word size.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho propde uma abordagem quantica alternativa as abordagens classicas para o uso
de expressoes regulares (ER). As expressdes regulares provém uma maneira facil e eficiente
de expressar palavras de uma linguagem o que permite o seu largo uso como linguagem de
entrada para diversas ferramentas e aplicagdes que realizam pesquisa de texto e casamento
de padrdes, por exemplo. As abordagens cldssicas para o uso das expressodes regulares pos-
suem basicamente duas fases: a fase de transformacao da expressao regular em um autdomato
finito (deterministico ou ndao), ER-AFD ou ER-AFN, e a fase de implementacdo (codifica-
¢do ou simula¢@o) do autdmato em um hardware cldssico. Tem-se, entdo, duas maneiras de
utilizacdo: ER-AFD e implementacdo de um AFD ou ER-AFN e simulacdo de um AFN.
No entanto, ambas as maneiras possuem deficiéncias em sua execugdo, seja em relacdo ao
tempo ou ao espago consumidos. Na abordagem proposta, a fase de transformacdo € di-
vidida em duas etapas: transformagdao ER-AFN e, em seguida, transformacdo do AFN em
um autdmato finito quantico (AFQ), AFN-AFQ, segundo um modelo adequado de autémato
finito quantico descrito mais além e a partir de um algoritmo eficiente desenvolvido e apre-
sentado neste trabalho. A transformacao € feita em tempo polinomial e preserva o nimero de
estados do AFN, eliminando tanto a ineficiéncia no uso da memdria que resultava da trans-
formacao cldssica AFN-AFD, quanto a posterior necessidade de minimizagdo. Para a fase
de implementacgdo, € proposta uma forma sistematica e eficiente de descrever um automato
finito quantico (segundo o modelo mencionado acima) através da linguagem de circuitos
quanticos, utilizando um ndmero de portas polinomialmente proporcional a quantidade de

estados do autdmato e ao tamanho da palavra de entrada. Desse modo, a abordagem quan-
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tica proposta é computacionalmente eficiente pois ambas as fases possuem complexidade
polinomial, tanto de tempo quanto de espago
Neste capitulo sdo apresentadas as informagdes gerais sobre a pesquisa realizada, defi-

nindo o problema abordado, o objetivo do trabalho, a relevancia e a metodologia utilizada.

1.1 Automatos Finitos

A Teoria dos Autdomatos (TA) é um ramo da Teoria da Computacdo que estuda modelos
computacionais abstratos através de descri¢cdes matemdticas. Seu estudo proporciona o en-
tendimento do que € computacio e quais os seus limites, sendo de fundamental importancia
para os cursos de Ciéncia da Computacdo. Mais ainda, proporciona o desenvolvimento de
varias habilidades cognitivas no estudante, possibilitando-o expressar, refletir clara e preci-
samente sobre a resolu¢do de problemas computacionais, assim como perceber as limitagdes
da solugdo.

Os principais conceitos da Teoria dos Autdmatos foram introduzidos na década de 50
como resultado do esforco de diversos pesquisadores incluindo matematicos, lingiiistas,
neurofisiologistas e engenheiros eletricistas. Os trabalhos iniciais da drea buscavam o de-
senvolvimento de mdquinas que modelassem os processos cognitivos do cérebro humano. O
matematico Alan Turing apresentou, em 1936, a Mdquina de Turing como sendo um modelo
de uma maquina cujo funcionamento era baseado no procedimento usado pelos mateméticos
para prova de teoremas [Tur36]. Alguns anos mais tarde, em 1943, McCulloch, psiquiatra, e
Pitts, matemaético, construiram um modelo para explicar o funcionamento dos neurdnios uti-
lizando o conceito de maquinas de estado finito [MP43]. Em 1951, Kleene fez um estudo mi-
nucioso sobre o artigo de McCulloch e Pitts, mas somente em 1956, publicou seu trabalho no
qual introduziu o conceito de linguagens regulares, originalmente denominadas de “eventos
regulares” [Kle56]. Huffman, em 1954, estudando a sintese de circuitos seqiienciais, apre-
sentou a nocao de estado de um autdomato e de tabela de transicao [Huf54]. Moore [Mo0056],
em 1956, introduziu a nocdo de estados indistingiiiveis e apresentou um algoritmo de mi-
nimizacao, além de desenvolver um modelo de autdmato com saida, simultaneamente ao
trabalho de Mealy [Mea55]. O conceito de autdomatos finitos ndo-deterministicos foi intro-

duzido por Rabin e Scott [RS59] que expuseram os principais conceitos da drea de forma
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sistematica, servindo de base para diversos trabalhos posteriores [LP81]. Para uma revisao
histérica mais detalhada sugere-se o artigo de Perrin [Per93].

Nas décadas de 60 e 70, os estudos tedricos na area foram bastante ativos. Nas ultimas
duas décadas, no entanto, o foco das pesquisas tem sido as indmeras aplicagdes praticas
dos conceitos e idéias da TA que envolvem quase todas as areas da Ciéncia da Computacao

[HMUO2], dentre as quais destacam-se:

softwares verificadores de circuitos digitais [Pet99];
e analisadores 1éxicos dos compiladores [ASU86];

e diversas aplicacdes em processamento de linguagem natural, por exemplo, diciondrios
multilingiie, thesauri e verificadores de escrita, atuando na representag¢ao de vocabul4-

rios e indexagao de textos [RS97, Kar00, KLS98, Arb87, Moh96];
e modulos de casamento de padrdes utilizados em diversos softwares de busca [CH97];
e geradores de seqiiéncias de numeros [Hae(03];
e descricdes de algoritmos na teoria dos grupos [Sim94b];
e processadores de linguagem XML [Sch07];
e especificagdes conceituais de e-Services [BRSMO4];
e verificadores de programas [VWS86];
e aplicagdes em aprendizagem de mdquina [Ron95];
e cnfre outros.

Em virtude desse grande alcance pratico, a TA deixou de ser ttil apenas em sala de
aula, como componente tedrico dos cursos de Computacao, e tornou-se fundamental para o
desenvolvimento de aplicacdes do mundo real.

No centro da Teoria dos Automatos esta o conceito de Automato Finito (AF), um con-
ceito matematico abstrato ou um modelo de computacdo. Mecanicamente, um AF pode ser
entendido como uma méaquina que possui um controle constituido de estados e um cabecote

de leitura que se move sobre a fita de entrada. A fita € dividida em células em que estd escrita
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uma seqiiéncia finita de simbolos, chamada de palavra, com um simbolo escrito por célula.
No inicio da computacdo, o controle do autdbmato estd em um estado especial, dito estado
inicial, e o cabecote posicionado na célula mais a esquerda da fita. Ao ler um simbolo, o
autdmato altera o estado do controle obedecendo uma fun¢do de transicao, que depende ape-
nas do estado corrente e do simbolo lido. Apds a leitura, o cabegote move-se para a direita,
1€ um outro simbolo e altera o estado do controle novamente. Esse processamento € feito
sucessivamente até que todos os simbolos escritos na fita sejam lidos. Se ao final da compu-
tacdo, o autdmato estiver em um estado especial, dito estado de aceitagcdo, entdo o autdmato
aceita a palavra lida. Caso contrario, a rejeita. O conjunto de todas as palavras que o autd-
mato aceita € dito ser a linguagem que o autdmato reconhece. As linguagens reconhecidas
por autdmatos finitos formam a classe das linguagens regulares. Na figura 1.1 encontra-se a

representacdo de um autdmato finito evidenciando suas partes constituintes.

‘alblalalb)
t

‘ Cabegote

Fita de entrada

1. 2 .
0 n
Oo o

Estados | Controle finito

Figura 1.1: Representacdo do autdmato finito

Os AFs atuam deterministicamente quando cada passo da computa¢do segue um Unico
caminho a partir do passo anterior, isto é, para cada combinacido de estado e simbolo hd
um Unico préximo estado possivel. O autdmato que possui comportamento deterministico é
chamado de Autdémato Finito Deterministico (AFD). Em contrapartida, os autdmatos podem
atuar ndo-deterministicamente quando a restri¢cdo de unitaridade € relaxada, ou seja, quando
ha mais de um caminho a seguir na escolha do proximo estado. Os Autdmatos Finitos Nao-
deterministicos (AFN) seguem todos os caminhos possiveis simultaneamente. Apesar de
parecer mais poderosa no sentido de reconhecer uma classe maior de linguagens, essa ex-
tensdo nao-deterministica reconhece a mesma classe de linguagens que os AFDs, sendo,
portanto, dois conceitos equivalentes. Além disso, todo AFN pode ser convertido em um

AFD equivalente. Geralmente, um AFN € menor que sua contrapartida deterministica, tanto
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na quantidade de estados quanto na de transi¢des, e seu funcionamento pode ser mais fécil
de entender. Além disso, construir um automato finito ndo-deterministico € freqiientemente
mais fécil que construir um AFD. Essas vantagens justificam o uso dos autdomatos finitos
nio-deterministicos como primeira opcao no projeto de solucdes utilizando autdmatos fi-
nitos. Mais ainda, AFNs sdo bastante utilizados para reduzir a complexidade do trabalho
matematico requerido na prova de muitas propriedades importantes da Teoria dos Automa-
tos.

Os livros sobre Teoria da Computagao [CL89, Coh97, HMUO2, Koz97, LP81], [Sal69],
[Sip97], abordam o tema dos autdmatos finitos em maior ou menor profundidade e sdo uma
boa fonte de estudo.

Variacdes dos modelos basicos AFD e AFN, como por exemplo tree automata, timed
automata, probabilistic automata, entre outras, tétm sido propostas e sdo utilizadas em al-
gumas aplicagdes especificas. Tree automata, por exemplo, sdo utilizados em processadores
de linguagem XML [SchO7]; timed automata em modelagem de e-Services [BRSMO04]; e

probabilistic automata em aprendizagem de maquina [Ron95].

1.2 Expressoes Regulares

Um outro conceito importante estudado na Teoria dos Autdmatos sdo as Expressdes Re-
gulares (ER), uma notacdo algébrica para descrever linguagens. Elas sdo equivalentes aos
autdmatos finitos no sentido que ambos os conceitos descrevem exatamente a mesma classe
de linguagens. Para cada linguagem regular existe, no minimo, uma ER que a descreve e, no
minimo, um AF que a reconhece.

As expressoes regulares oferecem um modo declarativo de expressar as palavras de uma
linguagem, provendo uma maneira facil e eficiente de representar padrdes de strings, sejam
eles simples ou ndo. Essa facilidade de representacdo permite o uso das ERs como lingua-
gem de entrada para as ferramentas de pesquisa de texto, como por exemplo, grep/UNIX,
egrep/UNIX, PowerGREP, RegexBuddy [GoyO7], além de terem papel fundamental nos
componentes l1éxicos dos compiladores [ASU86] e nas diversas aplicagdes que realizam
casamento de padrOes abrangendo as dreas de biologia computacional, processamento de

sinais, recuperacdo de textos, reconhecimento de escrita a mao, reconhecimento de padrdes,
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entre outras [Nav04].

As ERs tém papel importante também para os programadores. Com seu uso, permite-
se uma reducao significativa no tempo de codificacdo ja que € possivel escrever métodos
de busca de padrdes em poucas linhas de cédigo. Além disso, uma expressdo regular é
mais rdpida de escrever e mais facil de depurar e manter que dezenas de linhas de cédigo
que realizam a mesma tarefa. Exemplos de linguagens de programacgdo e pacotes que dao
suporte ao uso de expressdes regulares incluem: Java, JavaScript, .NET, Perl, PHP, Python,
Ruby, Tcl, VBScript, VisualBasic 6, Sed e Awk. Perl se destaca entre as demais por ser
uma linguagem de programacgao voltada para o processamento de texto € cujos programas
tém as expressoes regulares como conceito chave. Para exemplificar o poder das expressoes
regulares, segue abaixo o programa Perl que pesquisa todos os arquivos .txt do diretério
corrente e substitui os valores em Fahrenheit por valores em graus Celsius. O programa

consiste em uma linha de c6digo apenas! [Fri02]

perl -pi -e "s{([-+12\d+(\.\d+)?)F\b}{sprintf "$\%.0£fC$",S$(\dollar 1-32)+5/9}eg’ =*.txt

Os bancos de dados mais utilizados atualmente também possuem funcionalidades basea-
das em expressoes regulares que podem ser usadas em declaragdes SQL para filtrar colunas
de tabelas. Em alguns € possivel também usar expressoes regulares para extrair parte de uma
coluna ou modificar colunas utilizando a funcdo “localiza-e-substitui”. Exemplos de BDs
que utilizam ERs incluem MySQL, Oracle e PostgreSQL [Goy(07].

Os livros de Teoria da Computacdo [HMUO2,LP81, Sip97] abordam os aspectos tedricos
sobre as expressoes regulares e a sua relacdo com autdmatos finitos. Para um estudo apro-
fundado sobre seu uso para programacao recomenda-se o livro do Oreilly [Fri02] e o site do

Goyvaerts [Goy07].

1.3 Problemas na Utilizacao de Expressoes Regulares

Como apresentado na secao anterior, as expressoes regulares sdo o meio preferido para apli-
cacdes que buscam padrdes em texto, por exemplo. No entanto, por serem apenas descrigdes
algébricas de linguagens, as ERs ndo processam palavras sendo necessdrio, portanto, utilizar

um mecanismo que realize tal tarefa: o autdmato finito.
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Classicamente, existem duas abordagens para utilizar expressdes regulares em proble-
mas de busca de padrdes e ambas requerem processos de transformagio e implementacao
(codificagdo e execucgdo). A tabela 1.1 apresenta um resumo dessas abordagens na utiliza¢do
de expressoes regulares que serdo detalhadas a seguir e as vantagens e desvantagens de cada

uma.

Tabela 1.1: Abordagens na utilizacdo de expressdes regulares.

Abordagem | Transformagdo | Implementacdo Vantagem/Desvantagem
12 ER - AFN Simulacdo Transformacdo eficiente, implementagdo ineficiente
28 ER - AFD Direta Transformacdo ineficiente, implementacao eficiente

Na primeira abordagem, a transformac¢do ER-AFN ¢ eficiente no sentido de que um dos
algoritmos existentes que realiza tal tarefa tem complexidade de tempo da ordem de O(r)
e o espaco utilizado durante a aplicagdo do algoritmo também é da ordem de O(r), onde r
€ o tamanho da expressao regular a ser transformada [Tho68]. No entanto, a implementa-
¢io (codificacdo e execucdo) do AFN nio é realizada de forma direta. E preciso simuld-lo.
O método de simulago bésico executa em tempo O(p|Q|?) € espago O(|2||Q|*), onde p é
o tamanho da palavra de entrada, |@)| é a quantidade de estados do AFN e |X| € a quanti-
dade de simbolos do alfabeto. Tal método pode ser considerado uma transformacgao on the
fly do AFN para um AFD, onde apenas os estados deterministicos necessarios no proximo
passo sdo construidos a partir do estado deterministico atual [HolOO]. Outros métodos de
simulacdo foram desenvolvidos baseados no método basico, como programacgao dinamica e
bit-paralelismo. Entretanto, eles possuem restricdes no uso. A programacdo dindmica, por
exemplo, ndo € aplicavel a qualquer AFN. J4 o bit-paralelismo € utilizado apenas na pesquisa
de padrdes mais simples e, a cada tipo de padrao pesquisado (classes de caracteres, caracteres
opcionais, lacunas) € necessario projetar um algoritmo diferente que simule o NFA [Nav04].
Dependendo do tipo de casamento de padrdo a ser realizado (exato ou aproximado) um mé-
todo pode ser mais eficiente que outro, demandando assim uma andlise prévia na escolha do
método a ser utilizado.

J4 na segunda abordagem, a ineficiéncia estd no processo de transformacdo ER-AFD
pois 0 mesma néo é realizado de forma direta. E preciso transformar a expressio regular
em um autdmato finito ndo deterministico (ER-AFN) e posteriormente em um autdomato fi-

nito deterministico (AFN-AFD) [ASU86]. Enquanto a transformacao ER-AFN ¢ eficiente,
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como mostrado anteriormente, a transformacdo AFN-AFD ndo o é. O principal algoritmo
de transformacdo de AFN para AFD pode levar, no pior caso, a um aumento exponencial
no ndmero de estados do autdmato [RS59]. Isto €, se o AFN possui n estados, o AFD re-
sultante possuird 2" estados. Visando diminuir essa grande quantidade de estados, pode-se
converter o AFD em um AFD minimo. O algoritmo de minimizacao de melhor desempenho
computacional € o algoritmo de Hopcroft apresentado em [Hop71] e [Gri73]. Sua comple-
xidade no tempo é da ordem O(m log m), onde m é a quantidade de estados do AFD a ser
minimizado. Contudo, o crescimento exponencial do ndmero de estados resultante da trans-
formacdo AFN-AFD torna a minimizagdo um problema NP-hard [Ski97], pois o algoritmo
de Hopcroft passa a ter complexidade da ordem de O(2" log 2"). Entretanto, uma vez tendo
o AFD ¢ possivel executd-lo em tempo O(p), onde p é o tamanho da palavra de entrada.

A eficiéncia desse processo se dd na fase de implementacao do AFD pois, por ser de-
terministico, o autdmato € bastante simples de codificar e executar, demandando tempo li-
near [Hol00] [ASUS86].

Mesmo com as deficiéncias apresentadas, ambas as abordagens t€m sido utilizadas nas
diversas ferramentas que possibilitam o uso de expressdes regulares como linguagem de des-
cricdo de padrdes de texto. Algumas ferramentas utilizam a primeira abordagem pois nem
sempre ocorre a explosdo de estados e o AFD tem quase a mesma quantidade de estados do
AFN equivalente, ndo podendo portanto ser aplicada em todos os casos. Em outras ferra-
mentas que utilizam a segunda abordagem, a simulacao de AFNs € bastante ineficiente pois
utilizam a técnica de backtracking (demanda tempo exponencial!), embora como apresentado
acima nessa secao, existam métodos de simulagdo mais eficientes tais como bit paralelismo

e programacdo dindmica, porém com restri¢des de uso.

1.4 Abordagem Alternativa Utilizando Hardware Quan-
tico

Este trabalho propde uma abordagem alternativa para utilizacdo de expressoes regulares ba-
seada em um modelo de Autdomato Finito Quantico (AFQ) que garante eficiéncia computaci-
onal tanto do processo de transformagao quanto do de implementagao. Autdmatos quanticos

sdo similares aos autdmatos cldssicos em descricdo e funcionamento, mas sdo intrinseca-
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mente ndo-deterministicos, devido a caracteristica probabilistica da Computa¢do Quantica
(CQ). Os conceitos basicos da CQ sdo apresentados no apéndice A.

A Computacdo Quantica (CQ) é um novo paradigma computacional que faz uso dos
efeitos da Mecanica Quantica (MQ), tais como superposi¢do e interferéncia, para proces-
sar informagdo. Seu estudo iniciou-se na década de 80 quando Feynman [Fey82] afirmou
que sistemas cldssicos ndo poderiam simular sistemas quanticos eficientemente, pois tal si-
mulacdo utilizaria recursos de ordem exponencial, sugerindo a constru¢do de uma méiquina
que explorasse os principios da Mecanica Quantica. A partir de entdo, a CQ desenvolveu-
se com contribui¢des iniciais de Deutsch [Deu85], [Deu89], Bernstein e Vazirani [BV97],
Simon [Sim94a], entre outros.

Em 1994, por conseqiiéncia da publicacdo do algoritmo de Shor [Sho94], que resolve
o problema da fatoragdo de nimeros inteiros grandes em tempo polinomial, as pesquisas
na drea ganharam impulso e abandonaram o sfatus de mera curiosidade académica. Dada a
utilidade da fatoracao para os sistemas de criptografia atuais, esse algoritmo € considerado o
primeiro algoritmo quantico de relevancia prética.

Shor utilizou em seu trabalho outro algoritmo quéntico importante: a Transformada
Quantica de Fourier (QFT - Quantum Fourier Transform). Enquanto sua versao cldssica mais
eficiente, a Transformada Répida de Fourier (FFT - Fast Fourier Transform), possui comple-
xidade na ordem de O(N log N), a QFT possui complexidade na ordem de O(log?N), sendo
exponencialmente mais rapida que aquela [Mar06].

Outro algoritmo de destaque na drea é o algoritmo de Grover [Gro96]. Desenvolvido
para realizar buscas em uma lista (base de dados) desordenada, seu ganho em complexidade
€ quadrdtico em relacdo aos algoritmos classicos existentes. Apesar do ganho ndo ser tao
expressivo quanto o conseguido pela QFT, este algoritmo de busca € utilizado, sobretudo,
para acelerar a solu¢do de problemas cuja tnica estratégia cldssica é o método da forca bruta,
a exemplo dos problemas NP-completos [KFPLO7] e de problemas da Teoria da Informacgao
[ONAO7,0A07].

As pesquisas utilizando o paradigma da Computacdo Quantica t€ém avancado no desen-
volvimento de algoritmos que sejam mais eficientes que os classicos, como os apresentados
anteriormente, provendo 6timos resultados e incentivando novos estudos na area. Entre-

tanto, a busca por algoritmos quénticos mais eficientes pode ndo ter resultados expressivos



1.4 Abordagem Alternativa Utilizando Hardware Quantico 10

em determinadas dreas da Computacdo. Por exemplo, os problemas abrangidos pela teo-
ria dos autdmatos finitos (linguagens regulares) sdo resolvidos em tempo linear no contexto
classico [LP81], tornando desnecessdrio o uso de autdmatos finitos quanticos para a solu-
cdo desses problemas. Todavia, € possivel utilizar os conceitos e elementos da Computacao
Quantica para melhorar outros aspectos da Computagao Classica, como por exemplo, o uso
de expressodes regulares, que € o problema abordado nessa dissertagao.

A abordagem alternativa quantica proposta neste trabalho, e que tem como requisitos a
eficiéncia computacional tanto do processo de transformacio quanto do de implementacao,

consiste das seguintes etapas:

1. Transformacdo classica ER-AFN;

2. Transformac¢do do AFN-AFQ, segundo o modelo de autdmato finito quantico utili-
zado, apresentado no capitulo 4, utilizando o algoritmo desenvolvido nesse trabalho.
Este algoritmo executa em tempo polinomial preservando o nimero de estados do

autdmato;

3. Codificacdo do AFQ, resultante da segunda etapa, na linguagem dos circuitos quan-
ticos e execu¢do do modelo em um ‘“hardware” quantico. Essa codificagdo usa um
numero de portas quanticas proporcional ao tamanho da palavra e a quantidade de es-
tados do autdomato, e a execucdo ocorre em tempo proporcional ao tamanho da palavra

e independente do nimero de estados do autémato.

Como o processo de transformagdo AFN-AFQ preserva o niimero de estados do autd-
mato, o problema de explosdo de estados que resulta da transformacao AFN-AFD classica é
eliminado, bem como a necessidade de minimiza¢do do automato. A implementacao (codi-
ficacdo e execugdo) também € eficiente pois do ponto de vista da codificacdo o tamanho do
circuito € linear no tamanho da entrada e no ndmero de estados demandando, e, do ponto de
vista da execucdo, o algoritmo executa em tempo linear ao tamanho da entrada e indepen-
dente da quantidade de estados do autdmato.

A tabela 1.2 apresenta um resumo das abordagens cldssicas e da abordagem quantica

proposta.
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Tabela 1.2: Abordagens classicas e abordagem quantica proposta.

Abordagem Transformagio Implementagdo Vantagem/Desvantagem
12 ER - AFN Simulag@o Transformacao eficiente, implementag@o ineficiente
24 ER - AFD Direta Transformacéo ineficiente, implementacao eficiente
Proposta ER - AFN - AFQ | Direta (via circuito quantico) Transformacao eficiente, implementagdo eficiente

1.5 Objetivos do Trabalho

O objetivo deste trabalho € a concep¢do de uma abordagem alternativa eficiente para o uso
de expressoes regulares. A solug@o proposta passa pela definicdo de um algoritmo de trans-
formacdo de um AFN em um AFQ em tempo polinomial preservando o nimero de estados
do AFN original, eliminando a ineficiéncia no uso da memoria que resultava da transforma-
cdo classica AFN-AFD e posterior minimizacdo. Em adicao, € proposto um arcaboug¢o ou
forma sistemadtica de descrever um autdomato finito quantico através da linguagem de circui-
tos quanticos utilizando um ndmero de portas polinomialmente proporcional a quantidade

de estados do autdmato e ao tamanho da palavra de entrada.

1.6 Relevancia

A utilizagdo da Computag@o Quantica para solucdo de problemas do mundo cldssico mostra-
se bastante promissora, uma vez que os efeitos quanticos permitem, em determinados casos,
um ganho computacional expressivo. Contudo, a CQ pode atuar também diminuindo a com-
plexidade do projeto de autbmatos ou maquinas. O algoritmo desenvolvido neste trabalho é
um resultado que atesta tal ganho, ao reduzir significativamente a complexidade do processo
de construc¢do da solucdo (autémato). A larga utilizacdo pratica dos autématos finitos jus-
tifica a importancia das pesquisas na drea em busca de métodos, técnicas e algoritmos que
facilitem seu uso.

Além disso, o arcabouco proposto para implementar um autdomato finito quantico utili-
zando a linguagem de circuitos quanticos € bastante genérico. Para implementar um AFQ
qualquer segundo o modelo de autémato utilizado basta realizar duas alteragdes no circuito.
A primeira é construir as portas que implementam as matrizes correspondentes aos simbolos
do alfabeto sendo utilizado, para que elas correspondam a fungdo de transicao do autdmato,

e substitui-las nos locais onde aparecem no circuito. O algoritmo descrito por Nielsen e
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Chuang [NCO0O0] pode ser utilizado para construir tais portas. A segunda alteracdo é aumen-
tar ou diminuir o nimero de qubits para representar os estados do autdmato e os simbolos
do alfabeto. Desse modo, qualquer que seja o AFQ a ser implementado, o arcabougo pro-
posto sofrerd pouquissimas mudancas, tornando a implementagdo de autdmatos quanticos
escaldvel.

Outro ponto importante € que maquinas quanticas mais simples, como os AFQs, devem
estar disponiveis bem antes que os almejados computadores quanticos, pois elas demandam
apenas a implementacao fisica de poucas portas (de um e dois qubits), ja descritas e estudadas
pela CQ [BBC'95]. Ainda, € possivel que as primeiras implementagdes de computadores
quanticos ndo sejam completamente quanticas e uma parte cldssica opere juntamente com
uma parte quantica.

E necessdrio destacar que este trabalho de Mestrado esté inserido no 4mbito das pesquisas
do IQuanta - Instituto de Estudos em Informacdo e Computacdo Quanticas - e contribuird
para a consolidagdo do mesmo como centro de pesquisa na drea, ao apresentar mais um

resultado positivo no uso da CQ.

1.7 Metodologia

Por ser um trabalho tedrico, a metodologia adotada foi composta de atividades de estudo e

pesquisa apresentadas a seguir:

1. Realizacdo da revisdo bibliografica sobre os grupos de pesquisa cujo enfoque sdo os

autdmatos finitos quanticos.

2. Estudo dos automatos finitos quanticos existentes, dando énfase a descri¢ao, classe de

linguagem reconhecida, pontos positivos e negativos de cada modelo.

3. Estudo da teoria dos autdmatos finitos cldssicos buscando problemas ou ineficiéncias

de uma abordagem cldssica.

4. Elaboracgao e formalizacdo de uma alternativa para o problema descrito na etapa ante-

rior utilizando uma abordagem quantica.

5. Elaboracdo de artigos técnico-cientificos para divulgacdo do trabalho.
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Todas essas atividades foram documentadas e seus artefatos estdo disponiveis no site
http://www.dsc.ufcg.edu.br/~cha/qfa, incluindo os relatérios das atividades 2 e 3, a pro-
posta de dissertacdo resultante da atividade 4 e o artigo técnico-cientifico intitulado “Um
algoritmo para transformar um autdmato finito ndo-deterministico em um autdmato finito
quantico preservando o nimero de estados e a linguagem reconhecida”, publicado nos Anais
do Workshop-Escola de Computagdo e Informacao Quantica - WECIQ2006 contendo os

resultados iniciais da pesquisa [ILO6].

1.8 Estrutura da Dissertacao

Este capitulo apresentou as informagdes gerais sobre a pesquisa, definindo o problema abor-
dado, os objetivos do trabalho, a relevancia e a metodologia utilizada.

No Capitulo 2 s3o apresentados os Autdmatos Finitos (AF) cléassicos abordando a de-
finicdo formal dos mesmos, sua utilizacdo e os modelos deterministico (AFD) e ndo-
deterministico (AFN), assim como o algoritmo de transformacao AFN-AFD. Em seguida,
as Expressoes Regulares (ER) e sua relacdo com os autOmatos finitos sdo apresentadas. Os
algoritmos de transformacdo ER-AFN e ER-AFD sio discutidos ao fim do capitulo.

No Capitulo 3 sdao abordados o conceito e os modelos de Automatos Finitos Quanticos,
discorrendo sobre suas caracteristicas e a busca por um modelo que reconheca a classe das
linguagens regulares.

A descri¢cdo da abordagem quantica proposta para o uso de expressoes regulares € apre-
sentada no inicio do Capitulo 4 e suas etapas sao detalhadas em seguida. S@o apresentados
o algoritmo de transformacao de AFN para AFQ e a forma sistemédtica de implementar um
autdmato finito quantico utilizando a linguagem de circuitos quanticos. No fim do capitulo,
¢ apresentada a andlise de complexidade da abordagem.

As conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros sdo apresentadas no Capitulo 5.

Por fim, o Apéndice A possui uma pequena introdug¢do a Computacdo Quantica apresen-
tando os conceitos bésicos utilizados na alternativa proposta e sua leitura € de fundamental
importancia para os leitores que nao estiverem familiarizados com notagdes e conceitos da
Mecanica Quantica. O Apéndice B descreve sucintamente o conceito de familia de circuitos

e os atributos de avaliac@o de eficiéncia dos mesmos. O Apéndice C apresenta em detalhes
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uma defini¢do utilizada no capitulo 4.



Capitulo 2

Automatos Finitos e Expressoes

Regulares

Para o entendimento da abordagem proposta é necessario detalhar alguns conceitos basicos
apresentados no capitulo introdutério. Neste capitulo sdo apresentados os Autdomatos Finitos
(AF) classicos abordando a defini¢do formal dos mesmos, sua utilizacdo e os modelos de-
terministico (AFD) e ndo-deterministico (AFN), assim como o algoritmo de transformacao
AFN-AFD. Em seguida, as Expressoes Regulares (ER) e sua relagdo com os automatos fini-
tos sdo apresentadas. Os algoritmos de transformag¢do ER-AFN e ER-AFD sao discutidos ao

fim do capitulo.

2.1 Automatos Finitos Deterministicos (AFD)

Formalmente [HMUO2], um automato finito deterministico (AFD) € uma 5-tupla A =

(Q’ %, 57 Qinit, Qac) €m que:

e () é um conjunto finito de estados;
e ). ¢ um conjunto finito de simbolos de entrada, chamado de alfabeto;

e ) :(Q xY — @ ¢éa funcdo de transicdo, que define as regras de mudancga entre os

estados da maquina;
® ¢init € Q€ o estado inicial;

15
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e (), € @ éum conjunto de estados de aceitagdo, que pode ser unitirio ou nao.

O autdomato A inicia sua computacdo no estado inicial ¢;,;; e 1&é uma palavra w =
wiws . .. Wy, da esquerda para a direita, simbolo por simbolo. No i-ésimo passo, estando
em um estado ¢, A 1€ o simbolo w; e atualiza seu estado para p = §(q, w;). A maquina é dita
deterministica pois cada passo da computacdo leva a um tnico estado seguinte.

A aceita a palavra w se depois da leitura de todos os simbolos de w, o estado no qual o
autOmato pdra pertence a (J,.. Diz-se que um autdmato A reconhece a linguagem formada
por todas as palavras aceitas. A classe de linguagens reconhecida pelos automatos finitos

deterministicos € a classe das linguagens regulares.

Representacao

Pode-se representar os autdmatos através de diagramas de estados, tabelas de estados e atra-
vés de matrizes.
Os diagramas de estados sdo a representacdo grifica dos autdbmatos mais utilizada. Um

autdmato A = (Q, X, 0, Ginit, Qac) consiste em um grafo direcionado em que:

Cada estado ¢ € () possui um n6 correspondente;

Para cada ¢ € () e para cada simbolo a € ¥, seja 0(q,a) = p. Entdo existe um arco

direcionado do n6 ¢ para o n6 p, rotulado por a;

O estado inicial ¢;,;; € indicado por uma seta, e

Os estados de aceitacdo sao marcados por circulos duplos.

Para o automato A = ({qo, ¢1, 42, g3}, {@, b}, 0, qo, {q=}) cujo § é:

tem-se o diagrama apresentado na figura 2.1.
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Figura 2.1: Representagdo do AFD A por diagrama de estado

As tabelas de transicao de estados sdo outra forma de representacdo que consiste em
uma tabela descrevendo a fun¢io de transicdo o do autdmato. As linhas da tabela correspon-
dem aos estados e as colunas correspondem aos simbolos de entrada. A entrada na tabela
para a linha correspondente ao estado ¢, e para a coluna correspondente ao simbolo a é o
estado 0(q, a).

Para o autdmato A = ({qo, ¢1, ¢, g3}, {a, b}, 9, qo, {q2}) cujo 0 é:

6(q0,a) = g2 (g2, a) = qu
9(q0,0) = @1 9(g2,0) = qo
6(qi,a) = g3 0(gs,a) = g3
0(q1,0) =@ 9(g3,0) = qo

tem-se a tabela de transic@o 2.1 correspondente.

Tabela 2.1: Representacdo do AFD A por tabela de transi¢cdo de estados

a | b
do | 42 | 41
a1 | g3 | 41
a2 | 43 | 9o
a3 | 43 | 90

Para ilustrar a computacdo de uma palavra w utilizando essa representacao, seja o autd-

mato A definido anteriormente e w = aba. Tem-se entdo os seguintes passos da computagao.
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Passo 1:  d(qo,a) = ¢
Passo 2:  0(q2,b) = qo

Passo 3: d(qo,a) = @2

Como o autdmato A termina a computacdo no estado de aceitacdo ¢, entdo a palavra w é
aceita por A.
A notacao matricial permite uma manipulacdo facil durante a computacdo da palavra.

Um automato A = (Q, %, 6, Ginit, Quc) € descrito como segue:

e O estado inicial é representado através de vetor-coluna onde cada linha corresponde
a um estado ¢ € () e sua entrada serd 1 se corresponder ao estado inicial, e 0 caso

contrario.

e Os estados finais sdo representados por um unico vetor-coluna onde cada linha corres-
ponde a um estado ¢ € (), e sua entrada serd 1 se corresponder a um estado final, e 0

caso contrario

e Para cada simbolo a do alfabeto existe uma matriz de transicdo X, onde as linhas e
colunas correspondem aos estados do autdmato. A entrada para a linha correspondente
ao estado ¢, e para a coluna correspondente ao estado ¢’ é 1 se d(¢q,a) = ¢/, e 0 caso

contrario.

Para calcular se uma dada palavra w € aceita ou ndo pelo autdmato, utiliza-se a expressao

2.1:

1 se apalavra € aceita pelo autdmato
ACC, =" Xn = (2.1)

0 caso contrario

em que:

e 7 & arepresentacdo em vetor do estado inicial;
e 1) é arepresentacdo em vetor do estado final; e

e X, é amultiplicacdo das matrizes correspondentes aos simbolos da palavra u.
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Para o automato A = ({qo, ¢1, 92, 93}, {@, b}, 0, qo, {q2}) cujo § é:

tem-se a seguinte representagao:

1

o o O

o = O O

(g0, @) = g
6(q0,0) = q1
o(q1,a) = g
5(Ql7b>ZQ1

(00 1
looo
oo o

(000

Para a palavra w = ab, tem-se o seguinte cdlculo:

ACC,

7TTXu77
WTXaan
0
0
(100 0]
0
0
[O 0 1 O}
1
1
0
0
[1 00 O}
1
0
0

o o o O

o O = =

o o o =

o o o O

—_

o o o o

== O O

—_

o O

o o o O

Como ACC = 0, a palavra w = ab ndo € aceita pelo autdmato.

o o o o

o o o O

o o o o

S = O O
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2.2 Automatos Finitos Nao-Deterministicos (AFN)

Numa mdaquina deterministica, ao ler um simbolo da entrada, sabe-se exatamente qual serd o
proximo estado alcancado, como mostrado nos AFDs na se¢do anterior 2.1. Numa maquina
nao-deterministica, a leitura de um simbolo pode levar a vérios estados diferentes. Um
autdmato finito ndo-deterministico (AFN), difere do AFD apenas pela funcdo de transi¢ao
que possui, pois esta permite ir a zero, um ou mais estados diferentes ao ler o mesmo simbolo.

Formalmente, [HMUO2] descreve um AFN como uma 5-tupla A = (Q, 3, 9, Ginit, Qac)s

onde:

e () é um conjunto finito de estados;
e ). ¢ um conjunto finito de simbolos de entrada, chamado de alfabeto;

§:Q x ¥ — 29 ¢ a funcdo de transi¢do, que define as regras de mudanga entre os

estados da méaquina;

Qinit € @ € o estado inicial;

Rac € Q € o conjunto de estados de aceitagcdo, que pode ser unitdrio ou nao.

A funcdo de transicdo 6 de A retorna um conjunto de estados pertencentes a (), diferen-
temente do AFD, cujo retorno era um tnico estado apenas.

Ao ler uma palavra u, o AFN A tem, portanto, mais de um caminho a seguir e ele segue
todos os caminhos simultaneamente. A aceitacdo da palavra acontece se, ao final da leitura,
algum estado final é alcancado por qualquer um dos caminhos percorridos. O conjunto de
todas as palavras aceitas pelo AFN A constitui a linguagem aceita pelo autdomato.

Seja A = ({qo,q1,q2}, {a, b}, 9, q0,{g2}) um AFN cuja fungdo ¢ é representada pela

tabela de transi¢do 2.2. A representacdo por diagrama de estados € mostrada na figura 2.2:

Tabela 2.2: Representacdo do AFN A por tabela de transicao de estados
a b

qo {QO,(Jl} qo

Q1 %) q2
q2 (@) %)
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/\a,b b

Figura 2.2: Representagdo do AFN A por diagrama de estado

Para entender melhor o processo de aceitacdo, segue abaixo o passo-a-passo do proces-

samento da palavra u = aabab para o AFN A definido anteriormente.

Passo 1:  4(qo,a) ={q, 1}

Passo 2:  6(qo,a) Ud(qi,a) ={q,a1} U@ ={qo,q}
Passo 3:  6(qo,b) U0(q1,0) ={q}U{e} = {9 ¢}
Passo4: 40(qo,a) Ud(g2,a) ={q0, 1}V ={q,q}
Passo 5: 0(qo,b) Ud(q1,0) ={qw}U{e} ={q, ¢}

Ao fim do processamento, verifica-se que o autdmato encontra-se nos estados {qo, g2}
Logo, como um dos estados € de aceitacio (¢2), a palavra u = aabab € aceita.

Como visto na secao anterior 2.1, os AFDs sdo restritos quanto a aceita¢do de lingua-
gens reconhecendo apenas a classe das linguagens regulares (as mais simples). Ao relaxar
a restricdo imposta pela fun¢do de transi¢ao de determinar apenas um unico estado por vez,
como foi feito no AFN, esperava-se que a classe de linguagens deste modelo fosse mais
abrangente. No entanto ambos sdo modelos equivalentes e reconhecem a mesma classe de
linguagens [HMUO2] [LP81].

Apesar de ndo serem mais abrangentes que os AFDs, os AFNs sdo tteis como ferra-
menta inicial na resolucao de problemas envolvendo autdmatos pois, na maioria das vezes,
sua constru¢do € mais rdpida, seu funcionamento é mais simples de entender e s@o mais
compactos (menos estados) que seus equivalentes deterministicos. Devido a essas caracte-
risticas, os AFNSs sdo bastante utilizados também no trato formal da teoria facilitando a prova
de teoremas [HMUOQ2].

Para ilustrar a conveniéncia na utilizacdo de um AFN, considere a linguagem L descrita
pela expressdo regular (ab U aba)*. O menor autdmato finito deterministico [LP81] que a
reconhece € apresentado na figura 2.3 a seguir:

Em contrapartida, a mesma linguagem L € reconhecida pelo autdmato finito nio-
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Figura 2.3: Menor AFD que reconhece L

deterministico apresentado na figura 2.4:

Figura 2.4: AFN que reconhece L

Percebe-se que o AFN € bem mais simples que o AFD equivalente, pois possui menos
estados (3 contra 5 do AFD) e transi¢des (4 contra 10 do AFD), levando ao entendimento
mais rdpido do seu funcionamento e, conseqiientemente, a verificagdo mais rdpida que a

linguagem que ele reconhece € a linguagem L descrita pela expressao regular (ab U aba)*.

2.2.1 Automatos Finitos Nao-Deterministicos com Transicoes ¢ (e-

AFN)

Existe uma variante do modelo AFN que permite transigdes ¢, isto €, transi¢des sobre o
string vazio. Tal modelo € chamado de e-AFN pode executar a transicao sem receber ne-
nhum simbolo de entrada. Essa nova caracteristica também ndo aumenta a classe de lin-
guagens reconhecida pelos autdmatos, mas d4 mais flexibilidade na constru¢do dos mesmos,

principalmente quando relacionados as expressoes regulares, como serd visto na secao 2.4.
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2.3 Transformacao de AFN em AFD

Para cada autdmato finito ndo-deterministico existe, no minimo, um autdmato finito deter-
ministico que reconhece a mesma linguagem. A idéia da transformacgdo entre autdmatos é
visualizar o AFN como ocupando a cada momento, ndo um estado, mas um conjunto de es-
tados. A transformacdo de um AFN em um AFD equivalente € apresentada a seguir, segundo
descrito em [HMUO2] e [Sip97].

Seja A = (Q, X, 0, Ginit, Qac) um AFN reconhecendo uma linguagem L. Deseja-se cons-
truir um AFD B = (@', 2,8, {¢\pi}, @) tal que L(A) = L(B). O alfabeto X é o mesmo

para os dois autdmatos. B é construido como segue:

1. Q' =P(Q)
O conjunto de estados de B, ()’ é o conjunto poténcia de @), isto é, o conjunto de todos

os subconjuntos de ). Se @) possui n estados, Q' possuird 2" estados.

2. ParaS €@ eac Xsejad(S,a)={q € Qlqg € i(s,a)paraalgum s € S}.
Para calcular §'(.S, a) é necessdrio examinar todos os estados s € S e verificar para
quais estados ¢ € () o autdbmato A vai ao estar em s e ler o simbolo a. De posse desses
estados, faz-se a unido deles e atribui ao valor do ¢’(S,a). Outra forma de escrever
i(s,a).

essa expressdo é ¢'(S, a) = U, g

3. Ginit = {@init}-
O estado inicial de B corresponde ao conjunto S € ()’ que contém apenas o estado

inicial de A.

4. Q. = {S € Q'|S contém um estado de aceitagdo de A}. O conjunto de estados
de aceitagdo de B € formado pelos subconjuntos S € @’ que contém no minimo um

estado de aceitacdo de A, isto €, S N Qye # O.

Para facilitar o entendimento, segue um exemplo. Seja o autdmato A =
({90,q1,42},{0,1},0, g0, {g2}) um AFN cuja fungdo J € representada pela tabela de tran-
si¢do 2.3. A representacdo por diagrama de estados € mostrada na figura 2.5.

O AFD equivalente B sera:

1. Q" ={o.{aw} {n} {e} {0 a1} {00, @2} {a1, @2} {90, @1, @2} }
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Tabela 2.3: Tabela de transicdo de estados do AFN A de exemplo
0 1

qo {QO>QI} qo

a1 %) q2
g2 @ %)

0,1

\

)

Figura 2.5: Representagdo do AFD A de exemplo

2. Funcdo de transi¢do apresentada na tabela 2.4.

Tabela 2.4: Representagdo do AFD B por tabela de transi¢ao de estados
0 1

© © %)
{a} {90, a1} {ao}
{a1} © {2}
{a2} %) %)

{eo. a1} || {20, 01} | {90, 2}

{490, @2} {90, a1} {0}

{a1, 42} % {q2}
{20, a1, 8} | {90, a1} | {90, g2}

4. Qb = a2} a0, 2} {1, 2}, {0, 11, @2 }}

Percebe-se que dos oito estados apresentados na tabela 2.4, comecando no estado ini-
cial de B, s6 é possivel alcangar os estados {qo}, {0, 01}, {qo, ¢2}, ou seja, os outros cinco
estados sdo inacessiveis e podem ser descartados, diminuindo a quantidade de estados do
autdomato. E possivel construir a tabela jd eliminando esses estados inacessiveis, seguindo o

algoritmo de construcdo de subconjuntos [NikQ7]. Tal algoritmo pode ser utilizado também
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em ¢-AFNs pois ele trata dos estados alcancados através de transi¢des . Para o entendimento

do algoritmo, as operacdes utilizadas sdo descritas a seguir:

e c-fechamento(q) = conjunto dos estados do AFN alcangdveis a partir do estado ¢ € ()

apenas a partir de transicoes-c.

e c-fechamento(Q) = conjunto dos estados do AFN alcangdveis a partir de algum estado

q € @ apenas a partir de transicdes-¢

e move(Q, a) = conjunto dos estados do AFN para os quais existe uma transi¢ao a partir

de algum estado g € () lendo o simbolo de entrada a.

O algoritmo de constru¢do de subconjuntos é apresentado a seguir.

Construcao de subconjuntos

Seja e-fechamento(g;,,;;) 0 Unico estado no conjunto ' do AFD A
while existir estados ndo marcados S € (' do
marque S
for cada simbolo a € ¥ do
U = e-fechamento(move(S, a))
if U ndo estd em ()’ then
adicione U em ()’ como estado ndo marcado
end if
8 (S,a) =U
end for

end while

Utilizando o algoritmo apresentado acima, a tabela de transicdo serd criada contendo
apenas os estados alcancgdveis a partir do estado inicial do autdomato.

Para o automato A utilizado como exemplo, o AFD equivalente B possui trés estados
apenas e estd representado no diagrama de estados da figura 2.6.

Percebe-se que com essa construc@o, pode haver uma reducdo no nimero de estados do
automato resultante se existirem subconjuntos de estados que ndo sdo alcangdveis (o que é
comum), no entanto, no pior caso, é possivel que todos os estados sejam alcancdveis e o

AFD resultante possua 2" estados. Desse modo, a transformacdo AFN-AFD ¢ ineficiente
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Figura 2.6: Representagdo do AFD B equivalente

pois a complexidade de espaco serd da ordem O(2") e, conseqiientemente, o tempo gasto

para construir o autdmato deterministico também serd exponencial.

2.4 Expressoes Regulares (ER)

As Expressdes Regulares (ER) sao representacdes algébricas de linguagens, e assim como os
autdmatos finitos, descrevem a classe das linguagens regulares. A linguagem representada
por uma expressdo regular F é denotada por L(E).

Formalmente [Sip97], E' € uma expressao regular se F é:
1. &

2. @

3. a, para qualquer simbolo a do alfabeto 3.

4. (Ey + E5), onde E; e E5 sdo expressdes regulares;

5. (E; - Ey), onde E; e Ey sdo expressdes regulares ou
6. (E1"), onde E; é uma expressdo regular.

Os itens 1 e 3 definem as expressdes regulares que representam as linguagens L(e) =
{e} e L(a) = {a}, respectivamente. O item 2 define a expressdo regular que representa
a linguagem vazia, L(®) = ©. Jd os itens 4, 5 e 6 definem as expressdes formadas a
partir de outras expressoes e cujas linguagens sdo obtidas a partir da unido L(FE; + Es) =
L(E1) U L(E,) ou concatenagdo L(E, - Ey) = L(E)) - L(Esy) de duas outras linguagens, ou

a partir da operagdo estrela L(E7) = (L(E}))* de uma linguagem, respectivamente. !

! As operacdes de unifio, concatenacio e estrela sio operacdes sobre linguagens. A classe das linguagens

regulares é fechada sob essas operagdes.
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Por exemplo, a expressdo regular 0*10* representa a linguagem cujas palavras contém um
tinico 1, enquanto a expressdo regular (01*) 4+ (10*) representa a linguagem cujas palavras
possuem um unico 0 seguido por qualquer quantidade de 1s ou possuem um tnico 1 seguido
por qualquer quantidade de Os.

Os parénteses podem ser suprimidos das expressdes, embora sejam bastante tteis para
redefinir a precedéncia das operacdes, caso ndo se deseje seguir as regras existentes, que
para as expressoes regulares, o operador estrela € o de mais alta precedéncia, seguido pelo

operador de concatenacgdo e, por fim, o de unido.

2.5 Algoritmos de Transformacao de ER para AF

As expressoes regulares sdao equivalentes aos autdbmatos finitos pois ambos os formalismos
definem a mesma classe de linguagens. Ainda mais, € possivel realizar as transformacdes en-
tre as representacoes, ER-AF e AF-ER. No entanto, dependendo do tipo do automato (AFD
ou AFN) o processo de transformagao serd mais, ou menos, complicado. No problema abor-
dado nesse trabalho, o interesse sdo as transformagdes ER-AF ja que investiga-se a utilizacao
das expressoes regulares. Nas subsecdes a seguir sdo apresentados e analisados os algoritmos

de transformacgdo entre ER-AFN e ER-AFD.

2.5.1 Algoritmos de Transformacao de ER para AFN

O algoritmo cldssico mais conhecido para realizar a transformagdo ER-AFN foi desenvolvido
por Thompson, em 1968, e diversas variantes foram desenvolvidas com o passar do tempo.
A versdo apresentada a seguir é bastante simples e pode ser encontrada em alguns livros
que abordam o tema das expressdes regulares, tais como [HMUO2], [Sip97] e [ASU86]. A
entrada para o algoritmo € uma expressdo regular £/ sobre um alfabeto X e a saida serd um
e-AFN A aceitando L(E).

Construcao de Thompson

Primeiro divide-se F em suas sub-expressdes constituintes. Em seguida, usando as regras
1 e 2 abaixo, constréi-se um AFN para cada um dos simbolos bésicos em F (aqueles que
sd0 € ou um simbolo do alfabeto). Os simbolos bésicos correspondem aos itens 1 e 2 da

definicao de expressdes regulares descritos na secao anterior. E importante destacar que se
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um simbolo a ocorre vérias vezes em F, um AFN separado € construido para cada ocorréncia
do simbolo. Para a expressdo @, o automato € criado usando a regra 3.

Entdo, guiado pela estrutura sintatica da expressao regular £/, combina-se esses AFNs
indutivamente usando a regra 4 abaixo até que se obtenha um AFN para a expressao inteira.
Cada AFN intermediario produzido durantes o curso da constru¢do corresponde a uma sub-
expressao de I e tem varias propriedades importantes: ela possui exatamente um estado
final, nenhuma aresta chega ao estado inicial e nenhuma aresta sai do estado final.

1. Para ¢, construa o seguinte AFN
€
~-O~—0
2. Para a € X, construa o seguinte AFN
~(O——0
3. Para ©, construa o seguinte AFN

-0 O

4. Suponha que A(E;) e A(E>) sdao AFNs para as expressoes regulares F; e F.

a) Para a expressdo regular (F; + F5) construa o seguinte AFN composto A(E; + Es)

-~

€

[0 e O
e

Existe uma transi¢ao-¢ do novo estado inicial para o estados iniciais de A(F;) e A(E>).
Existe uma transi¢do-¢ a partir dos dos estados finais de A(E;) e A(FE,) para o novo
estado final. Os estados iniciais e finais de A(F;) e A(Es,) ndo sdo iniciais ou finais para o
autdmato composto. Note que qualquer caminho do estado inicial para o estado final deve

passar através de A(E;) ou A(E,) exclusivamente. Assim, o AFN construido reconhece
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L(E) U L(E,).

b) Para a expressdo regular (F; - E,), construa o seguinte AFN composto A(E; - Es):

A0 m OO O

O estado inicial de A(FE) se torna o estado inicial do AFN composto, e o estado final

de A(Es) se torna o estado final do AFN composto. Entre o estado final de A(E;) e o
estado inicial de A(F,) € adicionada uma transi¢do-¢ e os estados perdem o status de final
e inicial no AFN composto. Desse modo, um caminho do estado inicial para o estado final
do autdmato composto deve necessariamente passar pelo automato A(FE;) e em seguida pelo
automato A(F,), de modo que o rétulo do caminho seja dado por uma palavra em L(F) -
L(E,). Assim, o autdbmato composto construido reconhece L(E;) - L(E>).

¢) Para a expressdo regular (E;"), construa o seguinte AFN composto A(E;"):

€

LT OO
ﬁ\/

€

Aqui o autdmato permite ir diretamente do estado inicial para o final através de uma
transi¢do-e, representando o fato que ¢ € L(FE;"), independente da expressdo F;. Permite
também ir do estado inicial ao final passando por A( F;) uma ou mais vezes, representando as
palavras das linguagens L(FE,), L(Ey)L(E,), L(E,)L(E,)L(E)), e assim por diante. Desse
modo, o autdmato A(E;") construido reconhece L(E;™)

d) Para a expressdo regular (E), utilize o préprio A(E;) como AFN pois os parénteses
na expressdo ndo alteram sua linguagem.

Sempre que um novo estado € construido, ele é rotulado com um nome distinto. Dessa
forma, dois estados de qualquer AFN componente ndo pode ter o0 mesmo nome. Mesmo
se o mesmo simbolo aparecer diversas vezes em [, deve ser criado para cada instancia do
simbolo um AFN separado com seus préprios estados.

Esta construgéo é feita em tempo O(n), onde n é o tamanho da expressdo regular a ser

convertida e o espaco utilizado também tem complexidade linear. O autdmato resultante é
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um £-AFN com m estados, onde m é no maximo 2n ja que a cada passo do algoritmo sdo
adicionados no méximo dois novos estados ao autdomato.

Para converter um e-AFN em um AFN comum (sem transi¢des-¢) gasta-se tempo O(m?)
[HMUO2]. O algoritmo utilizado € similar ao algoritmo de constru¢cdo de subconjuntos ex-
posto na se¢do 2.3 mas a quantidade de estados nao € alterada. Segundo [HSWO1], € possivel
ainda converter uma expressao regular diretamente em um AFN equivalente, sem transi¢oes-
g, em tempo O(n%logn). Sendo assim, a transformagdo ER-AFN é computacionalmente efi-
ciente dado que existem algoritmos com complexidade de tempo de ordem polinomial e de

espaco de ordem linear ao tamanho da entrada.

2.5.2 Algoritmos de Transformacao de ER para AFD

Enquanto as transformagdes ER-AFN e ER-e-AFN sdo computacionalmente eficientes,
como apresentadas anteriormente, a transforma¢do ER-AFD ndo o é. O procedimento exis-
tente para realizar esse tipo de conversdo consiste em duas etapas: converter a expressao
regular em um automato finito ndo-deterministico (com ou sem transi¢cdes-c) e em seguida
converter o autdmato finito ndo-deterministico em um autdomato finito deterministico.

A primeira etapa foi discutida anteriormente e mostra-se eficiente em tempo e espago.
No entanto a transformacdo AFN-AFD da segunda etapa € ineficiente, como apresentado
na secao 2.3. No pior caso, o AFD resultante terd um nimero exponencial de estados e a

complexidade de tempo e espago serd exponencial.



Capitulo 3

Automatos Finitos Quanticos

Neste capitulo sd@o abordados o conceito € os modelos de Autdmatos Finitos Quanticos, dis-
correndo sobre suas caracteristicas Para aqueles ndo familiarizados com os conceitos basicos

da Computacdo Quantica, recomenda-se a leitura prévia do apéndice A.

3.1 Visao Geral dos Automatos Finitos Quanticos

A contrapartida quéntica para os modelos de mdquina apresentados no capitulo 2 sio os
Automatos Finitos Quanticos (AFQ). A diferenca principal em relagdo aos Automatos Fi-
nitos Cléssicos é que em um AFQ os estados de () podem estar em superposi¢do. Usando
a base computacional e uma enumeracio dos estados em (), pode-se identificar o estado g;
com o i-ésimo vetor da base |¢;) (usando a notagdo de Dirac) e representar uma superposi¢ao

de estados como um vetor |¢) = Zg'o a;|g;) , onde ¢; € Q, a; é a amplitude (um nimero

Q]
=0

complexo) do estado ¢; e Y ., ~ |? =

|a;|* = 1 é a condigdo de normalizacao.

De um modo geral, um AFQ é um autdmato com memodria finita cujos estados podem
estar em superposicdo e a computagdo ocorre através da aplicagdo de operadores unitarios,
correspondendo a fun¢do de transicdo dos autdmatos cldssicos. Para conhecer o resultado
da computacgido € preciso realizar medi¢des no estado do autdbmato. Um AFQ pode ser visto
como um modelo hibrido entre o autdmato finito ndo-deterministico, devido a sua caracte-
ristica de superposicdo, e o autbmato probabilistico, pois a cada estado existe associada uma

probabilidade de leitura.
Os modelos de AFQ propostos, tais como [MC97], [KW97], [Pas00], [NIHKO02], diferem

31
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basicamente pela forma de leitura da fita de entrada, e pela forma de medi¢do. Quando se
permite movimento do cabegote apenas para a direita ao ler a palavra, tem-se o modelo
chamado de /-way, e quando se permite movimento tanto para a direita como esquerda, tem-
se o modelo 2-way. Se a medicdo do estado do autdmato ocorre apenas ao final da leitura da
fita, tem-se o modelo Measure once (MO), mas se sdo feitas medicdes projetivas depois de
cada simbolo lido, tem-se o modelo Measure many (MM). Essas variagdes na defini¢do do
autdmato acarretam em variacdes na classe de linguagens que o modelo reconhece.

O reconhecimento de uma linguagem por AFQs pode ocorrer de diversas formas descri-
tas a seguir. As variacdes ocorrem devido a auséncia ou presenca de um valor de ponto de

corte (limite) e de uma margem de erro associada.

e Uma linguagem L ¢é dita ser aceita por um AFQ A com probabilidade p > 1/2, se
cada palavra z € L(x ¢ L) é aceita (rejeitada) com probabilidade no minimo p. Nesse

caso, nao hid margem de erro.

e Uma linguagem L é dita ser aceita por um AFQ A com ponto de corte A > 1/2, se para
todo = € L(xz ¢ L) a probabilidade de A aceitar (rejeitar) z é p > A(< \). Esse caso
¢ similar ao anterior, pois o valor de A é 1/2, embora seja permitido atribuir outros

valores para A. Nao € estabelecida nenhuma margem de erro.

e Uma linguagem L é dita ser aceita por um AFQ A com ponto de corte A > 1/2 e erro
limitado, se existe um € > 0 tal que qualquer z € L(x ¢ L) é aceita (rejeitada) por A
com probabilidade > A + € (< A — €). Se A aceita uma linguagem L com ponto de
corte A\, mas nio com erro limitado, entdo A é dita aceitar L com erro ilimitado. Nessa

forma de aceitacdo, o erro é levado em consideragao.

e Uma linguagem L € dita ser aceita com erro ilimitado por um lado por um AFQ A, se
A aceita todas as palavra em L com certeza (p = 1), e rejeita palavras ndo em L. com

uma probabilidade p > 0 (ou vice versa).

Os modelos pioneiros sdo os de 1-way de uma tnica medicdo (1-way MO-AFQ) desen-
volvido por Moore e Crutchfield [MC97], e os modelos de 1-way e 2-way de miltiplas medi-
coes (1-way MM-AFQ e 2-way MM-AFQ) desenvolvidos por Kondacs e Watrous [KW97]
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e sdo apresentados nas secoes 3.2 e 3.3. Outros modelos serdo comentados na se¢do 3.3.1 e

0 modelo utilizado na solu¢dao do problema é abordado na secao 3.4.

3.2 1-way MO-AFQ

O primeiro modelo de autdmato quantico foi apresentado por [MC97] e é chamado de
Measure-once quantum finite automata (1-way MO-AFQ). Este modelo permite a movi-
mentacdo do cabecote de leitura da fita apenas para a direita (1-way) e a medicao do estado
¢é feita ao fim da leitura, sendo um extensao natural do modelo classico.

Formalmente, um 1-way MO-AFQ é uma 5-tupla A = (H, 3, Uy, |qinit), Hae) em que:

e [1 ¢ um espaco de Hilbert n-dimensional, onde os estados sdo vetores nesse espago;

> € um alfabeto de entrada;

e [, sdo matrizes unitdrias de transicdes de dimensao n para cada simbolo o € 3, que
representam a func¢do de transicdo do autdmato;
® |Ginit) € um vetor estado inicial de dimensdo n onde |g;.i|* = 1;

e H,. C H éum subspaco de aceitagdo com um operador de projecao P,..

A probabilidade do autdmato A aceitar a palavra w € dada por:

P(w) = |Ginit" * U + Pac|? (3.1)

onde U, = Uy, - Uy, ... Uy,

O autdmato inicia no estado |g;,i:), € 2 medida que cada simbolo w; da palavra € lido,
aplica-se a matriz unitaria U,, correspondente. Ao final da leitura da palavra é feita uma
medicdo projetiva no estado do autdmato, utilizando o operador F,., € a norma € calculada.
Essa computagdo resultard na probabilidade P(w) do estado resultante estar no subespago
de aceitagdo. Se P(w) > 0 entdo A aceita a palavra w, caso contrdrio A rejeita a palavra.

Para ilustrar o funcionamento do autdmato, segue um exemplo. Seja o 1-way MO-AFQ

A definido por: H = |qo), |q1), 2 = {0,1}, Ginit = |q0)> Hae = Pac = |q1) (q1|- A fungdo
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de transicdo € representada pelas matrizes Uy e Uy, cuja atuacdo nos estados do automato é

apresentada a seguir:

hla) = ~sl) + la)
Uolgr) = lau)
Uy |QO> = |QO>
Ulgr) = lqo)

Uma outra forma de apresentar a fun¢ao de transicao é através do 4, similar aos autdmatos
finitos cldssicos. Cada entrada da fungdo, §(g;, a, g;), significa a probabilidade do autémato
estar no estado g;, ler o simbolo a e passar ao estado ¢;. Para o exemplo, tem-se a seguinte

funcdo de transicao.

1
5((]0a O>QO) = E 5((]0’ 17(]0) =1
1
5((]0’ O?Ql) = E 6((]0’ 1,611) =0
5(Q1707QO) =0 5((]1; 17Q0) =1

5((]1,07%) =1 (5((]17 17q1) =0

Para processar a palavra w = 01, o autdmato A age como descrito a seguir

1. A inicia no estado |g) e aplica a matriz Uy, que corresponde ao primeiro simbolo da

palavra w, resultando na superposi¢io de estados \/Li l90) + |q1)-

2. Em seguida, aplica a matriz U; correspondendo ao segundo simbolo da palavra w. O

estado resultante é \%M()) + 1g0) = |qo0)

3. Depois de processada a palavra, € realizada a medic¢ao do estado utilizando o projetor

lg1) (q1]- Como o estado |qo) ndo é de aceitagdo, a probabilidade resultante é P(w) = 0

Assim, a palavra w = 01 ndo € aceita pelo autdmato A, pois a probabilidade P(w) ndo é
maior que 0 (zero).

Devido a restricdo de unitaridade dos operadores U, este modelo € menos poderoso que
os autOmatos finitos cldssicos, reconhecendo apenas uma subclasse das linguagens regulares.

Por exemplo, a linguagem regular Ly, = {u € {a,b}*|u ndo contém a substring bb} ndo
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€ reconhecida por um MO-AFQ [MC97]. Brodsky e Pippenger [BP99] mostraram que a
classe de linguagens reconhecidas por /-way MO-AFQ com erro limitado é exatamente a
classe reconhecida pelos autdomatos finitos de grupo, chamada linguagens de grupo. Com
erro ilimitado, o /-way MO-AFQ pode reconhecer linguagens ndo regulares como L = {z €
{a,b}*||z]s = |x|p}, que é a linguagem formada por todas as palavras que possuem a mesma

quantidade de simbolos a e b, tais como ab, abab, abba, etc.

3.3 1-way MM-AFQ

O modelo de automato que permite multiplas medi¢des, chamado de Measure-many quan-
tum finite automata (MM-AFQ) foi introduzido por [KW97] com duas variantes: a leitura
da fita pode ser feita apenas para a direita (1-way MM-AFQ), como no modelo da subsecao
anterior, ou o cabecote pode mover-se tanto para a direita quanto para a esquerda (2-way
MM-AFQ).

O modelo 1-way MM-AFQ é definido como uma 6-tupla A = (Q, 3, 9, Ginit, Qac, @re;j)

em que:

e () é um conjunto finito de estados;

¥ é um alfabeto de entrada e I' = X U {c, $} € o alfabeto da fita, em que ¢ e $(¢ X)

sdo os simbolos de marcacdo para o inicio e fim da fita respectivamente;

d:Q xI'xQ xD — Céuma fungio de transi¢do, em que D = {1}. D indica o
movimento do cabecote, que nesse modelo € sempre para a direita, representado por

1;

Ginit € @ € o estado inicial;

Qac € Q) é um conjunto de estados de aceitacao;
® Qrc; € @ € um conjunto de estados de rejeigdo.

Os elementos de ), € (;; sdo estados de parada e os elementos de Qo = Q — (Qpc U

(Q)re;) sdo estados de ndo-parada. Assume-se que Ginit € Qnon € Quc N Qrej = .
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Paracada ¢, € Q,0 € I'ed € D, 6(q,0,q¢,d) representa a amplitude com a qual a
maquina estando no estado ¢ e lendo o simbolo o, vai ao estado ¢’ movendo o cabecote para
a direita.

Associa-se a cada simbolo o € I', a matriz V,,, que deve ser unitdria e satisfazer:

(dVslg)y d=1
0 d+1

6(¢q,0,¢',d) =

Leva-se em consideragdo os valores de d # 1 pois é necessario construir toda as linhas
da matriz V,, mesmo que algumas delas ndo reflitam transi¢des vélidas no automato.

A restri¢do de unitaridade de V,, para cada simbolo o pode ser verificada utilizando:

STV lar) (1Va laa) = non
7 0 @ #e
O autdmato A inicia no estado |g;,i), € a2 medida que cada simbolo w; da palavra é
lido, aplica-se a matriz unitdria V,,, correspondente e move-se o cabecote na direcdo d, que
€ sempre 1. Apods a aplicagdo da matriz observa-se o novo estado através de um projetor
nos subespagos ortogonais formados por E.. = {|q) : ¢ € Quc}, Erej{lq) 1 ¢ € Qrej} e
Ervon ={1q0) 1 ¢ € Q — (Quc U Qrej) }. Se o estado obtido apés a medi¢do pertencer a £, a
palavra € aceita, se pertencer a F,.; a palavra € rejeitada, mas se o estado pertencer a E,,, a
computacdo continua e o proximo simbolo € lido.
Para facilitar o entendimento, seja o 1-way MM-AFQ A = (Q, X, 6, Ginit: Qacs Qre;s)s
onde Q = {qo, 41, Gacs Gref }> = = {a}s Ginit = 90> Que = {dac} € Qrej = {Grej}- A fungio de

transicdo pode ser apresentada pela acdo das matrizes V, como segue:

Villa) = glan)+ 5 la) + = o)

Vi) = 5l + 5 la) — o)
‘/$<|q0>) = ‘%“ej)
%(|Q1>) = |QQC>

Algumas transi¢cdes ndo foram especificadas, como por exemplo, V,(q..), porque tais
valores ndo sdo importantes para definir o funcionamento do autdmato. No entanto, eles

podem ser definidos arbitrariamente tornando a matriz V,, unitaria [AF98].
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Pode-se também representar a fungdo de transicdo pelo 9, mas o processo € mais longo.

Por exemplo, V,(|qo)) = 3 |q0) + 5 |¢1) + \/Li |qre;) seria

5((]0;%(]0) = 5(QOaa>Q1) - %

1

1
2
0 5((]07 a, %"ej) - 75

5(Q07 a, Qac> -

Para a palavra w = aa o autdmato executa como descrito a seguir.

1. O autdmato inicia no estado |go) e V, € aplicada, resultando em 3 |qo) + % |q1) +
% |¢rej). Em seguida, a medi¢do é executada. Com probabilidade 1/ V2 =1 /2, 0
estado de rejeicdo |¢,;) € observado e a computacdo termina rejeitando a palavra. Caso
contréario, com probabilidade 1/2, um estado de ndo-parada, |qo) ou |g;), € observado,

e a superposicao colapsa para o subespago % lq0) + % lg1). A computagdo continua.

2. Agora na superposi¢do de estados 3 |go) + 3 |¢1), a matriz V, € aplicada novamente

resultando em
1 1 1 1
Va(§ |q0) + 5 lq1)) = §Va lq0) + 5‘/11 lq1)
1 1 1 1 1 1
= (5 |q0) + 3 lq1) + NG |Grej)) + (5 q0) + 3 lq1) — 7 |@re))
1 1
5 |q0) + 5 lq1)

Ap6s a aplicacdo de V,, a medigdo € executada e um estado de ndo-parada € obser-
vado com probabilidade 1, pois ndo hd nenhum estado de aceitacdo ou rejeicdo na

superposicao.

3. A palavra entdo termina de ser lida e aplica-se a matriz Vg, resultando em

1 1 1 1
V$(§ q0) + 5 1)) = §V$ lq0) + §V$ \q1)

1 1

= 5 |Q'rej> + 5 |Qac>

Com probabilidade 1/ 2 =1 /4, o estado de rejei¢do é observado. Com probabilidade

também de 1/4, o estado de aceitagio é observado.

A probabilidade total de aceitac@o para a palavra w = aa é 1/4, e a probabilidade total

de rejei¢do é 1/2 = 1/4 = 3/4. Se a condigdo de aceitagdo for P(w) > 0, entdo w = aa
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¢ aceita pelo automato A. No entanto, se for estabelecida a aceitagdo com ponto de corte
A = 1/2, entdo w = aa é rejeitada, pois a probabilidade total de aceita¢do (1/4) é inferior
ao limite estabelecido.

O modelo 7-way MM-AFQ tem sido largamente estudado. Kondacs e Watrous [KW97]
mostraram que com erro limitado, tal modelo reconhece uma subclasse das linguagens re-
gulares. A linguagem regular L = {a, b}*a, por exemplo, ndo é reconhecida por esse mo-
delo. Posteriormente, Brodsky e Pippenger [BP99] mostraram propriedades de fechamento
da classe de linguagens reconhecida com erro limitado enquanto Valdats [ValO0] provou que
a classe reconhecida com ponto de corte por /-way MM-AFQ nao é fechada por unido, isto
€ a unido de duas linguagens reconhecidas com determinado ponto de corte ndo resulta em
uma linguagem reconhecida com o mesmo ponto de corte. Ambainis et al. [AKVO01] de-
senvolveram uma série de condi¢des suficientes (e necessdrias) para que certas linguagens
regulares ndo sejam aceitas por tal modelo, generalizando os critérios definidos anterior-
mente por Brodsky e Pippenger [BP99] e Ambainis e Freivalds [AF98]. Essas condi¢des
dizem respeito a existéncia de ‘construgdes proibidas’ nos DFAs minimos que reconhecem
uma dada linguagem regular.

Ambainis e Freivalds [AF98] mostraram que quanto menor a probabilidade de aceitagdo
requerida, maior a classe de linguagens reconhecida, ao provar que existem linguagens que
podem ser reconhecidas com probabilidade 0.68, mas ndo com probabilidade 7/9. Ambainis
et al. [ABFK99] estenderam esse resultado construindo uma hierarquia de linguagens na qual
cada linguagem pode ser reconhecida com probabilidade menor que a anterior. Ambainis e
Kikusts [AKO1] foram além ao determinar as probabilidades mdximas de aceitacdo por -
way MM-AFQ para diversas linguagens.

Em relacdo ao espago de estados dos autdmatos, Ambainis e Freivalds [AF98] e Bonner
et al. [BFRO2] provaram que para algumas linguagens o /-way MM-AFQ pode ser expo-
nencialmente menor que sua contrapartida cldssica. Nessa mesma linha, Kikuts [Kik98]
constréi um /-way MM-AFQ que é quadraticamente menor que qualquer DFA equivalente
para uma dada linguagem. Por outro lado, Midrijanis [Mid02] apresenta uma linguagem em
que o DFA que a reconhece utiliza O(n) estados, enquanto o AFQ precisa de no minimo de
20(n*5") estados. Ou seja, em alguns casos, 0 autdbmato quéntico pode ser exponencialmente

maior que o deterministico equivalente.
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3.3.1 Demais Modelos

Os modelos pioneiros apresentados anteriormente mostraram-se inadequados para o uso na
abordagem quantica proposta, pois, para efetuar a transformacdo AFN-AFQ da segunda
etapa, era necessario que o modelo de autdmato finito quéntico utilizado reconhecesse no
minimo a classe das linguagens regulares. Outros modelos foram pesquisados analisando a
classe de linguagens que reconhecem.

Ambainis et al. [ABF199] introduziram a nog¢do de autdmato finito quantico multifita
(QFMA) como sendo uma generaliza¢do do modelo /-way MM-AFQ com multiplas fitas, e
provaram que existe uma linguagem reconhecida por tal modelo que nao € reconhecida por
autdmato finito deterministico ou probabilistico. Posteriormente, foi introduzido por Am-
bainis e Watrous [AWO02], o modelo de autdmato finito de 2-way com estados cldssicos e
quanticos (2QDFA). Esta é uma variagdo do modelo 2-way MM-AFQ cujos estados podem
incluir estados quanticos, mas cuja movimentacao de leitura é requerida ser cldssica. Em re-
lagdo a capacidade computacional, sdo apresentadas duas linguagens para as quais 0 2QCFA
¢ mais eficiente que o autdmato cldssico de 2-way. Amano e Iwana [AI99] apresentaram
o modelo 1.5-way MM-AFQ onde a movimentacdo de leitura da fita para a esquerda ndo é
permitida. A classe de linguagens para tal modelo nao € bem definida embora seu poder seja
semelhante aos dos automatos de pilha. Bertoni et al. [BMPO3] introduziram o modelo de
autdmato finito quantico de /-way com linguagem controle (1QFC). Assim como o /-way
MM-AFQ, o 1QFC permite observacdes apds cada simbolo lido mas a aceita¢do da palavra
s6 ocorre se o resultado da computacdo pertencer a uma dada linguagem controle (que é
uma linguagem regular). As linguagens aceitas com ponto de corte isolado por 1QFC sdo
regulares.

Estes novos modelos encontrados eram variantes dos modelos pioneiros mas também nao
satisfaziam a condicao necessdria de reconhecimento das linguagens regulares. Por fim, a
busca resultou em dois modelos similares que ambos reconhecem no minimo as linguagens
regulares. Ciamarra [Cia0O1] apresenta um modelo quantico reversivel de autdmato finito, e
mostra que sua capacidade computacional é no minimo igual aos dos autdmato finitos de-
terministicos cldssicos, reconhecendo toda a classe das linguagens regulares. Nessa mesma
direcdo, Paschen [Pas00] apresenta um modelo de autdomato finito quantico usando qubits

auxiliares (AFQ Ancilla) e que reconhece todas as linguagens regulares. Ambos os mode-
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los poderiam ter sido utilizados na abordagem proposta neste trabalho pois ambos atendem
ao requisito necessario, no entanto, devido a simplicidade e a similaridade com o modelo

pioneiro 1-way MO-AFQ, o modelo AFQ Ancilla foi o escolhido.

3.4 AFQ Ancilla

A restricdo de unitaridade das transi¢des € um fator limitante para os autdmatos finitos quan-
ticos pois reduz a classe de linguagens que reconhecem. Visando contornar tal deficiéncia,
Paschen [Pas00] introduziu um alfabeto auxiliar e alterou a func¢io de transicdo do modelo
I-way MO-AFQ de Moore e Crutchfield [MC97], definindo um novo modelo denominado
AFQ Ancilla.

Formalmente, um AFQ Ancilla A é uma 6-tupla A = (Q, X, 2, 9, Ginit, Qac) €M que:

e () é um conjunto finito de estados;

> é um alfabeto de entrada;

() é um alfabeto auxiliar;

J:Q XX xQxQ— C0,1] é afungdo de transigio;

Ginit € @ € 0 estado inicial;

Qqc € @ € um conjunto de estados de aceitacdo;

A funcdo de transicdo J define matrizes unitdrias de acordo com a restri¢@o:

> dar,0,q,w)d(q2,0,q,w) = Lomoe
qEQWEN 0 Q7 G2
VoeX,eq,q € Q.
O funcionamento do autdmato € idéntico ao do modelo 1-way MO-AFQ permitindo uma
unica medi¢do ao final da leitura da palavra. Este modelo de automato finito quantico € no

minimo tdo “poderoso” quanto os modelos AFD e AFN cléssicos pois Paschen em [Pas00]

mostra que dado um AFD A minimo que reconhece uma linguagem regular L, é possivel
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construir um AFQ Ancilla B que reconhece L com probabilidade 1. Devido a essa carac-
teristica, o modelo AFQ Ancilla € utilizado na abordagem quantica proposta nesse trabalho

para transformar um autdomato finito classico em um autdmato finito quantico.



Capitulo 4

Abordagem Quantica Para o Uso de

Expressoes Regulares

Neste capitulo € apresentada a abordagem quéntica proposta para o uso de expressoes re-
gulares. Na sec@o 1 € apresentada uma visdo geral da abordagem proposta e suas etapas
sao detalhadas nas se¢des 2 e 3. Na secdo 4 ¢ feita a andlise da abordagem avaliando a
complexidade do algoritmo de transformagdo de automatos utilizado na segunda etapa, e a

complexidade da construcao e execucdo do circuito utilizado na terceira etapa.

4.1 Visao Geral da Abordagem Quantica Proposta

Como discutido no capitulo 1, secdo 1.3, as abordagens classicas para a utilizagdo de ex-
pressodes regulares apresentam ineficiéncias tanto na fase de transformacao quanto na fase de
implementagao do autdmato. A abordagem alternativa quantica visa eficiéncia computacio-

nal em todo o processo e consiste das seguintes etapas:

1. Transformagdo cldssica da expressdo regular em um autOmato finito nao-

deterministico;

2. Tranformacdo do AFN, resultante da primeira etapa, em um automato finito quantico,

segundo o modelo AFQ Ancilla, apresentado no capitulo 3, secdo 3.4;

3. Implementacdo do AFQ, resultante da segunda etapa, na linguagem dos circuitos quan-

ticos e execucdo do modelo em um “hardware” quantico.

42
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A primeira etapa da abordagem consiste na utilizacao do algoritmo cldssico apresentado
no capitulo 2, se¢do 2.5.1, de modo que ndo serd detalhada nesse capitulo. As segunda e

terceira etapas sdo apresentadas em detalhes nas secOes a seguir.

4.2 Segunda Etapa: Transformacao AFN-AFQ Ancilla

A partir do AFN resultante da primeira etapa da abordagem, aplica-se um algoritmo para
transforma-lo em um autdomato finito quantico (AFQ) do tipo AFQ Ancilla (vide capitulo 4,
secdo 3.4). A idéia do algoritmo € definir cada um dos elementos do AFQ Ancilla a partir

dos elementos do AFN. Os detalhes dessa transformacao sdo explicados a seguir.

Algoritmo: Dado um AFN qualquer A = (Q, %, 6, Ginit, Quc), definir um Ancilla AFQ B =
(Q',2,9,8, ¢, Q) seguindo os passos abaixo:

1. Para cada um dos estados clédssicos deve ser definido um estado quantico corres-
pondente, representado por vetores na notagdo de Dirac. Caso o autdmato nao-
deterministico possua alguma transicao que leve ao conjunto vazio (©), é necessario

adicionar um novo estado ao conjunto de estados do AFQ.

Formalmente, Q' = {|¢;) : ¢ € Q,0 < i < n} U {|g,)}, onde o estado |g,) €

adicionado apenas se 0 ¢ de A possuir alguma transicdo nio definida (©).

2. O alfabeto > ndo sofre alteracdo, no entanto, o alfabeto auxiliar do AFQ nédo tem

correspondente classico e é definido como o alfabeto bindrio 2 = {0, 1}

3. Ap6s definir os estados e os alfabetos, € preciso definir a funcdo de transicao no novo
autdmato. No AFQ Ancilla, o ¢’ corresponde a fungdo 6" : Q@ x ¥ x Q x Q — (10, 1],
que associa uma probabilidade de mudanca ao estado. O nao-determinismo classico
foi representado no AFQ por uma distribuicao uniforme de probabilidades, e cada uma

das entradas da funcao deve ser definida segundo a equagao a seguir.

Para cada entrada da fun¢do 0(¢;, a) = {g;,," - ,q;, } definir:

& (qiy a,q5,,0) = |5(1q~ — ,paratodod,1 < d <k, e 4.1)

6/(Qiaa7 q570) = 0 , para todo qs € Q_ {QJH )q]k}
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Desse modo, se 0(¢;,a) = {g;}, entdo §'(¢;, a, g;,0) = 1 pois s6 hd um elemento no
conjunto e sua probabilidade serd 1 (um). Caso haja mais de um elemento no conjunto
(ndo-determinismo), por exemplo, d(¢;, a) = {q;,,q;,}, tem-se que ¢'(¢;, a, gj,,0) =
1/v/2 e 8 (g, a,q;,,0) = 1/+/2. Portanto, cada transigio tem probabilidade 1/2. A

probabilidade serd O (zero) quando ndo hé transic@o para o estado.

Nos casos em que a transicao leva o AFN para o conjunto vazio, define-se uma tran-
si¢do com probabilidade 1 (um) para o estado quéntico |g,), que funciona como um
estado de “lixo” ou rejeicdo. O AFQ permanece no estado |q, ), uma vez alcancado.

As transi¢des, para esses casos, sao definidas seguindo as equagdes a seguir.

Formalmente, para cada entrada da fungdo d(¢;, a) = @ definir:
|(5(q“(l>| =1 € 5/(Qi7a7Qn70) =1 (42)
e Va € X definir:

0(gn, @)l =1 e &(qn @ ¢n,0) =1 (4.3)

4. O estado inicial também possui seu correspondente quantico definido por ¢},.;; = |qinit)

5. Ja os estados de aceitagdo do AFQ serdo definidos como o espago gerado apenas pelos
estados de aceitagdo do AFN, formalmente dado por Q. = span{|q) : ¢ € Qac}, que

podem ser representados pelos respectivos projetores |q) (¢|.

6. Deve-se construir uma matriz unitdria para cada um dos simbolos do alfabeto. A partir
da defini¢do do &', Va € Y e Vg; € @, onde 0 < i < n definir a matriz U, segundo a
equagdo a seguir.

[6(qi,a)]

Ua(lg:) [0)) = la:) > (i@, 65,,0) lg;) (4.4)

d=1

As demais entradas devem ser preenchidas com vetores ortonormais arbitrarios de
forma que a matriz seja unitaria, como sugerido por [KW97] e [AF98]. Os vetores
podem ser arbitrdrios porque ndo correspondem a nenhuma transi¢ao vélida no autd-
mato e nunca serdo alcancados, no entanto, sao necessarios para que a restri¢do de

unitaridade seja preservada.
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Apesar de ndo serem elementos constituintes do AFQ, as matrizes unitdrias sdo a forma
usual de representar a funcdo de transicdo do autdmato, por isso, sua construgdo é

apresentada como um dos passos do algoritmo.

Uma palavra w = aqas . . . a, € aceita pelo AFQ Ancilla quando, ao final da computagdo
de w, a probabilidade do autdmato terminar em um estado de aceitacao € maior que O (zero).

A probabilidade de aceitagdo P,.(w) € calculada pela expressdo a seguir.

. , > 0 apalavra é aceita pelo AFQ
Pac(w) = |Qach(|Qimt> |O>)| (45)
= (0 apalavra € rejeitada pelo AFQ
onde Uy, =U,, - U,, ... U,,
A cada aplicagdo das matrizes unitarias U,, que correspondem aos simbolos da palavra
w, os valores do qubit que representa o estado do autdmato e o qubit auxiliar sdo trocados
entre si, e o valor do qubit auxiliar € zerado. Essa alteracio € necessdria para que, ao aplicar

a matriz unitdria, o primeiro qubit seja sempre o estado atual do autdmato, e o segundo, seja

0 qubit auxiliar com valor 0.

4.3 Exemplo de Utilizacao do Algoritmo

Para ilustrar o uso do algoritmo apresentado na sec¢ao 4.2 e facilitar o entendimento, segue
um exemplo do seu uso.

Seja o AFN A = (Q, %, 9, ¢init; Qac), onde Q@ = {qo, 1}, £ = {0,1}, Ginit = qo»
Qac = {q1} e cuja funcdo 0 é representada pela tabela de transi¢do 4.1. A representa¢do por

diagrama de estados € mostrada na figura 4.1.

Tabela 4.1: Representacdo do AFN A de exemplo por tabela de transi¢do de estados
5((]0a 0) = {QOa (]1} 5(610, 1) =0
0(q1,0) =@ 6(q1, 1) = {q}

Seguindo a descri¢do do algoritmo, tem-se que B = (@', 3, Q, ', ¢init, Quc) € dado por:
Q" = A{law) . la) la2)}. ¥ ={0,1}, @ = {0, 1}, giniy = lao), Qo = {101) (01} e 0" €

entao:
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0 1

A

eyl

Figura 4.1: Representa¢do do AFN A de exemplo por diagrama de estado

0'(10) ,0,1g0) ,0) = 5 &'(|q0) - L, [0} ,0) = 0
0'(lao) 0, 1a1) . 0) = o5 &'(lao) . 1, |qr),0) =0
(190} , 0, [g2) ,0) = 0 '(l90) , 1, ]g2) ,0) = 1
d'(lg1) 0, |q0) ,0) = 0O (lg1) 1, |q0) ,0) = 0O
" (lg1),0,[q1),0) =0 O (lar) 1, ]q1),0) =1
'(lq1) 0, lgz) ,0) =1 '(lq1) , L, lg2) ,0) = 0
d'(lg2) » 0, |q0) ,0) = O d"(lg2) + 1, |q0) ,0) = 0O
'(lg2) » 0, |g1) ,0) =0 "(lg2) » 1, |q1) ,0) =0
'(lg2) » 0, |g2) , 0) = 1 "(lg2) + 1, |g2) , 0) = 1

Uma forma simplificada de escrever o 6’ do AFQ B € apresentada a seguir.:

0'(lq0),0) = 5 (la0) + @) (a0}, 1) = la2)
8'(|q1),0) = [gz) 0'(lar) 1) = lau)
0'(la2) . 0) = lg2) 0'(lg2) , 1) = |az)

Os estados |qo), |q1) e |g2) s@o escritos na base computacional como [00), |01) e |10)
respectivamente. O qubit auxiliar |0) da equag@o 4.4 transforma-se em |00) pois 0 mesmo
deve possuir a mesma quantidade de qubits usados para representar os estados. Assim, para

construir a matriz U, tem-se:

Up(|00) [00)) = |00) %(]00) +101)) (definida a partir de ¢’(|go) ,0))
Uv(|01) |00)) = |01) |10) (definida a partir de §'(|g1) ,0))
Uo(]10) |00)) = |10) |10) (definida a partir de 6’(|g2) ,0))
Up(|11) |00)) = |11) |00) (definida apenas para completar a matriz)

As demais entradas sdo calculadas apenas para completar a matriz e torni-la unitdria. Os
vetores devem ser ortogonais entre si € seguem abaixo:

Uo(]00) [01)) = 00) 5 (|00) — 01)) ~ Uo(]00) [10)) = [00) (|10} + [11))  Un(|00) [11)) = |00) —5(|10) — |11))
Uo(|01) |01)) = [01) [11) Uo(|01) [10)) = |01) |00) Uo(|01) |11)) = [01) [01)
Uo(|10) |01)) = [10) [11) Uo(|10) [10)) = [10) |00) Uo([10) |11)) = [10) [01)
Uo(|11) |01)) = [11) [01) Uo(|11) [10)) = [11) [10) Uo([11) |11)) = [11) [11)
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Similarmente para U, tem-se:

U1(|00) |00)) = |00) |10) (definida a partir de 6'(|go) , 1))
U;(|01) |00)) = |01) |01) (definida a partir de 0'(|g1) , 1))

U1(]10) 00))

|10) [10) (definida a partir de ¢'(|g2) , 1))

|11) |00) (definida apenas para completar a matriz)

Ur(11) [00))

As demais entradas seguem abaixo:

|00) [01)

U1(/00) [11))

|00) [11) - T(]00) [10)) = |00) [00)

101) [00)  U(]01) [10))

U1(/00) [01))

— Jo1) |11)

Uy (|01) [11))

|01) |10)

Uy (|01)[01))

[10) [11) U1 (]10) [10) = [10) [00)  U1(]10) [11)) = [10) |01)

U1(]10) 01))

Ur([11) [11)) = [11) [11)

[11)101)  Uh(|11) [10)) = [11) [10)

Ur(]11) 01))
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U, =

O O O O O O O O O O o o = o o o
O O O O O O O O O O O o o o o =
o O O O O O O O o O o o o o = o
o O O O O O O O o O +r O o o o o
o O O O O O O O o o o = o o o o
o O O O O O O O O~ O O o o o o
o O O O O O O O B O O o o o o o
o O O O O B O O O O oo o o o o o
o O O O = O O O O O o o o oo o o
o O O O O O O B O O O o o o o o
O O O O O O B O O O O o o o o o
O O O = O O O O O O O o o o o o
O O B O O O O O O O O o o o o o
o B O O O O O O O O o o o o o o
— O O O O O O O O o o o o o o o

r 1
O O O O O O O O O O o o o = o o

O célculo da aceitacdo da palavra w = 01 pelo AFQ B recém-construido € apresentado

a seguir.

Puo) = 1Q4Ullao) 10D
= [lqu) (| UrUo(]00) [00))[*
—1101) (01] U2 (100) —=(100) + o1))

Ap6s a aplicacdo de Uy, os valores dos qubits |00) e \/%(|OO> +101)) devem ser trocados
de ordem, e o segundo qubit deve receber o valor O (zero), para que U; possa ser aplicada

corretamente.

Po(w) = |[01)(01] U1<%<|00> + [01)) [00))

— Jjo1) (01] % 00) |10) + % 01) Jo1))[2

Como nao hd mais nenhuma matriz a ser aplicada, ndo hé necessidade de efetuar a troca
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e zerar o segundo qubit. Pode-se entdo aplicar o projetor dos estados de aceitacao.

P,.(w) =

7
1
2

Portanto, a palavra w = 01 € aceita pelo autdbmato quantico 3, pois a probabilidade

P,.(w) = % é maior que zero.

4.4 Corretude do Algoritmo

O AFQ Ancilla, construido de acordo com o algoritmo descrito na se¢do anterior, deve acei-
tar toda palavra que € aceita pelo AFN original, e deve rejeitar toda palavra que nao € aceita
pelo AFN original. Desse modo, atesta-se que o algoritmo elaborado esta correto.

Para que a prova de corretude do algoritmo possa ser bem compreendida, é necessario
apresentar algumas definicoes.

Classicamente, para simplificar a notagdo durante a computacdo de uma palavra, € uti-
lizada uma extensdo da funcdo de transicdo representada por 5. Essa funcdo de transi¢cao
estendida é definida por 5 @ x ¥* — @, e retorna o estado que o autdmato alcanga quando
inicia em algum estado ¢ € () e computa uma seqiiéncia de simbolos de entrada w € X*.

Formalmente, tem-se:

6(g.9) = q (4.6)

~

o(q,wa) = 6(5(q,w),a) ,paracadaz € X ea e X

A aceitacdo de uma palavra por um autdomato finito classico (AFD ou AFN) também
pode ser representada utilizando a funcao 5. Para isso, deve-se iniciar a computacao de toda
a palavra pelo estado inicial, aplicar a fun¢ao § e verificar se o estado retornado pertence ao
conjunto de estados de aceitacdo do autdmato. A aceitagdo de uma palavra, seguindo esse

método, é dada pela expressdo a seguir:

8(Qinita w) - S(Qinita ai--- a'n) = {lea to 7qjm} c (47)

{qju"’ 7Qjm}mQac 7é %)
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Para a prova de corretude, serd utilizada a andloga quantica a funcao 5, a funcao &' defi-

nida a seguir.

Definiciio 1. Para 0(qimi, w) = (it a1 - -~ an) = {qj,, -+ , @, }, define-se &' como:
gl(qinib w, qjd7 0) = 5/(qinit7 a1ag - - - Qn, dea 0) (48)
[6(qinit,a1)] |6(q'7dn71 an)|

-y X !

h &30 \)10imin an)| - 10(gzs, o, n)]

para todo d, 1 < d < m.

Para simplificar a apresentagdo da prova, considera-se também que U,,, definida pela
equacdo 4.4, tem apenas um argumento, ou seja, U, |¢;) = L?:(qf’a)‘ & (qi,a,q,,0) |g;,)- A

aplicacdo sucessiva de matrizes U,, € calculada como segue.

Defini¢do 2. Para w = ajas - - - a, tem-se que Uy, (|¢init)) = U, - UayUay |Ginit) € dado

por:

Uw(‘Qinit» - Uan T Uaz Ua1 (‘anzt» (49)

[0(ginit,a1)| |6(qjdn—1 an)|

- Y ¥ L 90

di=1 dn=1 \/|5(qmit7 ar)] - 16(qjy,..a, ,+@n)

Para maiores detalhes sobre a definicdo 2, veja o apéndice C.

Teorema 1. Seja A um AFN e B um AFQ obtido a partir de A pela utilizacdo do algoritmo

descrito anteriormente. Entdo:
o Sew € L(A) entdow € L(B)
o Sew ¢ L(A) entdow ¢ L(B)
Prova.

1. Para |w| =n,sew € L(A) entdo w € L(B).
Sejaw = ayaz---a, e w € L(A).
Para que w também pertenca a L(B), é preciso que a probabilidade de aceitagio

P,.(w) seja maior que 0 (zero), segundo a defini¢do 4.5. Assim, precisa-se verificar se

|Q:chw |qmzt> |2 > 0.
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Como w € L(A), pelo método de aceitagio dado por 4.8, tem-se que: 6 (ginir, w) =

~

6(Qinit7 ay--- an) - {ij e 7Qjm} € {lea e 7Qjm} N Qac 7& .
Como {q;,, - ,¢;,,} N Quc # ©, entdo, a partir da expressdo 4.5 e utilizando a defi-
nicado 2, tem-se que:

Pye(w) |Qhe U |ginit) |2 (4.10)

|Qlﬂ,cUan < UayUa,y |Qinit> |2

184z, san)]

2

[6(qinit,a1)l 1

di=1 dp=1 \/‘6(617:71“70‘1)‘"'|6(qjd1..,d

/
Qa,c ‘del..,dn>

an)

n—1’

> 0

A probabilidade P,.(w) é maior que 0 (zero) pois algum estado

qjdlmdn> faz parte

do conjunto de estados de aceitacdo do AFN. Conseqiientemente, de acordo com o
algoritmo, o espaco de estados de aceitac@o o terd como elemento gerador, resultando

qjdlmdn> > 0. Assim, segundo 4.5, w € L(B). O

em Q.

2. Para |w| =n,sew ¢ L(A) entdo w ¢ L(B).

Sejaw = ajaz---a, ew ¢ L(A).

Para que w ndo pertenca a L(B), é preciso que a probabilidade de aceitagdo P,.(w)

seja igual a O (zero), segundo a definicdo 4.5. Assim, precisa-se verificar se
QU | qinit) |7 = 0.

Como w ¢ L(A), pelo método de aceitacio dado por 4.8, tem-se que: (i, w) =

M Ginits a1+ an) ={qj, -, ¢} €4¢y, -+ s @ } N Que = @, isto €, nenhum estado
de aceitacao ¢ alcancado a partir do estado inicial.

Como {q;,, - ,¢;,,} N Q. = ©, entdo, a partir da expressdo 4.5 e utilizando a defi-
nicao 2, tem-se que:

Pac(w) 1QbcUw |ginit) I? @.11)

|Q;5Uan t Ua,2 Ua,l |qinit> |2

18(ajy_san)l

2

[6(qinit,a1)l 1

an.c )
di=1 dp=1 \/‘6(qinit7al)‘"'|6(de1...dn717an)

‘qjd1~-~dn>

= 0

A probabilidade P,.(w) é igual a 0 (zero) pois nenhum estado

qjdl‘_‘dn> faz parte do
conjunto de estados de aceitacdo do AFN. Conseqiientemente, de acordo com o algo-
ritmo, o espaco de estados de aceitacdo ndo o terd como elemento gerador, resultando

de1<.<dn> = 0. Assim, segundo 4.5, w ¢ L(B). O

em Q.
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4.5 Terceira Etapa: Circuito Quantico para Ancilla AFQ

Um AFQ Ancilla, construido segundo o algoritmo apresentado, pode ser implementado com
pouco esforco em um circuito quantico. Para aqueles ndo familiarizados com os circuitos
quanticos, sugere-se a leitura do apéndice B. A figura 4.2 abaixo mostra o arcabougo ou cir-
cuito genérico para um AFQ Ancilla qualquer. Nessa abordagem, o alfabeto dos autdmatos

é% ={0,1}.

ja1) {X——{X]
Reg.1 laz) @—4»—@
‘an> X
Reg.2 { l90)
Uo U1 Uo U1 UO U1
Reg.3 [0 I
0},
Reg.4 | |0),
10)s

Figura 4.2: Circuito quantico que implementa um AFQ ancilla.

A palavra a ser computada, w € {0, 1}", é representada pelo registrador 1, composto pe-
los n primeiros qubits do circuito, onde o valor de cada qubit corresponde a um dos simbolos
da palavra.

O estado atual do autdmato € representado pelo registrador 2, composto por % qubits.
Os k qubits correspondem a quantidade de bits necessdrios para escrever em bindrio os m
estados do autdmato. Logo, & = [logm|. Esse registrador deve ser iniciado com o valor do
estado inicial do autdémato, |qo).

O qubit ancilla € representado pelo registrador 3, também composto por £ qubits. Seu
valor inicial € |0), e sua fungdo é armazenar temporariamente o valor do préximo estado do
autdmato. Apds a computacdo de cada simbolo da palavra, seu valor deve ser transferido para
o registrador 2 atualizando o estado atual do autdmato, e em seguida, re-estabelecido para
|0),. Essa mudanca de valores entre os registradores ¢ feita pelas portas ST AP presentes

no circuito.
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Os demais qubits do registrador 4 sdo apenas auxiliares usados para re-estabelecer o valor
do qubit ancilla para |0),. Cada qubit do registrador 4 é iniciado com o valor |0),.

A funcdo de transi¢do (9) do AFQ € representada pelas portas Uy e Uy, correspondentes
as matrizes definidas na segunda fase da abordagem. A aplicacdo de cada porta aos regis-
tradores 2 e 3 € controlada pelo simbolo lido: Uj € aplicada quando a; = 0 e U;, quando
a; = 1. As portas X sdo utilizadas apenas para estabelecer o controle para a; = 0.

O estado final do autdomato é representado pela porta de medi¢do, aplicada ao qubit an-
cilla, registrador 3, apds a computacdo de todos os simbolos da palavra de entrada.

A execucdo do circuito € realizada da esquerda para a direita, aplicando seqiiencialmente
as portas aos qubits, até que, ao final do circuito, o qubit ancilla ¢ medido. A palavra é
aceita, se a probabilidade resultante da medi¢ao for maior que zero, caso contrério a palavra
¢ rejeitada.

Para ilustrar a codificag@o e execucdo de um AFQ ancilla, segue abaixo, na figura 4.3 o
circuito correspondente a0 AFQ ancilla B construido no exemplo da sec¢do anterior, com a

palavra de entrada w = 001.

0 —{x—+—(x] ‘ ‘

10) — X ——{x] j j

1) 1 i X}—T—D( e

100) — : — : —— : T : :
| Uo 1380 Uo Ju| 1T Uo o

|00> : : : I: : : : :

100) —

|00> B B B B B B B B B B
[Wo) (W) [W2) [¥s) [Wq) [Ws5) |We) [W7) [Ws) [|Wo)

Figura 4.3: Circuito quantico que implementa o AFQ ancilla B com w = 001.

Para facilitar o entendimento do passo-a-passo da execucao do circuito, foram acrescen-
tadas as indicacdes sobre o estado do sistema em diferentes intervalos de tempo, representa-
das pelos |1);).

A execugdo do circuito segue abaixo:

[%0) = 10) |0) |1) |00) [00) [00) [00)
[¢1) = 10) |0) |1) [00) [%5(!0@ +101))| |00) [00)
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[2) = 10 [0) [1)100) | 25(/00) + 01))] |00} [00)

[4s) = 10) [0) [1) [ Z5(100) + [01))} 00) |00} [00)

[a) = 10) 10} 1) | £5(100) +01))] [3(100) + 01)) + 25 110} 00} [00)

[5) = 10)10) [1) | 25(100) + [01))] [(/00) +[01)) + 5]10) | [00) |oo

) = 10) [0) [1) [ 5(100) + [01)) + 25 110} [00) [00) [ J5(00) + [01)|

) = 10010} 1) [3(00) +01)) + 35110 )| 100} 00) [75<\oo> +101))

) =10} 10) 11) [100) + [01)) + 5 [10)] [3(110) +01)) + J5 110} | |00} [ L5100} + o1))]
o) = 10) 10) [1) [ (100) + Jo1)) + f|1o> §|01>|oo>[1<|oo>+|01>>}

Como |01) representa o estado de aceitacdo ¢, e sua a amplitude é e , 0 AFQ B aceita a

palavra w = 001 com probabilidade (5)2 = 1.

Para diminuir a complexidade na implementagdo de portas que operam sobre multiplos
qubits, € comum decompd-las em portas quanticas mais simples mas que executam a mesma
operacdo. As portas Uy e U; do exemplo sendo estudado foram decompostas em portas
multi-controladas e seus respectivos circuitos sdo apresentados nas figuras 4.4 e 4.5, respec-

tivamente. Detalhes sobre métodos de decomposi¢do podem ser encontrados em [NCOO].

Figura 4.5: Circuito quantico que implementa a porta U;.
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4.6 Analise da Abordagem

4.6.1 Analise da Primeira Etapa

O algoritmo cldssico ER-AFN utilizado na etapa inicial da abordagem e apresentado na se¢ao
2.5.1, possui complexidade O(m) para converter uma expressio regular de tamanho m em
um autdomato finito ndo-deterministico com transi¢des €. Para eliminar as transicdes € de um
e-AFN com n estados leva-se tempo O(n?), sem aumentar o nimero de estados [HMUO2].

Sendo assim, a primeira etapa da abordagem mostra-se computacionalmente eficiente.

4.6.2 Analise da Segunda Etapa

Durante a segunda etapa, € realizada a transformacdo do AFN em um AFQ Ancilla utili-
zando o algoritmo desenvolvido e apresentado na sec@o 4.2. A andlise de complexidade do
algoritmo ¢ feita avaliando o tempo gasto em cada um dos passos de defini¢do dos elementos
do AFQ Ancilla. Os passos que definem %, €2, ¢.,., e (). sdo triviais e demandam tempo
O(1) cada. A defini¢ao de ()’ consiste numa itera¢do sobre os n estados do AFN definindo os
estados correspondentes no AFQ Ancilla e, portanto, demanda tempo O(n). Para construir
0 ¢’ também serd gasto tempo linear proporcional a quantidade de transi¢des do automato.
O passo que demandard mais tempo, mas ainda assim com complexidade polinomial, € a
defini¢do das matrizes U, pois as mesmas possuem dimensdo 2% 10871 x 22[legn] No entanto
s6 é necessdrio definir os valores das 2% 1°8"1 colunas da matriz com vetores ortonormais en-
tre si, calculados a partir dos n vetores ja definidos pelo ¢’ do AFQ. Logo, essa etapa possui
complexidade da ordem de O(221'°¢"1) que é quadratica em relagio ao nimero de estados
do autdomato, pois de acordo com as propriedades das fun¢des logaritmica e exponencial,
tem-se que 22108" = 2loen2 — (2losn)2 — 2 Pesse modo, a complexidade do algoritmo de-
senvolvido é da ordem de O(n?) e a segunda etapa mostra-se, também, computacionalmente

eficiente.

4.6.3 Analise da Terceira Etapa

O circuito quantico proposto na terceira etapa da abordagem deve ser analisado sob trés as-

pectos: quantidade de qubits utilizados, quantidade de portas utilizadas e tempo de execucdo
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na computagdo de uma palavra de tamanho p para um autdomato de n estados.

A quantidade de qubits utilizados no circuito € computada como segue: para representar a
palavra de entrada sdo utilizados p qubits, um para cada simbolo da palavra; para representar
o estado atual e o qubit ancilla sdo utilizados 2k = 2 - [logn| qubits; e para representar
o registrador 4 auxiliar sdo necessérios (p — 1) - k qubits. Logo, a quantidade de qubits

utilizadas no circuito é dada pela equagdo 4.12:
p+2k+(p—Dk=p+k+pk (4.12)

cuja complexidade é O(pk) = O(p - [logn]), sendo linearmente proporcional a quantidade
de simbolos da palavra e ao logaritmo da quantidade de estados do automato.

A contagem das portas utilizadas pode ser feita analisando as portas de multiplos qubits
como ordculos ou caixas-pretas, de modo que para cada porta é contada apenas uma unidade,
ou pode ser feita decompondo tais portas em portas basicas e fazendo o célculo a partir dessas
novas variveis.

O célculo com oraculos € trivial e é apresentado a seguir: para cada um dos p simbolos
da palavra sdo utilizadas duas portas X e as duas portas Uy e Uy; para (p — 1) simbolos sdo
utilizadas duas portas SW AP e, por fim, uma porta de medi¢do M. A quantidade total de

portas € dada pela equagdo 4.13:

p-(2X+20)+(p—1)-2k-SWAP+M = 2X -p4+2U -p+2k-SWAP-p—2k-SWAP+ M

(4.13)
Logo a quantidade de portas é O(pk), linearmente proporcional a quantidade de simbolos da
palavra e ao logaritmo da quantidade de estados do automato.

Se o circuito for analisado apenas com portas bésicas € necessario decompor todas as por-
tas sobre multiplos qubits em portas quanticas bdsicas, tais como as portas C NOT' e sobre
um qubit / e X. Uma porta bem simples que age em um unico qubit apenas também pode
ser decomposta, como é o caso das portas STW AP que sdao implementadas utilizando trés por-
tas C NOT'. No entanto, o método de decomposi¢ado descrito por Nielsen e Chuang [NC00]
pode ser utilizado para decompor qualquer matriz U arbitraria que age sobre multiplos qu-
bits. Inicialmente a matriz U deve ser decomposta em matrizes de dois niveis, isto €, aquelas
que agem nio trivialmente apenas em dois ou menos componentes do espaco. Para uma ma-

triz U de dimensdo d®d sdo utilizadas r < d(d—1)/2 = O(d?) matrizes de dois niveis, onde
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d = 2%¢_ Cada uma dessas matrizes pode ser entio implementada em circuito, através da téc-
nica descrita em [NCO0], utilizando O((2k)?) portas sobre um qubit e portas CNOT. Todo o
processo de decomposi¢do demandard entdo O((2%%)? - (2k)?) = O(16 - 4k?) portas bésicas
e serd, portanto, polinomial ao nimero de estados do autdmato, pois, como k& = [logn],
tem-se que 16% - 4k% = (24)k . 4k? = (2K)* . 4k% = (2°6™)* . 4(logn)? = n* - 4(logn)>.

No exemplo apresentado na secdo anterior, as portas U, e U; foram implementadas por
portas com trés e quatro controles de modo que ainda é possivel decompd-las em portas mais
basicas utilizando o método de Nielsen e Chuang [NCO0O0].

Finalizando a andlise, o tempo gasto para executar a computacdo de uma palavra no
circuito € diretamente proporcional a quantidade de portas do mesmo, e portanto, a execucao

€ de ordem polinomial.



Capitulo 5

Conclusao

Neste capitulo sdo apresentadas as consideragcOes finais desta dissertacdo e sdo sugeridos

alguns trabalhos futuros que visam contribuir com a solucao apresentada neste documento.

5.1 Conclusoes

Esse trabalho de dissertacdo visou solucionar o problema de ineficiéncia das abordagens
cléassicas existentes no uso de expressoes regulares. Como solugdo, foi proposta uma abor-
dagem alternativa fazendo uso de elementos da Computagao Quantica para tornar o processo
de utilizacdo de expressodes regulares eficiente. A abordagem proposta consiste em trés eta-
pas: 1) transformacdo ER-AFN, ii) transformacdo AFN - AFQ Ancilla e iii) implementacdo
do AFQ Ancilla em circuito quantico. A etapa (i) € cldssica e consiste na utilizacao do algo-
ritmo de transformacao de uma expressao regular em um autdmato finito nao-deterministico
reconhecidamente eficiente. Para as demais etapas foi necessario a escolha de um modelo
de autdmato finito quantico adequado (AFQ Ancilla), que reconhece no minimo a classe
das linguagens regulares, tendo sido entdo desenvolvidos um algoritmo de transformacao de
AFN para AFQ Ancilla e um arcabougo para implementagdo do AFQ Ancilla em circuito
quantico.

O algoritmo de transformacdo AFN-AFQ Ancilla € de simples execucdo e pode ser uti-
lizado para transformar qualquer AFN em um AFQ Ancilla que reconhece a mesma lingua-
gem, como provado em 4.4. Com relagdo a eficiéncia, foram analisados a quantidade de

estados do autdmato quantico resultante e o tempo de execucao do algoritmo. A quantidade
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de estados do AFQ ¢ a mesma do AFN, podendo ter apenas um estado a mais, caso alguma
transicdo do AFN esteja ausente. Essa linearidade € a grande vantagem em relacao as abor-
dagens cléssicas pois, no pior caso, havia um aumento exponencial no nimero de estados
na transformagdo AFN-AFD e necessitava-se ainda minimizar o automato. O algoritmo de-
senvolvido também € eficiente em relacdo ao tempo de execugdo, pois 0 mesmo executa em
tempo polinomial ao nimero de estados do autdomato.

O arcabouco para implementar o AFQ Ancilla na linguagem de circuitos quanticos tam-
bém apresenta vantagens devido, principalmente, a sua flexibilidade e modularizagao, pois,
para implementar um autdomato qualquer, basta definir o nimero de qubits e construir as
portas unitdrias que codificam o seu §. O circuito apresenta um conjunto fixo de portas utili-
zadas na leitura de um simbolo, de modo que a troca da palavra de entrada modifica apenas
a quantidade de médulos utilizados.

O método apresentado leva em consideragdo apenas o alfabeto bindrio > = {0, 1} mas
€ possivel utilizar alfabetos com mais de dois simbolos. Seria necessario representa-los em
notac@o bindria, de forma que cada simbolo seria representado por [logm| qubits, onde
m = |X|. Outra implicac¢do seria o aumento da quantidade de matrizes U; no circuito, ji
que € preciso definir uma matriz para cada simbolo do alfabeto. Para escolher qual matriz
aplicar ao ler um simbolo da palavra, sdo necessdrio circuitos mais elaborados, como mostra
o exemplo abaixo.

Para ¥ = (0,1,2,3,4|, m = 5, tem-se |a;) = |ajazas). Assim: |0) = |000), |1) = |001),
|2) = ]010), |3) = |011) e |4) = |100).

No circuito, o controle serd fechado para os bits a; = 1, e serd aberto para os bits a; = 0
(veja o Apéndice A). Parte do circuito que ilustra a utilizagdo das matrizes na leitura de um

simbolo da palavra segue na figura 5.1:

5.2 Trabalhos Futuros

Como apresentado na se¢do 4.2, um dos passos do algoritmo AFN-AFQ Ancilla € a definicao
das matrizes unitarias U;, que sdo de dimensao polinomialmente proporcional ao nimero de
estados. Entretanto, a maior parte das entradas das matrizes sdo calculadas apenas para tornar

a matriz unitdria, ndo sendo utilizadas para representar a funcao de transicao (6) do automato.
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|az)

|az)

Up| |Ui| |Ua| |Us| | Us

Figura 5.1: Médulo para leitura de um simbolo com alfabeto ndo-bindrio

Como conseqiiéncia da dimensdo das matrizes, a implementagdo das mesmas demandara
um grande nimero de portas quanticas bdsicas, comprometendo a eficiéncia da execucao
do circuito correspondente. Paschen [Pas00] sugeriu ser possivel escrever as matrizes com
|©2]|@] colunas e |@| linhas, reduzindo as dimensdes das mesmas. Desse modo, sugere-se um
estudo mais aprofundado para otimizar a representacdo da funcdo de transi¢do do autdmato
através de matrizes mais compactas.

Ainda nessa direcdo, sugere-se uma pesquisa maior sobre matrizes que atuam em multi-
plos qubits e seu impacto na complexidade dos circuitos quanticos. Em geral, os algoritmos
quanticos utilizam ordculos que atuam sobre multiplos qubits, mas sua implementacao real
muitas vezes ndo é discutida. O arcaboucgo apresentado nesse trabalho também assume a
implementagdo das portas Uy e U; como sendo eficientes, mas devido as suas dimensoes,
viu-se que a quantidade de portas basicas para implementa-las pode se tornar impraticavel.
Sugere-se também investigar se as matrizes que implementam o § de autdmatos finitos quan-
ticos possuem algum padrdo de formacao e, posteriormente, desenvolver uma técnica mais
especifica de decomposi¢ao de matrizes otimizando o uso das portas bésicas.

Por fim, sugere-se a extensdo da pesquisa na drea da Teoria dos Autdmatos para abranger
também as gramadticas regulares e os algoritmos relacionados, investigando novas dreas onde

os autdmatos finitos quinticos possam ser utilizados na solucao de problemas.
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Apéndice A

Computacao Quantica: Conceitos

Basicos

A.1 Representacao da Informacao

Na Computagdo Quantica (CQ), o qubit (quantum bit) é a unidade bésica de informacao,
em analogia ao conceito cldssico de bit. Diferentemente do bit da Computagao Classica que
pode estar em apenas dois estados distintos, 0 ou 1, um gubit, além dos estados |0) e [1),

pode estar em uma superposicdo desses dois estados na forma:
) = a0) + 53[1) (A.1)

em que « e [3 sdo coeficientes complexos que representam a amplitude dos estados |0) e |1),

respectivamente, e devem obedecer a equagao:
o + 16 =1 (A.2)

Uma particularidade da Mecanica Quantica € que nem toda informag¢do contida no qubit
pode ser extraida. A extracdo de informacdo se da através da medicdo do qubit e durante
esse processo parte da informacdo € perdida. Se o qubit estd num estado de superposicao,
ao medi-lo, ele colapsa para um dos estados classicos, |0) ou |1). O médulo da amplitude
de um estado quantico ao quadrado informa a probabilidade de obter esse estado ao efetuar
uma medicdo. Por exemplo, ao medir o estado |¢) da equagdo A.1, obtém-se o valor |0) com

probabilidade o e o valor |1) com probabilidade 3.
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A CQ utiliza a notagdo de Dirac (bra (| e ket | )) para representar os estados quanticos.

As notagdes |0) e |1) representam, respectivamente, os vetores:

1 0
0) = = (A.3)
0 1
e a notacdo ¢ representa o vetor:
a
W) = (A.4)
s

O bra representa o transposto conjugado! de um qubir ()| = |1)") e pode ser definido

por:

Wl = ) (A.5)

(e}

8
~ e o]

Em um computador cldssico, os bits sdo agrupados em conjuntos chamados registradores.
Se um bit pode armazenar um dos dois ntimeros 0 ou 1, entdo um registrador de n bits pode
armazenar 2" numeros diferentes, um por vez. No computador quantico, no entanto, um
registrador de n qubits pode armazenar 2" valores diferentes ao mesmo tempo, devido a
caracteristica da superposi¢do. Para um sistema de mais de um qubit utiliza-se a operagao de
produto tensorial ® para operar os qubits. A notacdo utilizada é |a) ® |b) = |a) |b) = |ab).

O estado geral de um sistema de n qubits é apresentado na expressdo A.6 abaixo:

2" —1
) = aglx), (A.6)
=0
com a restri¢io 3> " |a,|?> = 1 e a base computacional {|0),[1),...,[2" — 1)}.

|1) é descrito por um vetor unitdrio com amplitudes «;, 0 <7 < 2" — 1.

Abaixo, segue um exemplo de um sistema com dois qubits:

'0 conjugado de um niimero complexo ¢ = a & bi é cx = a F bi
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V) = Y1) @ [th) (A.7)
= (1 ]0) + 51 1)) ® (a2]0) + 32 1))
= 105 ]00) + a1 2 |01) + By [10) + (13, [11)
= apo |00) + a1 |01) + crgp [10) + aqq [11)

= ‘O) + aq |1> + Qo ’2> + (6% ‘3>
3
= > )
=0

O resultado dessa operagdo é o estado quantico |¢)) de dois qubits que contém os estados

00, 01, 10 e 11 ao mesmo tempo, onde cada estado tem sua respectiva amplitude c,.

A.2 Medicao

De acordo com a Fisica Quantica, a tnica forma de se obter acesso a informacdo contida
no estado |¢) é através de uma medi¢do. De uma maneira simplificada, uma medicao cor-
responde a uma projecdo do vetor de estado representando o qubit em um dos estados da
base computacional. O processo de medicdo altera estado do sistema v descrito em A.1,

fazendo-o assumir o estado |0), com probabilidade |a|?, ou o estado |1), com probabilidade

1B]2.
Entdo, se o qubit estd no estado |1)) = ag |0) + a1 |1), a probabilidade de uma medigao

encontra-lo no estado |x), onde = € {0, 1}, é dada por:

py() = | (z] ) (A8)

Por exemplo, paraxz = 0 e [¢)) = ap|0) + oy |1) tem-se:

ps(0) = [(0[9)[* =[(0] (a0 [0) + ar [1))]?
= [(0]ao |0) + (0 a1 [1) ?
= | (0]0) + s (0] 1)[?
= |/ (A.9)
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Uma outra maneira de se calcular a probabilidade p,(z) é:

po(z) = [{z[¥)]”
= (zl9)" (x| )
(Y] ). (z[)
= (W E: ) (A.10)

com P, = |z) (x|. Pode-se reescrever a expressio a direita da equagdo A.10:

(V] Py |9) (@] ) (x| ¥)

= (z]¥) (Y| )
= (2| Py |z) (A.11)

com Py = |¢) (¢|. Os operadores P, e P, sdo chamados de operadores de projecio.

A.3 Processamento da Informacao

Em um computador classico, o processamento da informacao € realizado por dispositivos
chamados de circuitos 16gicos, que sdo agrupamentos de dispositivos mais simples chamados
de portas 16gicas. Analogamente, a CQ também possui um modelo de circuitos quanticos
formado por portas quanticas que realizam operagdes unitdrias sobre os qubits. Uma porta
quantica simples aplica uma operag@o unitdria U sobre um qubit no estado |¢)) fazendo-
o evoluir para o estado U |¢). Tais portas sdo representadas por matrizes unitdrias, que
preservam a norma do vetor e atendem i seguinte propriedade: UUT = UTU = I. Desse
modo, j4 que toda matriz unitdria, por defini¢do, possui inversa, as operagdes definidas sobre

0s qubits sdo reversiveis.

A.3.1 Portas Quanticas de um Qubit

As portas mais simples sdo as que operam sobre um unico qubit. Por exemplo, a porta X,

descrita pela matriz:

01
X = (A.12)
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representa a porta classica NOT":

0 1 01]]1 0

X10) = 0) = = =[1)
10 10 1
0 1 01110 1

X1 = )= = =10)
10 1 o1 0

Outras portas quanticas importantes sao apresentadas abaixo e, juntamente com a porta

X, formam um conjunto conhecido por matrizes de Pauli:

10 0 1
[: X:

0 1 1 0

0 —2 1 0
Y = 7 =

1 0 0 —1

Percebe-se que nem todas as portas quanticas possuem correspondentes cldssicas. Uma
porta de um qubit bastante utilizada na Computagdo Quantica e que ndo possui andloga

classica € a porta Hadamard descrita abaixo:

H=—— (A.13)

Sua acdo leva um estado da base a uma superposi¢ido de estados, e quando aplicada

novamente, leva a superposi¢do ao estado original, como mostrado nas equacdes A.15 e

A.16 a seguir:

HO—l 1- ! —1 1-—1 0 1 A.14
|>—E =y =5 1_—ﬁ(\>+|>) (A.14)
1 1 -0 1 1 ] 1
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)+ 1

1 1
) (o041 + (00 - 1) = o
(o)~ 1)) = 11

V2 V2

- 11 1
i ( (0)+ 1)) - 5

V2 V2 \V2

A.3.2 Portas Quanticas de Multiplos Qubits

(A.15)

As portas descritas na subse¢do anterior atuam sobre um qubit apenas. No entanto, para re-

alizar qualquer operacdo quantica sao necessdrias também portas que atuem sobre multiplos

qubits. A porta mais importante dessa categoria € a porta CNOT ou NOT-controlada. Esta

porta define uma operacao sobre dois qubits a e b (qubit de controle e qubit alvo, respectiva-

mente) representada através da figura A.3.2, onde a operacdo & representa o ou-exclusivo.

|a> —

|b> —H—

Figura A.1: Circuito que representa a porta CNOT

A matriz que a descreve segue abaixo:

CNOT =

o O O
o]

0

|a)

|b® a)

0
0
0
1

o = O O

A porta CNOT atua da seguinte maneira: se o qubit de controle a estd no estado |0),

o estado |b) do qubit alvo permanece inalterado; no entanto, se o qubit de controle a estd

no estado |1) entdo o estado |b) do qubit alvo € alterado para |b @ a). A operagdo sobre o

qubit alvo pode ser expressa como X * |b) onde X é a porta X descrita na sessdo anterior e 0

sobrescrito a € o valor do estado do bit de controle.

Pode-se generalizar a acdo da porta CNOT para uma porta U-controlada, onde U é uma

operac¢do unitdria sobre um qubit, e sua acao € representada pela figura A.3.2:
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@) @)
[b) U®|b)

Figura A.2: Circuito que representa a porta U-controlada

E possivel controlar a aplicacdo da porta no qubit alvo quando o qubit de controle estd

no estado |0). A representa¢do segue na figura A.3.2:

) —0 @) =

1) U |b) U]

Figura A.3: Circuito que representa a porta U-controlada acionada pelo qubit de controle no

estado |0)

As portas controladas podem ser expandidas para funcionar com multiplos qubits de
controle. A operacdo sé € aplicada quando todos eles satisfazem os requisitos de entrada.

Um exemplo de porta com multiplos controles € apresentado na figura A.3.2.

@) —— o)
o) —— b
) —0— o)
) —4— ld)
le) 4@7 U“de]e>

Figura A.4: Circuito que representa a porta U-multicontrolada para 4 qubits

Para esse exemplo, a porta U s6 serd aplicada ao qubit |e) quando a = [1), b = |1),

c=10)ed=]1).
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Uma outro exemplo de porta sobre multiplos qubits que envolve o uso de controles é
a porta SWAP. Ela € responsavel pela troca de valores entre dois qubits e o circuito que a

representa € apresentado na figura A.3.2.

@)
1b)

oD
A\
|
=
~
=
~

D
oD
U
=
~
S
~

Figura A.5: Circuito que representa a porta SWAP

A ac@o do circuito € detalhada na equagdo abaixo:

) = la)[b) (A.16)
) = la)b®a)

[¥2) = la@(b®a))b@a)=|b)[b©a)

) = )|(b®a)®b) =[b)la)

A.4 Computacao

Uma operagdo quantica € unitdria e portanto reversivel. Logo, um computador quantico
precisa de dois registradores para realizar uma computacdo: um para guardar o estado da
entrada e outro para o estado da saida. A computacdo de uma funcao f € determinada por
uma operagdo unitdria U; que age sobre os dois registradores preservando a entrada, de

acordo com o seguinte protocolo:

Uy lz) ly) = |=) [y @ f(z)) (A.17)

Pode-se observar que, se y = 0, entdo,

Url2)10) = |2) [0 ® f(z)) = |2} [f(x)) (A.18)

Para ilustrar uma computacgdo, suponha que € preparado um registrador com m qubits no
estado |¢) de superposi¢do igualmente distribuida e um registrador com um qubit no estado

|0), descritos pela equagdo A.19:
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1 2m_1
) 10) = 5oz D |2 10) (A.19)
=0

Aplicando U ao estado |¢/) |0), como mostra o circuito da figura A.6,

0) —{H}~  ——
0) —H}

Ur| @ s Yo [0)1f(2)

0 —{g—

0)

Figura A.6: Circuito que computa o valor de f para todos os valores de x.

obtem-se:

Url)10) = U (ﬁim |o>)

1 2m—1

= o 2. Url)[0)
=0
2m—1

= oo O ) (@) (A.20)
x=0

Ou seja, o circuito realiza a computagao de todos os 2™ valores f(0), f(1),..., f(2"—1)
ao mesmo tempo com uma tnica aplicagao da operag@o unitaria Uy que implementa a fungdo
f. Essa caracteristica incomum de calcular todos os valores de f a0 mesmo tempo € chamada
paralelismo quantico. No entanto, a informacao sé serd obtida ao efetuar uma medicao, que

como Vvisto na secdao A.2, € um processo que altera o estado do sistema.



Apéndice B
Circuitos Quanticos

Este apéndice descreve sucintamente o conceito de familia de circuitos e os atributos de

avaliacdo de eficiéncia dos mesmos.

B.1 Familia de Circuitos

Circuitos sdo redes compostas por fios que carregam bits para as portas e estas executam
operagdes elementares nos bits. Os circuitos considerados aqui s@o aciclicos, ou seja, os bits
se movem através do circuito de forma linear, ndo havendo loops nos fios. Um circuito C),
tem n fios e pode ser descrito por um diagrama de circuitos, como, por exemplo, o diagrama

da figura B.1 abaixo:

€0 —@ So

€1 S1

Go

€2 59

Figura B.1: Exemplo de circuito com n = 4.

Os fios sdo representados pelas linhas horizontais. A esquerda do circuito sio escritos os
bits de entrada, e a cada instante de tempo ¢, uma porta GG; é aplicada aos bits. A computacio

ocorre da esquerda para a direita e, ao final, os bits de saida sao lidos a direita do circuito.

77
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Uma familia de circuitos ¢ um conjunto de circuitos C,|n € Z+, em que hd um circuito
para cada entrada de tamanho n. A familia é uniforme se cada C), pode ser construido
facilmente, isto €, se ha uma Mdaquina de Turing que gera os circuitos em tempo polinomial.

Um conjunto de portas é universal se é possivel construir um circuito para realizar qual-
quer computagdo utilizando apenas portas daquele conjunto. Para a computacao cldssica, um

exemplo de potas universais é o conjunto NAND, FANOUT.

B.2 Complexidade de Circuitos

A complexidade computacional, no modelo de Maquinas de Turing, € especificada em rela-
¢d0 ao tempo ou espaco que a maquina utiliza para completar a computacdo de uma determi-
nada tarefa. Para o modelo de circuitos existem trés medidas de complexidade. Uma delas
¢ o numero total de portas utilizadas no circuito. Outra é a profundidade do circuito, isto
é, se o circuito € dividido em uma sequéncia de instantes de tempo ¢, em que a aplicacao
de uma tnica porta requer um unico instante ¢, entdo a profundidade serd o nimero total
de instantes ¢. Perceba que a quantidade de portas e a profundidade podem ser diferentes,
pois pode-se aplicar mais uma porta no mesmo instante ¢, contanto que elas atuem sobre bits
distintos. A terceira medida é a largura ou espaco do circuito, calculado pelo nimero de

bits ou fios no circuito. Essas medidas estdo apresentadas no exemplo da figura B.2 abaixo:

=T

Figura B.2: Circuito com 7 portas, profundidade = 4 e largura = 5.



Apéndice C
Detalhes da definicao 2

Esse apéndice apresenta em detalhes a definicao 2 apresentada no capitulo 4, secao 4.2.

Para w = ajasy - - - a, tem-se que Uy, (|¢init)) = Ua, - - - UayUay |Ginit) € dado por:

[6(ginit,a1)l

1
Ua |Qimt> = —‘qj >
1 di=1 16(qinat, an)] 1"
,onde gj, € 0(Ginit, a1)-

[0(ginit,a1)| 1

Ua (Ua ’@h’nit» = —Ua
o dlzzl 6(init, a1)] ’

qjd1>

[0(qinit,a1)| W%‘dl ,a2)|

1 1 ‘
R U B S ——
a1 VI0(@iit, 1) do=1 10(qjq, > a2)| o
, onde deld2 S (5((5(qimt, al), ag).

18(qinissar)] 19 a, 22| L L

Uﬂ’iS(UaQUal |ginit)) = Z Z Uay
et damr VI8(@miean)l | [18(g,,  a2)l

qjdld2>

18(qinissar)] 19a, @2)]

1 1 18(a54, 4, -3)] L
> > Y, |t
di=1 do—1 \/‘5(qmit7a1)| \/|5(qjd1,a2)| ds=1 \/|5(qjdld27a3)‘ ’ 1d2d3>

sonde gj; o4 € 0(8(6(qinit, a1), a2), as).
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Logo, para U, tem-se que:

Uw (|%mt>)

Uan to Uag Ua1(|qmit>)

|6(qinit7a1)| ‘é(qjdnfl 7an)

di=1 dp=1

1

\/‘6(qzmt7 al)’ e |5(de1...dn_1 ) an)

de1.4.dn>



