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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns resultados relativos, tanto com a existéncia,
como a nao-existéncia de solucao de certos problemas elipticos que envolvem o seguinte

operador nao-linear do tipo Timoshenko
Lu = M(/ |Vu|2d$> Au,
Q

onde M :R — R & uma funcio continua e Q C RN (N > 2) é um dominio limitado
com fronteira regular. As técnicas usadas foram o Método de Sub e Supersolucao e

Métodos Variacionais.



Abstract

In this work we study some questions related to assure the existence and non-
existence of solutions of some elliptic problems involving the following non-linear op-

erator of Timoshenko type
Lu = M(/ |Vu|2d$> Au,
0

where M : R — R is a continuous functions and Q C RY(N > 2) is a smooth
bounded domain. The techniques employed were the Sub and supersolution Method

and Variational Methods.
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Introducao

Neste trabalho estudamos a existéncia e a nao-existéncia de solucao de alguns

problemas elipticos que envolvem o seguinte operador nao-linear

Lu = M(/ |Vu|2d$> Au,
Q

onde M :R — R é uma fung¢ao continua.

Este operador nao-linear é denominado por alguns autores de operador do tipo de
Timoshenko e aparece em varias aplicacoes relacionadas com problemas de evolucao,
principalmente aqueles associados com os modelos de Kirchhoff-Carrier (Limaco &
Medeiros [18| e suas referéncias). Ele aparece também em problemas de vibragao
nao-linear (Lions [21]) e em problemas que envolvem certas equagoes de Shrondinger

nao-lineares do tipo

iW, + AW = M(fQ |ReVW|2dx> ReW,z € RY x [0, +00)
W (x,0) = wo(z) = ¢(x) +ip(x),em RY,
(Astaburuaga, Fernandez & Perla Menzala [4]).
Esta dissertacao esta dividida da seguinte maneira:

O capitulo 1 é dedicado ao estudo de existéncia e nao-existéncia de solugao para

o problema (Alves & Corréa [2]):
—M<IQ|Vu|2dx)Au = f(x,u), Q
u = 0, 0,
onde M : R — R e f: Q2 xR — R sao func¢oes continuas nao-negativas e 2 C

RY (N > 2) é um dominio limitado com fronteira 952 regular (suave). Iniciamos obtendo

o modelo matematico, especificamente o modelo de Kirchhoff-Carrier, que representa
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o fenomeno fisico descrito por pequenas vibragoes transversais de uma corda elastica
fixa nos extremos.

Em seguida, apresentamos um resultado de existéncia e unicidade (Teorema 1.1) para
o caso em que a funcao f independe de u.

Na segunda parte, provamos um Principio de Comparagao (Teorema 1.2) para
o operador L. Devido a este principio, conseguimos mostrar, usando argumentos
similares aos do caso em que M =1 (ver por exemplo referéncia [12]), um resultado
de sub e supersolucao (Teorema 1.3), conhecido na literatura como Método da Sub e
Supersolugao ( ou Método da Itera¢ao Monotonica ) para o operador de Timoshenko.

Na terceira parte do capitulo, fazemos duas aplicacoes do Método de Sub e Su-
persolucao. Na primeira delas provamos a existéncia de solucao para o caso em que
a fun¢ao f é sublinear, ou seja, f(z,u) = u?, 0 < ¢ < 1. Ainda neste caso, usando
um resultado de unicidade mostrado por Brezis & Oswald [7], conseguimos obter unici-
dade de solugao (Teorema 1.4). Ja a outra aplicacdo, é um resultado de existéncia de
solu¢do (Teorema 1.5), onde a fun¢io é soma de ndo-linearidades concava e convexa,
isto &, f(x,u) = Au?+ uP, X\ é um parametro positivoe 0 < g <1 < p.

Na sequéncia do capitulo, apresentamos um resultado de nao-existéncia de solucao
positiva (Teorema 1.6) do problema acima referido e finalizamos relacionando o con-
junto de autovalores do operador A Laplaciano com o do operador nao-linear de
Timoshenko.

No capitulo 2 estudamos, via métodos variacionais, o seguinte problema de trans-

missao eliptico ndo-linear (Ma & Rivera [22])
—a(le |Vu|2d:1:> Au = f(z,u), O

—b(f(22 |Vv|2dx>Av = g(z,v), Q
v = 0, ['=00Q

com as seguintes condic¢oes de transmissao

u = v, Y=00

a(le|Vu|2dx)% - b(fm |W|2dx)%, S = 90,
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onde Q@ C RV (N >2) éum dominio limitado suave em que T' designa sua fronteira,
Q; C Q é um subdominio com fronteira ¥ suave satisfazendo Q; C Q e Qy, = \
Q.

Neste caso, as funcoes a,b : R — R sao continuas, crescentes e positivas e as
funcdes f: O xR — R, ¢g: Qs x R — R sdo localmente Lipschitzianas. Além
dessas hipoteses, veremos no decorrer do capitulo que serao acrescentadas outras.

Problemas desse tipo aparecem em varias aplicacoes da Fisica e Biologia. Como

exemplo ilustrativo, ele esta relacionado com o problema estacionéario do seguinte sis-

tema de duas equacoes de ondas do tipo Kirchhoff
Uy — a(fﬂl |Vu|2d:17>Au = f(z,u), Q,

'Utt_b<f92 |VU|2d‘T>AU = g(x,v), Q27

as quais modelam as vibragoes transversais de uma membrana composta por dois ma-
teriais diferentes, neste caso, designadas por €2y e (.

Iniciamos o capitulo 2 apresentando o problema a ser estudado e os resultados que
serao obtidos. Em seguida fazemos uma caracterizagao variacional através da anélise

no seguinte espago de Sobolev
E = {(u,v) € H' () x H\(s); u=v sobre ¥ =09},

onde

HE(Qs) = {v € H'(Q); v=0 sobre ' =09Q}.

Dando continuidade, provamos que o funcional associado ao problema é fraca-
mente semicontinuo inferiormente e de classe C!, e finalizamos apresentando um re-
sultado de regularidade para o problema de transmissao.

Na secao final do capitulo 2 nos dedidamos as demonstracoes dos principais re-
sultados referentes ao estudo do problema de transmissao.

O capitulo 3, destina-se ao estudo de regularizacao das solugoes, que encontramos
nos capitulos anteriores.

Apéndice A

Neste apéndice fazemos uma descricao do espectro para o operador —A, no caso

do problema homogéneo de Dirichlet.



Apéndice B

Apresentamos um resultado de unicidade, provado por Brezis & Oswald em [7],
que faremos uso na demonstracao da unicidade do problema sublinear (1.48) no Teo-
rema, 1.4.

Apéndice C

Ja neste apéndice, apresentamos os principais resultados utilizados no decorrer
de nosso trabalho. Indicamos também as referéncias onde podem ser encontradas as

demonstracoes dos resultados citados.

Notacoes
Vamos fixar algumas notagoes que usaremos no decorrer do nosso trabalho.
O termo dominio e o simbolo €2 denotard um conjunto aberto, N-dimensional,

do espaco euclidiano real RN, N > 2. Designando z = (x1,...,2x) € €, a norma

N 1/2
j=1

Seja 1 < p < oo. Consideraremos LP(€2) como a classe de todas as fun¢oes

euclidiana sera denotada por

mensuraveis u, definidas sobre (), tal que

/ |u(z)|Pdr < oo,
Q

com norma || - ||zr) definida por

1/p
ulley = ( / |u<x>|pdx) .

Para o caso particular, p = 2, esse espaco é de Hilbert com produto escalar dado por

(u,v)) = /Qu(x)v(x)dx, Y u,v € L*(Q).

Sendo m € N, representamos por W™P(Q) os espagos de Sobolev, munido com

a norma
1/p

[[ullmp0 = /|u|”dx—|— Z /|Dju|pdx '
Q Q

1<|j[<m
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onde j = (j1,d2,---,jn) € NV, |j| = N4, e DI = %lé‘gg’ é o operador de
derivagao fraca. o

Quando p = 2, para simplicar a notacao, denotaremos estes espacos de Sobolev
por H™(§) com norma

1/2

]Iz = /|u| drt+ Y /|D7u| iz

1<|j|<m

Por H}(Q) representamos o espaco W,”(Q) := C{)’O(Q)H 2@ om norma

1/2
full= ([ 1vupaz)
Q

induzida pelo produto interno
(u,v) = / VuVudz, Y u,v e Hy(Q).
Q

E por W™4(Q), com % + % = 1, representamos o dual topologico de Wy"?(€Q) com
norma || - ||-mpqo dada por

1 -mage = sup [(J,9) .

||<P||m,p;9§1

Dizemos que uma funcdo u : Q — R ¢é Hélder continua de expoente s,

0<pu<l, se
H, [u] = sup Ju(z) = u(y)] < +o00.
ary T =yl
Seja k um inteiro positivo. Designamos por C%*(Q) o espaco das funcoes
reais cujas derivadas possuem extensdes continuas em € até a ordem k e suas k-
ésimas derivadas sio uniformemente Holder continuas em €, com expoente de Holder

i, 0 < pu <1. Esses espacos sao munidos com as normas

||k = ZHD]UHCO +ZH DJ

i<k |5|=Fk

Por C,C4,Cs, ..., K, Ky, ..., denotamos constantes reais positivas.



Capitulo 1

Solucoes de uma classe de equacoes

elipticas nao-lineares

Neste capitulo estudamos a existéncia e nao-existéncia de solugoes para o seguinte

problema (Alves & Corréa [2]):
—M(fQ |Vu|2dx> Au = f(z,u), Q
u = 0, 011,

(1.1)

onde M : R — Re f : & xR — R sao fungdes continuas nao-negativas e
Q CRY(N > 2) é um dominio limitado com fronteira 92 regular (suave). No decorrer

deste capitulo a funcao M satisfaz também a seguinte condicgao:
M(t) > mg >0, Vt>0, (1.2)

onde mgy é uma constante real. Denotaremos por H : R — R a func¢ao continua dada

por
H(t) = M(t*t, VteR (1.3)
Dizemos que uma fungio u € Hy () é uma solugao fraca do problema (1.1) se

M(/Q|Vu|2d:v>/QVuV<pdx: /Qf(x,u)cpdx, Yo € Hy (). (1.4)

1.1 Motivacao Fisica

Com o objetivo de relacionar a Matematica com outras areas do conhecimento

humano, preferimos iniciar este trabalho obtendo o modelo Matemaético, ou seja, a
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equacao diferencial, que representa o fendmeno fisico descrito por pequenas vibragoes
transversais de uma corda eléstica fixa nos extremos, com o qual o problema (1.1) esta
relacionado.

Para isto, consideremos uma corda elastica, flexivel, de comprimento [ > 0, a
qual repousa sobre o eixo horizontal(eixo Ox) e tem extremos fixosem =0 e = =1,

conforme mostra a figura abaixo, porém com tensao 7 ao longo da corda.

u(x,i)a

Figura 1.1: Situagao de repouso

Agora perturbemos esta situacao de repouso, permitindo a corda vibrar livre-
mente no plano xQOwu, de modo que cada uma de suas particulas mova-se sobre uma
reta perpendicular ao eixo Oz (oscilagoes transversais). Isto é possivel, supondo-se a
amplitude de vibracao da corda tao pequena que sua inclinagao, relativa ao eixo O,
seja pequena quando comparada com a situacao de repouso.

Visto que as vibragoes sao perpendiculares ao eixo Oz, considera-se apenas a

componente vertical do vetor tensao 7, ou seja,
Tsinf,

onde 7 denota o modulo do vetor T .

Representamos por u(x,t) o deslocamento transversal de cada ponto x da corda
no instante #, a partir de sua posicao de equilibrio. Assim, ao variar x no intervalo
0, I], para cada t, u(x,t) descreve a deformagdo da corda no plano zOu durante
o movimento vibratorio. Desse modo, w = wu(z,t), com x € [0, 1] e t € [0, #],

representa uma familia de curvas planas em ¢ passando por * =0 e x = [, cujo
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comprimento é dado por (Carmo [8], p.6)

/‘/1+ ax dx (1.5)

Por outro lado, podemos considerar, devido a hipotese de que ocorrem apenas

pequenas vibracoes, que

ou ~ u(z + h,t) — u(z, t) ~ tand ~ sin 0

dx h
isto é,
ou
— ~ sinf. 1.6
o (1.6)
A variagao da tensao, isto é, 3‘9 (7sin @) gera uma forga na corda. Aplicando a segunda

Lei de Newton segue-se que

0 0%u
o (Tsinf) = ﬁ’

m
onde p= T representa a massa por unidade de comprimento(densidade).

(1.7)

Esta equacao ¢ o Modelo de Carrier para pequenas vibracoes verticais da corda elastica.
Da hipotese de que as vibracoes sao perpendiculares ao eixo Ox resulta que a tensao
7 nao depende de x. Dai,

or

i
ox ’

que por sua vez, usando (1.6) e (1.7), resulta
0u 0%u
T —=p- =, 1.8
o2 P o (18)
a qual é conhecida como a Equagdo (unidimensional) das ondas.
Representando por 7y a tensdo no instante inicial (¢t = 0) e sendo S a deformacao
da corda num instante ¢ > 0, segue-se que a deformacao por unidade de comprimento

é dada por % A variacao de tensao é dada por 7 — 7.

Logo, pela Lei de Hooke, temos
T—To=K ——, (1.9)

sendo que K = a-F, onde a representa a area da secao da corda, que estamos supondo

constante e E é o modulo de Young! do material.

'M6dulo de Young de alguns materiais (em Kqf/c?m):
Cobre - E=1,2x 108
Aco- E=2/2,1x10°
Latao - E =1/1,2 x 10°
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Agora, resulta do desenvolvimento do binomio de Newton e da hipo6tese de que ocorrem

apenas pequenas oscilacoes, que

Conseqiientemente,
! 1 [ou)>
S = 1+ =— d
/ ( i <8x> "
isto é,
S—1 1 ['(ou)?
S - . 1.1
20, <8x> de (1.10)

K [ ?
T="To+ = <%> dx. (1.11)
0
Combinando (1.11) com (1.8) teremos
2 ! 2 2
Ou _ [@ I dx] 9 u
ot? p 2pl ), \Ox Ox?

Fazendo P, = T—po e P = 2%, obtemos para o modelo de Carrier

O*u Llou\® | 10%u

Este modelo foi também obtido por Kirchhoff em 1886. Por isso, a equagao (1.12)
¢ chamada de Modelo de Kirchhoff-Carrier unidimensional para pequenas vibracoes
transversais de uma corda elastica de comprimento [.

Para o caso bidimensional teremos

0%u u  0%*u ou  Ou\’ 0’u  0%u
gu _p(Zr oY _p[f (2 gu_ guy.
o 0<8x2 +3y2> 1[/9 <8x+8y> dx]<8x2+8y2>

E de modo geral, obtemos

2
8_1; — Py Au=P (/ |Vu|2d:17> Au,
ot 0

ou seja,
2
% - M (/Q |Vu|2dx> Au = f(z,u),

onde, neste caso, M(s) = Py + P;s.
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1.2 Existéncia e Unicidade da Solucao

Nesta secao apresentaremos um resultado de existéncia e unicidade da solucao

para o problema (1.1) em que a fungdo f independe de w.

Teorema 1.1 Se H ¢ mondtona com H(R) = R, entdo para cada f € L*(Q), eriste

uma tnica solugdo fraca u € H(S)) para o problema

{_M(wiuFdx)Au = f(z), 9 (1.13)

u = 0, 00).

Demonstragao.

Segundo a Teoria Espectral de (—A; H(2)) (ver Apéndice A), podemos considerar
uma base ortonormal 8 = {¢1,d,...,P,,...} de HJ () consistindo das autofungdes
¢; associadas aos autovalores \; do problema de autovalor do laplaciano com condi¢oes

de Dirichlet sobre 0f2

_A¢ = )\¢7 Qa
¢ = 0, 09,
com
9 1
lpjll=1 e ||¢j||L2(Q):)\_j' (1.14)

Para cada u € H}(f2), existe uma tnica seqiiéncia (a;)jen C R tal que

oo

u=>Y_a;¢;. (1.15)

j=1

Uma vez que f € L*(Q), existe também uma seqiiéncia (f;);en C R tal que
f=> s (1.16)
7j=1

Conseqiientemente, as séries

oo 2

Jul? = a2 e [|f][720 ZZA—JJ , (1.17)
j=1 j=1

convergem (Identidade de Bessel-Parseval).
Nosso objetivo ¢ encontrar a;'s convenientes de modo que u dada em (1.15) seja

a solucdo que estamos procurando. Para isto, suponha que o problema (1.13) possua
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uma solugido u € Hy(Q) da forma dada em (1.15). Assim, considerando ¢ = ¢, em

(1.4), para algum j fixo obtemos

/|Vu| dx /VquSJd:E—/f T)p;dr,

Dai, de (1.15) e (1.16),

M (lull?) a5 2 = £5 11651220

e substituindo (1.14) e (1.17) teremos,

M(i ai)-aj - i—i (1.18)

j=1
Donde segue-se, em face da hipotese (1.2), que f; = 0 se, e somente se, a; = 0.
Logo, se f =0, entdo a solu¢ao do problema (1.13) é a trivial u = 0, pois u =0 se, e
somente se, f = 0.

Agora, consideremos o conjunto {j € N; f; # 0}, no qual, pelo Principio da Boa
Ordenacao (Elon [19], p.31), existe jo € N, o primeiro indice para o qual f; # 0
(ou equivalentemente a; # 0). Com essa escolha, estamos interessados na solucao
nao-trivial do problema.

Além disso, usando (1.18), encontramos, para todo indice & com a; # 0,
a identidade
o * Ajo S

- F (1.19)

ap —

De (1.18) e (1.19), obtemos

2

a* )\2 i 2 .
M(Q?O_F ]02]0 Z )\_];)ajoz%a

Jo k=jot+1 "k
2
M <aj0

Desde que (1.17) ocorre e A\; — 400, temos que

00
Z—J
2
1]

isto é,

)\2'0 = f2 f’o
S ) -

Jo k=jo+1 "k
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e, conseqiientemente,

00 2
E —]; < o0
k=jo+1 "k
Dai, podemos considerar

2 > 2
Jo Jk
0<A=1+—3 g 5
Jo k=jo+1 "k

e reescrever (1.20) da forma

M((\/Xajo)Z)\/Xajo - \/Xfﬂ (1.21)

Portanto, t = \/Xajo é a unica solucao da equagao

M)t = \/X@,
)‘jo
devido as hipoteses sobre a fungao H(t) = M (#?)t. Logo, sendo t; a tnica raiz dessa

equacao, temos que
Lo

aj, = 7
Por conseguinte, utilizamos (1.19) para determinar a, para todo k& > jj. Donde con-
cluimos, que v dada em (1.15) e com a sequéncia (a;) jen C R verificando (1.19) e (1.21)
é a tinica solugao para o problema (1.13). C.q.d.

Apresentamos a seguir, exemplos de funcoes M e H em que as condicoes do

Teorema acima sao satisfeitas:
(i) M(t) =1, e H(t) =t;(Caso Laplaciano)
(ii) M(t) = arctan(t) +m, e H(t) = t(arctan(t?) + );
(iii) M(t) = exp(—t?) — arctan(t) + C, e H(t) = t(exp(—t?) — arctan(t?) + C});
(iv) M(t) =exp(t) +1 e H(t) =texp(t?) +t;
(v) M(t) = exp(—t) +Cy e H(t) = texp(—t?) + Cut,
para algumas constantes positiva C; e Cj.

Observacgao 1.1 (Regularidade da Solugao) Para o caso em que a fungao M sat-
isfaz (1.2), observamos que se u € H}(Q) € uma solugdo fraca do problema (1.1),
entao u satisfaz
—Au = kf(zx,u), Q,
u = 0, 011,



18

onde
1

M(IQ |Vu|2dx> .

Consequentemente, os resultados usuais de regularidade eliptica, que veremos no capi-

k=

tulo 3, podem ser usados.

1.3 O Meétodo de Sub e Supersolucoes

Iniciamos esta secao, provando um Principio de Comparacao, que em seguida
aplicaremos na demonstracao do principal resultado. A partir daqui, a funcao M

satisfaz a seguinte condicao:

M & nao-crescente em [0, 00). (1.22)

Teorema 1.2 (Um Principio de Comparacao) Suponha que M satisfaz (1.22), H

seja crescente com H(R) = R e que u,w € C%(Q) sejam fungoes nao-negativas verifi-

cando
_ 2 < - ’
M(fQ|VU| dx)Au < M(fQ|Vw| dx>Aw, Q (1.23)
u=w = 0, 00).
Entao,
v < w em
Demonstracao.

Multiplicando ambos os membros da desigualdade em (1.23) por u e w, respectiva-

mente, teremos

—M(/Q |Vu|2d:1:> Au-u < —M(/Q |Vw|2dx> Aw - u, em €,

—M'(/Q |Vu|2d$> Au-w < —M(/Q |Vw|2dx) Aw - w, em .

Integrando por partes em €2, obtemos

M(/ |Vu|2dx> [Jul? < M(/ |Vw|2dx)< u,w >, em €, (1.24)
0 Q

M(/ Vulde) < uw> < M(/ Ve ], em € (1.25)
Q Q
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1
Multiplicando (1.24) por e (1.25) por ————, encontramos
M (Jlw]?) M ([[ul?)
Ml ) [ul?® _ M({[w][?) [lw]?
M(lelP) = M(|lull?)
o que implica ,
M (Jful ) [Jull < M ([[w]]*) [lw]- (1.26)

Uma vez que H é crescente, segue-se de (1.26), que
lul| < [lwl]

e conseqilientemente,

Jul* < [lwl]]?.

E por (1.22), a dltima desigualdade implica que
M(lulP) > M(JlP). (1.27

Por outro lado, aplicando no problema (1.23) o Principio de Maximo Forte ( ver Teo-

rema C.4, Apéndice C), obtemos
M(Jlul)u < M(wlP)w em D

e por (1.27), concluimos que

C.q.d.

Agora, apresentaremos o Método de Sub e Supersolucao. Na demonstragao
do proximo resultado, usaremos argumentos similares aos do caso em que M = 1
(Figueiredo [12]), quando temos & nossa disposi¢do um Principio de Comparagao. Além
disso, veremos que a idéia central do método encontra-se na propria demonstracao do
resultado. Antes de apresentarmos o ja referido método, faz-se necessario as defini¢oes
abaixo:

Dizemos que uma fungao u € C2(Q) ¢ uma Subsolugao do problema (1.1) se

IN

~M( [y |VuPdz)Au < f(r,u), 0
u = 0, 09.
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Similarmente, dizemos que @ € C2(Q2) ¢ uma Supersolugao do problema (1.1) se
—M(fﬂ |Vﬂ|2dx)AH > fe,@), Q
u = 0, 9.

Observagao 1.2 No caso em que M(t) =1 e f =0, a subsolugiao € justamente
uma funcao subharmonica em € e a supersolucao € uma funcao superharmonica em §2
(Gilbarg € Trudinger [14], p.23).

Teorema 1.3 Suponha que as funcoes H e M satisfacam as hipoteses do Teorema 1.2

equeu, u € C%*Q) sejam tais que

0<u<u,em Q e u=1u=0, em 0L, (1.28)
([ 19uar) s < s, e, (1.20)

Q
—M(/ |Vﬂ|2dx> AT > f(2,7), em Q. (1.30)

Q

Além disso, suponha que f: Q X R — R € uma funcgao crescente na varidvel t para
cada x € Q) fizado, isto é,

t1 >ty = f(x,tl) > f(x,tQ),Vx € Q. (131)
Entao, existem U,V € H}(Q) solugdes de (1.1) com

0<u<U<V<u em Q.

Demonstracao.
Fixando uma dada fungio u € C%(Q), segue-se que f(z,u(r)) € L?(Q) e por con-

seguinte o problema

—M(fQ|VU|2dx>Av = f(z,u(z)), ©Q
v = 0, 01},

devido ao Teorema 1.1, tem uma tnica solugao fraca v € H}(Q). Por resultados
de regularidades de solugdo (ver capitulo 3), resulta que v € C?(Q). Dessa forma,
definimos a aplicacao

T : C?(Q) — C*Q)

u — Tu =wv,
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a qual demonstraremos que é monétona no intervalo [u, ], isto é,

u < < u <u = Tu; < Tus. (1.32)

De fato, considere uj, us € C?(Q) com u < wu; < uy < uem Q. Fazendo

v1 = Tuy e vg = T'uy, teremos

—M(fQ|VU1|2d.’E>AU1 = f(z,ui(x)), Q
v = 0, GQ,

—M(fQ|Vv2|2d:1:>AU2 = f(x,uy(x)), Q
Vy = 0, 09.

Por (1.31), obtemos

_M<fQ|VU1|2d$>AU1 < —M(IQ|VU2|2dx>AU2, Q
U1 = Uy = 0; 89,

e, pelo Principio de Comparagao (Teorema 1.2), concluimos que

vy < vy em €,
isto é,
TU1 S TUZ;

mostrando assim a monotonicidade de 7. Agora consideraremos seqiiéncias {u,} e

{v,} definidas por:

uw =u e U, = Tu,
v = u e v, = Tv, 1.
Afirmacao:
u=1u <u <uy <uz < ... << vy < v < =7uem Q (1.33)
Como podemos observar, por definicao u; = Tug, isto é,

—M(fQ|Vu1|2d:1:>Au1 = f(x,up(x)), Q
uy = 0, 0f).

(1.34)
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Por outro lado, uy = u € C?(Q) é uma subsolucio de (1.1), ou seja,

—M(fQ|Vg|2dx)Ag < flz,u), Q
u = 0, 0.

(1.35)

Combinando (1.34) com (1.35) e aplicando o Principio de Comparagao (Teorema 1.2),
temos que

0 < u<u em K.

De modo analogo, considerando v; = Twy e vy = u € C%(Q) uma supersolucio de
(1.1), obtemos

v < vg = uw em £

Uma vez que, 0<u<mu, em (, resulta, pela monotonicidade de T (1.32), que
Tuy < Tvy em £,

isto é,
w < v; em .

De onde segue-se que,
u = u <u < v < vy =7u em S

Dai, aplicando sucessivamente a monotonicidade de T, chegamos ao resultado desejado.

Portanto, encontramos duas seqiiéncias {u,},{v,} C Hg(Q) satisfazendo (1.33), com

—M(IQ|Vun|2dx)Aun = flz,up1(x)), Q
u, = 0, 0,

(1.36)

—M(fQ|an|2dx>Avn = f(z,vp_1(x)), Q
v, = 0, 0f).

(1.37)

Mostraremos que as seqiiéncias {u,} e {v,} convergem para U e V' (ndo necessaria-
mente distintas), solu¢oes de (1.1), respectivamente.
Note que, multiplicando ambos os membros da primeira igualdade em (1.36) por u, e

integrando por partes (Teorema C.2, Apéndice C), temos

M (Ul )l = [ £ 1 ()l (1.38)
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Ora, pela Desigualdade de Holder (ver Teorema C.5, Apéndice C), segue-se que

[ #otaesnds < [ 1 tams @)l < 115l - a2
Q Q

o que implica,

M ([ )l * < N1 unm) 20y - lunllz2)- (1.39)

Por outro lado, como 2 é limitado, segue da Desigualdade de Poincaré (ver Teorema

C.6, Apéndice C), que existe uma constante C; = C1(Q2) tal que
lunllza@) < Cr- Jlunll, ¥ un € Hy(9),
e esta desigualdade substituida em (1.39) produz,

M ([[un] ) [funl| < Co- (1 (- un1) 220 (1.40)

Além disso, desde que f é ndo-negativa e (1.31) ocorre, resulta que

. - 9 — . 2 ,— 2 — C ,
1t )220 / (@t () < / (e a@) = Cy
ou seja,

£ (s un—1)|[r2(0) < Co.

Conseqiientemente, de (1.40) teremos,
H(|[unl[) = M([Jun][*) lun]| < Cs.

Portanto, como a fungdo H é crescente e H(R) = R, concluimos que u,, é limitada em
H}(2). Assim, pela reflexividade de Hj(€2) (ver Teorema C.22, Apéndice C), existem

uma subsequéncia de u, (que continuaremos denotando por u,) e U € H} () tais que

u, =~ U em Hy(Q). (1.41)

Da Imersao Compacta Hj () < LP(Q2) ( ver Teorema C.16,itens (i) e (i), Apéndice
C), resulta que existe uma subsequéncia da subsequéncia {u,} ( que também deno-

taremos por {u,} ) tal que
p€E[l, 2%), se N >3,
u, > U em LP(Q) para ou (1.42)

p€E€[l, o0), se N=2,
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onde 2* = ]\2,—1172 é o expoente critico de Sobolev.

Agora, observe que para todo n € N,
lun ()| < Cy, ¥V z€Q.
Por conseguinte, sendo f continua, existe uma constante Cs > 0 tal que
|f(z,u,(2))| < Cs5, V 2€Q, V neN, (1.43)

e assim,
fC-un) € L), ¥V pr =1
Logo, considerando @, = M (||us||*)un, temos, devido a (1.36), que
_Aﬂn = f(xaunfl(x))a Q
:IITL = 07 aQ,

com f(-,u,—1) € LP'(Q), V¥ p; > 1. Donde segue-se (ver Teorema C.20, Apéndice
C), que
U, € WP (Q)(ou seja, u, € WP (Q))

e existe Cg > 0 tal que

[[tnll2p0 < Co - [1F (5 tna)l 1 ()

Dai, usando a hipotese (1.2) e a limitagao uniforme dada por (1.43), chegamos a
||unllopo < Cry YneEN e Vp > 1 (1.44)

Considerando p; > N e aplicando a Imersdo Continua W?2P1(Q) — C'#(Q) (ver

Teorema C.15, item (iv), Apéndice C), obtemos

{u,} ¢ CH*(Q2) com ||uy,

1o < Ky (para algum K; >0 ).

Agora, desde que {u,} ¢ limitada em W?%P'(Q)), entdo pela Imersio Compacta
WP (Q) — Wh%(Q), para p; > N (ver Teorema C.16, item (i), Apéndice C),
existe U € W'2(Q) tal que

u, = U em WH(Q).
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Como,

[ln = Ullzey < llun —U

1,2;9)

entao,
u, = U em L*Q).

A~

Da convergéncia dada em (1.42) e da unicidade de limite obtemos que U = U. De

onde concluimos que

u, —» U em WH(Q).

Por outro lado,

| lunll = WU | < {lun = Ul] < [lun = U

1,2;Q5

o que implica,

u, = U em H;(Q),

lual|* = IU]* em R
Da continuidade da funcao M, resulta na convergéncia

M ([funl[?) = M(JIU?)- (1.45)
Da convergéncia fraca em H{ () resulta, para cada ¢ € Hi(Q), que

/VunV¢dx—>/VUV¢dx, (1.46)
Q Q

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema C.7, Apéndice

C), teremos

/Qf(x, unl(x))apdx—>/ﬂf(x, U(z))pdz. (1.47)

Uma vez que, para cada n € N, u, € Hy () satisfaz (1.36), temos que

M(/Q|Vun|2dx>/QVunV<pdx = /Qf(a:,un_l(x))gpdx, Yo € Hy ().

Portanto, das convergéncias dadas em (1.45), (1.46) e (1.47) concluimos que

M(/Q|VU|2d:E>/QVUV<pdx = /Qf(:z:, U(x))edr, Yo € Hy(Q),
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mostrando que U € H|(Q2) é solugao fraca do problema (1.1) com
0<u<U<mu em Q.
De modo analogo, encontramos V' € H} () como limite da seqiiéncia {v,} tal que

M(/Q|VV|2dx>/QVVVgodx:/Qf(x,V(x))godx, Vo € HY(Q),

com

0<u<U<V<u em Q.

Observacao 1.3 Se M ¢ diferencidvel e
2sM'(s) + M(s) > 0.

Entao, H € crescente. Nos exemplos de iii) a v) a fun¢ao M € nao-crescente e satisfaz
esta ultima condi¢ao. Dai, concluimos que os exemplos iii), i) e v) satisfazem as

condicoes dos Teorema 1.2 e 1.3.

1.4 Aplicacoes do método de Sub e Supersolucoes

Nesta secao faremos duas aplicacoes do Método da Sub e Supersolucoes.
No primeiro resultado que segue mostraremos a existéncia e a unicidade de solucao
positiva para o problema sublinear

—M(fQ |Vu|2dx> Au = u?, Q (1.48)

com 0 < q < 1.

Teorema 1.4 Seja M : R — R uma func¢do continua nao-crescente satisfazendo
(1.2) e suponha que H : R — R ¢ crescente com H(R) = R. Se a fungao

1

G(t) = [M(?)] ™ ¢

é injetora em [0, +00), entao o problema (1.48) possui uma inica solu¢ao positiva.

Demonstracgao.

Existéncia:
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Seja ¢1 > 0 a primeira autofuncao associada ao primeiro autovalor A; > 0 de

(—A; H{(R)) com 11120y = 1. Entéo,

—Agy =My, Q

/ Vi |%dz = ;.
Q

Dai, segue-se que

—M(/ Ve Pdr) Aledr) = M (EX) M(edr). O (1.49)
Q
para todo € > 0.
Considerando
1
1—q 1—q <
€ ||¢1||oo — )\l'k(),
teremos
€y () 71 < o YTeq
que por sua vez implica,
koAi(edr) < (egn)?, em €, (1.50)

onde ko= M(0) > M(t) >0, V>0 (istosegue de(1.2) e da hipotese (1.22)).
Assim,

M(€2)\1))\1(€¢1) S kO)\l(€¢l)7

e esta desigualdade comparada com (1.50) e substituida em (1.49) resulta

—M(/Q|Ve¢1|2d:v)A(e¢1) < (eh)?, em Q.

Verificando assim, que a func¢ao €¢; é uma subsolu¢ao do problema (1.48), para algum
e > 0 suficientemente pequeno.

Agora, consideremos o seguinte problema,

—Ae = 1, Q
e = 0, 0Q.

(1.51)

Mostra-se, usando o Teorema de Lax-Milgram (ver Teorema C.21, Apéndice C), que

este problema tem uma tinica solugao fraca e € H}(Q) (ver Apéndice A). Por resultados
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de regularidade mostra-se que e € C§°(Q2) e Pelo Principio de Méaximo Forte (ver
Teorema C.4, Apéndice C) concluimos que e > 0 em (.

Uma vez que 0 < ¢ < 1, podemos escolher v > 0 tal que

llel |2
> 7. X
Y= o
De fato, basta considerar
1
_ (el ™
— mo .
Logo,
moy = Yle[[%, = (ve)?,  em €. (1.52)

Por outro lado,

([ [99ePdz)AGe) = MGl em 9

de onde segue-se, usando a hipotese (1.2) e a desigualdade (1.52), que

—M(/Q |V*ye|2d$)A(*ye) > (ve)?, em Q.

Consequentemente, a fun¢ao (ye) é uma supersolugao do problema (1.48).
Nosso objetivo é usar o Método de Sub e Supersolugoes (Teorema 1.3) para garan-
tir a existéncia de solu¢do para o problema (1.48). Para isto ser possivel, devemos

mostrar que
epi(z) < ve(x), VaeQ, (1.53)

para algum € > 0 suficientemente pequeno.

Iniciamos definindo para § > 0(pequeno) o conjunto
Qs = {z € Q;dist(x, 00) < d}.

Notamos que €2 \ Q5 é compacto. Assim, existe K7 > 0 tal que

Z:Eg > K1, Vae O\ (1.54)
Por outro lado, aplicando o Lema de Hopf-Giraund (Ver Teorema C.10 , Apéndice C),
temos que
@ <0 em 01,

ov
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onde v denota o vetor normal exterior.
Como 2 C RY(N > 2) ¢ limitado, entdao 92 é um conjunto compacto.

Dai, existe Cy < 0 tal que

%(z) <Cy, YzeQs.
Analogamente, existe Ky > 0 tal que
%(x) < Ky, YzeQs.
Considere
Ny = inf 991 <0
a; Ov

e defina a funcao
P(x)=0-¢:(r) —e(r) com € QsedcR aserescolhido.

Por conseguinte,

g—f(x)zﬂ%(x)—%(x)29-N0—00>o, Ve,

desde que 0 < 6 < %
Afirmagdo I: A fungio P(z) <0 em

De fato, fixado z € Qg, consideremos a funcio
o(s) =Pz +sv), VseR

Note que p(0) = P(x).

Por outro lado, para cada x € Qs, escolha um tinico T € 99 de modo que a reta
que passa por esses dois pontos coincida com a reta suporte do vetor normal exterior
v =v(T).

Logo, existe § > 0 tal que

x4+ 5v =7 € 0.

Desde que P(02) = 0, resulta que ¢(5) = 0. Conseqiientemente, aplicando o Teorema

do Valor Médio, existe £ € (0, §) tal que

ou seja,
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De onde concluimos que

P(IL’)SO, Vl‘Eﬁg,

provando a afirmagao 1.

Portanto,
0¢,(z) <e(x), ¥z ey,
isto é,
1) S 50, Ve (1.55)
¢1(x)

Juntando (1.54) e (1.55), obtemos

ve(r)
¢1(w)

>Ky>0, Voe,

onde K3 = min {K;, v0}.

Conseqiientemente, para 0 < € < K3, chegamos a desigualdade desejada mostrando
(1.53).

Desse modo, todas as hipoteses do Teorema 1.3 estao verificadas. Dai, existe

U,V € H}(Q) solucao do problema (1.48) com
0<epi(z) <U(x) <V(x) <vyelx), Yazell

Unicidade:
Sejam U; e U, solugoes do problema (1.48). Entao,

M(/ |VUi|2dx)/ VUV pds = / Udpdz, Yo e HY Q) ei=1, 2.
Q Q Q

Devido a hipdtese (1.2) podemos escrever

1

M(/ |VUi|2dl‘>: [M<fﬂ |VUi|2dm>] qu para =1, 2.
L [M(fﬂ |VUi|2dx>] =

Dai,

1

(1R

: = g
|:M(||Ul||2>:|lq_q /QVUlVgpdx /QUZ wdzx,

ou seja,

1

[ o (vt v veds = [ ([uawip)] " v) ot voe mi@ei=1.2
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Donde segue-se que as fungoes
Oilw) = MNP Ui (@) e Do) = [ M0 Uaa)

sao solucoes do problema
(1.56)

com 0 < q < 1.
Pelo resultado de unicidade mostrado por Brezis & Oswald (ver Apéndice B), o qual
inclui o caso em que f(z, v) =07, com 0 < ¢ < 1, resulta que
Up(z) = Uy(z), Ve Q. (1.57)

Consequentemente,

||[71|| = ||[72||;
isto é, 1 1

(el B)] ol = [aeel®)] e

Da injetividade da funcao GG, obtemos que

U] = [[Ua]],
e por (1.57) concluimos que

Uy(z) =Uy(z), Vze Q,

completando assim a prova do Teorema.

C.q.d.

Observagao 1.4 Os exemplos iii) e v) com algumas modifica¢oes e iv) satisfazem as
condicoes do Teorema 1.4.

Seguindo as mesmas idéias do Teorema 1.4, com o intuito de aplicar o método
de sub e supersolugoes, e ainda usando argumentos similares desenvolvidos por Am-
brossetti, Brezis & Cerami [3], segue-se um resultado de existéncia de solugao para o
problema de nao-linearidades céncava e convexa

—M(fﬂ |Vu|2dx) Au = lul+u?, Q
u > 0, Q (1.58)
u = 0, 019},

onde, A é um parametro positivoe 0 < ¢ <1 < p.
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Teorema 1.5 Seja M : R — R uma func¢do continua nao-crescente satisfazendo
(1.2) e suponha que H : R — R € crescente com H(R) = R Entao, existe A\, > 0
tal que o problema (1.58) tem uma solugao para todo X € (0, A,).

Antes de provamos o referido Teorema, iremos mostrar o seguinte Lema.
Lema 1.1 Seja
A = sup {A > 0; (1.58) tem uma solugao} . (1.59)

Entao,
0< A < o00.

Demonstracao.

Consideremos e > 0, e € C*(2) a unica solugdo do problema (1.51). Vamos mostrar
inicialmente, para 0 < ¢ < 1 < p, que podemos encontrar Ay > 0 de modo que para

todo A € (0, Apl, exista v (A) =+ > 0 satisfazendo
moy 2 M lell& + 7 [lell%, (1.60)

onde mg > 0 ¢é a constante presente na hipotese (1.2).

Observe que mostrar (1.60) é equivalente a provar

mo > Ay Hlel|L + AP lel|h,, com 0 < g <1<p,

e o))

Para isso considere a fungio h : (0, co) — (0, oo), definida por
h(y) = Xy Hlell% + 77~ lellB
Desse modo, desejamos que exista Ay tal que para todo A € (0, Ag] ocorra
h(v) < mo.

Ora, através de um célculo, deduzimos que o minimo da func¢ao h ocorre no

ponto de y(\) =~ dado por

1

1 (1 —q)\re B
1) = =7 (S22 el

e mais

h(y(A) —0 qdo. A10.
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Dai, existe A\g > 0 tal que para todo A € (0, Ao ocorre o seguinte
h(f)/) S my,

mostrando (1.60).
Usando (1.60) e as mesmas idéias desenvolvidas na demonstrac¢ao do Teorema 1.4

para encontrar a supersolucao, segue-se que a funcao ~e satisfaz

o / Vyeldr) Alye) 2 Mae)t + (e, em €,

ou seja, e é uma supersolucio de (1.58) para todo A € (0, Ag).

Agora considerando € > 0 tal que

\ A\
< -1
< (5) el

onde A > 0 é um parametro qualquer e as demais constantes sao as mesmas que ja

foram apresentadas no Teorema 1.4, tem-se
koAi(eg1(x)) < Megi(x))?, Va €.
Dai, usando a igualdade (1.49) obtemos que
01 ( [ 1Vetr ) Aleon) < Neon)?+ (o), em

implicando que a fun¢do (e¢;) é uma subsolucao de (1.58) para algum € > 0 escolhido
convenientemente e para todo A > 0.

Analogamente ao que foi feito na demonstracao do Teorema 1.4, temos que
0<epy <ve em £,

para € > 0 suficientemente pequeno.
Logo, aplicando o método de sub e supersolugdes (Teorema 1.3) concluimos que

para qualquer \ € (0, A\g], o problema (1.58) tem uma solucio U € Hj(Q) tal que
0<epy <U<ve em €.
Assim, devido a definicao de A,, obtemos que

0< X <.
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Vamos mostrar que existe A > 0 tal que

M+ > Nikot, VEER e t>0. (1.61)
De fato, se considerarmos ¢ > ()\lko)z%l, entao

= Nikot =t (1"~ = Aikg) > 0,
e conseqiientemente,
Mot <t < MI+17, VA > 0. (1.62)
Por outro lado, considerando 0 < t < ()\lko)zﬁ teremos,
MREZE < uk)

Dai, para \ > (Alkg)%, deduzimos que

kot < M7+t sempre que 0 <t < (Alko)z’%l . (1.63)

Portanto, combinando (1.62) e (1.63) concluimos que existe A > 0 de modo que (1.61)
seja verificada.

Agora, suponhamos que A é tal que o problema (1.58) tem uma solugdo u €

H}(Q). Logo,

M(/ |Vu|2dx)/ Vqupd:E:)\/uq@aMﬂL/Up% Vi € Hy (),
Q Q Q Q

e em particular para ¢ = ¢; > 0, a primeira autofuncao associada ao primeiro autovalor
A de (—A; HHQ)).
Dai,

)\1M</Q|Vu|2da:>/gud)1dx:)\/Quqd)ldij/Qupd)lda:. (1.64)

Desde que u é solu¢do do problema (1.58), entdo u(x) > 0, Yz € Q. Assim, podemos

considerar t = u(x) > 0, Vz € 2, em (1.61), isto é,
A 4+ u? > M\kou, em Q.

Multiplicando essa ultima desigualdade por ¢; > 0 e integrando em {2, obtemos

Alko/u¢1dx <X/qu)1dl’+/up¢1dl‘,
Q Q Q
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que por (1.2) resulta em

)\1M</ |VU|2d~’E>/ upidx <X/ uqd>1dx+/upd>1dx. (1.65)
Q Q Q Q
De (1.64) e (1.65), teremos

)\/uq¢1dx+/u”¢1dx<X/uq¢1dx+/u”¢1dx,
Q Q Q Q

donde segue-se que,

0< A<,
e portanto,

0< A\ <A,
concluindo a demonstracao do lema.

C.q.d.

Demonstracao do Teorema 1.5
Segue do Lema anterior, que existe uma seqiiéncia (\,) de parametros reais positivos
tal que A, T A, e o problema
—M(fQ |Vu|2dx> Au = Nul+u?, Q
u > 0, Q (1.66)
u = 0, 019},
tem uma solucao.

Logo, dado qualquer A < \,, existe v € N de sorte que
A< A <A
Seja uy, uma soluc¢ao de (1.66). Entao,
—M(/Q |VuAV|2d:v> Auy, = ul +uf > +ul, Q,

isto é, wuy, ¢ uma supersolugao de (1.58).
Por outro lado, sabemos que a fun¢ao (e¢;) é uma subsolugao de (1.58). Além disso,

mostra-se de modo analogo ao que fizemos na demonstracao do Teorema 1.4, que
0<epy <uy, em €

para € > 0 escolhido convenientemente. Portanto, aplicando novamente o método de
sub e supersolucoes (Teorema 1.3), resulta que o problema (1.58) tem uma solugio

para todo A € (0, A,), provando o Teorema.
C.q.d.
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1.5 Nao-Existéncia de Solucao
Aqui apresentaremos um resultado de nao-existéncia de solucao positiva para o
problema (1.1)

—M(fQ|Vu|2dx>Au = f(x,u),
u = 0, 0f).

Teorema 1.6 Seja ng = infyer M(t) e f(x,t) > nohit Yo € Q e t € R Entao o

problema (1.1) nao tem solugao positiva.

Demonstracgao.

Supondo que o problema (1.1) tem solucdo positiva segue-se que

M(/ |Vu|2dx>/ VuVpdx = / f(z,w)pdr, Yo € Hy(Q).
0 0 0

Em particular, para ¢ = ¢; > 0 em (2, a primeira autofungao associada ao primeiro
autovalor \; >0 de (—A; Hy(Q)).

Entao,

M(/Q|Vu|2dx>/QVuV¢1dx:/Qf(x,u)d>1dx.

Por outro lado, sabemos que

/Vqubldx:)\l/ugbldx
Q Q

)\1M</Q|Vu|2dx>/ﬁu¢1dx:/Qf(x,u)d)ldx.

Por hipotese, ng < M(fQ |Vu|2dx>.

Dai,

Assim,
A1ng / ugrdr < / f(x,u)pidr,
Q Q
isto é,
/ (Minou — f(z,u)) grdx <0,
Q
o que implica,

(@, uw)) < Mingu(w),

para algum z € ). Contradizendo assim com uma das hipoteses do Teorema. Portanto,

com as condi¢oes acima, o problema (1.1) ndo tem solugao positiva. C.q.d.
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Observacao 1.5 O resultado continua valendo, se a funcao M € limitada superior-

mente, por exemplo,

ny = sup M(t)
teR

e a funcao f satisfaz
f(z,t) < ngAit Y(x,t) € Q xR

1.6 O Problema de Autovalor

Objetivamos nesta secao estudar o seguinte problema nao-linear de autovalor

—M(fQ|V<I>|2dx>A<I> = AP, Q

(1.67)
® = 0, 09N
Seja. A\ e ®;, autovalor e autofuncao, respectivamente de (—A; H{ (L)), isto é,
—AD, = NDp, O
" R (1.68)

o, = 0, 0S.

Dai,
/ V&, Vpdr = A, / ppdr, Vo € HL(Q).
Q Q

Fazendo ¢ = ®, e usando (1.67), obtemos
Q Q
Conseqiientemente, a seqiiéncia {Xk} dada por

Q
consiste de autovalores do operador L associados as autofungoes Dy..
Proposicao 1.7 Se A € um autovalor de L, entao existem M\ e d,, tais que

A= )\kM()\k/ Eﬁdl«).
Q

Demonstragao:

Desde que A é um autovalor de L, entao

—M(fQ|Vd>|2dx>Ad> = A3, Q
o = 0, 00,



para alguma @ # 0.
Logo,

M(/ |V<I>|2dx>/ |V<I>|2dx:)\/<1>2dx,
Q Q Q

o que implica,

A= M(|@[*)]]]%

onde
~ )
b=_——
|1®[|22(0)
Conseqiientemente,
—M([|e[H)Ae = M(|[Q[P)]|e|fe, Q
® = 0, 0f).
ou seja,
-AD = [|B|’P, Q
® = 0, 09.

Portanto, existe k£ € N tal que
1B[P=X e @=3y,
para alguma autofun¢io associada a A;. Resulta de (1.67) que
= )\kM(/ |v&>k|2dx),
Q

ou seja,

A= )\kM()\k/ 5%dx).
Q
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(1.69)

C.q.d.



Capitulo 2

Solucoes positivas para um problema
de transmissao eliptico nao-local e

nao-linear

2.1 Preliminares

Neste capitulo estudamos a existéncia e nao-existéncia de solugoes positivas uti-
lizando métodos variacionais para o seguinte sistema de equacgoes elipticas nao-lineares

(Ma & Rivera [22]):

—a(fﬂl |Vu|2d:v>Au = f(z,u), O 1)
_b(fﬂz |Vv|2dx)Av = g(z,v), Q .
v = 0, I'=00 (2.2)
com as seguintes condicoes de transmissao
u = v, E — an (23)
>\ Ou 5, \ Ov
a(le V| d:v)a - b(sz|Vv| dx)a_y, 5 = 00, (2.4)

onde Q C RY(N > 2) éum dominio limitado suave e Q; C Q@ um subdominio com

fronteira ¥ suave satisfazendo Q; C Q. Escrevendo [' =90 e Qs = \ Q. teremos
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Figura 2.1:

Q=Q,UQ e 00, =TUX. Além disso, v denota o vetor normal exterior a o,
como podemos observar na figura ilustrativa.
Neste capitulo as funcoes a e b sao continuas positivas crescentes satisfazendo:

existem constantes ag,aq,by, by >0 e o > 1 tais que
a(s) > ag+a1s” " e b(s) >by+bs7, Vs >0. (2.5)

Ja as funcoes f: QxR — R e g: QxR — R sdo localmente Lipschitzianas
com o seguinte crescimento subcritico:
existe p < 20 satisfazendo 1 < p <2N/N—-2 se N>3 ou p>1 se N =2 tal

que

f(z,s) g9(z,s)

lim =0 se lim
[s| =00 |3|ﬂ*1 |s|—o0 |3|ﬂ*1

= 0. (2.6)
Agora apresentaremos os principais resultados deste capitulo.

Teorema 2.1 Supondo (2.5) e (2.6), o sistema tem pelo menos uma solug¢ao nao-
negativa se f(z,0) = g(z,0) = 0.

Teorema 2.2 Assumindo as hipdteses do Teorema anterior e as sequintes condigcoes
locais:

eristem constantes aq, a3z, >0 e T > 0 tais que

a(s) <ay+azs™', se 0<s<r (2.7)
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lim f(@,5)

s—0+ S

Z n > )\1(&2 —+ 0,37'71), xr € Ql; (28)

onde A\ > 0 € o primeiro autovalor de (—A; H}(Q)). Entdo, o sistema (2.1) —

(2.4) tem pelo menos uma solugao positiva.

Teorema 2.3 Seja 0 < m < infsso{a(s),b(s)} fizado e considere X' >0 o primeiro
autovalor (—A; H}(Q)). Entao se

0< flz,u) <mMu e 0<g(x,v) <mi'y, (2.9)

para todo x € Qy, y € Qo, e wu,v > 0, o problema (2.1)-(2.4) nao tem solugao

positiva.

2.2 O Tratamento Variacional

Nesta secao, com o intuito de demonstrar os resultados enunciados anteriormente,

faremos uma analise no seguinte Espaco de Sobolev
E = {(u,v) € H' () x H\(s); u=v sobre ¥ =090},

onde

H(Qs) = {v € H'(Q); v=0 sobre T'=09Q}.

Agora observe que, sendo 9§ =T UY regular, se v € HL(Qy) faz sentido falar
em traco de v sobre I',isto é, v, o qual pertence a L*(I'). A aplicagio v — vy,
¢ continua de H'(Qy) em L*(T), logo o subespaco Hp(Q2) ¢ fechado em H'(y),

com a norma induzida pela de H'(Q3). Temos também
H;(Q) C HE () € HY ().

Consideremos em H[(Q,) a aplicacgdo v — ||Vv||12,) de HE(Q) em R,

1/2
V|| 2(00) = (/ |Vv|2dx> )
93
0

= 0, logo v é constante nas componentes conexas de

definida por

Se |[Vv|[r2,) = 0, entdo :
Q. Sendo v, = 0, resulta queZ v =0 em §2,. Portanto a aplicacao acima define uma
norma em Hp ().

Na proposicao abaixo segue um resultado de normas equivalentes que usaremos

em seguida.
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Proposicao 2.4 Em HL () as normas ||Vv||r2q,) € |v

1,2:0, SGo equivalentes,

isto €, existem constantes C4,Cy > 0, tais que

Cillv[h 20, < 1IVollr2@,) < Coflv

1,2;Q95 Vo € HII‘(QQ)

Demonstragao:

E claro que
Vol < Collvlhign,, Yo € Hp(), (2.10)

onde, neste caso, Cy = 1.

Resta provar o outro lado da desigualdade. Suponha-se falso, ou seja, nao existe

constante C7 > 0 tal que

Cl||?}

1,20 < IVV|[r2(a,), YU E HE(Qy).

Negar-se esta desigualdade para todo v € H[\(€y), equivale a afirmar que fixado C; > 0

qualquer, existe ao menos um vetor v, de HE(Ss) tal que

Cillvill20, > [IVUL]]22(0y)- (2.11)

11
Y 27 37 RS A
menos um vetor v € H}(Qy), para o qual vale a desigualdade (2.11). Dito de modo

Resulta, dai, que fixadas as constantes 1 para cada uma existe ao

explicito, existe uma seqiiéncia (v,,) C Hp(€2), tais que

1 - ~
E||Um||172;92 > ||VUpl|r2(,) para m=1,2,... .

Fazendo-se
U,
Uy = —= ,
[0 ]1,2:0,
obtemos
vmll12:0, =1 para m=1,2,...,
e
Vﬁ L2(Q 1
[ VUm||L200) = HH,ﬁm# < — para m = 1,2,... .
m 343N L2

A seqiiéncia (v,,) é limitada em H'(2,). Sendo a fronteira T'UX de

suposta bem regular, segue, do Teorema de Rellich-Kondrachov (ver Teorema C.16,
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Apéndice C), que a imersio H'(Qy) < L?*(Q,) é compacta. Conclui-se que existe

uma subseqiiéncia (v,) de (v,,) tal que
v, =~ v em H'(Q)
v, — v em L*(y).
Por outro lado, sabemos que

1
||vvl/||L2(92)<;7 v=123, ...,

assim a seqiiéncia numérica (||Vv,||z2(,)) converge para zero, donde obtemos que

(8”"> 0 em L%*(Q), 0<i<N.
ﬁxi

Agora observamos que HE () com a norma de H'(Q,) ¢é completo. Logo,

0
da convergéncia dada em (2.12), segue-se que v € H}(Qy). Assim, 8U € L*(y) e
T
0
8U = 0, concluindo desse modo que v é constante em £25.
T

Como v € H\(s), v}, =0, temos que

v=0 em .

. e ov,,
Dai, obtemos que as seqiiéncias (v,) e

3 ) convergem forte para zero em L?()).
Ti
E, portanto

(v,) =0 em H'(Qy),

o que é uma contradicao ja que

||UV||172§Q2 = ]' pa‘ra V= ]-727

e desse modo fica provado a equivaléncia entre as normas ||Vv||z2,) € ||v]

1,2;Q5-

C.q.d.

O lema a seguir nos permitira fazer um estudo variacional do sistema (2.1)-(2.4).

Lema 2.1

(2.12)
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i aplicacao || - ||g : 1) X 9) — ada por
(i) 4 aplicaio | - |lp + H'Q) x HA(@) 5 R dad
1, 0) I = IVl + 19010 .13
define uma norma em E, equivalente a norma ||(u,v)||p = ||ull1,2;0, +||v]]1,2:0

usual de D = H'(Qy) x HY(S).

(ii) E é um subespago fechado de H(Qy) x H*(Qy).

Demonstracao.

(i) Note que (2.13) define uma seminorma. Resta-nos apenas mostrar que
||(u, 0)||m = 0 & (u,v) = 0.

De fato, primeiramente se (u,v) = 0, entao temos claramente que ||(u,v)||g = 0.
Agora suponha que ||(u,v)||g = 0.
Logo, por definicao,

IVullr200) = [Vl L2(0y) = 0.
Como vimos anteriormente, a aplicacdo ||V||12,) define uma norma em H}(Qs).
Entao,

v=0 em .

Logo, pela condigao de transmissao (2.3) segue-se que
u=0 sobre X = 0€;.

Por outro lado, usando a Teoria do Trago das fungoes de H'();), sobre a fronteira ¥
de um aberto limitado Q; do RM (Miranda & Medeiros [24], p. 71-87), temos que a
aplicacao
W H(Q) —  LA(E)
u — Yo(u) = uyy,

é linear continua, ou seja, existe uma constante C' > 0 tal que
o)) < Ollullizo, ¥V ue€ HY(Q). (2.14)

Além disso, Ker(yy) = Hy ().

Assim , u € H}(Q) e, conseqiientemente,

u=0 em €.
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Portanto, mostramos que (2.13) define uma norma em FE.

Agora vamos provar a equivaléncia entre as normas. Inicialmente observe que

2
1w, 0)l[n = (lullize + [[v]120.)
> [ullf 0, + 10117 250,

> ||Vu||%2(91) + ||VU||%2(92)’
o que implica que

[|(w, )|z < [I(u, )] |- (2.15)

Note que aplicando a Teoria do Traco de fungoes de H'(€),), existe uma constante

Ci >0 tal que

||U||1,2;Qz > Cl||v||L2(FUE)a Ve HI(QQ)a (2-16)

e em particular,
[vl[1,2:0. > Cil[v]lr2s), Vv € Hp(2). (2.17)
Pela Proposicao 2.4, temos que
[v][1,2:0, < Col| V|| 12(0,) Vv € HL(Qy). (2.18)

Combinando essas duas tultimas desigualdades teremos que existe uma constante 6 > 0

tal que
IV]l120,) = Oll0]]12(5)- (2.19)

Para completarmos a demonstracao da equivaléncia entre as normas precisamos da
seguinte afirmacao:

Afirmacdo: A aplicagio ||| - ||| : H'(Q;) — R dada por
ulll = IVull2@1) + [lullc2)

define uma norma equivalente a norma usual de H'(;), ou seja, existem constantes
Ky, Ky >0 tais que
()1
Kollubzo, <llul] e (el < Kallullzo (2:20)
(*)2
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De fato, como podemos observar ||| - ||| define uma norma. De (2.14) existe C' > 0
tal que
lullze) < Cllulliga,, ¥V u€ H ().

Dai,
ulll = [[Vullz@ + [lullzm) < [[Vullp) + Cllull 20,

donde segue-se que
ull] < Kiflull 20, (2.21)

Por outro lado, resulta do Teorema C.24 ( Ver Apéndice C ), que existe uma constante

C > 0 tal que

lul?dz < C (/ |Vu|*dz +/ |u|2ds> , Yue H'(Y).
Q1 91 %

Dai,
||u

o que implica por sua vez, que

o= [ VuPdet [ oo < 0 (190l + lulfy)
1 1

2
lul[i 20, < C1 (IVullz2n) + Mullz2m)
Donde concluimos que existe uma constante K, > 0 tal que

Kslful12:0, < [l[ull]- (2.22)

Juntando (2.21) e (2.22) obtemos (2.20), mostrando assim a afirmagao.
Agora usaremos essa afirmacao e outros fatos para obtermos a equivaléncia dese-
jada.

Por definicao,

2
1w, 0)l[p = (lullize + [[v]120.)

= |[ullf o0, + 2llu

L0 [[0]l1,2:0, + [[VI[ 20,

Usando a desigualdade (%3) dada em (2.20) teremos
2
1w, 0)lIp < Cs (IVulla@n) + ullea)” +2Cs (IVullzen + [ullzm) [vllize, + 017 20,

< G3||Vul |22,y + 205 [Vullrzn |ullz2s) + Callul[f2m) + 2C4||Vul| 22, 101,20,
+2C|ullr2(s) [[v

120, V[ 2.0,
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donde usando a condigdo de transmissao (2.3), substituindo as desigualdades (2.18) e

(2.19), obtemos que
1w, )15 < CslIVullzam,) + 206l Vulla@nl I VUllz.) + CrlIVUlia,),
o que implica, devido a uma simples desigualdade de ntimeros reais, que
1(u, 0)[[p < CsllVullzaq,) + CollVollzaq,).
Escrevendo C4y = max {Cs, Cy}, temos que
[1(w, )13 < Cuoll(u, )1,
ou seja, existe uma constante C' > 0 tal que
Cli(u, v)llp < [ (u, v)]|2- (2.23)

Essa tltima desigualdade juntamente com (2.15) resulta na equivaléncia das normas,
concluindo com a prova do item (3).

(ii) Tnicialmente, observamos que E ¢é um subespago de H'(€;) x H'(€),). Entao,
resta-nos mostrar que E ¢ fechado em H'(2;) x H'(€y). Para isto, vamos considerar

uma seqiiéncia (wy) = ((un, v,)) C E tal que

Wy — Wy = (UO,U()) em Hl(Ql) X HI(QQ)

Logo,
Up = v, sobre X =0, (2.24)
e
v, =0 sobre I' =05} (2.25)
Temos também que,
U, —ug em H'(Q) (2.26)

v, = vg em  H'(Qy). (2.27)



Observe, usando a desigualdade (2.16), temos que

||Un - U0||1,2;Ql > C'1||Un - Uo||L2(2uF),

o que implica, devido a (2.25), que

v = vol|1,2:00 > Cillvol|r2ry,

ou seja,

ool 2y < Collvn — vol|1,2:0, -
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Decorre da convergéncia dada em (2.27) que o lado direito desta ultima desigualdade

tende a zero e, portanto,

vp =0 sobre T,

ou seja,

vy € HI}\(QQ)

Por outro lado, segue-se que

Juo — vollz2zy = [[(wo — un) + (v — vo)|2(x)

< |uo — wn|| 2y + ||vn — vol2(m)

< |[|Vug = Vug|[r200) + [[uo — unl[r2m) + [lvn — vollr2(m)

donde, devido a desigualdade dada em (2.17), resulta em
[luo — wollz2(z) < [luo — unl] + Cllon = vo[|1 20,

De (%) dada em (2.20), resulta que

l|uo — vol|r2(m) < Kil|ug — up

uma vez que as convergéncias dadas em (2.26) e (2.27) ocorrem.

/ lug — vo|*ds = 0,
>

Uy = vy Ssobre X.

Conseqiientemente,

donde segue-se que

Mostrando desse modo que

wo = (ug, v9) € E,

12:0, + Cl|vn — vol|l12:0, = 0, qdo.

n — +o0,
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e assim concluimos com a demonstragao do item (7i) e, conseqiientemente com a do
lema 2.1. C.q.d.
Desse modo, dizemos que uma dupla de fun¢oes (u,v) € E ¢é solucao fraca do

sistema (2.1) - (2.4) se, YV (¢, 1) € E, tivermos

a(||Vu||%z(Ql)>/Vchpdx+b(||Vv||%2(Q2)>/Vvvwdx: f(x,u)godx—i—/ g(z, v)vda.
(921 Qo Q4 Q

2

Observagao 2.1 Note que as solugdes fracas do sistema (2.1)-(2.4) sao pontos criticos
do funcional J : E — R dado por

H,0) =54 (IVullay) + 5B (Vo1 ) — [

Q

F(x,u)dx —/ G(z,v)dz,
1 Q2
onde A,B,F e G denotam as primitivas das funcoes a,b, f e g, respectivamente.

Agora mostraremos que o funcional .J, acima definido, é fracamente semicontinuo

inferiormente (fracamente s.c.i.) e de classe C' com
(T (u, ), (0, 1)) = a(||Vu||%2(Ql)> Jon vuwd:c+b(||w||i2mz)) Jo, VOV
= Jo, F@ w)pdz — [o g(z,v)¢dz, VY (u,v),(p,¢) € E.

Primeiramente mostraremos que o funcional J é de classe C'. Para isto, consideremos

os seguintes funcionais:

e A aplicacao

Jy o H'Y(Q) — R
w2 =34 (IIVul,)
¢ de classe C'(H'(Q);R) uma vez que é composigio de aplicagoes de classe C', ou
seja,

h=5(409),

onde A é a primitiva da fungio continua a e ¢(u) = ||Vu||%2ml).

Dai, aplicando a regra da cadeia, obtemos

(i) = a (IVulg,) [ VuVids, Vo e H'(@0)

e Segue-se, como acima, que a aplicagao
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Joy HI(QQ) — R
v b)) =B (IVel )
¢ de classe C'(H'(Qy);R) com

(h(0) ) =0 (VeI [ Vovida, ¥ e H(@).

e Agora observe a aplicacao dada por

Jy o HY(Q)) — R
u — J3(u) = [, Fz,u)dz.
Antes de provarmos que este funcional é de classe C', recordando a hipotese (2.6),
notamos que ela é equivalente a:

dado € > 0, existe uma constante C, > 0 tal que
1f(z,8)| <e|s|”" +C. ¥ (2,8) € xR (2.28)

Dai, deduzimos que a primitiva de f, que estamos denotando por F', satisfaz, para

p<20 com 1<p<2N/N—-2 se N>3 ou p>1 se N=2 que

e, conseqiientemente, dado € > 0, existe uma constante C. > 0 tal que
|F(z,s)| <el|s|’+C., V(x,5) € xR (2.29)
Agora, mostraremos que o funcional J; é de classe C! com
(J5(w),0) = [ [flz,u)pdx.

1951

Dividiremos a demonstracao em dois casos:
1°CASO: N > 3.

Provaremos este caso, seguindo as seguintes etapas:
(i) J; é Fréchet Diferenciavel com

(J3(u), 0y = | flw,u)pde, Ve H ().

1951



De fato, seja u € H'(Q,) fixado e para ¢ € H'(;), considere

r(p) = Js(u+ @) — J3(u) = | flz,u)edz.

1951

Nosso objetivo é mostrar que

r(p)

T,
llells, 20, =0 |[0]]1,2:0,

ou seja, dado € > 0, existe § > 0 tal que

lelhzn, <6 = [r(o)l < €llolh2n)

Segue da defini¢ao de J; e de (2.30) que

r(p) = /Q [F(r,u+ @) — F(z,u)]de — [ f(x,u)pds.

1951

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

1
F(x,u+ ) — F(z,u) = / %F(x,u + tp) dt.
0

Além disso, temos que

d

Conseqiientemente,

1
F(e,u+t ) — Flz,u) = / Flsu+ to)pdt,
0

que substituida na identidade (2.32) produz

o=[|f (e 19) — ) o dt] da.

Aplicando o Teorema de Fubini (ver Teorema C.17, Apéndice C), obtemos

r@ls [ ] (ot t0) = o ol do] e

Afirmacdo 1: f( -,u) € LY (Q),

onde ¢ = ]\2,—% ¢ o conjugado de 2* =

2N
N-2"

De fato, usando (2.28) teremos
Jo, [f @, w)|?dz < [, Telul™ +CJ7 da
< Jo, [2max {elul?=, C}" da

< (€1 ol dz 4 C f, do)< o,

ol

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)
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devido € ser limitado e a imersao continua H'(Q;) < L9 (Qy), 1 < ¢ < ]\2,—2 = 2*
(ver Teorema C.14,item (i) Apéndice C), ficando assim justificada a afirmagao 1.

Por outro lado, uma vez que ¢ € H*(Q;) resulta, também da imersao continua

H' () < L%(Q) (ver Teorema C.14,item (i) Apéndice C), que
Y e L (Ql)v

2N 1 1
onde 2*:m (& 2—*"—?:1

Dai, aplicando a Desigualdade de Holder (ver Teorema C.5, Apéndice C) em
(2.33), teremos

1
@< [ (1t t0) = FCllsian - el o) e (2.34)
0
Afirmacao 2: Vale a convergéncia
Fl@,u+ te) — fo,u) em Lit(Q)

uniforme em ¢ € [0,1],Vz € Q.

Observamos que esta afirmacao equivalente a
flz,u+teo,) — f(r,u) em L#(Ql)

uniforme em ¢, com ¢, -0 em H'(Q;) qdo n — +oo.
Demonstracao da Afirmagao 2:
Consideremos (¢,) C H () com ¢, — 0 em H'(Q;). Segue da imersio continua

H' () < L%(y) (ver Teorema C.14, item (i) Apéndice C) que
on —0 em L*(Q),

x _ 2N
onde 2" = %=

Logo (ver Teorema C.13, Apéndice C), existe uma subseqiiéncia de (¢,) (que contin-

uaremos denotando por (p,)) e h € L? (€;) de modo que

lon(2)| < h(x) gtp. em Q.

(u+ton)(r) — u(r) gt.p. em Q. (2.35)
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Dai,
|(u+ ton)(z)] < (Ju| +h)(z) gtp., % Viel0, 1]. (2.36)
Agora usando a continuidade de f e (2.35), temos que
flz,u+ty,) — f(z,u) ¢.t.p. em Qy,
ou seja,
£, ton) (@) = F(w,u(@)) 71— 0 gtp. em Q.

Além disso, usando a condi¢do de crescimento dada em (2.28), a limitacdo uniforme
em (2.36) e o fato de €; ser limitado, resulta que existe uma fungao ® € L'(Q;) tal

que

2%

| (2, (u +ton)(2)) = f(z,ulz))[-T <@,

donde segue-se, aplicando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (Ver
Teorema C.7, Apéndice C), que

1m(LJﬂ%W+WM@W—f@m@Mf%@=0

n—oo
isto é,
flz,u+tp) — f(r,u) em Lﬂz_—*l(Ql),

mostrando a afirmacao 2.

Isto também significa, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que

!
||<,0||1,2;Ql <6 = ||f( ,u+tg0)—f( ’u)HLﬂz_—*l(Ql)<6,

uniforme em ¢.
Desde que 1< ¢' < ,%1 e € élimitado (ver Teorema C.20, Apéndice C), entao vale
a seguinte imersao continua

L () < L (),

x* _ 2N r _ 2N
onde 2" == e ¢ =355
Dai,

lolho0n <8 = [If(utte) = F(u)llpea,) < CF,
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uniforme em t.

Substituindo isto em (2.34) encontramos

r(@)] < C€ - llell (@),

que pela imersdo continua H'(Q;) — L%(Qy), 1 < ¢ < 2% = 2* (ver Teorema

C.14, item (i) Apéndice C) resulta em

Ir(p)] < Cié'llp

1,2;0, Sempre que ||90||172;Ql <9,

mostrando (2.31) e, concluindo desse modo que o funcional J; definido anteriormente
é Fréchet diferenciavel com
(J3(u),0) = | flz,u)pdz, Vo € H' (D).
191
(ii) J§ é continuo.
De fato, seja

(v,) C H'()) com v, — 0.

Como no item anterior, usando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue(ver

Teorema C.7, Ap.C), temos que

lim ( / 1fe e )(e) — (o u(o) ) =0

n—oo
Uma vez que 1 < ¢’ < p% e Qp é limitado (ver Teorema C.20, Apéndice C), entao
f( - u4v,) — f( -,u)||Lq/(Ql) — 0 qdo. v, =0 em H'(Q). (2.37)

Por outro lado, sabemos que
15w+ vn) = J3(u)ll-120, = sup | (J3(u+vn) = J5(u), ¢} |- (2.38)
llell1,2;0, <1
No entanto, usando a desigualdade de Holder (ver Teorema C.5, Apéndice C) e em
2N

seguida a imersao continua H'(€) < L?"(Qy), onde 2* = £ (ver Teorema C.14,

item (i) Apéndice C), decorre que
| (J3(u+vn) = J5(w), o) | < Killf (- utvn) = FOu)llie) - llelhae.  (2.39)
Combinando (2.39) com (2.38) e usando a convergéncia dada em (2.37) chegamos que

||']§(u + Un) - Jé(“)”—l,?;ﬂl — 0,
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mostrando assim a continuidade do funcional J, para N > 3.
Portanto, pelos itens (i) e (ii), mostramos, para N > 3, que o funcional J; €
C' (H'(4);R) com

(J3(u), ) = [ [z, u)pdz, Yo € H' (D).

Q1

2°CASO: N =2.
Neste caso, procedemos de maneira andloga ao 1°caso, fazendo apenas algumas modi-
ficacoes que elencaremos abaixo:
Primeiramente, substituimos a imersao continua H'(Q;) < L7 (), 1 < ¢ < % =

2* (ver Teorema C.14, item (i) Apéndice C),pela imersao H'(Q;) — L9(Q;), 1

IN

q1 < oo (ver Teorema C.14, item (ii) Apéndice C).

Em seguida, utilizando a imersao acima citada mostra-se que
f(-u) € LT (),

onde prl é o conjugado de p,
e
Flz u+to) — flz,u) em L7T().

uniforme em ¢.

e De modo analogo segue-se que o funcional

Jy o HI(QQ) — R
v = Jy(v) = [, G(x,v)dr,
¢ de classe C' (H'(Q2);R) com
100 0) = [ o o)ude, Vo € H'(@0).

Desse modo, concluimos que o funcional J € C*(E;R) com
(T o), (6 0) = o (100 Bay) foy VaTiods +b ([ V0lq ) fo, VoV
= Jo, fw,u)ed — [, g(z,v)vdz, ¥ (u,v),(p,¢) € E

C.q.d.
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Agora objetivamos mostrar que o funcional .J, definido anteriormente, é fraca-
mente semicontinuo inferiormente (fracamente s.c.i.). De fato, seja (uy, v,) — (ug, vo)
em F.isto é,

U, —=ug em H' ()

v, = vy em  Hp(Q).

Conseqiientemente, devido a imersdao compacta H'(Q2) < LP(Q) (ver Teorema C.16,
itens (i) e (ii), Apéndice C), temos que existe uma subseqiiéncia de (u,) ( que con-

tinuaremos denotando por (u,)) tal que
up, — ug em LP(Q),

para 1§p<%:2* se N>2 ou 1<p<+4o0 se N=2.
Logo (ver Teorema C.13, Apéndice C), existe uma subseqiiéncia da subseqiiéncia (u,,)(que

novamente continuamos denotando por (u,))de modo que

un(r) — ug(x) ¢.t.p. em £

lun(x)] < h(x) q.t.p. em Q, hée L().

Assim, usando a continuidade da funcao F' e sua condicao de crescimento dada em

(2.29), obtemos

F(z,un(x)) — F(x,up(x)) q.t.p. em O (2.40)

F(z,u,(z)) < (eh(z)? + C.) € L' (), (2.41)
Segue entao, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que

/ P, un(2)) dr —s | F(z,up(x)) d. (2.42)
Ql Q1
De modo inteiramente analogo, teremos

/QG(x,vn(x)) de — [ G(z,v9(x)) dz. (2.43)

2 Q2
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Agora recordando a defini¢ao do funcional .J, usando a continuidade das funcoes A e B

e propriedades de limite, temos
lim inf,, 0 J(tn, vn) > %A (lim inf,, oo ||Vun||%2(ﬂl)> + %B (lim inf,, o0 ||an||%2(92)>
—limsup, ., [o, F(7,un(2))dz —limsup,_,, [, G(z,va(2))dz,

donde decorre, usando o fato de as funcoes A e B serem crescentes, a convexidade da

norma ||.|[3., (2.42) e (2.43), que

lim infy e J (1, n) > 54 ([IVu0] 2oga, ) + B (1192022 )
— Jo, F(z,uo())dz — [o, G(z,vo(2))dz,
isto é,

lim inf J (uy,, v,) > J(ug, vo),

n— 00

mostrando que o funcional J é fracamente semicontinuo inferiormente.

Finalizamos esta secao apresentando um resultado de regularidade para o
problema de transmissao eliptico. Seja (u,v) € E um ponto critico de J em F
e escrevamos o = a <f91 |Vu|2d:1:> e B3=10 (fm |Vv|2dx>. Agora observe que as
fungoes

filz) = f(z,u(z)) e agi(z) =g(z,v(x))
sao L? na variavel z. Dai, segue-se (Ladyzhenskaya & Ural‘tseva [17], p.386-403) que

(u,v) é a tinica solugao em H?() x H?() do sistema

—aAu=f;, em ), (2.44)
—BAv =¢q;, em o, (2.45)
v=20, sobre T, (2.46)
ou v
= — =3 3. 2.4
u=v e ag ﬂay, sobre (2.47)

Se além disso, f,g sao localmente Lipschitzianas, entdo (u,v) é uma solugao de

classe CZ2.

2.3 Provas dos Teoremas

Nesta secao apresentaremos as demonstracoes dos Teoremas enunciados no inicio
do capitulo.

Demonstracao do teorema 2.1:
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A demonstracao desse teorema é baseada em um argumento de minimizacao.

Especificamente, caminharemos com o objetivo de aplicarmos o Teorema C.8 (ver

Apéndice C) para assegurar a existéncia de um minimo para o funcional .J. Como

J & de classe C', segue-se entdo, que esse minimo serd ponto critico do funcional .J

associado ao problema (2.1)-(2.4) e, portanto asseguramos a existéncia de pelo menos

uma solucao.

Vejamos: Sabemos que

A(s) :/ a(w)dw e B(s)= / b(w)dw.
0 0
Logo, usando a hipotese (2.5), obtemos que
aq b1
A(s) > —s” e B(s)>—s°, ¥s>0.
o

Consequentemente,

T(w,0) > 2Vl 0, + V0] B~ AF@@M—QG@wm

(2.48)

(2.49)

Como vimos anteriormente, da hipotese (2.6) decorre (2.29), que por sua vez, resulta

que

[ P u@)ds < lullg, + Call
Q1

Da imersdo continua H'(Q;) < LI(Qy), com 1 < ¢ < 22 =2 se N >3 e

N—-2

1 <g<oo se N =2(ver Teorema C.14, itens (i) e (i) Apéndice C), temos que

||u||LP(Ql) < ’71||u||1,2;91v
donde segue

/ ﬂLM)Mx<ﬁ%WMun+Q#hL
Q1

De modo analogo, obtemos a desigualdade abaixo para a fungao G,

| Gl vta)ds < eallulf s, + Culshl
Q2

Substituindo essas duas tltimas desigualdades em (2.49), implica que

J(u,v) > C'1(||VU||L2 ) T Vo[ (22 ) (

o
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Dai, fazendo alguns calculos e usando o Lema 2.1(item ii), deduzimos que
T(u,v) > Cill(u, ) |5 — eColl(u, v)|[ = Cs. (2.50)
Uma vez que p < 20 e, escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, concluimos que
J(u,v) — +00 qdo. ||(u,v)||g — +o0,

ou seja, o funcional J é coercivo em FE. Além disso, sabemos que o funcional
J : E— R onde E éum espago de Banach reflexivo, é fracamente s.c.i. e de classe

C'. Conseqiientemente (ver Teorema C.8, Apéndice C), existe (ug,v9) € E tal que
JI(U[), ’UU) = 0,

donde resulta que o sistema (2.1) - (2.4) tem pelo menos uma solugao.
Para finalizarmos a demonstracao resta-nos mostrar que as solucoes sao nao-

negativas. Para isto, definamos as funcoes:

f(x,u) _ f(z,u), se u>0,

0, se u <0,

g(‘/L‘7,U)7 se v Z 07

0, se v <0.

Podemos observar que as funcoes fe g satisfazem as mesmas e respectivas hipoteses
das fungdes f e g. Dai, segue-se que existe uma solugao (u,v) € E do sistema
(2.1) - (2.4), ponto critico do funcional .J, onde .J é o mesmo funcional .J, trocando
f por f e g porg.

Por outro lado, observamos que

f(x, w)u dr = / g(z,v)v dr =0,
(971 Q2
onde uw~ = —min{0,u} e v = —min{0,v}(com essa consideragdo, temos que
u=ut—u" e v=v"—v7).
Multiplicando (2.45) e (2.46) por u~ e v~ respectivamente, e integrando por partes,

obtemos

a/ VuVu dz :/ flz,u)udz =0
Ql Q1
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e
B | VoVo dx = / g(x,v)v=dx =0,
QQ QQ
isto é,
VuVu dx+ 3 | VoVu dx =0.
Ql Q2
Ora, uma vez que v =u" —u~ e v=wv" — v, resulta que

\Vu~ |Pdz+ 3 | |[Vv [*dz = 0.

71 Qs
Como « =a <fﬂl |Vu|2d:1:> , 3=10 (fﬂz |Vv|2dx> e as fungoes a e b sdo positivas,
segue-se que
IVu™ |20y = [IVU || 12(0,) = 0,
ou seja,
(w™,v7)l|lp = 0.
Portanto, wu,v > 0, e conseqlientemente

flz,u) = f(z,u) e g(xz,v)=g(x,v).

Assim, concluimos que (u,v) é de fato uma solugdo nao-negativa do sistema (2.1) -

(2.4). C.q.d.

Agora com esse resultado em maos, faremos uso do principio de maximo forte de
Hopf, para garantir que a solucao é positiva.
Demonstracao do teorema 2.2:
Seja  (u,v) uma solu¢do ndo-negativa dada pelo Teorema 2.1 a qual &, de fato, um
minimo global do funcional

T,0) = 54 (IVullmy) + 5B (V0] Bny) — [

. F(z,u)dz — /Q@(x, v)dx(2.51)

Objetivamos mostrar que wu # 0. Para isso, considere ¢; > 0 a primeira autofuncao

de (—A; Hj(Q)) com [|Vi||r2@) = 1. Entéo,
(t1,0) € E, VteR,
Segue da hipotese (2.8), que existem €,7' > 0 tal que

-1 /
) Z N1 ) )
flz,u) > A (a2+a37' +6)u se O<u<r
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por conseguinte,

A
F(z,u) > 31 (a2 + B4 6) uw?, se O<u<r (2.52)
T

Agora observamos que se 0 <t < 7'/||¢1]|s0, entdo 0 < tp; < r'. Conseqiientemente,

fazendo u =ty em (2.52) e integrando em (2, obtemos

~ A
/ F(z,tp(z))dz > = (a2 + B4 e) 2| o1 Pda.
Q1 2 T Q1

Por outro lado, recordamos que

/ |V<,01|2dx =\ |<,01|2dx,
Ql Q1

isto é,
1
2
dr = —.
. |(101| )\1
Logo,
F(z,to(x))dx > = (a2 +—+ 6) . (2.53)
0 2 T
Ja da hipotese (2.7) resulta que
A(s) < azs + %sT, se 0<s<r. (2.54)
T

Fazendo u =tp; e v =0 em (2.51) e usando (2.53) e (2.54), teremos

2

7 as or _ 42 t
J(tp1,0) < —= (77 —t°) —e—=
(()01;)—27_( ) 627

donde deduzimos, para t > 0 suficientemente pequeno, que

J(t(pl, 0) < 0.

Considerando w € H} (), temos que (tp1,w), (0,w) € E e além disso,

J(tor, w) — J(0,w) = J(ter,0) <O0.

Conseqiientemente, para t > 0 pequeno o suficiente, obtemos que

J(tor, w) < J(0,w), VYw € Hy(y),

e por conseguinte, (0,v) nao é um minimo global de J. Portanto, concluimos que

u # 0.
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Agora vamos definir a func¢ao c¢(x) por

M, Se u % 0,
C(l‘) = u
0, se u =0,

que substituida em (2.1), resulta que
—alAu+c(z)u= fT(z,u) >0 em .

Entéo, aplicando o Principio do Méaximo Forte de Hopf (ver Teorema C.11, Apéndice

C) e o Teorema C.12 (ver Apéndice C), temos que
0
u>0 em 2 e a—“;éo sobre Y.
v

Pela condicao de transmissao (2.4), segue-se que v # 0, pois caso contrario aplicando o
Teorema do Divergente (Ver Teorema C.1, Apéndice C) implicaria que
v
e 0 sobre 0 =1U2Y, o que é um absurdo.

v

Portanto, fazendo como antes, concluimos que v >0 em {25, mostrando assim

que o sistema (2.1) - (2.4) tem pelo menos uma solugao positiva. C.q.d.

Por fim, mostramos um resultado de nao existéncia de solucao.
Demonstracao do teorema 2.3:
Faremos a demonstracao argumentando por contradicao, isto ¢, suponhamos que exista
(u,v) € E solugao positiva do sistema (2.1) - (2.4). Entao,

a/ VuVpdr + 3 [ VoVipdr = f(z,u)pdx +/ g(y,v)dr, Y(p,9) € E.

1 Qo Q1 1951
Seja ' >0 a primeira autofungao de (—A; H}(Q)). Observamos que (¢!, ¢') € E,
e conseqilientemente,

a | VuVelde+ 8 | VoVeldy = f(z,u)prdr + / g(y,v)'dy,
Q4 Qo (921 Qo

donde, uma vez que m < infs>o {a(s),b(s)}, segue-se que

m | VuVelde +m | VuVeldy < f(z,u)p'de +/ g(y,v)o'dy.  (2.55)

Q4 (923 (921 Qo

Por outro lado, sabemos que

/ Vo!Vodr = N / o'odr, Vo € Hy(Q).
Q Q
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Definindo
{(z) = u(x) - X, (z) + v(z) - Xa,(z) + v(2) - Xeur(z),

observamos, segundo a Teoria do Trago de fungoes de H'(Q), que & € H}(Q).
Logo,

/ Vo!Védr = N / plédr,
Q Q

ou seja,
/ Vo'Vudr + / Vo'Vody = )\1/ udr + )\1/ o'udy.
o Q o) Q
Multiplicando esta ultima igualdade por m e comparando com (2.55), teremos

f(w, u)ptds + / gy, v)'dy,

Q2

m)\l/ goludx+m)\1/ olody <
Ql 92

Q1
contradizendo a hipotese (2.9). Portanto, mostramos com as condigdes descritas nesse

teorema, que o sistema (2.1) - (2.4) ndo tem solugao positiva. C.q.d.



Capitulo 3

Regularizacao ou Bootstrap

Neste capitulo apresentaremos o procedimento usado para provar que uma solucao
fraca de uma equagao é uma solucao classica.  Este procedimento chama-se
Regularizagao ou Bootstrap.

Considere o seguinte problema:

“Au = f(nu), ©
u = 0, 0,

(3.1)

onde Q C RV, N > 2 é um dominio limitado com fronteira de classe C%*, 0 < pu < 1

e f(z,u) : QxR — R ¢éuma funcao satisfazendo

|f(z,8)] <c|s|” +d, ¢ deR", (3.2)

com 0§0<% se N>3 e 0<o<oo se N=2. Unma vez que a funcao f tem

este crescimento, usando a teoria dos espacos LP de Lebesgue, a teoria de Schauder
das equacoes elipticas e as imersdes de Sobolev, conseguimos obter o resultado de

regularidade que segue:

Teorema 3.1 Seja u € H}(QY) wuma solugio fraca do problema (3.1), entdo
u€ CH(Q) se f for de Carathéodory.

Além disso, se f € C%(Q x R), temos que u € CH*(Q).

Demonstracao:
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Parte I:
Vamos mostrar o resultado inicialmente para N > 2.
Como, 1 < & eue Hj(Q), segue-se da imersdo continua (Ver Teorema C.14, item i
Apéndice C) que u € L¥ (Q).

Por outro lado, uma vez que f : QxR — R & de Caratheddory, entdo a funcao
(Figueiredo [11])

x> fz, u(z))
é mensuravel para qualquer funcdo u : Q — R mensuravel.
Dai, usando o crescimento da fun¢ao f mostraremos que a aplicagao (Operador
de Nemytiskii) definida por
Ny IP(Q) — L¥(Q)
u > Ny(u) = f(z,u(@)),
estd bem definida.

De fato, usando (3.2), resulta em
[P s = [ 7P
Q
< /[c|u(x)|ﬂ+d]2*/”dx
Q

2% /o
< /9[2 max{c|u(x)|“,d}] dx

< Cl/ |u($)|2*dx+02/da:<oo,
Q Q

mostrando que a aplicacao acima esta bem definida.
*

Escrevendo p; = — temos que
fC ul) € L(Q).
Conseqiientemente (Ver Teorema C.20,Apéndice C),
u € WP (Q).

Assim, analisaremos os seguintes casos:
1°CASO: N—2p1<0( <2, m=2)
Como

u € WPL(Q),
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resulta da imersdo compacta (Ver Teorema C.16, item iii apéndice C)que
ue C'(Q).
Donde concluimos que
uwe L' (Q), Vr>1.
Segue-se como antes que a aplicacao

Ny L'(Q) — LE(Q)
v — Ny(u) = f(z,u(x)),

N —2
estd bem definida com r >

e Em particular,

f(z,u(z)) € Le com 7> 20.
Logo (Ver Teorema C.20, Apéndice C),
we Wr7(Q) com r > 20.

Dai, é possivel escolher ry/0 tal que 0 < # < 1.

Portanto da imersao de Sobolev (Ver Teorema C.15, item iv Apéndice C), temos que

u€ CY(Q), com 0<pu<l1-— :
ro/o

2°CASO: N —2p; =0 (- =2, m = 2)
Desde que u € W2P1(Q), py = — temos, pela imersiao de Sobolev (ver Teorema C.15,
o

item ii Apeéndice C), que
u € L), com p; < g < +o0.

Assim, para ¢ > o a aplicacao

Ny @ LYQ) — L7(Q)
U g Nf(u):f(ﬁau(x))v

estd bem definida, isto é,
flz,u(z)) € L7(Q) com p <q<+400 e g>o0.
Conseqiientemente (ver Teorema C.20, Apéndice C)

uEWQ’g(Q) com p;<qg<-+4oo e q>o.
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Dai, é possivel escolher ¢, de modo que 0 < ﬁ < 1, e portanto, como no caso

anterior,

u€ C(Q), com 0<pu<l-—

Q/o

3°CASO: N —2p; >0 (- > 2, m = 2)

Uma vez que u € W2P1(Q) e pﬂl > 2, temos pela imersao de Sobolev (ver Teorema
C.15, item i Apéndice C), que

Np:

u € L™ (Q) para p; <7 < m =

pi-
Em particular,
u € LP(R).
Donde segue-se que a aplicagao
Ny : IPi(Q) — La(Q)
w > Np(u) = f(z,u(z)),

estd bem definida. Logo(ver Teorema C.20, Apéndice C)

u€ W2 (Q) onde p,= b
o

Agora observemos que:

® Dy > 1.
De fato,

_2*> 2N N-2\ 2N o1
=7 N—2 N+2) N+2~ 7
pois N > 2.

o&>1.

4l
De fato,

&:P_T.U_PT:< nN ).N—2>1,

D1 o 2% 2 N —2pq 2N
pois, através de alguns cédlculos, chegamos que a desigualdade anterior é equiva-

N2
lente a o < 5.

Assim, podemos escolher Ay > 1 tal que

p1 > Ag >1 e & > Ao. (33)
4



68

Conseqiientemente,

pe > 1 Ag > Ap. (3.4)

*

Recordando que u € W*P2(Q) onde p, = &, vamos considerar, nesta segunda
o

etapa, 0s mesmos casos anteriores:

1°CASO: N —2p, <0 (35 <2, m =2)

De modo inteiramente analogo ao 1°CASO do passo anterior, obtemos que

u€ CY(Q), com 0<pu<l-—

N
to/O',
para algum t; € Rt.

2°CASO: N —2p, =0 (5> =2, m = 2)

Semelhantemente ao 2°CASO do passo anterior, temos que

u€ CY(Q), com 0<p<l———,
Q/o

para algum ¢q € R,

3°CASO: N —2p, >0 (3= > 2, m = 2)
Desde que u € W?P2(Q)) e p% > 2, temos pela imersao de Sobolev (ver Teorema C.15,
item i Apéndice C), que

Nps

u € .Lp’é (Q) onde p; = W
- 2

Segue-se também que a aplicagao

Ny IB(Q) — LE(Q)
u — Ny(u) = f(z,u(z)),

estd bem definida, ou seja,

%

f(-u() € LP*(Q), onde p3 = Py
o
Logo (ver Teorema C.20, Apéndice C),
= W27p3 (Q)

Agora, provaremos que
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Py P
b2 D1
De fato,

@:@Wz:ﬁ:(fWQ)(N—%j:@(N—%j>@
p2 O pi Py N —2p, Npy p1 \ N — 2p P’

se e somente se,

N -2
7p1 > 1,
N — 2p2
ou equivalentemente,
D2 > P1.
Portanto, mostramos que
Pi P2
P2 N
e usando (3.3) e (3.4) obtemos que
p3 > Ag

Continuando com este processo encontramos uma seqiiéncia {p;} tal que
Ay <p1 <pa <+ <pj<pjy1 <+,

Ag< 2B Do Pyl
b P2 P3 pj

p; > Aé
Uma vez que Ay > 1, segue-se que
pj — +oo qdo j — 400.

Dai, podemos escolher pg tal que 0 < pﬂo < 1 e, conseqiientemente (ver Teorema C.15,

item iv Apéndice C), num dos passos do 3°Caso, resultara que

_ N
u€ CH(Q) com 0<pu<l——.
Do
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Para o caso em que N = 2, segue-se usando a imersao de sobolev Hjj (Q) < L(Q)
( ver Teorema C.15, item (73), Apéndice C), o Teorema C.20 ( ver Ap.C) e em seguida
a imersio WJtmP — CI#(Q) (ver Teorema C.15, item iv).

Parte II:
Agora supondo que f € C%(Q x R) segue-se que f ¢é lipschitziana, isto ¢, 3 C; > 0
tal que (z,u(x)), (y,u(y)) € (2 x R) implica,

|f (@, u(x)) = fy, u(y))]

IN

Cil(z,u(z)) — (y, u(y))]
Cil(x =y, u(z) — u(y))]
< Cr(lr =yl + u(@) —u(y)]) -

IN

Considerando z,4 €Q com z#ye0 < p <1 temos que

|f (@, u(z)) — fy,u(y))] q(u—y|+mmw—mw5

|z — y|# |z — y|# |z — y|»

< C’1(|x—y|1“+w>, Vr,y € Q com x #y.
|z —yl~
Logo,
sup |f (2, u(x)) = f(y, u(y))] <0 (Sup 2 — |+ sup lu(z) — u(y)|>,
T#y |z — y| zFy sty Tyl

o que implica,

A <6 (swie o) )

donde segue-se que
Hy [ (- w)] < Cy |(diam(@)" " + H, [u] | < o0,

desde que a funcao wu seja Holder continua de expoente .
Portanto,

f(u) € CHQ), com 0<p<l.
Dai (ver Teorema C.18, Apéndice C), resulta que o problema

—Av = f(l‘,U), Qa
v = 0, 092,

tem uma tinica solucao v € C*#(Q).

Assim, temos que wu e v sao solugoes fracas do problema (3.1), isto é,

/Vqupdx:/f(x,u)-gpdx,V o € Hy(Q)
Q Q



71

e
/QVvVgoda::/Qf(x,u)-gpdx,V o € Hy(Q).
Conseqiientemente,
/QV(U—U)chdx:O,V 0 € Hy(Q),
ou seja,
u=v em H;(Q)
e assim,

u=v qtp. em .

Por outro lado, uma vez que as funcoes u e v sao continuas em () resulta que

E portanto,

C.q.d.



Apéndice A
Um pouco de Teoria Espectral

Neste apéndice, apresentaremos uma descri¢ao do espectro do operador —A, no
caso do problema homogéneo de Dirichlet.
Iniciamos estudando a existéncia e unicidade de solugao fraca para o problema
linear
—Au = f(z), Q
u = 0, 011,

(A.1)

onde Q@ C RV (N > 2) é um dominio limitado e f € L*(Q).

Mostraremos a existéncia e unicidade da solu¢ao do problema linear (A.1) apli-
cando um resultado devido a Lax-Milgram, o qual é conhecido na Literatura como
Teorema de Lax-Milgram ( ver Teorema C.21, Ap.C ).

Solugao do Problema (A.1):

Iremos fixar um Espago de Hilbert(H), uma forma bilinear (A) e um funcional linear
continuo (T) em H para aplicarmos o ja referido resultado.

Consideramos:

e H = H,(Q), com o produto interno definido por

< U, v >= / VuVudzx
Q

e norma induzida dada por

Il = Vuldr) "
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e A forma bilinear (A) serd dada por

A HI(QxH}(Q — R
(u,v) — A(u,v) = [, VuVudz,
que também é simétrica.
Note que, devido a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a forma bilinear A é continua,
pois

A, v)| = | <u,v> | < lull - [lvll, Yu, v e Hy(Q).

Temos também, que A é coerciva, pois
Alu,u) =< u,v>=||ul]>, Yue Hy(S).

e O funcional linear continuo (T) é dado por

T : H(Q) — R
v +— T() = [, [ vds.
Podemos observar que a aplicacao T estd bem definida, devido a Desigualdade de
Holder(ver Teorema C.5, Apéndice C) e a Imersiao Continua Hg(Q2) < L*(Q) (ver
Teorema C.15, Apéndice C), e é linear continua em H = H}(Q).
Dai, aplicando o Teorema de Lax-Milgram (ver Teorema C.21, Ap.C), existe uma

tinica fungao u € Hy(Q) tal que
A(u,v) =T(v), Yov € Hy(Q),
ou seja,

/Vqudx:/f-vdx,V v € Hy(),
Q Q

mostrando que o problema linear (A.1) tem uma tinica solucao fraca u € HJ ().

Pelo que foi exposto até agora, podemos definir uma aplicacao

S i LAQ) — HYQ)
foo— S(f)=u,

isto é, uma aplicacao que associa a cada f € L?(2) a tinica solucao fraca do problema

linear (A.1).
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Além disso, observamos pela resolugao do problema (A.1) que

AS(f),v) = ((f,v), ¥V v € Hy(Q),

onde ((,)) denota o produto interno em L?*().

Vejamos agora as propriedades da aplicacao S.
(i) S é uma aplicacao linear, isto é,
S(an f + azg) = anS(f) +a2S(g), V f, g€ LQ(Q) eVa, ag ER
De fato; Consideremos uma dada v € Hj (). Entao,
A(S(ai f + azg), v) = ((af + asg, v)) = ((arf, v)) + ((azg, v)) =
= an((f, v)) + a2y, v) =
= a1 A(S(f), v) + 2A(S(g), v) =
= A1 S(f), v) + Al S(g), v) =
= A1 S(f) + 2S(g),v), ¥V v € Hy(Q),
o que implica,

S(a1f+a2g) :als(f)+a2‘s(g)a Vf ge LQ(Q) eVoa, ag €R,

mostrando a linearidade de S.

(ii) S & continua, isto é, IK > 0 tal que

ISHIN < Klfll2@), ¥ f € L(Q).
De fato, como a forma bilinear A ¢ coerciva em H}(Q), entao considerando u =

S(f), temos que existe a > 0 de modo que

alIS(HIF < AS(S), S() = ((f, S(N) < L(f, SN T < 2 IIS(Hlz2e-

Logo, usando a imersao continua H}(Q) < L?(Q) (ver Teorema C.15, Apéndice

C), chegamos ao resultado desejado.

(iii) S : Hg(Q) — H}(Q) é um operador linear compacto.
De fato, como a imersao Hj(Q) < L*(Q) (ver Teorema C.16, Apéndice C) além
de ser continua, também é compacta e S : L?(Q) — H}(Q) é continua,
segue-se que Soi : HM(Q) — HI(Q) é uma composi¢cao de uma aplicagio

compacta com uma continua e, portanto, ¢ um operador compacto.
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(iv) S : Hy(Q) — Hy(Q) é simétrico (ou auto-adjunto),
ou seja,

A(S(u), v) = Alu, S()), Yu, v € Hy(Q).

De fato, estamos considerando o espago de Hilbert H}(2) com o produto interno

dado por
Au, v) :/Vqud:E,
Q

o qual induz uma norma equivalente a norma original de Hj (). Assim, dados

u, v € H}(Q) , resulta da simetria dos produtos internos envolvidos, que

A(S(u), v) = ((u, v)) = (v, ) = A(S(v), u) = Ay, S(v)).

(v) S é definida estritamente positiva em H} (), pois para cada v € H}(Q),

temos que

AGS(0), ) = (v, 0) = [lolZey > 0 s w0,

Portanto, uma vez que S : H}(Q) — H}(Q) ¢é um operador nas condigoes
do Teorema Espectral para operadores compactos em um espago de Hilbert, no caso
simétrico(ou auto-adjunto) estritamente positivo, resulta que existe uma seqiiéncia ()

de niimeros reais, que sao os autovalores, verificando

Py > e > > Uy > >0

pn — 0, qdo. n — 4o00.

Associados aos autovalotes, existe uma seqiiéncia (¢,) de fungoes de H{(€2), denomi-
nadas de autofungdes de S, as quais constituem uma base Hilbertiana para H; ().

Em outras palavras, encontramos duas seqiiéncias (fin),cn € (dn),en tais que

S(pn) = pndn, Yn=12..., (A.2)
com pu, >0, Vn=12,... e p, — 0, qdo. n — +oo.
Fazendo A\, = ;%n’ Vn, resulta que ()\,) é uma seqiiéncia de niimeros reais positivos
tais que

AM< <<\, <...
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n—-+0o
Ap — 400 .

De (A.2) temos que
¢n:)\ns(¢n)a n:172737"'7

e, devido a linearidade de S, obtemos
S\ bn) = n, VneN
Uma vez que A\, ¢, € L*(), V n € N, segue-se, pela defini¢ao de S, que

_A¢n = )\n¢na Qa
on = 0, 0.
Portanto, a seqiiéncia (\,)meny crescente de nimeros reais positivos constituem os
TL*>+OO TN . ~
autovalores do operador —A com A, — 400 e a seqiiéncia (P, )nen sA0 as auto-

fungoes associadas do operador —A, as quais formam uma base ortonormal em H{ ()

(conseqiiéncia do Teorema Espectral).



Apéndice B

Um Resultado de Unicidade

Neste apéndice apresentamos um resultado de unicidade mostrado por Brezis &
Oswald [7]. Esse resultado inclui, como um caso particular, o problema (1.55) usado
na prova do Teorema 1.4.

Vejamos: Considere o problema
—Au = f(z,u), Q
u = 0, 011,
onde Q2 C RY & um dominio limitado com fronteira suave e f(z,u) : Qx[0, co) — R

é uma funcao satisfazendo as seguintes hipoteses:

(i) Para quase todo z € €2, a fun¢do u — f(z,u) é continua sobre o intervalo [0, 00)

e a funcao u — f(z,u)/u é decrescente sobre (0,00);
(ii) Para cada u >0 a funcao z — f(z,u) € L>®(Q).

Para o nosso objetivo, isto é, para mostrarmos a unicidade de solucao para o problema
(B.1) essas hipoteses sao suficientes.

Vamos comecar com o seguinte lema:

Lema B.1 Supondo (i) e (ii) e considerando u € H{(Q2)(e por regularizagdo, u €
C?(Q)) uma solugao do problema (B.1).

Entao,

u >0, Q (B.2)
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ou

— <0 o052 B.3
877< ) ? ( )

onde n denota a dire¢cao normal exterior a fronteira OS).

Demonstracao:

Sendo u solugdo de (B.1), tem-se que
u>0, u#0 em Q.

Uma vez que u(z) < ||ullsw, Vz €, resulta, por (i), que

f(z,u) < @, llufloo)

u [luf|oo

Por outro lado, devido a hipotese (ii), existe C; > 0 tal que

|f (@, [Julloo)| < Ch.

Juntando essas duas ultimas desigualdades, obtemos
f(l',U) > _CZU; em Qa

para alguma constante Cy > 0.

Por conseguinte a funcao u satisfaz

_AU/+02U > 0, Q
u = 0, 09,

e usando o principio do maximo forte (Ver Teoremas C.10 e C.12), decorre (B.2) e

(B.3).
C.q.d.

Prova da Unicidade:

Suponha que u; e uy sejam duas solugoes de (B.1). Entao, parai=1,2 temos

—Au; = f(z,u;), Q
U; Z 0 ) U 7£ 07 Q
U; = 0, 89,
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e portanto, podemos escrever

Auy n Augy _ [z, uy) _ fz, us) 0. (B.4)

)

U U U U

Usando o Lema B.1, e raciocinando de maneira analoga ao que fizemos na demonstracao

do Teorema 1.4, deduzimos que

Uo U1
22 2 1e(Q). B.5
e L) (B:5)
Afirmacao:
2 2
Uy Uy 1
22 1= gYO B.6
o2oh e HY(), (B6)
2 2 2 i
\Y <@> =22y, - U—§VU1 e V <ﬂ> =21V, ~ U_;VUQ' (B.7)
Uy U1 uy u2 2 s

De fato, desde que uj,uy € H(Q), temos uy,us € L*(Q). Assim, devido a (B.5),

segue-se que

u_%) " € L*(9).
U1 Uo
Ju; 0
Sabemos também que ul, U2 L*(Q), para i=1,2,3,...,.

Por outro lado, depois de alguns calculos, obtemos

U2
J (u_2> uy Ous u3 Ou

1) (52 2 Uy 1 2
—BE——_<2 )eL(Q)

w Or;  u? O
2,2

donde decorre (B.7) e que LU H'(Q).
Ur U

Resta-nos apenas concluir (B.6). Para isto, observe que, por (B.5), para x, € OS2

i () = () =0

Pela continuidade das funcoes, podemos defini-las sobre a fronteira 02 do seguinte

encontramos

modo:
2 2
u_ut
U U

Além disso,
u2 u2 —
2 L ewh2(Q)nC(@Q),

Uy U

implicando assim (ver Teorema C.9, Apéndice C), na validade de (B.6).
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Agora, multiplicando (B.4) por (u? —u2) e integrando em 2, obtemos a seguinte

identidade
Aup  Augy, , 0N g floyu)  fl@oua)y, o
/Q(_U—1 + u—2> (uf — uy)de = /Q( " - U )(Ul —us)dr, €. (B.8)

Por outro lado obtemos também, usando as duas igualdades presentes em (B.7) e a

integragao por partes, que

A’LLI AUQ 9 9 _/ ‘ U
/Q( o + - )(u1 us)de = Q(Vul UZVUQ

Consequentemente, em virtude dessas duas tltimas igualdades, temos que

/(f(fﬂ,ul) _ f(x’m))(ﬁ —u3)dz >0, Q,

U U

2) dz.

2 U
2

Vi - B9,
Uy

de onde concluimos, devido a hipotese (i), que u; = us.
C.q.d.

Como podemos observar, esse resultado de unicidade para o problema (B.1) inclui o
caso em que f(z,u) = u?, 0 < ¢ < 1, haja vista que as hipoteses (i) e (ii) sdo verificadas.

Conseqiientemente, o problema (1.55) tem unicidade de solugao assegurada.



Apéndice C

Resultados Utilizados

Neste apéndice apresentaremos os resultados utilizados em nosso trabalho. In-
dicaremos também as referéncias onde podem ser encontradas as respectivas demon-

stracoes.

Teorema C.1 (Teorema do divergente) (ver [13], p. 2)
Sejam Q um dominio limitado cuja O é uma hiperficie de classe C' e v o vetor
unitdrio normal a 0S). Para qualquer funcio W : Q — RN, W € C°(Q) N CY(Q),

temos que
/didex :/ (W - v)ds.
Q a0

Teorema C.2 (1la Identidade de Green) (ver [13], p. 47)
Considere €2 um dominio no qual seja vdalido o Teorema do Divergente. Se a funcoes
u,v € CH(Q) N C?(Q), entio

/vAudx+/Vqudx:/ v%ds.
Q Q aq OV

Teorema C.3 (Principio de Méaximo Fraco) (ver [14], p. 15)
Sejau € C°(Q)NC2() com Au > 0(Au < 0) em Q. Entdo, se Q € limitado,

Sup u = sup u (infu = infu) )
Q a0 Q oN
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Teorema C.4 (Principio de Méaximo Forte) (ver [14], p. 15)

Sejam Q C RN um aberto limitado e u € C°(Q) NC?(Q) tal que Au > 0(Au < 0)

em ) e suponha que existe um ponto y € Q tal que u(y) = sup u (ianﬂf u) Entao, u €
Q

constante.

Teorema C.5 (Desigualdade de Hélder) (ver [6], p. 56)
Seja f € LP(Q) e g € LY() com % +% =1ep>1. Entao,

f-geLll(Q)

/Q £ - glde < |11z |9l zecen.

Teorema C.6 (Desigualdade de Poincaré) (ver [6], p. 174)

Seja Q um aberto limitado do RN . Entdo, existe uma constante C' = C (S, p) tal que

1/p
|| zr) < C(/ |Vu|”dx> , Yue W,P(Q), 1<p< +o.
Q

Teorema C.7 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) (ver [6], p.54)

Seja (fn) uma sequéncia de fungoes integravéis. Suponha que
(1) fn(z) = f(z) gqtp. em €
(ii) existe uma funcio g € L'(Q)) tal que para todo n,|f.(x)| < g(x) q.t.p. em Q.

Entao,
FeLl Q) e |fa— fllog — 0.

Teorema C.8 (ver [9], p. 2)
Seja E um espaco de Hilbert (ou um espago de Banach reflexivo) e suponha que o
funcional p : E— R ¢

(i) fracamente semicontinuo inferiormente (fracamente s.c.i.);

(ii) coercivo, isto €, ¢p(u) — +oo quando ||ul| — +oc.
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Entao ¢ € limitado inferiormente e existe uy € E tal que
= inf ¢.
¢(uo) = inf ¢

Além disso, se o funcional ¢ : E — R € diferencidavel, entao qualquer ponto de

minimo ug € um ponto critico de ¢, isto €,

¢,(UO) =0e€ E,.

Teorema C.9 (ver [6], p. 171)
Suponha que Q € de classe C'. Sejau € W'"P(Q)NC(Q) com 1< p<oco. Entdo

as sequintes propriedades sao equivalentes:
(i) u=0 sobre 0%

(ii) u € Wy P(9Q).

Teorema C.10 (ver [14], p. 34)
Suponha que L € uniformemente eliptico, c=0 e Lu >0 em . Seja xog € 02 tal

que
(i) u € continua em x;

(ii) u(zxo) > u(z) para todo x €

(111) OQY satisfaz uma condi¢ao da esfera interior em x.

Entao, a derivada normal exterior de u em xq, se ela existe, satisfaz a desigualdade

estrita

@
ov

Se c<0ec/\ €limitado, a mesma conclusao vale desde que u(xg) > 0, e se u(xg) =0

(IIIO) > 0.

amesma conclusao ainda vale independente do sinal de c.

Teorema C.11 (Principio de Maximo Forte de E. Hopf) (ver [14], p. 35)
Seja L um operador uniformemente eliptico, c = 0 e Lu > 0(< 0) em $(nao
necessariamente limitado). Se u assume um mdzximo(ou minimo) no interior de 2,
entao u € constante.

Se ¢ <0ec/\ forlimitado, entao u nao pode assumir um mdzimo nao-negativo(minimo

nao-positivo) no interior de Q, a menos que u seja constante.
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Teorema C.12 (ver [14], p. 35)
Seja u € C°'(Q)NC*Q) wma solugio de Lu =0 em um dominio limitado Q, onde
L ¢é uniformemente eliptico, ¢ <0, c¢/\ é limitado e Q0 satisfaz a condi¢ao da esfera

interior em cada ponto da fronteira 0S2. Se a derivada normal é definida por toda
u
parte sobre 0S) e e 0 sobre 0N), entdo u € constante em €. Se também, ¢ <0

em algum ponto de €1, entao u = 0.

Teorema C.13 (ver [6], p. 58)
Seja (fn) uma sequéncia em LP e f € LP, tal que ||f, — f|lL» — 0.

Entao, existe uma subsequéncia (f,,) tal que
(i) fo,(x) = f(x) qtp. em €

(it) |fn,(x)] < h(x) Yk, q.t.p. em Q com he LP.

Teorema C.14 (ver [23], p. 75)
Sejam Q um subconjunto limitado do RN (N > 2), Q de classe C™ e 1< p < oo.

Entao as imersoes abaizo sao continuas:

(i) WmP(Q) — LI(Q), 1< q¢< 22 =p* se mp< N.

N—mp —
(ii) WmP(Q) — L1(Q2), 1< g< oo se mp=N.
(iii) W™P(Q) < CF*(Q) se mp > N,

onde k ¢ um inteiro verificando k < m—Np < k+1 e p um numero real satisfazendo

0<u§m—k—%:ug se p<leO<pu<1sep =1

Teorema C.15 (Imersiao de Sobolev) (ver [10], p. 102)
Sejam Q um dominio suave em RN, m > 0e 1 < p < +oo. Entio, para qualquer

7 >0 as imersoes abaixo sao continuas:

(i) Se m < B Witme o Wia p < g < M= p
(ii)) Se m = %, Witmp s Wit p < q < +o0;
(iii) Se X <m, Witmr — C;

(iv) Se m—1<%<m,

. S N
Witme sy CPH(Q), 0 < pp<m — —.
p
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Teorema C.16 (Imersao Compacta de Rellich-Kondrachov) (ver [10], p. 103)
Sejam Q um dominio limitado com fronteira suave em RN, >0, m>1el<p<

+00. Entao, as imersoes abairo sao compactas:

(i) Se m < T, Witmr(Q) < Wii(Q), 1< q < 322 =p*;
(i) Se m =T, WIHm(Q) — WH(Q), 1 < g < +oo;
(i) Se T <m,
o Witmp(Q) < Wi(Q), 1< g < +00;
o WItmP(Q) — C4(Q) e
o Witme(Q) < C9(Q)).
(iv) Se m—1<%<m,

. S N
Witme sy CPH(Q), 0 < pp<m — —.
p

Teorema C.17 (Teorema de Fubini) (ver [5], p.)
Suponhamos que F € L*(; x Q). Entao, para todo x € Q,

Fla,y) € L)) e (/Q

De maneira andloga, para todo y € s,

F(z, y)dy) € LL(Qy).

2

Flz,y) € IN(Q) e (/QIF(x,y)dx> € L}().

Além disso,

/ d:z:/ F(x,y)dy:/ dy/ F(:z:,y)dx:// F(z,y)dz dy.
Q1 Q> (923 1921 Q1 xS

Teorema C.18 (ver [14], p. 107)
Sejam L um operador estritamente eliptico em um dominio limitado €2, com ¢ <0,

f e os coeficientes de L pertencentes a C*(2). Suponha que € ¢é um dominio de
classe C** e que o € C**(Q). Entdo o problema de Dirichlet

Lu = f, Q,
u = ¢, 09,

tem uma tnica solugdo situada em C*H(Q).
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Teorema C.19 (ver [1], p. 25)
Suponha que Q C RN (N > 1) € um aberto limitado e 1 < p < q. Se u € LI(Q),

entio u € LP(Q) e além disso a imersao
LY(Q) — LP(Q)

€ continua.

Teorema C.20 (ver [14], p. 241-242)
Seja f € IP(Q) com 1< p < 4o0o. Entio existe uma tnica u € WP(Q) N W, *(Q)
tal que

—AU, = fa QJ
u = 0, Of.

Além disso, existe uma constante C independente de f e u de modo que

lullopn < ClIfllLo@)-

Teorema C.21 (Teorema de Lax-Milgram) (ver [6], p. 84)
Sejam H um espago de Hilbert e a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva em

H. Entao, para todo ¢ € H', existe um unico u € H tal que

a(u,v) = (p,v), Vve H.

Teorema C.22 (ver [6], p.50)
Sejam E  um espago de Banach reflexivo e (x,) uma sequéncia limitada em E.

Entao existe uma subsequéncia (x,,) com z, —x em E.

Teorema C.23 (ver [6], p.38)
Seja ¢ : E — ] —o00,+00] wuma fungdo convexa, s.c.i. ( pela topologia forte ).
Entao, ¢ € s.c.i. pela topologia fraca o(E,E").

Em particular se x, — x pela o(E,E'), entao

e(x) < liminf p(z,).
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Teorema C.24

Seja
I := inf {/ |Vu|2d:v+/ |u|2ds;/ |u|? = 1}.
ueHl(Ql) Ql b)) Ql

Entao, o mimero I, € atingido em algum uy € H' () e € estritamente positivo.

Demonstracao.

Consideremos o funcional J: H'(€;) — R definido por

J(u):/ |Vu|2dx+/ uf?ds.
1921 b))

Notamos que:
(a) J esta bem definido, devido a Teoria do Trago de fungoes em H'(Qy);

(b) J é limitado inferiormente em H'(€,), pois
J(u) >0, V ue H' (Q).
(c) J é fracamente semicontinuo inferiormente, isto &,

u, =~ ug em H'(Q)) = liminf.J(u,) > J(up).

n—oo

De fato, como podemos observar o funcional J é soma das normas
Ji(u) = |Vulll2q,) e Jo(u) = |ullfzx),

as quais sao convexas e continuas. Conseqiientemente, devido ao Teorema C.23 acima,
temos que o funcional .J é fracamente s.c.i.

Agora de (b) decorre que

inf  J(u): =1y >0.
ueHL(Qq)
le Ju|2de=1

Logo, existe uma sequéncia minimizante (u,) C H'(), com [, |uy|*dr =1, tal que

J(un):/ |Vun|2dx+/ un 2ds — L.,
Q4 b))

Dai, segue-se que J(uy) ¢ limitada e assim resulta que [, |Vu,|?dz também é

limitada. Conseqiientemente

ttn] 2 p, = / Vunds + / Pz < C.
Q1 Ql
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ou seja, a sequéncia (u,) ¢ limitadaem H'(Q;). Como o espaco de Sobolev H'(Q;)
¢ reflexivo, entao (ver Teorema C.21, Apéndice C) existe uma subseqiiéncia de (u,) (

ainda denotada por (u,) ) tal que
u, = uy em H'(Q). (C.1)

Por outro lado, uma vez que H'(Q;) < L?*(2;) compactamente ( Ver Teorema

C.16, Apéndice C), teremos

/ | |2dz — |uo|*d,
91

1951
assim,
luo2dr = 1,

Q1
resultando desse modo que,
Ora, de (C.1) e de (c), temos que

J(up) < liminf J(u,) = I. (C.2)
n—o0

Dessas duas ultimas desigualdades, teremos
J(ug) = I
Agora, se I, = 0, entao terfamos
|Vug|*dx = / |uo|*ds = 0,
o b

e dai,

Vuy=0 e Uy = 0.

Logo,

UUEO,

o que ¢ um absurdo pois f

o, [to|*dr = 1. Portanto mostramos que I, > 0.

C.q.d.
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