Resumo

Neste trabalho é apresentada a solugcao do problema de Riemann associado a um
sistema de leis de conservacao. Este sistema é proveniente de um escoamento biféa-
sico unidimensional em meios porosos e considera os efeitos de histerese nas curvas de
permeabilidade das fases. A principal contribuicao deste trabalho é que a solucao do
problema de Riemann é obtida para um modelo que leva em conta a histerese nas duas
fases e que considera as curvas de embebicao e de drenagem distintas sempre que haja
uma reversao de regime de drenagem para embebicao e vice-versa. Os resultados obti-
dos aqui ampliam aqueles obtidos para um modelo mais simplificado em que a histerese
era considerada apenas numa das fases e as curvas de permeabilidade eram tomadas
coincidentes ap6s uma segunda reversao. Uma vez obtida a solucao do problema de
Riemann, base para a construcao de simuladores numéricos de alta precisao, é feita
uma comparacao entre esta solucao e aquela obtida anteriormente, para os mesmo da-
dos iniciais, mostrando que nao s6 as velocidades de ondas podem ser distintas, mas

também as proprias sequéncias de ondas que formam tais solucoes.



Abstract

In this work we present the Riemann solution for a system of conservation laws
associated to an unidimensional two-phase flow in a porous media taking into account
the hysteresis effects on the permeability curves. Our main contribution in this work
is that the solution of the Riemann problem is obtained for a model that takes into ac-
count the hysteresis in both wetting and non-wetting phases and considers the scanning
curves of embebition and drainage distincts whenever there is a reversion of regime.
The results obtained here improve those obtained for a simplified model where hystere-
sis is considered only on the non-wetting phase and the scanning curves coincide after
a second reversion of regime. Once obtained the solution of the Riemann problem,
which is basic for the construction of high accurate numeric simulators, we compare
this solution and that one already obtained, for the same initial data, showing that
not only the speeds of waves can be distinct, but also the sequences of waves in such

solutions.
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Introducao

Quando um reservatorio de petroleo é colocado em producao, os fluidos existen-
tes na rocha devem produzir energia suficiente para vencer a resisténcia oferecida pelos
canais porosos e se deslocar para os pogos de producao. Em geral, quando essa ener-
gia se esgota, uma quantidade significatica de hidrocarbonetos ainda esta retida na
rocha-reservatorio, [22]. Estima-se que apenas 25% do petroleo existente na jazida seja
produzido desta forma. Visando aumentar este fator de recuperacao, sao aplicadas ao
reservatorio técnicas que, em geral, tentam interferir nas propriedades do meio poroso.
Tais técnicas sao denominadas de Métodos de Recuperagao.

Em [22], os métodos de recuperagao sao classificados como métodos convencio-
nais e métodos especiais de recuperacao. Entre os métodos convencionais sao citados
a injecao de gas e a injecao de agua, além da recuperacao pela propria energia do
reservatorio. Dentre os métodos especiais sao citados a combustao in situ, injecao
de dioxido de carbono, injecao de polimeros dissolvidos em agua, e injecao utilizando
ondas eletromagnéticas.

Alguns estudos mostram que a injecao alternada de dgua e gas pode ser mais efi-
ciente do que a inje¢ao separada de cada um desses fluidos, como pode ser visto em [4].
Este tipo de método é denominado de método ciclico. Quando um método ciclico de
recuperacao de petroleo é aplicado num reservatorio, surge um fenémeno denominado
de histerese. Tal fenomeno ocorre devido aos varios regimes de drenagem e de embe-
bicao pelos quais o fluido é submetido. No contexto de escoamento em meios porosos,
a histerese é caracterizada pelo fato de que as propriedades do fluido, como capilari-
dade e permeabilidade relativa, medidas durante um regime de drenagem tém valor

diferente quando medidas durante um regime de embebicao. Experimentos relatados
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em [5], [10], [6] e [14] comprovam a existéncia deste fenomeno. Em particular, para um
escoamento bifésico, eles mostram a existéncia de curvas distintas de permeabilidade
relativa de drenagem e de embebigao para cada uma das fases.

Além de curvas de drenagem e de embebicao distintas, os experimentos mostram
também a existéncia das chamadas curvas scanning, denominadas neste trabalho de
curvas de reversao. Tais curvas sao geradas quando ocorre uma reversao do regime de
drenagem para embebigdo ou vice-versa. Ainda em [5] é mostrado para cada uma das
fases, o fato de que as curvas de transicao geradas durante uma reversao de drenagem
para embebicao sao diferentes daquelas geradas por uma nova reversao de embebigao
para drenagem em sequéncia. Fato este que também é citado em [13] e [12]. Esta
caracteristica de nao coincidéncia das curvas de transicao apos cada reversao de regime,
¢ denominada neste trabalho de irreversibilidade.

Um primeiro modelo matematicamente rigoroso para um escoamento bifasico
(agua/oleo) levando em conta os efeitos da histerese foi proposto em [17], sendo que
naquele trabalho apenas as curvas de permeabilidade relativa de drenagem e de em-
bebicao, da fase 6leo, foram consideradas distintas, nao foram consideradas as curvas
de transicao e os efeitos da histerese na fase dgua nao foram considerados. Um outro
modelo para o escoamento bifasico (dgua/6leo) em que se considerava a presenca de
um polimero dissolvido na &gua foi proposto em [8]. Naquele modelo foram incor-
poradas as curvas de transicao, mas também apenas para a fase 6leo. Depois disso,
[3] passaram a analisar também modelos bifésicos considerando as curvas de transigao
e relacionando o fenémeno de histerese em processos de injecao alternada. Tivemos
ainda uma generaliza¢ao deste modelo para o caso trifasico, feita em [21]. Ainda em
relagdo aos modelos bifésicos, [18], propuseram uma outra modelagem do processo de
histerese. Esta modelagem baseia-se num processo de relaxacao, e que vem a justifi-
car o método numérico do tipo Godunov corrigido, entretanto, tal modelo considera
ainda a histerese apenas na fase 6leo. Do ponto de vista pratico, esta modelagem é
interessante por dar origem a um método numérico para modelagem de histerese a um
parametro de memoria, que pode ser adaptada a um grande nimero de métodos numé-
ricos e simuladores existentes. No contexto de métodos de Euler upstream, tal método

numeérico ja foi testado exaustivamente em escoamento bifasico com bons resultados.

Em alguns testes preliminares, feitos a pedido do CENPES/PETROBRAS, em que era



8

necessario levar em conta os efeitos de histerese em simulagoes de certos reservatorios
da bacia de Campos, este método funcionou adequadamente. Entretanto ficou clara a
necessidade de utilizar dois parametros de memoria, um para o gés e outro para o 6leo,
a serem utilizados especialmente em simulagao de escoamento trifasico.

Em [13]| temos um modelo para o escoamento bifasico (4gua/6leo) que considera
a histerese nas duas fases do fluido e a irreversibilidade das curvas de transicao. En-
tretando, ele nao apresenta a solu¢ao do problema de Riemann associado ao modelo.
O estudo da solugao deste problema de Riemann é muito importante, tais problemas
representam matematicamente uma situacao de injecao alternada de 4gua e 6leo no
reservatorio. Sendo assim, as solugoes podem ser usadas na validacao de métodos nu-
méricos, que serao utilizados em simuladores numéricos, que podem prever e otimizar
a producao no reservatorio.

Neste trabalho é apresentado um modelo matematico que considera os efeitos da
histerese nas duas fases do fluido e que as curvas de reversao sao nao coincidentes. Em
seguida ¢é resolvido o problema de Riemann associado a tal modelo para alguns casos
especificos. Por fim, ainda sao feitas algumas comparacoes entre o modelo considerado
neste trabalho e um modelo que considere apenas os efeitos da histerese na fase oleo e
que as curvas de reversao sao coincidentes.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma:

Capitulo 1: Apresentacao da nomenclatura utilizada neste trabalho, deficao de
algumas caracteristicas importantes do reservatoério, dos fluidos e do escoamento e
também do que seja o fenomeno de histerse.

Capitulo 2: Apresentacao das hipoteses sob as quais ocorre o escoamento bifasico
e deducao do modelo matemfico que governa tal escoamento.

Capitulo 3: A presentacao da solucao do problema de Riemann associado ao
modelo obtido no Capitulo 2, para um caso particular.

Capitulo 4: Apresentacao das conclusoes obtidas neste trabalho.

Apéndice A: Apresentacao dos conceitos fundamentais que norteiam a construcao

da solugao do problemas de Riemann para uma equacao escalar em geral.



Capitulo 1

O Modelo Fisico

Neste capitulo apresentamos a nomenclatura utilizada neste trabalho, algumas
definicoes que serao importantes durante a leitura deste e também apresentamos o
modelo de um escoamento biféico, levando em conta o fenémeno de histerese, sob as
seguintes hipoteses:

H1 - O escoamento é bifasico e unidimensional;

H2 - O escoamento é isotémico;

H3 - O fluido ocupa todo o espaco poroso da rocha;

H4 - A porosidade do meio é constante;

H5 - Os efeitos gravitacionais, os efeitos de compressibilidade das fases e da rocha e os
efeitos de pressao capilar entre as fases sao desprezados;

H6 - As duas fases sao imisciveis;

H7 - A fase molhante é a fase-1 e a fase nao-molhante é a fase-2;

HS8 - Nao existem fontes ou sumidouros;

H9 - Os efeitos do fenomeno de histerese estao presentes nas duas fases do fluido;
H10 - As curvas de reversao (scanning) drenagem sao diferentes das curvas de reversao

para embebicao.
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1.1 Nomenclatura

e ¢: Porosidade do meio - A porosidade do meio é definida como sendo a razao
entre o volume de poros, V,, e o volume total da rocha, V;, ou seja,

"
¢ = V’t’ (1.1)

onde V; é a soma do volume poroso, V,,, com o volume de solidos, V;, [22]. Quando
Vp € tomado como sendo apenas o volume dos poros que estao interligados, a po-
rosidade é denominada efetiva. Se V), representa o volume total dos poros, interli-
gados ou nao, a porosidade é denimonada absoluta. Entretanto, o 6leo depositado
nos poros que nao estao interligados nao pode ser recuperado. Logo a porosidade
efetiva é que representa o volume total de fluido que pode ser recuperado, e é a

esta porosidade que estaremos nos referindo neste trabalho;

e K: Permeabilidade absoluta do meio poroso - A permeabilidade absoluta do meio,
K, é a medida da capacidade de uma rocha permitir o fluxo de um fluido, quando
existe apenas este fluido no meio. Quando existe mais de um fluido, a facilidade

com que cada um flui é denominada de permeabilidade efetiva;
e ¢: Gravidade;

e s;: Saturacao da fase ¢, i = 1,2 - Denomina-se saturacao da fase ¢ o percentual

do volume poroso ocupado pela fase i;
e P;: Pressao da fase i, i =1, 2;
e p;: Densidade da fase 7, 1 =1, 2;

e v;: Velocidade de Darcy da fase i, + = 1,2 - A velocidade da fase i, ou velocidade
de Darcy, é definida como sendo o volume de fluido na fase i, Qi, que atravessa
uma seccao transversal reta da rocha, de drea A, por unidade de tempo, ou seja

_ 9
A’

v (1.2)

e v: Velocidade Total de Darcy - Somatotio da velocidade de Darcy das fases, ou
seja,

v = vy + Vg (1.3)
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L: Comprimento do meio poroso;

e P Pressao capilar - E definida como sendo a diferenca entre as pressoes das

fases, ou seja, (P. = P, — Py);

e 4;: Viscosidade da fase i, 7 = 1,2 - A viscosidade é uma medida da resisténcia

que todo fluido real oferece ao movimento de qualquer de suas partes;

e k,.;: Permeabilidade relativa da fase 7,7 = 1,2 - A permeabilidade relativa da
fase i, é a razao entre a permeabilidade relativa da fase ¢ e a permeablidade
absoluta do meio. Neste trabalho, estaremos utilizando o modelo de Corey para
as permeabilidades relativas, ou seja, a permeabilidade relativa da fase ¢ é da

forma k,;(s;) = s'’, onde p > 1;

e )\;: Mobilidade relativa da fase 7, : = 1,2 - A mobilidade da fase ¢ é a razao entre

sua permeabilidade relativa e a sua viscosidade;
e \: Mobilidade total, onde A = Ay + As;

e f;: Funcio de fluxo fracionario da fase i, i = 1,2 - E definida como sendo a razio
entre o fluxo da fase i, Q;, e o fluxo total, Q, ou seja

_ @i

==

fiQ

(1.4)

e 1: Variavel espacial unidimensional;

t: Variavel temporal.

Além destes, um conceito bastante importante a ser considerado neste trabalho
¢ a molhabilidade. Esta é uma propriedade que varia de acordo com os fluidos e com
0 meio poroso em questao. Considere a Figura 1.1, retirada de [19], que apresenta
um esquema do equilibrio de forgas em uma interface 6leo/agua/solido. O angulo de
contato, #, 0 < 0 < 180°, é o angulo medido no liquido mais denso, no caso a agua.
Se este angulo for maior que 90°, diz-se que o meio ¢ molhével preferencialmente pelo
liquido mais denso. Se o angulo for menor que 90° diz-se que o liquido menos denso

molha preferencialmente o meio.
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Figura 1.1: Angulo de Contato (Fonte:[19]).

Nas Figuras 1.2 e 1.3, também extraidas de [19], temos uma representagao da
distribuicao dos fluidos, dgua, gas e 6leo, no reservatorio considerando que a dgua seja

o fluido molhante e que o 6leo seja o fluido molhante, respectivamente.

Figura 1.2: Distribuicio dos Fluidos num meio Molhavel Preferencialmente por Agua
(Fonte:[19]).

Figura 1.3: Distribuicao dos Fluidos num meio Molhével Preferencialmente por Oleo
(Fonte:[19]).
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O fluido molhante forma uma camada fina, como um filme, que adere as paredes
dos poros. Além disso, a fase nao-molhante ocupa o centro dos poros maiores. Na
Figura 1.4, extraida de [1]|, podemos observar o comportamento do escoamento quando

a adgua invade o meio, sendo o meio molhavel por 4gua em (a) e molhavel por 6leo em

(b).

WATER WATER WATER
[ waTER o111 ROCK GRAINS
(a}

Cdwater [T o ROCK GRAIN
{b)

Figura 1.4: Deslocamento de Oleo por Agua (Fonte:[1]).

A literatura sugere que a maioria dos reservatorios nao ¢ molhavel nem por dgua
nem por 6leo, mas tem molhabilidade mista. Neste trabalho, estamos considerando
que um dos fluidos molha preferencialmente o meio, mas sem discriminar se este fluido
seja o 6leo ou a agua.

Temos ainda dois termos que serao citados durante todo este trabalho: drenagem
e embebicao. O termo drenagem se refere aos regimes em que a saturacao da fase
molhante, no nosso caso a fase-1, num volume de controle, seja decrescente com o
tempo. Por outro lado, o termo embebicao se refere aos regimes em que a saturagao

da fase molhante seja crescente com o tempo.

1.2 O Fendmeno de Histerese

A histerese ¢ um fendémeno nao-linear que ocorre em sistemas que representam

certos fenomenos fisicos, economicos e bioldgicos. Uma propriedade de sistemas que
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nao respondem instantaneamente as forcas aplicadas sobre eles, reagem lentamente,
e podem nao retornar completamente ao seu estado original, isto é, sistemas cujos
estados dependem da sua historia passada e do seu estado atual [24].

Em escoamentos em meios porosos, a histerese é caracterizada pelo fato de que
as propriedades do fluido obtidas durante um regime de drenagem (quando a saturagao
da fase molhante decresce) sao diferentes das obtidas durante um regime de embebigao
(quando a saturacao da fase molhante cresce). Em particular, experimentos relatados
em [10], [6], [5] e [14] mostram que a curva de permeabilidade relativa obtida durante
um regime de drenagem é diferente da obtida durante um regime de embebicao, tanto
para a fase molhante quanto para a nao-molhante, sendo que a histerese na fase nao-
molhante é mais destacada. Ou seja, as curvas de permeabilidade relativa de drenagem
e de embebicao da fase nao-molhante estao mais afastadas entre si do que as da fase
molhante.

As curvas de permeabilidade relativa de drenagem e de embebicao sao obtidas,
geralmente, em ensaios feitos em laboratoério com amostras do reservatério em questao.
A seguir, fazemos uma descricao de como estas curvas sao obtidas, baseada nos expe-
rimentos relatados em [5] e em [13]. Esta descrigdo pode ser acompanhada na Figura
1.5 extraida de [13].

Considere uma amostra totalmente saturada com a fase molhante. Neste caso,
inicialmente a permeabilidade relativa da fase molhante tem valor maximo e a da fase
nao-molhante ¢ nula. Na Figura 1.5, sao apresentadas as curvas de permeabilidade
relativa de drenagem primaria (|0]), embebicao priméaria (|1]) e drenagem secundéria
(]2]) para um escoamento dgua/6leo, vamos considerar a dgua como a fase molhante e
o 6leo como a fase nao-molhante. Suponha, entao, que a saturagao da fase molhante va
diminuindo gradativamente enquanto a da fase nao-molhante vd4 aumentando, carac-
terizando um regime de drenagem. A fase nao-molhante s6 comegaréd a fluir quando a
sua saturacao alcancar um certo valor, denominado de saturacao critica, so.. A partir
dai, a permeabilidade relativa da fase nao-molhante passa a crescer e continua com esta
tendéncia enquanto a saturacao desta fase também estiver crescendo, isto é, enquanto
a saturacao da fase molhante estiver decrescendo. Por outro lado, simultaneamente, a
permeabilidade relativa da fase molhante continua diminuindo até que esta fase deixe

de fluir, quando sua saturagao atingir um certo valor minimo, denominado de saturacao
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residual, s,.. Portanto, para este valor minimo, a permeabilidade relativa da fase mo-
lhante sera nula. As curvas de permeabilidade relativa obtidas para as fases molhante e
nao-molhante durante este regime sao denominadas curvas de permeabilidade relativa

de drenagem primaria.

0 5 sy |
Figura 1.5: Curvas de Permeabilidade Relativa das Fases 1 e 2.

De maneira analoga, suponha agora que a amostra esteja totalmente saturada
com a fase nao-molhante e que a saturacao da fase molhante vd aumentando grada-
tivamente, temos portanto um regime de embebicao. No inicio do regime a permea-
bilidade relativa da fase nao-molhante tem valor méximo e da fase molhante é nula.
Esses valores permanecem inalterados até que a saturacao da fase molhante atinja a
saturacao residual e comece a fluir. A partir dai, a saturacao da fase molhante continua
aumentando, assim como a permeabilidade relativa desta fase, enquanto a permeabi-
lidade relativa da fase nao-molhante vai decrescendo até que a saturagao desta fase
atinja o seu valor minimo, denominado saturacao residual, s, e tal fase deixe de fluir.
Quando a saturacao da fase nao-molhante atinge este valor, da hipotese H2 temos que
a saturacao da fase molhante é dada por 1 — so,. As curvas de permeabilidade relativa
das fases molhante e nao-molhante , obtidas durante este regime sao denominadas de
curvas de permeabilidade relativa de embebicao primaria. Como pode ser observado
também na Figura 1.5 as curvas de drenagem primaria e de embebicao primaria de
cada fase sao distintas, caracterizando a histerese.

Se a partir deste ponto o regime de drenagem for repetido, obtemos as curvas de

permeabilidade relativa de drenagem secundéria das fases molhante e nao-molhante.
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Como a drenagem primaria estd associada ao processo natural de recuperacao de pe-
troleo por diferenca de pressao, vamos fixar neste trabalho o que ocorre a partir de
uma embebigao primaria e de uma drenagem secundaria. As curvas de permeabilidade
relativa, da fase i, referentes a estes regimes sao denominadas aqui de k=% e k2. res-
pectivamente. Na Figura 1.5 estas curvas correspondem as curvas [1] e [2]. Durante
este trabalho, vamos nos referir a estas curvas também como curvas de permeabilidade
relativa extremas, ou apenas curvas extremas.

A hipotese H2 nos diz que o fluido ocupa todo o espaco poroso da rocha, sendo

assim, temos que em s; + s = 1. E feita, entao, a seguinte normalizacao para as

saturagoes das fases molhante e nao-molhante:

S1 — Sir
= = 1.5
81 1 — S1r — 821”, ( )
sh = _ 527 S (1.6)

1—- S1r — 521",
onde s; é a saturacao da fase molhante, s;, é a saturagao residual da fase molhante, so
¢ a saturacao da fase nao-molhante, s9,. é a saturacao residual da fase nao-molhante.
A partir desta normalizagao e da hipdtese H2, temos que sj + s5 = 1. Sendo assim,
fazemos

s=s7=1-s;. (1.7)

Utilizando as saturacoes normalizadas, a permeabilidade relativa de embebicao
primaria e drenagem secundéaria das fases molhante e nao molhante estao representadas

na Figura 1.6.

09 B
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03k 1 _

0.21- 9

0.1 4

1 I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Saturagao da Fase-1

Figura 1.6: Curvas de Permeabilidade Relativa com a Saturagao Normalizada.
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Considere, entao, que o regime de embebicao primaria tenha inicio com o cresci-
mento da saturacao da fase molhante e o consequente decrescimento da saturacao da
fase nao-molhante. Acompanhe nas Figuras 1.7 e 1.8 para a fase nao-molhante, sendo
a Figura 1.8 uma ampliacao de parte da Figura 1.7. Suponha entao, que antes que a
saturacao residual da fase nao-molhante seja atingida, haja uma reversao na tendéncia
de crescimento das saturacoes das fases, ou seja o regime passe de embebicao para
drenagem, num certo valor de saturacdo da fase molhante que denotaremos por s¥.
Neste caso, devido ao fenomeno de histerese, uma nova curva de permeabilidade rela-
tiva, kZP | ¢ gerada, a partir do valor de saturagiao s”. Tal curva é, entao, denominada
curva de permeabilidade relativa de reversao de embebi¢ao para drenagem. A menos
que uma nova reversao aconteca esta curva alcancard a curva de drenagem extrema
(secundéria) num valor de saturacio que denominaremos de s”, como mostram as Fi-
guras 1.7 e 1.8 para a fase nao-molhante. Analogamente, considere que o regime de
drenagem secundaria tenha inicio e, antes que a saturacao irredutivel da fase molhante
seja atingida, haja uma reversao na tendéncia de crescimento das saturacoes das fases,
ou seja, o regime passe de drenagem para embebicao, digamos na mesma saturacio s”.
Neste caso também, uma nova curva de permeabilidade relativa é gerada, denominada
curva de permeabilidade relativa de transigao para embebigao, denotada por k¥, Ex-

perimentos relatados em [13| mostram que a menos que haja uma nova reversao tal

curva interceptara a curva de embebicdo exatamente na saturaciao s”.

09

0.8

0.7

0.6

05

04

Permeabilidade Relativa

0.3

02

0.1

0 1 1 1 | 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
sP sE Saturagio da Fase-1

Figura 1.7: Curvas de Permeabilidade Relativa de Reversao.
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Figura 1.8: Curvas de Permeabilidade Relativa de Reversao.

Na Figura 1.9 temos ilustradas as curvas de permeabilidade extrema e varias

curvas de reversao para drenagem e para embebicao das duas fases.

Permeabilidade Relativa

Saturacao da Fase-1

Figura 1.9: Curvas de Permeabilidade Relativa de Reversao.

Para cada valor de s” temos associado um valor de s”, sendo que esses valores
estao associados a primeira reversao que ocorre a partir das curvas extremas. Esta
primeira reversao, por sua vez, estd associada & um parametro m, denominado o pa-
rametro de histerese. Tal parametro assume valores no intervalo [0, 1], e a cada valor
de 7 temos associado um par de curvas de reversao, uma de reversao para drenagem
e uma de reversao para embebicao, de modo ao variarmos o valor de 7, toda regiao

delimitada pelas curvas extremas é folheada pelas curvas de reversao, como ilustrado
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D

na Figura 1.9. As saturacoes s” e s podem ser obtidas implicitamente como funcoes

de 7 resolvendo-se, respectivamente, as equagoes, [18]:
kf(s) = kP (s,m),i= 1,2, (1.8)

kfi(s) = k5P (s,m), i =1,2. (1.9)

Fazendo i = 1 ou i = 2 em (1.8) e (1.9) obtemos os mesmos valores de s” () e s¥(r).
Em [18] é mostrado que as fungoes s”(7) e s¥(7) sao mono6tonas e consequentemente

também temos:

™ =mP(s), (1.10)
m=n"(s), (1.11)
ao longo das curvas extremas. Portanto o dominio das variaveis dependentes é dado

por:

Q={(s,7) € (0,1) x (0,1) : sP(r) < 5 > sP(m)} . (1.12)

Este dominio esté representada na Figura 1.10.

1 :

09t 8
08f 8
0.7 et . . .
06f ]
05F 8

o4f i : :

Parametro de Histerese

(<] EERETRRRPPRNEY ; : : )
02 reis ; : : 1

01} : : : 1

: 1D, " :
0 -s | () s
0 05 1

Saturagdo da Fase-1(s)

Figura 1.10: Grafico da Saturagao da Fase Molhante versus Parametro de Histerese.

Observacao 1.1 Neste trabalho, as vezes vamos nos referir as curvas de permeabili-
ED

dade relativa de reversao de embebicao para drenagem, k.:”, apenas como curvas de

reversao para drenagem. Analogamente, vamos nos referir as curvas de permeabilidade
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relativa de reversio de drenagem para embebicao, kEP, como curvas de reversio para
embebicao. Observe que o superscrito ED ou DE reflete exatamente o tipo de reversao,

embebicao para drenagem, ou drenagem para embebicao, respectivamente.

Embora as curvas de reversao para drenagem e para embebicao, de cada fase,
sejam distintas, e o fendbmeno de histerese esteja presente nas duas fases do fluido, como
observado em [5], [13], [23] e em outros trabalhos, num primeiro modelo simplificado,
tendo em vista que a histerese na fase molhante é mais fraca, varios autores consideram
que a histerese esteja presente apenas na fase nao-molhante do fluido. Além disso, eles
ainda fazem uma simplificagao adicional de que as curvas de reversao sao coincidentes,
ou seja, a saturacao s entre s” e s¥ as reversoes nao afetam as curvas de permeabilidade.
Nossa principal contribui¢ao neste trabalho é considerar o modelo mais completo como
em [13], que leva em conta tanto a histerese nas duas fases como o fato de as curvas

de reversao serem nao-coincidentes.

1.3 Curvas de Reversao Nao-Coincidentes

Antes de fazer a deducao do modelo matematico que considera a histerese na curva
de permeabilidade das duas fases e, além disso, considerar que as curvas de reversao
para drenagem e para embebicao sao nao coincidentes, vamos detalhar um pouco mais
esta caracteristica das curvas de reversao. O fendmeno que descreveremos a seguir pode
ser acompanhado nas Figuras 1.11 e 1.12, sendo a Figura 1.12 uma ampliagao de parte
da Figura 1.11. Nestas figuras usaremos a notagao S[j] para denotar os pontos onde
acontencem as reversoes, tais pontos tém abcissa dada por s[j], sendo que o inteiro “;”
servird como indexador para as reversoes.

Suponha que o escoamento se inicie no regime de drenagem. Enquanto a satu-

racao da fase molhante é decrescente, as permeabilidades relativas das fases sao dadas

D
T

segundo as respectivas curvas de drenagem, ou seja, segundo k,;, ¢ = 1,2. Suponha
que num certo valor de saturagao s[1] ocorra uma reversao do regime de drenagem
para embebigdo. Tal valor de saturagao, s[1], é igual a s”(7) para alguma valor de
7 e também estd associado ao valor s[0] = s¥(7) pelo parametro de histerese. Entao
a partir deste valor de saturagao, as permeabilidades relativas das fases sao dadas se-

gundo a curva de reversao para embebicdo que é gerada no valor de saturacao s[1].
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Figura 1.12: Curvas de Permeabilidade Relativa de Reversao.

Denotaremos esta curva por kng[l], © = 1,2, como mostra a Figura 1.12, para a fase
nao-molhante. Se nao houver nenhuma outra reversao, entao a permeabilidade rela-
tiva de cada fase ¢ dada segundo esta curva de reversao, kDF[1], até que o valor de

saturacao s”(m) seja atingido, e a partir deste valor, as permeabilidades relativas das

E
T’

fases sao dadas pelas curvas de embebicao extremas, k%, i = 1,2. No entanto, suponha

que antes da saturagao s”(m) = s[0] ser atingida, uma outra reversio acontega para



22

um certo valor de saturaciao s[2] entre s[1] e s”(7), mudando o regime de embebigao
para drenagem. Neste caso, a permeabilidade relativa de cada fase passa a ser dada
pela curva de permeabilidade relativa de reversao para drenagem que ¢é gerada a partir
de s[2]. Denotaremos esta curva por kZP[2]. Tal curva esta definida para valores de
s entre s[2] e s[1]. Caso nenhuma outra reversao acontega, entao as permeabilidades
relativas das fases sdo dadas segundo a curva kZP[2],i = 1,2 até que a saturagao s[1]
seja atingida e a partir daf continua segundo a curva de drenagem extrema, k2. Isto
pode ser acompanhado com mais detalhes na Figura 1.12 para a fase-2, nao-molhante.
Suponha, que antes da saturagao s[1] ser atingida uma outra reversao aconteca, diga-
mos no valor de saturagao s[3]. Entao a partir desta saturacdo, as permeabilidades
relativas das fases, que eram dadas segundo a curva kZP[2], passam a ser dadas se-
gundo uma nova curva de reversao para embebicao que é gerada a partir da saturagao
s[3]. Denotaremos esta curva por k2F[3], tal curva esta definida para s entre s[3] e
s[2]. Se nenhuma outra reversao apos s[3] ocorrer, entdo a permeabilidade relativa de
cada fase, ¢ dada segundo a curva k2F[3] até que a saturagdo s[2] seja atingida. A
partir do valor s[2] de saturagdo, a permeabilidade relativa de cada uma das fases é

dada segundo a curva kDF[1] até que a saturagao s”(r) = s[0] seja atingida, e a partir

E

desta saturagao, segundo a curva de embebicao extrema, k,;, + = 1,2, até o valor de
saturacao s = 1.

Continuando neste raciocinio, este processo pode ser repetido um ntmero finito
de vezes, podendo ser modelado pelo parametro de histerese m, onde ocorre a primeira
reversao, e por todos os valores de saturacao onde ocorrem as reversoes.

De modo geral, suponha que o escoamento tenha se iniciado num regime de
drenagem, que ja aconteceram j reversoes, em s[1] = sP(7), s[2], ..., s[j], e a que

(j + 1)-ésima reversao ocorre na saturagao s[j + 1]:

e Se j for par, uma nova curva de reversao para embebicao, denotada por k2F[j+1],
serd gerada a partir de s[j + 1]. Tal curva esta definida para s entre s[j + 1] e

s[j], sendo s[j + 1] < s[j]. Como mostra a Figura 1.13.

e Analogamente, se j for impar, uma nova curva de reversao para drenagem, de-
notada por kEP[j + 1], serd gerada. Tal curva esta definida para s entre s[j] e

s[j + 1], sendo s[j] < s[j + 1] . Como mostra a Figura 1.14.
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Figura 1.14: Curvas de Reversao-Caso
Geral (j impar)

Temos uma descricao analoga se considerarmos que o escoamento teve inicio num

regime de embebigao.



Capitulo 2

O Modelo Matematico

Neste capitulo apresentamos um modelo mateméatico o modelo fisico deduzido no

Capitulo 1.

2.1 Deducao do Modelo Matematico

A deducao do modelo matematico que apresentaremos aqui ¢ baseada no proce-
dimento feito em [18], sendo que naquele trabalho os autores consideraram os efeitos
do fenémeno de histerese apenas na fase nao-molhante do fluido, e que as curvas de
reversao eram coincidentes. Vamos incorporar aquele modelo os efeitos da histerese na
fase molhante e o fato das curvas de reversao serem nao coincidentes. A deducao feita
aqui considera as saturagoes ja normalizadas, mas para nao carregar a notacao fazemos
Sk = Spi.

A obtencao do modelo mateméatico para escoamentos bifisicos em meios porosos

baseia-se em dois principios fundamentais:
. .0 0 .
- A equacao do balanco de massa da fase i: a(qﬁpﬁsi) + %(pﬂ)i) =0,i=1,2,

K 0P
—kpy—,1=1,2.
pi  Ox

Como a porosidade, ¢, e a densidade das fases, p;,i = 1,2, sao consideradas

- A lei de Darcy para cada fase i: Q;,=—A

constantes, a equacao do balanco de massa torna-se

0 0
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Somando (2.1) para ¢ = 1 com (2.1) para i = 2, temos

¢§(51 + 52) + %(01 +v2) = 0. (2.2)

Sendo assim, de (2.2), da hipotese H2 e de (1.3), temos

%(U) =0. (2.3)

A equacao (2.3) é conhecida como equagao de conservagdo de massa total. Desta

equacao temos que v é funcao apenas do tempo, o que caracteriza a incompressibilidade
do fluido.

Expressando as fungoes de fluxo fracionério, (1.4), em termos das velocidades de

Darcy, obtemos que
v‘
fi=— ouentdio wv;=vf;, para i=1,2. (2.4)
v

Substituindo (2.4) em (2.1), e lembrando que a porosidade e a densidade das fases

sao constantes, e que v é constante em relagao a variavel espacial, temos que

0 v 0 .
57 (5 + g%(fi) =0,1=1,2. (2.5)

Fazemos, entao uma mudanca de variavel, nas variaveis espacial e temporal, que

é dada a seguir, juntamente com sua derivada

= %, donde segue que dx = LdZ. (2.6)
-1t L -
t= —/ v(€)d¢  donde segue que dt = ¢—dt. (2.7)
oL J, v
Substituindo as novas variaveis nas equagoes em (2.5), e usando (2.6) e (2.7),
obtemos
0 0
—\5; a=\Ji) =Y, | = 17 2. 2.
950+ o (f) =0, 8)

Voltando a usar a notacdo t para t e  para &, temos o seguinte sistema de

equacoes diferenciais parciais na forma de leis de conservacao nas variaveis s; e So:

0 s d

551+ 5-(f1) =0, (2.9)
0 0
&(52) + %(ﬁ) = 0. (2.10)
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Como s; + s = 1 e f; + fo = 1, podemos entao eliminar uma variavel e uma
equagao em (2.9)-(2.10), ficando apenas com a conhecida equagao de Buckley-Leverett

9 9
57(8) + - f(5) =0 (2.11)

onde s representa a saturacao e f, a funcao de fluxo fracionario da fase molhante,
remanescentes das equagoes (2.9)-(2.10).

As funcoes de fluxo fracionario das fases podem ser escritas em termos das pro-
priedades do reservatorio, como é mostrado a seguir. Substituindo a lei de Darcy em

(2.4), para i = 1,2, e reagrupando os termos obtemos

K 0P 0P k4 0P ko
Rl Rk Y et St LAY S 2.12
e e T ) (2.12)

Como estamos desprezando a pressao capilar, ou seja, estamos considerando que

a pressao capilar seja nula, temos que % = %, dai, eliminando os termos comuns em
(2.12), obtemos que

ki k k

== (4 ) fi (2.13)

i H1 M2
Logo, a funcao de fluxo fracionario da fase 7, pode também ser escrita como

kri

fi(s) = k_ﬂmz =1,2. (2.14)
M1 M2

Agora, considere um volume infinitesimal de fluido que esteja num regime de
reversao qualquer, com saturacao da fase molhante dada por s. A permeabilidade
relativa da fase nao-molhante pode assumir todos os valores entre k2 (s) e k% (s), como
mostra a Figura 2.1. Logo, para determinar o valor correto é necessario saber quantas
reversoes de regime ocorreram no reservatorio e para quais valores de saturagao essas
reversoes aconteceram. O valor da saturagao onde ocorreu a primeira reversao é igual a
sP(m), ou s¥(n) dependendo se a primeira reversao foi de drenagem para embebicao ou
vice-versa para algum valor de 7. Suponha, entao, que o regime inicial era de drenagem
e que tenha havido 3 reversoes. Logo, como ilustrado na Figura 2.2 a permeabilidade
relativa da fase 7 para o valor de saturacao da fase molhante s, é dada pela funcao
kDE[3], onde kDF[3] ¢ a fun¢ao de permabilidade relativa de reversiao para embebigao,

ocorrida em s[3]. Portanto, o regime atual do reservatorio ¢ embebicao.
Na Figura 2.3 fica claro a necessidade de se determinar para qual saturacao

ocorreu a primeira reversao. Veja que considerando m; # w9, ou seja tendo diferentes
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valores para a saturagao da primeira reversao o valor da permeabilidade relativa muda
completamente, mesmo que consideremos que as demais reversoes ocorreram para 0s
mesmos valores de saturacao.

Considerando que o regime atual seja embebicao, como ja foi observado na secgao
1.3, as permeabilidades relativas das fases sdo dadas segundo as curvas k2F[3], até que

a saturacao s[2] seja atingida, ou até que aconte¢a uma nova reversao. Se nao ocorrer
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Figura 2.3: Curvas de Permeabilidade Relativa de Reversao.

nenhuma reversao entao, as permeabilidades relativas das fases sao dadas, a partir
de s[2], segundo as curvas kDF[2],i = 1,2 até a saturacdo s[1] ser atingida. Quando
isto ocorrer, as permeabilidades relativas das fases passam a ser dadas, segundo as
curvas kDE[1],4 = 1,2 até a saturagio s¥(r) = s[0] ser atingida. Durante este processo

o valor de 7 nao sofre nenhuma alteragao. Ou seja, durante um regime de reversao

on

temos ot

= 0, se a reversao for para drenagem, temos ainda que % < 0, analogamente,
se a reversao for para embebicao entao % > 0.
Agora, suponha que a saturagao s”(m) = s[0] tenha sido atingida. Entao, as per-

meabilidades relativas das fases sao dadas, a partir de s”(7) = s[0], pelas respectivas

curvas de embebigao extremas, ou seja, por k2. i = 1,2, até que s atinja seu valor ma-
ximo, ou seja s = 1. No entanto, suponha que na saturacao s”(7), com s®(7) > s¥(x),
aconteca outra reversao. Entao a partir deste valor de saturacao as permeabilidades
relativas das fases serdo dadas segundo a curvas k*”,i = 1,2, para um novo valor

7 do parametro de histerese. Observe que enquanto as permeabilidades relativas das

fases seguiam sobre as curvas de embebigao extremas kZ i = 1,2, o valor de 7 mudou,
diferentemente de quando o escoamento estava num regime de reversao, onde 7 é cons-
tante. De maneira analoga temos a descricao das permeabilidades no caso de o regime
atual do escoamento ser de drenagem.

Sendo assim, se 7 = 77 (s) e a saturagao da fase molhante, s, for decrescente com
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o tempo, entao o escoamento é regido pela curva de drenagem extrema. Analogamente,
se 7 = m¥(s) e a saturacdo da fase molhante, s, for crescente com o tempo, entdo o
escoamento é regido pela curva de embebicao extrema. Portanto, o escoamento pode
ser modelado matematicamente pela equacao de Buckley-Leverett (2.11) juntamente
com as restri¢oes se o regime é de embebicao ou de drenagem. Sendo assim, chegamos

ao seguinte modelo

se+ f(s,m)e=0 (2.15)
m = 0, no interior de €, (2.16)
B Os
T=mn"(s) e 5 < 0,  drenagem extrema,
5 Os -
T=mn"(s) e 5 0,  embebicdo extrema.



Capitulo 3

O Problema de Riemann

Neste capitulo estudaremos o problema de valor inicial (2.15)-(2.16) com dado
inicial:

(5,7)(,0) = 4 ™) e w0 (3.1)
(sp,Tr), se x>0

Um problema de valor inicial, PVI, com dado inicial do tipo (3.1), ou seja cons-
tante por partes, é denominado na literatura de problema de Riemann. O problema
de Riemann associado ao sistema (3.1)-(3.2) pode representar matematicamente uma
situacao de recuperacao de petroleo por injecao de agua, se considerarmos a fase mo-
lhante como sendo dgua e a fase nao-molhante como sendo 6leo. As solucoes deste
problema de Riemann com dados iniciais arbitrarios também sao tteis na implemen-
tacao de métodos numéricos de alta precisao, como o método de Godunov e o método
de Glimm, por exemplo.

Devido as altas cifras que estao envolvidas na industria de petréleo nao é possi-
vel fazer testes em campo, por isso o desenvolvimento de métodos numéricos de alta
precisao é muito importante. Com o uso destes métodos, é possivel fazer projecoes de
producao e também decidir qual a técnica mais apropriada a ser aplicada num projeto

de recuperacao de petroleo.
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3.1 A Funcao de Fluxo Extendida

Em vérios trabalhos [18], [21] e [3], é feito uso de uma ferramenta de auxilio, a
chamada funcdo de fluxo estendida, para resolver problemas do tipo (2.15)-(2.16)-

(3.1). Naqueles trabalhos, a fungao de fluxo 7-estendida, f7(s) é definida como:

fP(s), se 0<s<sP(r)
fT(5) =9 f3(s,7), se sV <s<s” (3.2)
fE(s), se sP<s<1
Ou seja, esta funcao é composta de uma por¢ao de drenagem de s = 0 até s”(7),
seguida de uma porgao de reversao entre s”(7) e s¥(7), e uma porc¢io de embebigio
a partir de s¥(7) até s = 1. Neste trabalho, usaremos também esta ferramenta,
entretanto, vamos acrescentar a funcao estendida o historico das reversoes de regimes.
Neste problema, s, representa a saturacao de injecao e s representa a saturacao
atual da fase molhante no reservatorio, que estamos considerando que é homogénea.
Primeiro, vamos considerar que o regime inicial do reservatorio seja drenagem
e que nao houve nenhuma reversao, ou seja, que a saturacao da fase molhante seja
decrescente. A partir do momento atual, se a saturacao da fase molhante continuar
decrescendo, ou seja, se o regime do reservatério nao mudar, entao as permeabilidades
relativas das fases sio dadas segundo as curvas de drenagem extremas, k2 i = 1,2,
como ilustrado na Figura 3.1.
No entanto, se a partir de sz ocorrer uma uma reversao, entao, para cada fase,
uma curva de permeabilidade relativa de reversio para embebigao, kDF[1],i = 1,2, é
gerada a partir de s = s[1]. Portanto, este valor de sp ¢ exatamente s”(mg). As
permeabilidades relativas das fases sdo, neste caso, dadas segundo a curva kDF[1],i =

1,2 com a saturacdao s variando de sg = s[1] = sP(mg) até o valor s®(7R), e a partir

E

dai a permeabilidade é dada segundo a curva de embebicao extrema k7,7 = 1, 2, para

s variando de s®(7p) até s = 1, como pode ser visto na Figura 3.1. Assim, a funcao

de fluxo estendida ¢ dada por (3.2) com 7 = g, e fP(s), f°(s,7) e f¥(s) dadas por

kn
fP(s) = s para 0 < s < s”(np) (3.3)
(s, 7) = firt” ara  s”(mg) < s < s¥(np) (3.4)
) - krDlE b R) > >~ R .

+ kg
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Figura 3.1: Curvas de Pemeabilidade Relativa.

B ki
R

onde p é a razao de viscosidade que é dada por ﬂ—; O grafico da funcao de fluxo

para s”(mp) <s<1 (3.5)

estendida, para este caso, é exibido na Figura 3.2.
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0 0.1 0.2 03 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1
sR=sD(nH)=s[1]

Saturacao da Fase-1(s)

Figura 3.2: Funcao de Fluxo Estendida.

Suponha, agora, uma outra situacao em que o regime também se inicie por dre-

tenh id a turagio s[1] = s”
nagem, que tenha ocorrido apenas uma reversao, na saturagao s s?(7g), e a
saturacao atual da fase molhante seja sg, como pode ser visto na Figura 3.3. O regime
atual no reservatorio é embebicao. Como no caso em que nao tinhamos reversoes, exis-

tem duas possibilidades: ou a saturacao da fase molhante, a partir do momento atual
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continua crescente, ou ocorre uma reversao em sg = s[2].
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Figura 3.3: Funcgao de Fluxo Estendida sem Reversao.
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Figura 3.4: Funcao de Fluxo Estendida com uma Reversao.

Caso a saturacao da fase molhante continue crescente, entao as permeabilidades
relativas das fase sdo dadas segundo as curvas kDF[1],4 = 1,2 até que a saturagao
sP(rg) seja atingida. Isto pode ser observado na Figura 3.3 e na Figura 3.4 que
é uma ampliacao de parte da Figura 3.3, para a fase nao-molhante. A partir da

saturacao s”(my), as permeabilidades relativas das fases segundo sdo dadas pelas curvas
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E

de embebicao extremas, k;;,7 = 1,2, até que s atinja o valor méximo s = 1. Caso
acontega a reversao em sz = s[2|, entao as permeabilidades relativas das fases sdo dadas
segundo as curvas de permeabilidade relativa de reversao para drenagem, kZP[2], 7 =
1,2 que sado geradas a partir de sp = s[2] e que estdao definidas para s decrescendo
sP(mgr) = s[1] até s = sg = s[2]. A partir de s = s[1] a permeabilidade passa a ser
dada pela curva de drenagem extrema, k2 i = 1,2, para s decrescendo de s[1] até
s = 0. Neste caso, a funcao de fluxo estendida ¢ dada por (3.2) com 7 = 7y, f? dada

por (3.3), f¥ dada por (3.5) e f9(s,7) dada por

(o1 k' [2] D _ _
f4(s) REPR] + uk P para s s[1] < s < sg = s[2]
f2(s) = 9 (3.6)
S2 _ kﬂE[l] o E
f2%(s) = ROPT 1 ah P para sg = s[2] < s < s¥(mg)

Observe que f° ¢ definida por duas expressoes, uma para s”(pip) < s < sg, f°,

e a outra para sp < s < s”(pig), f°%. A primeira estd associada a curva kZP[2] e a
segunda & curva kDF[1].

O grafico da fungao de fluxo estendida para este caso esta exibido na Figura 3.5.
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Figura 3.5: Funcao de Fluxo Estendida com uma Reversao.

O mesmo procedimento que fizemos, para o caso em que consideramos que houve
uma reversao, pode ser feito para um nimero finito de reversoes apenas aumentando
o numero de partes provenientes das curvas de permeabilidade relativa de reversao e

as “quinas” no grafico da funcao de fluxo estendida. Cada “quina” corresponde a um
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valor de saturacao onde houve uma reversao. Com isto, a solu¢ao do problema de
Riemann também terd a mesma construcao, sendo que existirao mais possibilidades
para as sequéncias de ondas qu irao compor a solucao.

Na Figura 3.6 temos exibidas para um mesmo valor fixo de 7 = 1z = 0.5, as
fungoes de fluxo estendidas para o modelo considerando as curvas de reversao nao
coincidentes e a histerese apenas na fase nao-molhante, tracejado, e para os modelo
apresentado em [18], no qual nao se considerava a irreversibilidade das curvas de re-

versao e a histerese estava presente apenas na fase nao molhante, linha continua.

0.9} -
sH=0.45

0.8 n,=05 : .

0.6 : : : .

05F : S -

Funcao de Fluxo nR—Estendida

03t .

0.2F : : : .

: o ")
O L L L L - 1 L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
s2n) =s[1] sy=sl2]

Saturagdo da Fase-1(s)

Figura 3.6: Funcao de Fluxo Estendida para os dois Modelos.

Como pode ser observado na Figura 3.7, que é uma ampliacao de parte da Figura
3.6, existe uma diferenca significativa entre os graficos das duas funcoes de fluxo esten-
didas, consequentemente ha diferencas nas solugoes do problema de Riemann quando

utlizamos um modelo ou o outro, como serd mostrado na préxima secao.

3.2 Solucao do Problema de Riemann

Apresentaremos as possiveis solugoes para o problema de Riemann considerando

que o escoamento tenha iniciado por drenagem e ja tenha passado por uma reversao na

saturacao s[1] = sP(ng). Estaremos fazendo esta consideracao devido ao fato de que,

se considerarmos mais reversoes a solucao do problema de Riemann segue o mesmo
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Figura 3.7: Funcao de Fluxo Estendida para os dois Modelos.

procedimento, entretanto a construcao do fecho convexo do gréafico da funcao de fluxo
estendida serd mais tediosa, com mais casos a considerar. Pelo mesmo motivo estamos
considerando apenas o caso em que o grafico da fun¢ao de fluxo estendida nao contém
os pontos de inflexdo dos graficos das funcoes f” e f%.

Fixado (sg,Tr), a solugdo sera descrita em termos dos possiveis valores de satu-
ragoes sr, e também de 77. A posigao do estado (sg,7r) no grafico da fungao de fluxo
é representada por R. Analogamente, a posi¢ao do estado (sp, ;) no mesmo grafico é

representada por L. Na Figura 3.8 temos exibidas possiveis posi¢oes de L neste grafico.

Quando L nao esté sobre o grafico da funcao de fluxo estendida, a solucao tem
inicio por um choque de velocidade zero, [18|, do ponto (s, 7) até o ponto (sur, mar),
com 7y, # my. Este choque é obtido considerando-se a relacdo de Rankine-Hugoniot

(A.7) para as equagoes (2.15)-(2.16), ou seja,

o(sm —s1) = f(sm) — f(s1), (3.7)
0.

o(my —mp) =
Da segunda equacao temos que ou 0 = 0 ou 7y = 7. Como a solugao do
problema de Riemann tem que iniciar com a onda de menor velocidade comecamos
com o = (0. Dai, da primeira equagao temos que f(sy;,mr) = f(S1,7L), ou seja, no

plano s — f as alturas f(sa, ) € f(sp,7r) sdo as mesmas. Portanto, esta onda de
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Figura 3.8: Possiveis Posi¢oes para o Estado L.

velocidade zero é representada no espaco s— f como uma reta horizontal que passa pelos
pontos (sur, f(sum)) e (sp, f(sp)). A partir de (spr, mar), devemos considerar as ondas
com velocidade positiva. Estas ondas sao obtidas resolvendo-se a equacao de Buckley-
Leverett com a funcao de fluxo dada pela funcao estendida, f™®, porque o grafico de f™7
contém o ponto (sg, f™(sg)). Assim, o ponto (sys, f™(spr)) é dado geometricamente
pela intersecao da reta horizontal que passa por L com o grafico da funcao de fluxo
estendida, f™®. Dado que a funcao f™® é monotona crescente, esta intersecao existe e
¢ tnica. Portanto vamos descrever a solucao do problema de Riemann considerando
que o estado L = (s, ) esteja sobre o grafico da fun¢ao de fluxo estendida, f™%.

Uma vez construido o gréafico da fungao de fluxo mg-estendida, a solucao do
problema de Riemann é determinada utilizando o método do fecho convexo de Oleinik,
[16]. Tal método consiste na construgao de fechos convexos da regido abaixo do grafico
da funcao de fluxo estendida, para s entre s, e sg, [9]. Usaremos a notagao (f™#)' para
representar a derivada da func¢ao estendida, com relagao a s.

Devemos considerar dois casos: o primeiro em que s; < sz e o segundo em que

S1, > SR.

e Caso 1: sy, < si. Para este caso, temos ainda dois subcasos a considerar:

1x

— Caso la: s;, < s, Figura 3.9, onde a saturacao s'* é obtida resolvendo-se
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a equacao
[ (sm) — (™)

Sp — 81*

(™)' (s™)

(3.8)

A solucao ¢ dada por uma rarefacio de s; até s'* adjacente & um choque
de s'* para sp, caracterizando uma onda composta. Neste caso, observamos

que s'* & igual a s” (7). A solugao tem, portanto, a seguinte expressao

(SL;WL); s€ % < (fﬂR)/(SL);
(s;m)(@,1) = § (s1,m)(€), se (f™)'(sp) < § < (
(sr,mr), se 7> (f™)(sgr) =o.
onde o é a velocidade do choque de s'* para s e é dada pela relacio de

Rankine-Hugoniot (A.7)
f™R(sg) — fR(s") = o(sg — s™). (3.10)

A funcao s;(€) é obtida implicitamente da equagao (f™®)'(s1) = &, para s
entre s'* e sy, onde £ ¢ a razao x/t. A funcao m (§) é obtida implicitamente
da equacao m (&) = 7P (s1(€)), uma vez que a rarefacao esta sobre a curva

de drenagem extrema.
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0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Saturacao da Agua( s )

Figura 3.9: Funcao de Fluxo Estendida.

— Caso 1b: s;, < s'*, Figura 3.10. Neste caso , a solucao é dada por um choque

simples de s;, para sg, cuja expressao é

(sp,mL), se <o,

(s,m)(x,t) = (3.11)

|8 8

(sr,TR), se %> o.
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onde o é a velocidade do choque de s; para sz e é dada pela relacao de

Rankine-Hugoniot (A.7):

f ™ (sr) — [ (s1) = o(sr — 51 (3.12)

0.9F Caso 1b
0.8
0.7F
0.6
0.5F

041
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

"D,
s =s(rp) Saturacao da Agua( s )

Figura 3.10: Funcao de Fluxo Estendida.

e Caso 2: sy > sgr. Temos trés subcasos a considerar:

— Caso 2a: s, < sP(mg), Figura 3.11. Neste caso, a solucdo é uma rarefacio

simples de s;, para sg, cuja expressao é

TN

(s,m)(x,t) = ¢ (s1,m)(&), se (f™)(sg) < N

(sr,mr), se T > (f™)(sr)

(SL;WL)a se §< (fFR)I(SL)a
< (f™)(sr),  (313)

onde s1(&) é obtida implicitamente da equagao (f™®)'(s;) = & para s entre
s¥(rg) e sg. Como o ponto (s, f™(sr)) esta sobre a porgiao de reversao
do grafico de f™® temos obrigatoriamente que 7, = mg, pois m é constante

ao longo das curvas de reversao. Portanto, m(§) = mg.

— Caso 2b: Se sy, > s¥(rg), Figuras 3.12 e 3.15. Seja s>* definida pela equacio
frr(s1) = f7R(5*)

32*

(f8) (s*) =

(3.14)

Sr, —

Note que, para cada valor s;, temos associado um valor de s*. Quanto maior

for s, o valor s?* estara mais proximo de sg, até que para um determinado
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Figura 3.11: Funcao de Fluxo Estendida.

valor de s, = s** o valor de s** atinge um minimo denotado por s**. Assim,
se s¥(mp) < sp < 8%, Figuras 3.12 e 3.13, a solucao é dada por um choque

de s;, até a saturacao s**, seguida por uma rarefacio de s** até sg.

(sp,mL), se § <o,

(5,m)(2,8) = ¢ (s1,m)(§), se o= (f™)(s*) < § < (f™*)'(s),

(SRaﬂ-R); s€ % > (fWR)I(SR)'
(3.15)
onde o* é dada pela relagdo de Rankine-Hugoniot, (A.7):
fR(sp) — f™R(s*) = o (s, — s™). (3.16)

A fungao s;(€) é dada implicitamente pela relagao (f™8)'(s1) = & para s
entre s%* e sg, e T (£) = 7, uma vez que a rarefagao estd sobre a por¢ao
de reversao do grafico da funcao de fluxo estendida, na qual 7w é constante e
igual a 7g. .

Caso 2c: Se sy, > s3*, Figuras 3.15 e 3.14. Considere os valores s e s%*

definidos no Caso 2b. A solucao ¢ dada por uma rarefacao de s; até s%*,

seguida por um choque de s%* até s**, seguido por uma rarefacio de s** até
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sr. A expressao para esta solucao é

(s,m)(x,t) =<

se L < (f™)(s),

T < (f™®)
se (f™)(sp) < § < (fm™)(5%) = o0 = (f™)'(s"),
se (f™)'(s™) < § < (f™)(sr),
se 7> (f™)(sgr).

(3.17)

onde s1(&) é obtida implicitamente da equagao (f™®)'(s;) = & para s entre

sp e 3%, e m(€) é obtida implicitamente da equagao 7 (£) = 7¥(s1(£)), uma

vez que este segmento de rarefac cao corresponde a pontos sobre a curva

de embebebigao extrema. Analogamente, s(£) é obtida implicitamente da

equagao (f™®)'(sy) = &, para s entre s'* e sp e como este segmento da

rarefacao corresponde a porcao de reversao do grafico de f™® temos que
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mo(§) = TR.
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Figura 3.14: Funcao de Fluxo Estendida.
ik ~ -
rarefagcdo
0.98
choque
0.96 4

0.94 rarefagéo

o2l : 5 : ]

Funcao de Fluxo T Estendida

0.82f : Caso 2¢

08 E 1 ; :I 1 i
06 , 065 07 0.75 0.8 0.85 0.9

st % s

)
Saturagdo da Fase-1

Figura 3.15: Funcao de Fluxo Estendida.

Observe na Figura 3.16 que para s;, < sg se considerarmos o modelo apresentado
em [18], onde a histerese foi admitida apenas na fase ndo-molhante e as curvas de
reversdo eram coincidentes, a solugao é dada apenas por um choque de (sp,7z) a
(sgr,mr). Entretanto se considerarmos o modelo apresentado neste trabalho, a solugao
consiste de uma rarefagao de (sp,7) a (s*,7*) seguida de um choque de (s*,7*) a

(sg, mr). Nesta segunda solucao a onda de rarefa¢ao corresponde a porgao de drenagem
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extrema do grafico de f™®, enquanto a onda de choque correponde & secante ao grafico

de f™ na porgao de reversao pelos pontos (s*, f™2(s*)) e (sg, f™®(sr)), e portanto

™ = TR.
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Figura 3.16: Funcao de Fluxo Estendida.



Capitulo 4

Conclusoes

Apresentamos neste trabalho um modelo matemaético para o escoamento bifasico
unidimensional. Tal modelo considera os efeitos do fenémeno de histerese nas duas
fases do fluido e que curvas de reversao para embebicao e para drenagem sao nao
coincidentes.

No Capitulo 1 fizemos a deducao do modelo matematico, e concluimos que a
principal mudanca que ocorre no modelo ¢ na fun¢ao de fluxo fracionario. Isto ocorre
devido ao fato de que, tanto para a fase molhante quanto para a fase nao-molhante,
a permeabilidade relativa das fases depende do regime do escoamento. Além disso,
depende também de quantas reversoes de regime houveram.

Determinamos a solucao do problema de Riemann considerando ter havido uma
reversao de regime. A construcao da solucao para mais reversoes segue 0 mesmo proce-
dimento, entretanto, com mais subcasos a se considerar nas sequéncias de ondas. Além
disso, ficou claro que com os mesmos dados iniciais a solucao do problema de Riemann
associado ao modelo apresentado aqui é diferente da solugao do modelo apresentado em
[18]. Como consequéncia, teremos previsoes distintas ao usarmos um simulador numé-
rico baseado num modelo ou no outro. Como apresentamos a solucao do problema de
Riemann para o modelo que est4 em maior concordancia com os dados experimentais

acreditamos que este seja mais apropriado.
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Apéndice A

Apéndice: Solucoes de Problemas de

Riemann em Geral

Para tornar este trabalho auto suficiente, estamos introduzindo este apéndice que
trata sobre a solucao de problemas de Riemann associados a leis de conservagao es-
calares e que ¢ baseado nos livros [16], [20], [7]. Uma lei de conservacao escalar em
uma dimensao espacial é uma equacao diferencial parcial com uma estrutura particu-

larmente simples. Na sua forma adimensional, a equacao é escrita como:

9
ot

onde v : R — R é uma variavel de estado, como massa, momentum e energia e

u(@, t) + %f(u(x,t)) =0, z€R  t>0 (A.1)

f R — R a chamada funcao de fluxo.
O problema de Riemann para a equagao (A.1) consiste de um problema de valor

inicial cujo dado inicial seja constante por partes, ou seja, da forma:

ur, se x <0
u(z,0) (A.2)
ug, se x>0

A.1 Tipos de Solucao

Para resolver o problema de Rimann (A.1)-(A.2), procuraremos solugoes na classe

das fungoes seccionalmente continuas e que dependem da razao 7, ou seja,

u(z,t) =U(E). (A.3)
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= (A4)

x
t

As solugoes do problema de Riemann (A.1)-(A.2) sdo compostas de estados cons-
tantes, ondas de choques conectando estados constantes e ondas de rarefacoes conec-
tando estados constantes. Em verdade, a solucao depende diretamente da natureza da
fungao de fluxo. Quando a fungao de fluxo é convexa, f”(u) > 0, ou concava f”(u) < 0,
a solucao é sempre um choque ou uma rarefacao simples. Caso a funcao nao seja nem
convexa nem concava, a solucao pode ainda ser uma composicao de rarefacao-choque.

Vamos apresentar aqui a solucao da equacao de Buckley-Leverett, com funcao de

fluxo dada por f(u) = cujo grafico é mostrado na Figura A.1. Como pode

u?
pREw gl
ser visto na Figura A.2, onde temos o grafico da segunda derivada da funcao de fluxo,

esta funcao de fluxo nao é nem convexa nem concava.

Figura A.1: Funcao de Fluxo Fraciona- Figura A.2: Derivada Segunda da Fun-
rio ¢ao de Fluxo Fracionario

Rarefacao Simples: Uma rarefacao é uma solugao do tipo:

3
L <% <&r (A.5)

ug, se §>&p

n
o
I8
IN
&~

18

2]
@
Iy

onde U(&) é uma fungao suave com U (&) = up e U(ER) = ug.

Uma solugdo por rarefagdo so é possivel se f'(u) for crescente de wuj para ug,
[16], [20], [7]. Com isto, substituindo U(£) na equacao (A.1), obtemos que U(§) deve
ser solugao da equagao algébrica nao-linear f'(U(£)), a qual existe pelo Teorema da

Funcao Inversa. Para uma fun¢ao convexa isto é o mesmo que dizer que u; < ug. Por
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outro lado, se a fun¢ao de fluxo for concava, uma rarefaciao conectando os estados uy,
e up s6 & possivel se uy; > ug.

Nas Figuras A.3 e A.4 temos o exemplo de duas solucoes por rarefacdo. Na
primeira, (ur, = 0.1, f(ur)) e (ug = 0.5, f(ug)), estdo na regido de convexidade. Na

segunda (ug, = 0.9, f(ur)) e (ugr = 0.5, f(ug)) estao na regiao de concavidade do gréfico
de f.

1 T T T T T T 1

(o]

08F

07F

06

05F

u(x,T)

04t

03F

0.2F

0.1

L L L L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 [ 01 02 03 04 05 06 07

Figura A.3: Rarefacao com uy < ugr Figura A.4: Rarefacao com uy > ugr

Choque Simples: Um choque é uma solucao do tipo

Ur, Se <o

u(z,t) (A.6)

S8 =8

Ugr, Se >0
ou seja, uma onda de choque é uma descontinuidade que se propaga com velocidade o.

Uma onda de choque deve satisfazer a relacao de Rankine-Hugoniot:

f(ur) = f(ur) = o(ur, — ug) (A7)

No entanto, apenas a relagao de Rankine-Hugoniot, (A.7), nao é suficiente. Para
que um choque de velocidade o seja admissivel na solucao do problema de Riemann,
ou seja, para que uma solucao por choque faca sentido do ponto de vista fisico, ele
deve satisfazer uma condicao de entropia. Existem varias condicoes de entropia. Neste

trabalho usaremos a condicao de entropia de Oleinik, que é dada por:

M < o, para todo u entre uy, e ug. (A.8)
UR — U

Nas Figuras A.5 e A.6 temos o exemplo de duas solugoes por choque. Na primeira,

(ur, = 0.5, f(ur)) e (ug = 0.1, f(ur)), estdao na regiao de convexidade. Na segunda

(ur, = 0.5, f(ur)) e (ugp = 0.9, f(ug)) estdo na regiao de concavidade.
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Figura A.5: Rarefacao com uy < ugr Figura A.6: Rarefacao com uy > ugr

Composi¢ao Rarefagao-Choque: Quando (ur, f(uy)) estd na regiao de convexi-
dade e (ug, f(ur)) estd na regido de concavidade, ou vice-versa, uma solugao por
rarefacao simples ou choque simples, ndao é possivel. Uma vez que nem a funcao f' é
monotonamente crescente, nem a condicao de Oleinik é satisfeita. Para obter a solugao
construimos o fecho convexo da regiao abaixo do grafico de f para u entre u; e ug,
da funcao de fluxo. Na Figura A.7 temos o fecho convexo da funcao de fluxo, para
ur, = 0.9 e ug = 0.1. Dessa forma, a solucao consiste de uma rarefacao de uy até u*,

seguida por um choque de u* até ug, cuja expressao é

u(@,t) =q U(%), se fl(uy) <2< f(w)=o, (A.9)

onde o valor de u* é obtido da equacao

f(ugr) — f(u*)

Up — U*

flu) = , (A.10)

e 0 é a velocidade do choque entre u* e ug, que é dada pela relacao de Rankine-
Hugoniot, (A.7):
f(u*) = f(ugr) = o(u" — ug) (A.11)

Observando a equagao (A.10) notamos que é de fundamental importancia de-
terminar pontos do tipo (u*, f(u*)) em que a inclinagdo da tangente ao grafico de f

seja coincidente com a inclinacao da secante ao grafico de f que passa pelos pontos

(ur, f(ur)) e (u*, f(u*))



