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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estabelecer algumas técnicas de T-G aplicadas
a alguns problemas da teoria dos grafos, como: o problema da existéncia de um 6-fluxo
nao-nulo, problemas relacionados a orientagoes aciclicas, coloragao a duas varidveis, e
percolacao. Para isto, estaremos apresentando uma pequena introdugao ao polinémio

de Tutte para matroides com seus principais resultados.



Abstract

This work has as objective to establish some T-G techniques applied to some
problems of the graph theory, as: the problem of existence of a nowhere-zero 6-flow,
problems concern to acyclic orientations, two-variable coloring, and percolation. To do
this, we shall present a little introduction to Tutte polynomials to matroids with its

main results.
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Introducao

A idéia de invariantes numéricos teve seu inicio na teoria dos grafos através de pes-
quisadores como Oswald Veblen, George Birkhoff, Hassler Whitney, e William Tutte,
quando consideraram coloracgao e fluxo em grafos. Esta idéia foi entao estendida para
teoria das matroides, a qual fez surgir uma série de aplicacoes importantes; no entanto,
neste trabalho nos restringiremos as aplicagoes em grafos. Para isto, introduziremos
um invariante na classe das matroides chamado de invariante de Tutte-Grothendieck
ou, simplesmente, T-G invariante; e mostraremos algumas aplicagoes em éareas da te-
oria dos grafos, tais como: coloracao propria e monocromética de vértices, fluxos,
orientacao, e percolacao. Com este objetivo, no capitulo 1 estaremos apresentando al-
gumas defini¢oes e resultados das teorias dos grafos e das matréides que consideramos
importantes para uma melhor compreensao deste trabalho.

No capitulo 2 procuraremos obter uma generalizagao dos T-G invariantes gene-
ralizados, a qual sera a principal ferramenta que utilizaremos para as aplicagdes nos
demais capitulos. Além desta generalizagao, alguns exemplos de T-G invariantes gene-
ralizados, como o polindmio caracteristico e a funcao de Mobius, serao apresentados;
0s quais aparecerao em alguns resultados que serao abordados nos capitulos 3 e 4.

No capitulo 3, iniciaremos o estudo de coloracoes proprias de vértices de grafos,
onde obteremos o polindémio croméatico o qual sera estabelecido através da teénica de
T-G apresentada no capitulo 2. Além de coloragoes proprias, também faremos uma
pequena abordagem sobre fluxos em grafos, com destaque para a prova do teorema do
6-fluxo nao-nulo. Finalizando este capitulo, obteremos alguns resultados relacionados
a coloragoes monocromaéticas.

Finalmente, apesar da técnica de T-G ser comumente usada no contexto de co-
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loragoes e fluxos, no capitulo 4 apresentaremos alguns resultados ligados a orientagoes

e percolacao que também podem ser mostrados através desta técnica.



Capitulo 1

Preliminares

Para iniciarmos o nosso estudo especificamente, sera necessario introduzir algu-
mas defini¢oes e resultados importantes. No entanto, no desenvolver desta dissertacao
podera surgir a necessidade de outras definigoes ou de outros resultados; neste caso,

ou os apresentaremos, ou daremos referéncias de onde poderao ser encontrados.

1.1 Grafos

Apesar da teoria desenvolvida nesta dissertacao ser relacionada a matroides, os
resultados que almejamos sao relacionados a grafos, portanto, algumas defini¢oes e

resultados que dizem respeito a esta teoria também serao necessérios.

Defini¢ao 1.1 Um grafo simples G € um par (V(G), E(G)), onde V(G) é um conjunto
nao vazio de elementos chamados vértices, e E(G) é um conjunto finito de pares nao-

ordenados de elementos distintos de V(G) chamados arestas.

Figura 1.1: Grafo simples

Em alguns grafos poderemos ter a ocorréncia de arestas miltiplas, isto é, dois

vértices distintos que possuem mais de uma aresta unindo-os. Além disso, podemos
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ter também arestas que unem um veftice a ele mesmo, as quais chamaremos de lagos.
Note que podemos definir grafos simples como grafos que nao possuem arestas multiplas
nem lagos. Se G’ é um grafo tal que V(G') C V(G) e E(G') C E(G), entao diremos
que G’ é um subgrafo de G.

Uma aresta e é incidente a um vértice v, se e une v a algum outro vértice de G.
Definicao 1.2 Num grafo G um caminho C é uma seqiiéncia vy, €1, V1, ..., Un_1, €n, Un,

onde v; € V(G) e e; € E(G), para todo i € {0,1,2,...,n}, e tal que e; € incidente a

Vi—1 € ;.

Se no caminho C' da definigao acima nao houver repeticao de vértices, e ainda tivermos
Vo = v, entao chamaremos este caminho de ciclo. Diremos ainda que um caminho C

¢ um (s,t)-caminho, se este une os vértices s e t.

Definicao 1.3 Um grafo é chamado conexo, se para quaisquer dois vértices, existe

um caminho que os une. Se um grafo nao for conexo, diremos que ele é desconezxo.

O seguinte resultado nao é dificil de ser mostrado.

Proposicao 1.4 Seja G um grafo, e sejam v e w dois vértices de G. Entdo a sequinte
relacao bindria € uma relacao de equivaléncia:

v~ w se, e somente se, existe um caminho em G unindo-os. [

Note que esta rela ¢do de equivaléncia particiona V(G) em classes de equivaléncias,
digamos Vi, Vs, ..., V,,. Temos ainda que qualquer aresta de G deve pertencer a uma
tnica classe de equivaléncia V;. Deste modo, existe uma particao FE1, Es,..., E,, de
E(G), onde E; é o conjunto de arestas de G que sdo incidentes apenas a vértices de
V;. Diremos, portanto que Gy, Gy, ...,Gp, onde G; = (V;, E;), sdo as componentes
conexas de G.

Existem duas operacoes para grafos que utilizaremos no decorrer desta disserta-

¢ao, as quais definiremos agora.

Definigao 1.5 Dada uma aresta e de um grafo G, definimos por eliminagao de e o
grafo obtido de G pela eliminagao da aresta e, e denotaremos por G —e. De modo mais
geral, se X € um conjunto de arestas de GG, denotaremos por G — X o grafo obtido de G
pela eliminacao das arestas de X. Analogamente, se v € um vértice de G, denotaremos
por G — v o grafo obtido de G pela eliminacao do vértice v juntamente com as arestas

mcidentes a v.
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Se a eliminagao de uma aresta e de um grafo G aumenta o nimero de componentes

conexas deste, entao diremos que esta aresta ¢ uma ponte.

Definicao 1.6 Definimos por contragcao de uma aresta e que une os vértices v e w
de um grafo G, o grafo obtido pela eliminacao de e do grafo G e pela identificacao dos

vértices v e w, e denotaremos por G/e.

e j.“ /
,f)f \X J"'Ir P
AR «

Figura 1.2: ¢ Figura 1.3: G//e

Defini¢ao 1.7 Definimos a vértice-conectividade, ou simplesmente conectividade, k(G)
de G como sendo o menor numero de vértices que podemos eliminar de modo a desco-

nectar G; e diremos que G € k-conezo, se k(G) > k.

Tendo em vista o capitulo 3 e 4 onde tratamos de alguns resultados ligados a

fluxos e orientacoes em grafos, consideramos importantes as seguintes definicoes.

Defini¢ao 1.8 Um par ordenado de vértices (a,b) € dito um aresta orientada de a
para b, ou uma aresta iniciando em a e terminando em b, e é denotado por ab ou
simplesmente ab. Se as arestas de um grafo G sao pares ordenados de vértices, entao

dizemos que G € um grafo orientado.

Definicao 1.9 Um grafo orientado Gy é um grafo obtido com a orientagao 6 das

arestas de um grafo G, isto €, dando a cada aresta ab uma orienta¢ao ab ou ba.

Figura 1.4: Grafo G sem Figura 1.5: Grafo G

orientagao orientado
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1.1.1 Conexao em série e em paralelo

Conexao em série e em paralelo sao operagoes que podemos definir para grafos e que
podem ser extendidas para matroides; estas aparecerao em alguns momentos neste
trabalho, portanto fazem-se necessarias suas definicoes.

Para ¢ = 1,2, seja p; uma aresta de um grafo G;. Tome, arbitrariamente, uma
direcao para p; e considere seu vértice inicial como sendo u; e seu vértice final como
sendo v;. Dai para formarmos as conexoes em série e paralelo de GG; e G5 com relagao
as arestas direcionadas p; e po, inicialmente eliminamos p; de G e py de G4 e identifi-
camos U, € us como o vértice u. Para completar a conexao em série, adicionamos uma
nova aresta p unindo v; e vy. Por outro lado, a conexao em paralelo serd completada
identificando v; e vy como o vértice v e entao adicionando uma nova aresta p unindo
e v. O seguinte exemplo mostra-nos um caso de conexao em série e paralelo.
Exemplo 1.10 Dados os grafos G1 e Go, note que os grafos das figuras (1.6) e (1.7)

sao, respectivamente, as conexoes em paralelo e série dos grafos G1 e G,.

,r’”‘\‘:-\-\._ _,.--"T % & ‘R“"——-""':.-’\‘I

7 \
L8 N
\\H 5
\' W
G,
= =
—— —— —— f/ P \ \\
’(u,__ - “~-___f-"\ L N - \
// % fo ~ el ‘\\.'-
' 4 RN - L N\ 7
e \ \ / ot I Wy
@ P
Figura 1.6: Conexao em Figura 1.7: Conexao em
paralelo de G; e Gy série de G e Gy

1.1.2 2-soma

Consiredere o seguinte grafo G da figura 1.8. Note que o grafo GG pode ser obtido da
conexao paralela de GG; e G5 eliminando p, além disso, podemos obter G através da

contracao de p na conexao em série de Gy e G5. No entanto, G pode ser obtido ainda
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Figura 1.8: Grafo G

diretamente de G; e GG identificando as arestas rotuladas por p e entao eliminando a
aresta identificada. Definimos um grafo assim obtido de uma 2-soma de G; e Gs.
Outros resultados ou defini¢oes que eventualmente venhamos a omitir, poderao

ser encontradas em [4], [5], [6], ou [17].

1.2 Matroides

Apesar da teoria desenvolvida neste trabalho ser relacionada a matroides graficas,
isto é, matroides cujos elementos sao arestas de um grafo, estaremos apresentando
algumas defini¢oes e resultados importantes de forma genérica. Vale salientar que todas
as demonstragoes de resultados apresentados nesta se¢ao poderao ser encontrados em
[11] ou [15].

Defini¢ao 1.11 Uma matréide M ¢é um par ordenado (E,Z), onde E é um conjunto

finito e T € uma colecao de subconjuntos de EE munidos das sequintes propriedades:
(i) 0 e I;
(1) Se I €T el C1I, entioI' €T;

(i1i) Se Iy e Iy pertencem a T e |I1| < |I3|, entao existe um elemento e pertencente a
Iy — I tal que [ Ue € 1.

Dada uma matroéide M, chamaremos o conjunto F de conjunto base de M, que
denotaremos por F(M); os membros de Z chamaremos de conjuntos independentes
de M, e denotaremos por Z(M); em particular, os membros maximais desta colegao
chamaremos de bases e denotaremos por B(M). Um subconjunto de E que nao esta
em 7 serd chamado de dependente, além disso, os conjuntos dependentes minimais

serao chamados de circuitos.

Proposigao 1.12 Se By e By sao bases de uma matrdide M, entio |By| = |Bz|. ™
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Definicao 1.13 Sejam M e My duas matroides. Dizemos que My € isomorfa a My, e
denotamos My = My, se existe uma bijecio v de E(My) em E(Ms) tal que, para todo
X C E(M,), X € independente em M, se, e somente se, (X)) € independente em M.

Note que podemos considerar base no lugar de independente, nesta tltima definigao.

Definicao 1.14 Seja M uma matrdide, considere e um elemento de M. Se {e} for
um circuito diremos que e € um laco. Por outro lado, se e € B, para toda base B de

M ; entao diremos que e é um colago.

Chamamos a atencao ao seguinte fato: se na definicao anterior a matréide M for
grafica, entao seu colago serd uma ponte no grafo sobre o qual M esta definida.

Seja M a matroide (F,Z), e suponha que X C E. SejaZ(X)={I C X : [ € T}.
Entao, note que (X,Z(X)) é uma matroide. Diremos que esta matroide é a restrigao

de M a X; que denotaremos por M (X).

Definicao 1.15 Chamaremos o posto de X, e denotaremos r(X) ou rp(X), a cardi-

nalidade de uma base B de M(X), e diremos que B é uma base de X.

Note que esta ultima defini¢ao faz sentido, pois pela proposi¢ao 1.9, as bases de M (X)
sdo equicardinais. Ainda considerando a tltima defini¢do, definiremos |X| — 3/ (X)
como sendo a nulidade de um conjunto X em uma matréide M, a qual denotaremos
por n(X).

O préximo resultado facilita-nos o calculo do posto de uma matroéide, se esta for
grafica.
Proposicao 1.16 Seja G um grafo com w(G) componentes, e seja M uma matrdide

definida sobre G. Entao:
r(M) = [V(G)| —w(G)

Como em grafos, as matroides possuem as operagoes de eliminacao e contracao,
no entanto, antes de definirmos estas, precisamos definir dual de uma matroide.

Consideraremos M \ T' como sendo a matrdide sobre £ — T e cujos conjuntos
independentes sao os conjuntos independentes de M que estao contidos em E — T

Teorema 1.17 Seja M uma matréide e B*(M) = {E(M) — B : B € B(M)}. Entao
B*(M) € o conjunto de bases de uma matrdide sobre E(M). [
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A matréide M com conjunto de bases B*(M) da defini¢ao anterior, ¢ chamada dual
de M, que passaremos a denotar por M*. Vale salientar que existem algumas rela-
¢oes entre alguns subconjuntos de M e M* que facilitam a determinagao da dual de
uma matroide M; maiores detalhes a respeito da dual de uma matréide poder ao ser
encontrados em [12].

Devido ao fato de que no capitulo 1 T-G invariante é definido sobre a classe
das matroides fechadas com relacao a isomorfismo e a tomar menores, apresentamos a

seguinte defini¢ao.

Definicao 1.18 Sejam M uma matrdide e T C E. Definimos por contragao de T

em M, e denotamos M /T, a sequinte relagao
M/T = (M"\T)"
Dada uma matroide M;, dizemos que uma matréide My é um menor de M; se
existem conjuntos disjuntos X e Y tais que My = M; \ X/Y.

Definicao 1.19 Uma classe de matrdides IC € fechada com relagdo a isomorfismo,
se para toda matrdide My pertencente a IC e para toda matroide My isomorfa a My,
tivermos My pertencente a KC; e IC € fechada com relagao a tomar menores, se todo

menor de uma matroide pertencente a IC também pertence a K.

Os seguintes resultados relacionados aos postos de uma matroide e de sua dual,
nao serao demonstrados. No entanto, suas provas poderao ser encontradas em [12].
Proposicao 1.20 Seja M wma matrdide. Entao:
r(M) +r"(M) = [E(M)],
onde r* denota o posto na matroide dual. [ |

Proposicao 1.21 Para todos os subconjuntos X do conjunto base E de uma matroide

M, temos
r*(X)=|X|—=r(M)+r(F - X).

Proposicao 1.22 Se T'C E, entao, para todo X C E —T,

rvyr(X) =ru(XUT) —ry(T)



Capitulo 2

Polinémio de Tutte

Neste capitulo nosso objetivo principal, como mencionamos na introducao, seré
obter uma caracterizagao de todos os T-G invariantes generalizados. Estaremos tam-
bém apresentando outros resultados que serao importantes no decorrer deste trabalho.

Definicao 2.1 Seja f uma funcao sobre a classe de todas as matrdides. Dizemos que

f € um isomorfismo invariante, se
F(M) = F(My), sempre que My 2 My 21

Definigao 2.2 Seja f uma fun¢ao sobre IC, onde K € uma classe de matroides fechadas
com relagao a isomorfismo e a tomar menores, e seja M uma matroide. Dizemos que
f € uma Tutte-Grothendieck ou T-G invariante, se f satisfaz (2.1) e as sequintes

propriedades:

(i) f(M)=f(M\e)+ f(M]/e), se e nao é um lago nem um colago.
(i) f(M) = f(M(e))f(M\ e), caso contrdario.

Por outro lado, se nesta tltima defini¢ao no lugar de (ii) tivermos a seguinte generali-

zagao: para alguns ntimeros fixos o e 7, nao -nulos,
(M) =of(M\e)+T1f(Me), (2.2)

onde e nao é um lago nem um colago. Dizemos que f é um T-G invariante genera-
lizado.
Mostraremos que o polindémio definido a seguir ¢ um exemplo de um T-G invari-

ante.
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Defini¢ao 2.3 Sejam M(E) uma matréide e r e n suas fungoes posto e nulidade,

respectivamente. Chamamos de polindmio de generalizacao de posto o polindmio

S(M;x,y) de M definido por

S(M;z,y) Z g (B)=r(X)yn(X) (2.3)

XCFE

Observe que S(M;z,y) é realmente um polinémio, pois 7(X) < r(E), para todo X C
E,er(X) <|X|, para todo X C E.
Por defini¢ao, n(X) = | X| —r(X); portanto, podemos rescrever (2.3) da seguinte

maneira;:

S(M;z,y) Z x" yl X=X, (2.4)

XCFE

Se considerarmos as submatroides de M de posto r(M) — i e nulidade j, poderemos

escrever (2.4) da seguinte forma:

S(M;z,y) ZZ&ZJ:U v, (2.5)

onde a;; ¢ o nimero de submatroides de M de posto (M) — i e nulidade j.

Veremos através dos dois proximos lemas que S(M;x,y) é um T -G invariante.

Lema 2.1 S(M; x, y) € um isomorfismo invariante para a classe de todas as matrdides.

Além disso, se I é um colago e L é um lago, S(I;z,y) =z +1 e S(L;z,y) =y + 1.

Prova. Sejam M; e M, duas matréides isomorfas. Entao existe uma bijecao ¢ :
E(M,) — E(M,) tal que X é uma base em M, se, e somente se, 1(X) é base em My;

e como 1 é uma bijec¢ao, | X| = |¢(X)|. Portanto, dada uma base B em M, temos

ran (E(My)) = [B] = [{(B)| = rap (E(Ms)).

Analogamente, dada uma base Bx em M;(X), temos que ¢(Bx) ¢ base em Ms(¢(X)).

Deste modo,
i (X) = [Bx| = [¥(Bx)| = ra, (¥(X)).

Logo,

SOhisa) = % e 00
XCE(M)
_ ST a0 — S(My;a,y):
Y(X)CE(Mo)
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isto é, S(M; x, y) é um isomorfismo invariante.
Finalmente, se M = I, temos que r(E(M)) = 1 e seus subconjuntos sao E(M) e
(). Deste modo,

S(I;xz,y) = mr(E(M))*T(E(M))y\E(M)lfr(E(M)) + xT(E(M))*T(@)le*T(@)
= 2% +2'" % =2+ 1
Por outro lado, se M = L, temos que r(E(M)) = 0 e seus subconjuntos sao E(M) e

(). Deste modo,

S(I;xz,y) = IT(E(M))*T(E(M))y\E(M)I*T(E(M)) + g (B(M)=r(0), [0]-r(0)

Y

Dy a2 =y +1

Lema 2.2 S(M; z, y) é um T -G invariante para as classes de todas as matrdides

Prova. No lema anterior, provamos que S(M; z,y) é um isomorfismo invariante; deste
modo, basta- nos provar que S(M;xz,y) satisfaz (i) e (ii) da definigdo 2.2. De fato, seja

e um elemento da matréide M (E). Entao, podemos escrever S(M;z,y) da seguinte

maneira:
S(M;z,y) Z g (E)=r(X)gn(X) 4 Z g (M) =r(X)n(X), (2.6)
XCE XCFE
e¢X eeX
Note que
XCE XCFE—e

ed X

Temos ainda que se e é um colago, entdo e € B, para toda base B pertencente a B(M);

e portanto,

r(E—e)=r(E)-—1. (2.8)

Por outro lado, se e nao é um colaco, entao e ou é um laco ou um independente.
Deste modo, se e é um lago, entdo e ¢ B, qualquer que seja B € B(M); e se e é um
independente, entao existe B’ € B(M) tal que e ¢ B’. Caso contrario, e € B, para
toda base B pertencente a B(M); e deste modo, e é um colago, o que contradiz nossa
suposicao. Logo,

r(E—e)=|B|=r(E). (2.9)



Deste modo, por (2.8) ¢ (2.9), temos

r(E —e)+ 1, seeéum colago.

r(E) =
r(E —e), caso contrario.
Portanto,
x Z 2" EF=e)=r(X)yn(X) g6 ¢ ¢ um colago.
Z xr(E)fr(X)yn(X) _ XCE—e
xXcE Z 2" E)rX)yn(X) caso contrario.
e¢ X
XCE—e
Logo,

xS(M —e;x,y), see éum colago.
S 4 E)r0yn00

xce S(M — e;x,y), caso contrario.
e¢ X

Agora, note que

Z mr(E)fr(X)yn(X) _ Z xr((Efe)Ue)fr(YUe)y(YUe).

XCE YCE—e
ecX
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(2.10)

(2.11)

(2.12)

Considere 1’ e n’ as fungoes posto e nulidade de M /e, respectivamente. Pela proposi¢ao

1.22 do capitulo 1, temos que se T C E, entdo, para todo Y C E —T, r'(Y) =

r(X UT)—r(T). Portanto, se e ¢ um lago, entao
rY)=r(YUe)—r(e)=r(Y Ue)
Dai, por (2.13) e pela defini¢ao de nulidade dada no capitulo 1, temos
Y[=r'(Y)=[Y|=r(Y Ue);

donde temos

n(Y)=|Y|+1—r(YUe)—1=|Y Ue|—r(YUe)—1=n(Y Ue)—1

Por outro lado, se e nao é um lago, entao e ¢ independente. Deste modo,
r(Y)=r(YUe)—r(e)=r(YUe) —1

Temos ainda, que

rY)—Y[=r(YUe) —1-[Y],

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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donde temos que
Y= Y)=|Y|+1-r(YUe)=|Y Ue| —r(Y Ue)

Dai
n'(Y)=n(Y Ue). (2.16)

Logo, por (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16), temos

r(Y Ue), se e ¢ um laco.
V) = (YUe) G
r(Y Ue) — 1, caso contrario.
e
n(Y Ue)—1, seeéum lago.
(V) = YUe) G
n(Y Ue), caso contrario.
Deste modo,
Y Z g (E=e)=r' () n'(Y) g6 ¢ 6 um lago.
Z xr(E)fr(X).yn(X) _ YCE—e
xcE Z g E=e)=r' )y’ (Y) cago contrério.
ecX
YCE—e
Portanto,
Z 2B (0 () _ yS(M/e;z,y), see éum lago. (2.17)
Xcr S(M/e;x,y), caso contrario.

eeX
Por (2.6), (2.12) e (2.17), temos
S(M\ e;x,y) + S(M/e;z,y), seenaoéum lago nem um colago.
S(M;x,y) =< 2S(M\ e;x,y) + S(M/e;x,y), seeéum colago.

yS(M/e;z,y) + S(M \ e;x,y), see éum lago.
(2.18)

Mas, pelo corolario 3.1.25 de [12], se e é um colago ou um lago, entdao M \ e = M/e.

Portanto, podemos rescrever (2.18) da seguinte maneira:
S(M\ e;x,y) + S(M/e;z,y), see nao éum lago nem um colago.
S(M;z,y) =4 (v +1)S(M\ e;2,y), se e &€ um colago.
(y+ 1DS(M\ e;x,y), se e é um lago.
Finalmente, pelo lema 2.1, S(I;z,y) =z + 1 e S(L;z,y) = y + 1. Deste modo,
S(M\ e;x,y) + S(M/e;z,y), see nao éum lago nem um colago.
S(M;z,y) =< S(M(e);x,y)S(M \ e;x,y), seeéum colaco.
S(M(e);x,y)S(M \ e;x,y), seeéum lago.
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|

No préximo teorema e nos demais resultados, os conjuntos de classes de matroéides

isomorfas e de matroides nao-vazias, serao denotados por M e M’ respectivamente.

Além disso, uma matréide constituida apenas de um lago seré denotada por L, enquanto
que uma matroide constituida apenas de um colago seta denotada por I.

Teorema 2.4 (Brylawski, 1972b) Existe uma unica fung¢ao t de M no anel de poliné-

mios Z[x,y], tendo as sequintes propriedades:

(i) t(;z,y) =z e t(L;x,y) = y.

(i) Se e é um elemento da matroide M(E) e e nao é um lago nem um colago, en-
tao
tM;z,y) = (M \ e;2,y) + H(M/e; x,y)

(iii) Se e é um lago ou um colago da matroide M(E), entdo
H(M; 2, y) = t(M(e); , y)t(M \ e;2,y)

Além disso, seja R € um anel comutativo e suponha que f € uma func¢ao qualquer de
M' em R. Se f satisfaz (ii) e (ii) da defini¢ao 2.2, sempre que |E| > 2, entdo, para
todas as matroides M,

fM) = t(M; f(I), f(L))

Prova. Defina t(M;x,y) = S(M;x — 1,y — 1). Entao, pelo lema 2.2, ¢t ¢ um T-G
invariante; e deste modo, satisfaz (ii) e (iii). Como as matroides I e L nao podem
ser decompostas usando (ii) e (iii), definimos t(I;z,y) = = e t(L;x,y) = y. Agora,
falta-nos mostrar que ¢ é tnica. De fato, suponha que existe outra funcao t’ de M em
Z[z,y], distinta de ¢, satisfazendo (i), (ii) e (iii). Mostraremos, através de uma indugao
sobre o niimero de elementos da matroide, que ¢ = t. Com efeito, se |E| = 1, entao
M & um lago ou um colago; portanto, por (i), t(M;z,y) = t/(M;z,y). Suponha que
t=1t,se|E| =k. Entdo se |E| =k + 1 e e ndo é um la¢o nem um colago, entao ¢ e t/
satisfazem (ii) e |[E(M \ e)| = |E(M/e)| = k. Deste modo, pela hipotese de indugodo,
t(M\ e;x,y) =t'(M\ e;x,y) et(M/e;x,y) =t (M/e;x,y). Portanto,

t(M;z,y) = t(M\ ez, y)+t(M/e;x,y)

= t'(M\ex,y) +t' (Mfe;x,y)

= t'(M;z,y)
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Agora, suponha que e é um lago. Entao t e t’ satisfazem (iii) e |E(M \ e)| = |[E(M/e)| =
k. Portanto, pela hipotese de inducdo, t(M \ e;x,y) = t'(M \ e;z,y); e ainda,
t(M(e);x,y) =y = t'(M(e); ,y). Logo,

t(M;z,y) = t(M(e);z,y)t(M\ e;x,y)
= t'(M(e);z,y)t' (M \ e;x,y)

= t'(M;z,y).

No caso em que e é um colago, procedemos de modo analogo. Finalmente, mostraremos
que f(M) =t(M; f(I), f(L)), para todas as matroides M. De fato, suponha que e nao
é um lago nem um colago. Entao, se|F| = 2, temos que M \ e e M/e é um lago ou um
colago. Portanto, sem perda de generalidade, suponha que M \ e é um colago. Entao
M /e é um lago; pois caso contrario, M \ e = M /e, donde temos que e é um lago ou um

colago de M; o que é uma contradi¢ao. Deste modo,

HM; f(M \e), f[(M[e)) = t(M\e¢ f(M\e), f(M/e))
+ t(M[e; f(M \e), f(M]e))
= f(M\e)+ f(M/e) = f(M)
Agora, suponha que f(M) =t(M; f(I), f(L)), se |E| = k. Entao, se |E| = k+1, temos
que |E(M \ e)| =k e |E(M/e)| = k. Deste modo, pela hipotese de indugao,

)
(

f(M) = f(M\e)+ f(M[e) = t(M\e f(I),f(L))+t(M][e; f(I), f(L))
= t(M; f(I), f(L))
No caso em que e é um lago ou um istmo, procedemos analogamente usando (iii). H

Definimos como O Polindémio de Tutte de M, a fungao ¢(M;x,y). Deste

modo, pela prova do dltimo teorema, temos

t(M;x,y)=S(M;x—1,y —1). (2.19)
Portanto,
HMsz,y) = Y (v = 1) 70y —1)rt) (2:20)
XCE

Note que podemos escrever t(M;z,y) como ) . Zj bijz'y’, onde b;; > 0, para todos i

ej.
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O polinémio de Tutte de uma matréide pode ser calculado através de (2.20),
ou através dos recursos (i), (ii), e (iii) do teorema 2.4 como podemos ver no seguinte

exemplo.

Exemplo 2.5 Dada a seguinte matrdide grifica (figura 2.1), podemos calcular seu
polinémio de Tutte através de (i), (ii), e (iit) do teorema 2.4; para isto, t(M(G);z,y)
serd representado por (M(G)).

/!
!

1./
/

\

/o4 L

d N
2 i

Figura 2.1: M(G)

= L\ . r .p-/:E' —|-' 2 =+ re Y
[

e 2 ][ 1 + + ¢«

=N = fy+ 2 )y
= [(* =" ('f:} Ny +x.x+x+yly
= [ryy+a®+az+yly
= [+ oty
= 2’y +ay’ +ay+y’
Portanto,
HM(G)s2,y) = 2%y + 2y’ + 2y + 3
O préximo resultado é o que mencionamos no inicio deste capitulo como sendo o

principal, este é uma extensao do teorema 2.4 e caracteriza T-G invariantes generali-

zados.
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Corolario 2.6 (Ozxley & Welsh, 1979b) Sejam o e T elementos nao-nulos de um corpo
F. Entao existe uma unica fungao t' de M no anel de polinémio Flx,y] tendo as

sequintes propriedades:
(1) ¢(La,y) = et'(Lyx,y) =y;

(ii) Se e € um elemento da matréide M e e ndo € um lago nem um colago, entdo
t(M;z,y) = ot (M\ e;x,y) + 7' (M/e; 2, y)
(11i) Se e € um lago ou um colago da matréide M, entao
t'(M;z,y) =t'(M(e);z, y)t' (M \ €5 ,y)
Além disso, esta func¢ao t' é dada por

t'(M;z,y) = o7 E " E(M 2 /1, y/0)

Prova. Defina t' : M — Fla,y| por t'(M;x,y) = o/Pl="EV e E(M; 2 /7,y /o). Por-
tanto, se M = I, entdo |E| = 1 er(F) = 1; deste modo, t'(I; z,y) = o’7t(I;z/7,y/0) =
r.x/T = x. Por outro lado, se M = L, entdo |E| = 1 e r(F) = 0; deste modo,
t'(L;z,y) = ot%(L;x/T,y/0) = 0.y = y.
Seja e um elemento da matréide M tal que e nao é um lago nem um colago. Entao:
t(M;z,y) = P ErE(Mz/7,y/0)

= oI B BH(M \ es /7, y/0) + t(M/e; /T, y/0)]

= olBlrEV BV (M N\ e;2/1,y/0) + B EVrENY(M [e; z /7,y /) 0)
Agora, observe que: como e nao é um colago, podemos escolher uma base B de M tal
que e ¢ B; e deste modo, myn (£ —e) = |B| = ry(£). Temos ainda que ry/.(E—e) =
ru(F)—1e|E —e|+1=|FE|. Portanto,

P(M:z,y) = olF—cH1=rnE=emn B-0 M \ e 2, y)
+ GBI (Bl (B4 1y (\f Je: 2 /7,y o)
= ogolPelrneE=e)rmnet(M \ e;x/7,y/0)
+ olEmelmraeE=e) e E=e) (M fe: /1,y /0)
= ot/ (M \ e;x,y)+7t'(M/e;z,y)

Seja e um laco da matroide M. Entao:

t'(M,z,y) = oFl=rErE(M;x /7, y/0)
= Bl @ Ey(M(e); /7, y/o)t (M \ e;2/7,y/0)
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Como e é um lago, segue que 7y (£ — €) = ry(E). Portanto,

t'(M;z,y) = olfredrimnnEmammnE=at(M(e);x /7 y/o)t (M \ e;z/7,y/0)
ot(M(e);x/7,y/o)o e mn B EIY (M \ e5/7,y/0)

= gl @Ot (M (e); x /7,y /o)olEelmrmneE=elrrane(E=elt (A[ \ e; 2 /7,y /0)
= t'(M(e);z,y)t' (M \ e;z,y)

A unicidade de t’” segue de t demonstrada no teorema 1.6. |
Um exemplo de um T -G invariante generalizado é o polinémio caracteristico, que seréa

tratado mais adiante.

O proximo resultado caracteriza o polindémio de Tuttte da matréide dual.
Proposicao 2.7 Para todas as matroides M,
tM 2, y) = t(M;y,x)

Prova. Basta-nos usar o fato de que se X C E, entao r*(E) = |[E(M)| —r(E) e
r*(X) =|X|—=7r(F)+r(E— X); onde r* denota a fungao posto de M*. De fato,

(M5) = 3 (= 1) OO0 (- e

XCFE

_ Z ( — 1)/ BB IX B (B=X) () _ 1)r(B)=r(B-X)
XCE

_ Z (.I‘ _ 1)|E—X\—r(E—X)(y _ 1>r(E)—r(E—X)
XCE

_ Z (y . 1)r(E)—r(E—X)(:L, . 1)n(E—X)
XCE

Fazendo Y = F — X, temos
HM*z,y) =Y (y— 1O (@ = 1" = (M, y, )
YCE

Definigao 2.8 Seja [ uma funcao de M num conjunto ).  Diremos que f € um
invariante de Tutte, se f(M) = f(N), sempre que M e N tém um mesmo polinémio
de Tutte.

Podemos notar que T-G invariante é um exemplo de invariante de Tutte. No

proximo exemplo veremos outros tipos de invariantes de Tutte.
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M— N N M— N

n sao as fungoes posto e nulidade, respectivamente. FEntao f e g sao invariantes de

Exemplo 2.9 Sejam fungoes, onde r e

Tutte. De fato, uma vez que
t(M;z,y) = S(Miz—1y—1) =Y (v — 1)y - 1)»;
XCE

temos:
i) a maior poténcia de x em t(M;x,y) é para X = 0, onde temos r(M)—r(X) = r(M).
Logo, a maior poténcia de x é r(M).
ii) a maior poténcia de y em t(M;z,y) € para X = E, onde temos n(X) = n(M).
Logo, a maior poténcia de x € n(M).

Portanto, se t(My;x,y) = t(Ms;x,y), entao r(My) = r(Mz) e n(M;) = n(Ms).
Logo, f e g sao invariantes de Tutte.

Como |E| = r(M) +n(M), seque que a cardinalidade do conjunto base de uma

matrdide € um invariante de Tutte.

Apesar de nao termos a garantia de sempre podermos explicitar uma férmula
para invariantes de Tutte em termos dos coeficientes do polinémio de Tutte, no préximo
resultado mostraremos que isto sera possivel para os niimeros de bases e independentes;

e para isto, denotaremos estes nimeros por b(M) e i(M), respectivamente.

Proposicao 2.10 Seja M(E) uma matréide. Entdo:
(i) b(M) = t(M;1,1) = S(M;0,0);

(i1) i(M) =t(M;2,1) = S(M;1,0);

(iii) 21 = +(M;2,2) = S(M;1,1)

Prova. De fato, seja e um elemento da matroide M que nao é um lago nem um colaco.
Agora, considere a particao do conjunto de bases de M nos subconjuntos B’ e B”; onde
B’ é formado pelas bases que contém e, e B” é formado pelas bases que nao contém e.
Note que B” é igual ao conjunto de bases de M \ e, enquanto que, pelo corolario 3.1.9
de [12], o conjunto de bases de M/e é {B —e: B € B'}. Deste modo, |B”| = b(M \ e)
e |B'| = b(M/e). Portanto, b(M) = b(M \ e) + b(M/e). Finalmente, ¢ facil ver que
b(M) =b(M(e))b(M \ e). Além disso, como b(I) = b(L) = 1, pelo teorema 2.4, temos

b(M) = t(M;b(I),b(L)) = t(M;1,1) = S(M;0,0).
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Logo, (i) segue.
Agora, para mostrar que (M) satisfaz os recursos (ii) e (iii) do teorema 2.4,
procedemos de modo anéalogo a b(M). Além disso, note que i(I) =2 e i(L) = 1. Deste

modo, novamente pelo teorema 2.4,
i(M) = t(M;i(I),i(L)) = t(M;2,1).
Logo, (ii) segue. Finalmente, por (1.17) e (1.18), temos

t(M;2,2) = S(M;1,1) = Y 1"F7r 01 = ol

XCE
|

No capitulo 7 de [17] existe uma abordagem detalhada sobre o polinémio ca-
racteristico e a fun¢ao combinatoria de Mdbius, no entanto, nosso objetivo nas duas
proximas segoes sera relacionar o polindmio caracteristico e a funcao de Mobius com
o polinémio de Tutte; e para isto apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que

serao necessarios.

2.1 Funcao de Mobius

Na proxima definigao 6 denotara o delta de Kronecker.

Definicao 2.11 Seja P um conjunto parcialmente ordenado, e considere as fungoes
de P x P em Z. Entao a funcao p (ou up) tal que

Z p(z,y) =0(z,2) sex < z, (2.21)

z<y<z

com a propriedade de ordem

wlx,z) =0 sex £ z

¢ chamada a fungao de Mobius de P.
Note que se em (2.21) z =y < z, temos
p(x,x) =o(x,x) = 1.
Portanto, como

Oa,2) = > pla,y) = plx,x) + > ple,y),

w<y<z w<y<z
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segue que Zz<y§z p(x,y) = —1. Deste modo, se z < z, entao
> oay) =z, z)+ Y pley) =—-1=
r<y<z r<y<z
= N($>Z):: - 2{: u(x7y)__1
r<y<z

Portanto, podemos rescrever (2.21) como as seguintes equagoes:

(e, x) =1, (2.22)
(e, z) = — Z wlr,y) —1, sex < z (2.23)

Note que podemos calcular p(z,y) primeiro para x = y usando (2.22), e entdo usamos
sucessivamente (2.23) para a altura de z ao longo da cadeia de x a y. Deste modo, o
valor de pp depende apenas da ordem do intervalo [z, y].

Agora restringiremos a definicao da funcao de Mdébius ao reticulado de conjuntos

fechados de uma matréide M.

Defini¢ao 2.12 Seja M (E) uma matrdide, e considere L e puy, como sendo o reticulado
de conjuntos fechados de M e a fun¢iao de Mobius de L, respectivamente. FEntdao a
funcao de Mdbius de M ¢é definida por

pn (X, F) = pp (X, F), se X,FelL,
v (X, F) =0 ,se X ¢ L FelL;

pr (X, F) nao estd definida se F ¢ L.

O proximo resultado nao serd demonstrado; no entanto, uma sugestao para sua

demonstragao pode ser encontrada em [17].

Proposicao 2.13 Seja L o reticulado de conjuntos fechados da matrdide M (E). Con-
sidere W C E e F € L. Entdao

pu(W,F) =y (=)

WCXCF
c(X)=F

2.2 O Polinbmio Caracteristico

O polinémio caracteristico é a analogia, para matréides, do polindémio croméatico
de um grafo. Apesar deste polindmio nao ser propriamente para contar cores, ele possui

propriedades algébricas analogas as do polindomio cromatico.
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Definigao 2.14 Seja M(FE) uma matrdide, e considere o reticulado de conjuntos fe-

chados L. Entao o polinomio caracteritico de M € definido por
pM;N) =Y pag (0, F)N M=) (2.24)
FeL
A proxima proposigao fornecera uma formula alternativa de calcular p(M; \), e
esta sera constantemente utilizada.

Lema 2.3 O polinémio caracteritico da matrdide M(E) tem a sequinte expansio boo-

leana:

P(M;N) = 37 (~1) Iy (2.25)

XCE
Prova. Basta-nos fazer W = () na proposicao 2.13 e obter a soma sobre todo F' € L.
|

O proximo resultado mostrara que o polindmio caracteristico é um exemplo de

T-G invariante generalizado, como afirmamos anteriormente.

Teorema 2.15 p(M;\) € um T-G invariante generalizado.

Prova. De fato, seja e um elemento de M tal que e nao é um lago nem um colago.
Note que podemos escrever (2.25) da seguinte maneira:
p(M;\) = (_1)IX|)\T(M)—T(X) + (—1)XI\r@)=r(X)
e¢X eeX
Observe ainda que

S (RN _ § ()0 =)

XCE XCE—e
e X

como e nao é um colago, podemos escolher B € B(M) tal que e ¢ B; e deste modo,

r(M —e) = |B| = r(M). Portanto,

S (DRI = §T (g0 =)

XCE XCE—e
e X -
= 3 (R
XCE—e
= p(M\eA)

Agora, note que

Z (_1)|X\)\T(M)7T(X) — Z (_1)|YU6|)\T((M*6)U€)*T(YU€)

XCE YCFE—e
eeX
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Mas, temos ry(Y) = ru(Y Ue) —ry(e) = ry(Y Ue) — 1, para todo Y C E — e;

portanto,
Z(_1>|X|)\T(M)7T(X) _ Z (_1)|Y|+1)\rM/E(M)fler/e(Y)H
e yebe
— (_1) Z (_1)\Y\)\TM/5(M)*7‘M/e(Y)
YCE—e

= (=1)p(M/e; A)
Deste modo,

P(M;A) =p(M \ e;A) — p(M/e; A).
Agora, note que se e é um lago, temos
p(M;A) =0 =p(M(e); \)p(M \ €; A)
Por outro lado, se e ¢ um colago, temos
p(M;A) = Ap(M\ e;A) —p(M\ &5 A)
= (A=Dp(M\ e A)
= p(M(e); Np(M; A)
Logo, p(M; A) é um T-G invariante generalizado. [ |

De posse deste tltimo teorema e da caracterizacao de T-G invariantes generali-

zados 2.6, podemos escrever p(M; A) em fun¢ao do polindémio de Tutte como segue.

p(M: A) = oM r() <M; p;A) p(L; A))

Y

T o
Mas, pela prova do tltimo teorema, temos que 0 =1 e 7 = —1. Além disso,
p(I:\) = Z (—1)XINOD=r(X) — (1)l \r()=r@) (1) IMI\r(M)=r(M)
XCE

= (=D)°A0+ (DN =r -1

e
p(L;)\) = Z (_1>|X|)\T(M)—T(X) — (_1)\®|/\T(M)—T(®) + (_1)\M|/\T(M)—T(M)
XCE
= (=1)N 0+ (DX =1-1=0.
Portanto,

p(M;N) = IMEOD(1y O~ (A = 1),0)
= (=1)M(M;1 - \0) = (—=1)"MS(M; —), —1).
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Temos ainda que

(M) = pa(0; E) = p(M;0).

De fato,
pMN) = Y (0, F)AOD =)
Fel
= g (0, E)AODTE) L N (0 F)ATOD =)
FeL
F#E
- MM(@, E))\O —+ Z ’u(@7 F))\T(M)—T(F)
FeL
F#E
= (0, B) + Y e (0, )N
FeL
F+#E

Fazendo \ = 0, temos

Deste modo, a fungao de Mdbius (M) é um T-G invariante, e
p(M) = p(M;0) = (=1)"*t(M;1,0) = (=1)"*S(M;0,1) (2.26)

No capitulo 4 estaremos aplicando uma técnica de T-G que necessitara de uma
versao do Polinémio de Tutte a quatro variaveis, a qual é definida sobre a seguinte

classe de matroéides:

Definicao 2.16 Definimos por M, a classe das matroides pontuadas; isto €, ma-

troides M, tendo um ponto destacado d

Os proximos resultados relacionados & maréides pontuadas nao serao demonstra-
dos; no entanto, suas demonstragoes poderao ser encontradas em [2].
Proposicao 2.17 Eziste uma unica fungdo t, de MM, no anel de polinémios Z[z', x, vy, y]
possuindo as sequintes propriedades:

(1) t,(M,y(d)) = 2" se My(d) é um colago; e t,(My(d)) =y se My(d) é um lago.

(i1) Se e € um elemento de um membro My de M, e e # d, entdo
tp(Ma) = t,(Ma \ ) +t,(Ma/e).
(111) Se e um lago ou um colago de um membro My de M, e e # d, entdo
tp(Ma) = tp(Ma \ €)t(Ma(e)).

Em particular, t,(Mg(e)) = t(Ma(e)). u
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Proposicao 2.18 Suponha que My € M,. Entao
(1) para alguma f e g em Z[z,y],

tp(Ma; 2,2,y y) = o' f (2, y) + gz, y).
Além disso, para f e g,
(ii) t(Mg; 2, y) = xf(2,y) + yg(z,y);
(ii1) tp (M2’ 2,y y) = ty(Mas 'y, @', ) = 2'g(y, 2) + y' f(y, @);
(iv) se d nao é um lago nem um colago de My, entao

t(Mg\ d;z,y) = (x — 1) f(z,y) + g(x,y)e
t(Mg/d;x,y) = f(z,y) + (y — 1g(z,y);e

(v) se d é um lago ou um colago de My, entdo

x,y), sed é um colaco,
g(z,y), sed éum lago.



Capitulo 3

Coloracao e Fluxo

3.1 Coloracao

Uma vez que o polinémio de Tutte e seus principais resultados foram apresenta-
dos, podemos entao partir para algumas aplicagoes. Iniciaremos com a coloracao de
vértices em grafos.

Definicao 3.1 Sejam G um grafo e A um numero inteiro positivo. Entao, uma -
coloragao propria de vértices de G é uma aplicagao f : V(G) — S, onde S =

{1,2, ..., A}, tal que f(v) # f(w) sempre que v e w forem adjacentes. Os elementos do

conjunto S sao chamados as cores disponiveis.

Note que coloracao nao esta definida para lagos, pois o vértice de um lago é auto-
adjacente. Finalmente, o nimero de coloragoes dos vértices de GG serd denotado por
Xa(A).

O proximo resultado mostrarda que yg(A) € um polinémio em A\ que pode ser

descrito através do polinémio de Tutte de M(G).

Proposicao 3.2 Para um grafo G que possui k(G) componentes conezas,

Xa(A) = M Op(M(G); A) = WO (—)VOHD(a1(G); 1 = A, 0)

Prova. Defina f(G;)\) = A™*%y4()\). Entdo, a priori, f depende do grafo G dado.
No entanto, mostraremos que f depende apenas de M (G). De fato, se considerarmos
F(M(G); \) = f(G; ), entdo, através de uma indugdo sobre o ntimero de elementos

de F(G), podemos mostrar que esta funcao estd bem definida como uma fungao na
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classe das matroides; além disso, f é um T-G invariante generalizado. Com efeito,
se |E(G)| = 1, entdo G possui apenas uma aresta e que é um lago ou uma ponte e,
possivelmente, vértices isolados. Sem perda de generalidade, suponha G sem vértices
isolados; entdao M(G) é L ou I. Deste modo, se e é uma ponte, entdo k(G) = 1 e
Xc(A) = Ayo = AM(A — 1), onde A, é o arranjo de A elementos tomados dois a dois;
portanto, f(I;\) = f(G; ) = A A(A = 1) = A — 1. Por outro lado, se e ¢ um lago,
entdo xg(A) = 0; e deste modo, f(L;\) = f(G;\) = 0. Logo, f estd bem definida
para |E(G)| = 1. Agora, suponha que f estd bem definida para |E(G)| = k. Entao,
resta-nos provar que f estd bem definida para |F(G)| = k + 1. De fato, seja e = uv
uma aresta de G, e suponha que e nao é um laco nem uma ponte. Entao, note que
podemos particionar o conjunto de A-coloragoes de G — e em dois subconjuntos: um
no qual v e v tém a mesma cor, e outro no qual estes tém cores distintas; caso exista
outra aresta ¢/ = uv distinta de e, entdo o primeiro conjunto da partigao sera vazio.
Como em G/e u e v coincidem, nas A-coloragoes de G /e u e v tém a mesma cor; deste
modo, o primeiro conjunto da particao acima possui uma correspondéncia biunivoca
com as coloragoes de GG/e. Perceba ainda que nas A-coloragoes de G u e v tém cores
distintas, pois estes sao adjacentes; deste modo, o segundo conjunto da particao acima
possui uma correspondéncia biunivoca com as coloracoes de G. Além disso, uma vez
que e nao ¢ uma ponte, G e G — e tém o mesmo nimero de componentes. Deste modo,
FGA) + F(GlesA) = AFOxa(A) + ARy e (N)

_ )\—k(G—e)XG()\) +>\—k(G—e)XG/e(>\)

= MM e (N) + xare (V)]

= ARGy g ()

= f(G—=¢))
Portanto,

F(G =) = f(GA) + f(G/e; A)

Pela hipotese de inducao, temos que

f(GiA) = f(M(G —e); A) — f(M(G/e); \) (3.1)

Se e ¢ um lago de GG e uv = e, entao nao existe uma coloracao para G, pois u = v;

e deste modo, f(G;\) = f(L;\) =0, e assim

F(G;A) = fF(L; N fF(M(G —e); \) (3.2)
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Finalmente, se e ¢ uma ponte de G, entao o niimero de maneiras de A-colorir
G ¢é igual ao nimero de maneiras de A-colorir G — e, desde que u e v tenham cores
distintas; isto porque em G'—e u e v podem ser coloridos igualmente. No entanto, numa
A-coloragao de G — e, uma vez que uma cor é usada em wu, existem A possibilidades de
cores para v; visto que neste subgrafo u e v nao sao adjacentes. Destas possibilidades
de cores para v, A — 1 sao diferentes da ultilizada por u. Deste modo, o niimero de
maneiras de A-colorir G — e, de modo que u e v sejam coloridos diferentemente, é

2 G-e(N). Portanto, xo(A) = 22 xg_e. Mas, f(I;A) = A—1ek(G—e) =k(G)+1

entao
FILNFG—eX) = (M- 1)A"“(G‘e)xG76(A)
= (A—1)AkE A 1XG()\)
AMDxa(N) = F(GiA)
Logo,

F(GiA) = fF(LNF(G = e ) (3.3)

Através da equagoes (3.1), (3.2) e (3.3), concluimos que f esta bem definida para
|[E(M)| = k+ 1. Logo, f esta bem definida como uma fun¢ao de matroides. Além
disso, ainda pelas equagdes (3.1), (3.2) e (3.3), concluimos que f é um T -G invariante
generalizado tal que 0 =1 e 7= —1. Como f(I;\) =X —1e f(L;\) =0, entdo, pelo

corolario 2.6, temos
FIM(G):A) = (1) ™MD (M (G); 1~ A, 0)

No entanto, temos que r(M(G)) = |V(G)| — k(G); deste modo,

FM(@);A) = (=)D (@)1= 2,0)
Portanto, pela definicao de f,

X6(Y) = MO (1) VKOG 1~ 2,0

Finalmente, vimos que p(M;\) = (—1)"™)¢(M;1 — X, 0); deste modo,
Xa(A) = NMp(M(G); A)

Logo, o resultado segue. |
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Um dos famosos problemas da matemética que até pouco tempo nao havia sido
solucionado, foi o "o problema das Quatro Cores”. Visando a solucao deste problema,
Birkhoff em [4] introduziu o polinémio cromético; no entanto, este veio a ser solucionado
por Appel & Haken [1] os quais usaram um método onde nao foi necessario o polinémio

cromaético.

Teorema 3.3 Seja G um grafo planar sem lagos. Entao G possui uma 4-coloragdo. B

Pela nossa ultima proposicao, o problema das quatro cores pode ser reformulado

em termos do polindmio cromatico da seguinte maneira:

Teorema 3.4 Seja G um grafo planar sem lagos. Entao xg(4) > 0. [ |

Finalmente, maiores detalhes sobre o método usado por Appel & Haken podem

ser encontrados em |[3].

3.2 Fluxo

Nesta secao utilizaremos a caracterizacao de T-G invariantes generalizados para
encontrarmos o polinémio de fluxos de um grafo. Além disso, estaremos apresentando
alguns resultados que serao utilizados na demonstracao do teorema do 6-fluxo nao-nulo

que demonstraremos na proxima segao.

Definicao 3.5 Seja 0 uma orientacao firada de um grafo G, e seja Gy o grafo ori-
entado associado. Considere H um grupo abeliano aditivo com identidade 0 e ordem
|H|. Entao um |H|-fluxo sobre Gy € uma funcao f definida sobre as arestas de Gy
que associa a cada aresta um valor em H, e tal que, em cada vértice v de Gy, a soma
em H dos valores das arestas que iniciam em v € igual a soma dos valores das arestas
que terminam em v. Se nenhuma das arestas admitem custo zero, entdo o |H|-fluzo é

chamado nao-nulo.

Denotaremos por xg,(H) o ntimero de |H|-fluxos nao-nulos sobre Gy.

Lema 3.1 Se f ¢ um fluzo sobre um grafo orientado Gy e e € uma ponte de Gy, entao
fle) =0.
Prova. De fato, suponha que e é a tnica aresta de V; a Vo = V(G) — V. Agora note

que em um H-fluxo, o total de fluxo direcionado de V; a V5 é 0; portanto, o fluxo em e

¢ 0. |
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Lema 3.2 x¢, (H) ndo depende da orientagio 0 de G.
Prova. Primeiramente note que uma orientacao 8" difere de 6 pela inversao de algumas

orientacoes de 6. Deste modo, mostraremos apenas o caso da inversao de orientagao

de uma aresta, e os demais casos serao extensoes deste, como mostra a figura abaixo.

® @ w
I 1 o ! i »
. - B N N E——
G G’ G"

Seja 6’ uma orientacao obtida de # invertendo a diregao de uma aresta e. Entao,
dado um H-fluxo f n&o-nulo sobre Gy, podemos definir um H-fluxo ndo-nulo f’ sobre
Go tal que f'(e) = —f(e) e f'(¢') = f(e) se ¢/ # e. Note que a conservagao do fluxo
seré preservada pelo inverso de f(e). Deste modo, determinamos uma bijegao entre os
conjuntos de H-fluxos nao-nulos de Gy e G Logo, xg,(H) = XG, - |

Visto que x¢, (H) nao depende da orientagao ¢, podemos abrevid -lo para xg(H).

Proposicao 3.6 Seja G um grafo. Entao:

XG(H) = p(M*(G); |H) = (=1)FO VOO (21 (G);0,1 — |H])

Prova. Seja g(M(G); H) = x&(H). Provaremos, através de uma indugao sobre o
numero de arestas do grafo GG, que g esta bem definida e que esta ¢ um T -G invariante
generalizado. De fato, se |E(G)| = 1, entdo G possui uma aresta e que é um lago ou
uma ponte e, possivelmente, vértices isolados. Sem perda de generalidade, suponha G
sem vértices isolados; entao M (G) é L ou I. Mas, pelo lema 3.1, g(I; H) = 0. Observe
ainda, que g(L; H) = |H| — 1. Logo, g esta bem definida para |E(G)| = 1.

Suponha que g esta bem definida para |E(G)| < n. Entao provaremos que g esta
bem definida para |E(G)| = n.

De fato, seja e = uv uma aresta de G que nao é um lago nem uma ponte. Note que
os conjuntos de arestas de E(G/e) e E(G — e) podem ser naturalmente considerados
iguais desde que seja observado que em G/e u = v. Deste modo, seja W o conjunto dos
H-fluxos nao-nulos sobre G/e e a partigdo de W nos subconjuntos W’ e W” onde W’

consiste dos membros de W que sao também os H-fluxos nao-nulos sobre GG — e. Deste
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modo, |W'| = x&_.(H). Além disso, os demais H-fluxos nao-nulos que nao estdo em
W' sdao aqueles cuja auséncia de e altera a conservagao de entrada e saida de fluxos em u
e v, e estes H-fluxos estao em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos H-fluxos
nao -nulos sobre GG. Com efeito, se W” é o conjunto dos H-fluxos nao-nulos sobre G —e,
entao, em cada um dos vértices u e v em G — e, a soma dos valores das arestas que
terminam em u e v nao é igual a soma dos valores das arestas que iniciam em u e v;
isto contradiz a defini¢cao. Falta-nos mostrar como se da a correspondéncia entre W”
e os H-fluxos de G. Suponha, sem perda de generalidade, que o fluxo resultante que
entra em u é n. Entdo, em G/e o fluxo resultante que sai de v é n, e se orientarmos
e de u para v e associarmos a e o valor n, obtemos um H-fluxo nao-nulo sobre G.
Observe todo H-fluxo nao-nulo sobre G é unicamente obtido deste modo; portanto
W?| = X&(H) © assim x5, (H) = W] = [W/| + [W"| = x&_(H) + x§(H), donde
obtemos

Xo(H) = XGe(H) = Xg-(H)

Pela hipotese de inducao, temos
Xo(H) =g(M(G/e); H) — g(M(G —e); H) (3.4)

Se e ¢ um lago em G, entao, correspondendo a todo H-fluxo nao-nulo sobre G —e,
podemos tomar o valor de e como sendo qualquer elemento nao-nulo de H; isto devido
ao fato que um lago nao altera a conservacao de entrada e saida de fluxo. Deste modo,
obtemos um H-fluxo sobre GG, e assim todo H-fluxo sobre G pode ser obtido do mesmo

modo. Portanto, se e € um laco em G, entao
Xo(H) = (H| = Dxg_.(H) = g(L; H)x¢_.(H)
Pela hipotese de inducao,
X(H) = g(L; H)g(M(G —e); H) (3.5)
Finalmente, se e ¢ uma ponte de G, entao x5(H) =0 = g(I; H), e deste modo,
Xo(H) =g(I; H)xg_.(H)
Pela hipotese de indugao

xe(H) = g(I; H)g(M(G —e); H) (3.6)
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Podemos observar, através das equagoes (3.4), (3.5) e (3.6), que g estd bem
definida, e além disso, esta é um T-G invariante generalizado tal que 0 = —1 e 7 = 1.

Deste modo, pelo corolario 2.6, temos

Xe(H) = g(M(G); H) = (=1)PMON=rMEN(M(G); g(1; H) /7, g(L; H) /o)
— (—D)E@V@IKO (M (G):0,1 — |H]|)
Por outro lado, (M (G)) = |[E(M(G))| — r(M(G)) = |E(G)| — r(M(G)); além disso,
pela proposicao 2.7, t(M(G);0,1 — |H|) = t(M*(G);1 — |H|,0). Portanto,

Xe(H) = (1) MM (G); 1~ [H|,0) = p(M*(G); | H]).

Logo, o resultado segue. [

Uma consequéncia imediata da tltima proposigao ¢ que x5 (H) ndo depende do
grupo abeliano H, mas unicamente de sua ordem. Portanto, se |H| = n, podemos
denotar x(H) por x&(n). Em particular, x&(Z,,) = x&(n).

No proximo resultado G* denotara um dual geométrico do grafo planar G.

Corolario 3.7 O nimero de A-coloracées de G € iqual ao produto de \¥(%) pelo niimero

de Zy-fluxos nao-nulos sobre G*.
Prova. Pela proposigao 3.2, temos
xe(\) = MOp(M(G); A) = NMDp((M*(G))*; A)
— PG A).

Deste modo, pela proposicao 3.6, temos

Xa(A) = MG (V)
m

Corolario 3.8 Seja G um grafo planar que nao possui ponte. Entao G possui um

Zy-fluzo nao-nulo.

Prova. Observamos na segao anterior que o teorema das quatro cores pode ser enunci-
ado em termos do niimero de coloragdes, ou seja, xg(4) existe. No entanto, pelo corola-
rio anterior, xg(4) = A @ x%. (Zy). Deste modo, se xg(4) existe, entdo x5 (Z,) existe.

Mas, pela proposicao 3.6, x&-(Z4) depende de t(M(G*);0,1 —4) = t(M(G);1 —4,0).
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Portanto, como pela proposigao 3.2 xg(4) depende de t(M(G);1 — 4,0), segue que

t(M(G);1 —4,0) # 0; e deste modo, x5 (4). u

No proximo resultado os simbolos 0, 1,2, ...,k — 1 denotarao nimeros inteiros e
elementos de Zj, e quando houver necessidade de distingao seréa chamada a atencao.

Proposicao 3.9 Sejam k um inteiro maior que um, G um grafo sem ponte, e 8 uma

orientacao fixa de G. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) Gy possui um Zg-fluro nao -nulo;

(i1) Gy possui um Z-fluzo nao -nulo com valores em [—(k — 1),k — 1].

Prova. (i7) = (i) Suponha que Gy possui um Z-fluxo nao-nulo com valores em [—(k —
1),k — 1]. Entdo, se considerarmos estes valores como elementos de Zj, obtemos um
Zj-fluxo ndo-nulo em Gjy.

(i) = (44) Suponha que ¥ é um Zj -fluxo nao -nulo sobre Gy. Defina ¢ : E(Gy) —
[—(k—1),k — 1] tal que, considerada como um elemento de Zy, ¢(e) = ¥ (e). Note que
¢ nao é unicamente determinada desta maneira, pois existem duas escolhas para ¢(e)
para cada aresta e; por exemplo, se ¢(e) = 1, entdao ¢(e) = 1 ou ¢(e) = —(k — 1) (isto
porque 1 = —(k — 1) (mod k)). Diremos que a aresta e é positiva se ¢(e) é positiva , e
diremos que e é negativa caso contrario. Temos que ¢(e) é nao -nula, pois ¥ (e) é ndo
-nula para toda aresta e.

Para cada vértice v de G, defina o custo de v por

ww)= Y dle)— > ole),

eEN*(v) eeN~(v)

onde NT(v) é o conjunto das arestas que entram em v e N~ (v) é conjunto das arestas
que saem de v.
Diremos que v é positivo, negativo ou zero, se seu custo ¢ positivo, negativo, ou zero.
Note que w(v) = 0 (mod k), para todos os vértices v, uma vez que vistos como elementos
de Zi, ¢(e) = (e). Agora, escolhamos a funcao ¢ tal que 3,y (s [w(v)| ¢ minimo.

Um caminho P em G de um vértice u a um vértice v sera chamado positivo, se as
arestas positivas de P sao precisamente aquelas cuja orientacao em Gy coincide com a
sua direcao em P. Mostraremos que nao existe um caminho positivo em Gy com vértice

inicial negativo e vértice final positivo. Com efeito, suponha que existe um caminho
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positivo P’ de x a 2’ tal que

Entao defina ¢’ como segue
()

¢'(e) = ¢(e)

(€)

Note que, se w’ é a fungao de custos de ¢, entao

— k, se e é&uma aresta positiva de P,
+ k, se e éuma aresta negativa de P’,
Y

caso contrario.

w'(v) = w(v),Yv € V(G) — {z,2'}. (3.9)

De fato, no caso em que v é externo a P’, o resultado segue trivialmente. Deste modo,
suponha que v é interno a P’. Entao existem ey, ey € P’ tais que, em P, e; € NT(v)
e eo € N~ (v). Agora, observe que se e; e ey sdo arestas positivas, entao

w'@w) = Y dle)= Y. de)=dler) —k—dlex) +k
)

eENT(v) eeEN~ (v

+ ole) = Y ole)
(eeN*(v))—e1 (N~ (v))—e2
= w(v)
Analogamente, se e; e ey sao negativas, entao

w'(v) = w(v)

Finalmente se, em P’, e; é positiva e ey é negativa, entdao, em Gy, ea € N7 (v); deste

modo,

wv) = Y dle)— > dle)=¢(er) +k+ ¢ (ex) — k

eeNt(v) eeN~(v)

+ Y Fle- Y de
(eENT(v))—e1—e2 eeEN—(v)

= w'(v)

Agora considere w(z) e uma aresta e incidente em x. Se e € P’, entdo e é tnica e

pertence a N~ (x); portanto,
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Como w(x) < 0, temos que ¢(e) > 0. Logo,
¢'(e) = d(e) — k (3.10)

Se e ¢ P', entao
¢'(e) = o(e) (3.11)

Portanto, por (3.10) e (3.11), temos

= Y ¢> Z qs = Y de)- D de)+k=uw(x)+k (3.12)

eENT(z eeEN— eENT(z) eeEN~(x)

Analogamente, considerando w(z’) e uma aresta e incidente em z’, concluimos que
w'(2') =w(@') -k (3.13)

Como w(v) = 0 (mod k), Vv € V(G), entao w(v) é multiplo de k, e por (3.7) e (3.8),

temos
w(z) < —k (3.14)
w(z') >k (3.15)
Deste modo, por (3.14), temos
w'(2)] = [w(z) + k| = —(w(z) + k) = —w(z) — k < —w(z) = |w(z)] (3.16)

Analogamente, por (3.13) e (3.15), temos
|w' ()] = |w(z') — k| < [w(a’)] (3.17)

Logo, por (3.9), (3.16) e (3.17), temos
Dol <Y lw(v)
veV veV
o que é uma contradicao.
Sejam Vp e Viy os conjuntos de vértices positivos e negativos, respectivamente,
de V(G). Seja Vi a unido de Vy com todos os vértices u para os quais existe um
caminho positivo de um vértice de Vi a u. Note que nao existe v € Vp N V4, pois,

como mostramos, nao existe um caminho positivo de um vértice negativo a um vértice
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positivo; portanto, V' —V; O Vp. Temos ainda que se v € (V —V;)—Vp, entdao w(v) = 0.

Portanto,

> w) =) w) (3.18)

veV-Vp veVp

Por outro lado,

Y oww)= ) ( > odle) = D ¢(e)> (3.19)

veV_V; veV_V; eeN*(v) eeENT(v)

Se os veértices finais de e estdo em V — Vi, entdo e € Nt(v) N N~ (v)’; e deste
modo, a contribui¢do do lado direito de (3.19) é nula. Além disso, por conseqiiéncia
da definicao de Vj, todos os vértices em V) sao negativos e todos os vértices V — Vj
sao positivos. Deste modo, nao existe uma aresta positiva com vértice inicial em V;
e vértice final em V — Vj, nem uma aresta negativa com vértice inicial em V — Vj e
vértice final em Vj. Dai, se e possui um vértice em V; e outro em V — V;, segue que o
lado direito de (3.19) é nao-positivo. Mas, com todo vértice em V, é positivo, temos

Z w(v) >0,

veVp

com igualdade somente se V,, = (). Logo, G nao possui vértices positivos.

Agora, seja V5 o conjunto formado por Vp juntamente com todos os vértices v
tais que existe um caminho positivo de v a um vértice de Vp. Temos que V — V5 D V.
Com efeito, nao existe w € Vy N Vs, pois nao existe um caminho positivo de um vértice

negativo a um vértice positivo. Temos ainda que, se v € (V —V,) — Vi, entao w(v) = 0.

Portanto,
> w) = w)
veEV —V5 vEVN
Mas
_ Y odle) = D> ¢<e))
UGVZV2w(7}) ’UGVZVQ < eENT(v) eeN*(v)

Prosseguindo de modo analogo ao que fizemos para Vi e V — V;, concluimos que G nao
possui vértices negativos.

Logo, w(v) = 0,vv € V; deste modo, 3, cn+(,) #(€) = D ey 9e), YU €V, e
o resultado segue. |

Diremos que f é um k-fluzo sobre um grafo G, se f é um Z-fluxo com valores em

—(k— 1),k — 1].
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3.3 Conjectura do 5-fluxo de Tutte

Nas segoes 2.1 e 2.2 observamos a ocorréncia de T-G invariantes em coloragoes
e em fluxos; abordamos ainda sobre o problema das quatro cores que por muitos anos
foi o alvo das pesquisas relacionadas a coloragoes. No contexto de fluxos o problema
tem sido demonstrar ou apresentar um contra-exemplo da seguinte conjectura de Tutte

(1954):

Conjectura 3.10 Todo grafo sem ponte possui um 5-fluxo nao-nulo.

Temos ainda a seguinte conjectura, que é uma versao mais fraca de 3.10.

Conjectura 3.11 FEuxiste um inteiro k tal que todo grafo sem ponte tem um k-fluxo

nao-nulo.

Em [9], Jaeger provou que todo grafo sem ponte possui um 8-fluxo ndo-nulo. No
entanto, em [14] Seymour apresentou um melhor resultado, o qual é o seguinte teorema

que provaremos nesta segao.

Teorema 3.12 Todo grafo sem ponte possui um 6-fluzo nao-nulo.

Este teorema ¢é o melhor resultado para conjectura 3.10. Temos ainda que se 3.10

for verdadeira, entao esta nao pode ser melhorada, veja o seguinte exemplo.

Exemplo 3.13 O grafo de Petersen Py ( figura 3.1 ) nao possui 4-fluzo nao-nulo. De
fato, através de 3.6, temos que Xp, (A) = t(M(P1);0,1 — X); deste modo, procedendo

como no exemplo 2.5, obtemos
Xp(A) = (A= 1)(A = 2)(A = 3)(A — 4)(A* = 5 + 10).

Dai xp,,(A) = 0.

Figura 3.1: Pq
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A partir deste ultimo exemplo, Tutte em [15] propds a seguinte conjectura, onde Pjg é
admitido como a obstrucao minimal para a existéncia de um 4-fluxo.

Conjectura 3.14 Se um grafo sem ponte nao possui 4-fluro, entdo ele possui um

subgrafo contrativel a Pyg.

A partir de agora passaremos a apresentar alguns lemas que serao utilizados para
provar o teorema 3.12.

Lema 3.3 Se G é um grafo no qual o grau de todo vértice é pelo menos dois, entao G

contém um ciclo.

Prova. Note que se G contém lacos ou arestas miiltiplas, o resultado segue trivial-
mente. Deste modo, suponha que G é simples. Seja v um vértice de G. Entao podemos

construir indutivamente a seguinte sequéncia de arestas
Vejv1e9vy - - - (3.20)

Escolhendo v; um vértice adjacente a v, e, para ¢ > 1, escolhendo v;,; um vértice
adjacente a v; diferente de v;_;. Note que isto ¢é possivel devido a escolha de G.
Agora, uma vez que G possui um nimero finito de vértices, deveremos, eventu-
almente, escolher um vértice que ja foi escolhido anteriormente. Se v, é o primeiro
vértice a ser escolhido novamente, entao a parte da sequéncia (2.20) que esta entre as

duas ocorréncias de v, € o ciclo que desejavamos. |

Lema 3.4 Seja G um grafo sem ponte. Entdo as sequintes afirmacoes relacionadas a

G sao equivalentes:

(i) G possui um 2-fluzo nao-nulo.

(11) Todo vértice de G possui grau par.
(i11) E(G) € uma unido disjunta de ciclos.

Prova. (i) = (i) Se G possui um 2-fluxo ndo-nulo, entdo existe uma aplicagao
I E(G) — 7y tal que f(e) = 1, Ve € E(G). Suponha que existe um vértice
v" € V(G) com grau impar. Entdo > s f(€) = Xcn—(y # 05 0 que é uma

contradigao.
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(11) = (i4i) Suponha, sem perda de generalidade, que G nao possui vértices isolados.
Entao, como todo vértice de GG possui grau par, segue que todo vértice de G possui pelo
menos grau dois. Deste modo, pelo lema 3.3, G possui um ciclo Cy. Se eliminarmos
todas as arestas de Cj, entao no grafo resultante GG; todos os vértices possuem grau
par, visto que para cada vértice de Cj sao eliminadas duas arestas. Se Gy for um grafo
nulo, o resultado segue; caso contrario, aplicando o argumento anterior a GGy, obtemos
um grafo G5 no qual todos os vértices possuem grau par. Prosseguindo indutivamente
até um grafo G, nulo, obtemos uma partigao de E(G) em ciclos.

(1i1) = (i) Seja W = vgequyey - - - €,_1v;, com v; = vg, um circuito de G. Entdo defina
a direcao €; = vv;41, Vi = 0,1,...,1, e a seguinte aplicagao f : W — Z, dada por
fle;) =1,Vi=0,1,....I. Note que f ¢ um 2-fluxo para W. Finalmente, como E(G) ¢
uma uniao disjunta de ciclos, podemos construir, analogamente, um 2-fluxo para cada

ciclo. -

Definicao 3.15 Seja um inteiro k > 2. Diremos que um grafo conexo G € um ciclo

generalizado com partes Gy, Gs, ..., Gy se as sequintes condicoes forem satisfeitas:

(1) Cada G; € um subgrafo conexo de G tendo um conjunto nao-vazio de arestas, e, se

k =2, entao G1 e Go tém pelo menos trés vértices.

(7i) Os conjuntos de arestas de G1,Gs,...,G,y, partionam o conjunto de arestas de
G, e cada G; separa exatamente dois vértices, 0s quais sao seus vértices de contato

com Uiz;Gj.

(17i) Se cada G; for substituido por uma aresta unindo seus vértices de contato, entio

o grafo resultante serdum ciclo.

O grafo da figura 3.2 ¢ um exemplo de um ciclo generalizado.

4l $
¥ -
e st N

el N |

- \

( !

Figura 3.2:
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Tendo em vista as constantes referéncias que faremos, a partir de agora, a blocos

de um grafo, a seguinte definicao sera necessaria.

Definicao 3.16 Um subgrafo conexo maximal que nao possui um corte-vértice é cha-

mado de bloco.

No entanto, faremos também uso da seguinte equivaléncia.

Teorema 3.17 Seja G um grafo tal que |E(G)| > 2. Entio G é 2-conexo se , e

somente se, G € um bloco. [ |

O proximo resultado nao sera demonstrado, no entanto, sua demonstracao podera

ser encontrada em [12].

Lema 3.5 Seja G um bloco que possui pelo menos quatro vértices, e suponha que G
nao € 3-conexo. Entao G possui uma representacao como um ciclo generalizado, onde

cada parte desta representacao € um bloco. [ |

Lema 3.6 Seja um inteiro k > 3, e seja € o conjunto dos grafos sem pontes e sem
k-fluzos nao-nulos. Se G € o grafo pertencente a € tal que |V (GQ)| + |E(G)| minimo.

Entao G ¢é simples e 3-conezxo.

Prova. Suponha que G possui um lago €. Entao, como um lago nao altera o fluxo,
segue que G — €’ nao possui k-fluxo nao-nulo; o que contradiz a escolha de G. Note
que a ordem de G é pelo menos 3, deste modo, pelo teorema 2.10 de [5], G é 2-conexo.
Além disso, se {e1,ea} é um ciclo de G, entao E(G) # {e1, ea}, caso contrario G teria
um k-fluxo nao-nulo. Suponha que G — e; possui uma ponte. Entao esta ponte deve
ser es. Deste modo, suponha v o vértice incidente a ey que une esta aresta ao restante
do grafo. Entao, se eliminarmos v de (G, aumentaremos o ntimero de componentes
conexas. Dai, G ndo é 2-conexo (contradigao!). Pela escolha de G, temos que G — e;
possui um k-fluxo f’ ndo-nulo. Temos ainda que, como k > 3, podemos modificar f’
para obtermos um k-fluxo sobre G. Com efeito, suponha que e; = vgi; e es = v{iy;
entao basta-nos considerar f’(e;) = f'(e3). Logo, G é simples.

Agora, suponha que G nao é 3-conexo. Entao, como G é 2-conexo, GG possui pelos
menos quatro vértices; deste modo, segue pelo lema 3.5 que G pode ser representado
como um ciclo generalizado, onde cada parte deste ¢ um bloco. Deste modo, pela

definicao de ciclo generalizado e pela escolha de G, para algum m > 2, G possui



47

subgrafos G, G, ..., G, que satisfazem as seguintes condigoes:
(1) cada G; é conexo, sem lagos, sem corte-vértices, e possui um conjunto nao-vazio de
arestas; e, se m = 2, G; e Gy possuem pelo menos trés vértices;
(2) o conjunto de arestas de G1,Ga, ..., G, particiona o conjunto de arestas de G, e
cada (; separa exatamente dois vértices, os quais sao seus vértices de contato com
Ui Gi;
(3) se cada G for substituido por uma aresta unindo seus vértices de contato, entao o
grafo resultante sera um ciclo.

Se nenhum dos Gy, G, ..., G, consiste de uma tnica aresta, entao nenhum destes

possui pontte, e como
\V(Gi)|+ |E(Gi)| < [V(G)| + |E(G)|,para cada i = 1,2, ...,m,

segue que G; possui um k-fluxo nao-nulo para cada i = 1,2, ..., m. Portanto, G possui
um k-fluxo nao-nulo; uma contradicdo. Deste modo, suponha que G; consiste de
uma Unica aresta. Dai m > 3, visto que se m = 2, entao G; e G5 possuem pelo
menos trés vértices. Deste modo, G é uma conexao em série de dois grafos A; e A,
nenhum dos quais possuem ponte. Portanto, pela proposi¢ao 7.1.14 de [12], M(G) =
S(M(Ar), M(As)) = [P(M*(Ay), M*(A))]; assim M*(G) = P(M*(Ay), M*(A,)).

Para concluirmos nossa prova utilizaremos o seguinte resultado, cuja demonstra-
¢ao pode ser encontrada em [17].

Lema 3.7 Seja M a conexao paralela de My e My com respeito ao ponto base p, e

assuma que p nao € um laco em My ou em Msy. Entao

p(My; \)p(Ma; \)

p(M;\) = .
|
Portanto,
0@y ) = P AN () )
e pela proposicao 3.6,
0 = KO

Uma vez que A; e Ay possuem um k-fluxo nao-nulo, G também possui; o que é uma

contradicao. Logo, G é 3-conexo. [ |
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Defini¢ao 3.18 Para X C E(G), definimos S-fecho de X como sendoo menor sub-

conjunto Y de E(G) com as sequintes propriedades:
(1) X CY;e

(2) nao existe um circuito C' de G tal que 0 < |C' —Y| < 2.

Denotaremos o S-fecho de um subconjunto X C FE(G) por (X). Note que o S-fecho de
X esta bem definido. Com efeito, suponha que Y; e Y5 sejam S-fechos de X. Entao
X C Y1 NYs, ou seja, Y1 NYs, satisfaz (1). Agora, suponha que Y; NY; ndo satisfaz
(2); ou seja, existe um circuito C' de G tal que 0 < |C' —Y; NY;| < 2. Entao, supondo
C* € Y1, temos

0<|C"—V| <|C"=YINY,| <2

uma contradigao. Logo, Y1 NY; satisfaz (2). Portanto, Y3 NY; é S-fecho de X; o que é
uma contradi¢ao, pois Y1 NY, C V)

Construcao do S-fecho de um conjunto X: se C' é um circuito de G tal que
0 < |C — X| <2, entao considere X; = X UC. Agora, se existir um circuito C tal que
0 < |Cy — X4| < 2, repetimos o processo até a etapa X, onde n — 1 circuitos foram
adicionados e nao existe um circuito C,, tal que 0 < |C,, — X,,| < 2. Claramente, X,
satisfaz (1) e (2). Vamos mostrar que X, ¢ o S-fecho de X. De fato, suponha que
X, nao é o S-fecho de X, e seja Y o S-fecho de X. Entao |Y| < |X|. Como X, e
Y satisfazem as condigdes (1) e (2), entao Y N X, satisfaz (1) e (2). Por outro lado,
Y N X,| <|Y|. Mas Y é o menor conjunto, e deste modo, ¥ N X,, =Y. Portanto,

Y C X,;

0 que é uma contradicao, pois X, nao possui um subconjunto préprio que satisfaz as

propriedades (1) e (2), caso contrario, sua construgao teria finalizado neste subconjunto.

Lema 3.8 Seja G um grafo, e seja X C E(G). FEntao o S-fecho de X satisfaz as

sequintes propriedades:
(i)Se X C E(G), entao X C (X).
(i1) Se X C E(G), entao ((X)) = (X).

(ii)) Se X CY C E(G), entiao (X) C (Y).
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Prova. De fato,

(i) segue por definigao.

(ii) Temos que ((X)) é o menor conjunto tal que (X) C ((X)) e que satisfaz (2). Por
outro lado, (X) satisfaz (2), pois é o S-fecho de X. Portanto, se (X) # ((X)), entao
(X) é o menor conjunto que contém (X) e satisfaz (2); o que é uma contradi¢ao. Logo,
(X) = ((X)).

(iii) Das construgoes dos S-fechos de X e Y, obtemos X, e Y,, os quais sao, respectiva-
mente, (X) e (Y). Vamos provar, através de uma indugao sobre n, que X,, CY,,, isto

é, (X) C(Y). Com efeito, se n = 1, entao X; = X UCy. Suponha que Cy € Y. Entao
(X)) € ({Y) , , ponha q :
0< |CQ_Y| < |CO—X| <2

Deste modo,

XIIXUCOQYUCOZH

Agora, suponha que X, C Y}, com k& < n. Entao, dado um circuito C}, tal que

0<|Ck—Xk|§260ngk,

temos
0<|Cr =Yy <|Cr— Xi| <2
Portanto,
Xpy1 = Xp UG, C Y, UG, = Vi,
e deste modo o resultado segue. |

Definicao 3.19 Seja f um Z,-fluxo sobre G. Entao chamaremos de suporte de f o
conjunto {e € E(G); f(e) # 0}, e denotaremos S(f).

Lema 3.9 Seja G um grafo e X um subconjunto de E(G) tal que (X) = E(G). Entao
existe um Zs-fluzo f sobre G com E(G) — X C S(f).

Prova. Dado um grafo G é sempre possivel definirmos um Zs-fluxo sobre ele. Quere-
mos mostrar que E(G) — X C S(f); para isto faremos uma indugéo sobre |E(G) — X|.
Com efeito, se |E(G) — X| =0, entdao E(G) — X =0, e assim E(G) — X C S(f), onde
f pode ser um Zs-fluxo qualquer. Agora, assuma que |E(G) — X| > 0 e que o resul-
tado vale para todo subconjunto X* de F(G) tal que (X*) = E(G) ¢ |E(G) — X*| <
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|E(G) — X|. Entao X # (X), e assim existe um circuito C' com 0 < |[C' — X| < 2.
Mas X C X UC, donde temos (X) C (X UC) C E(G); e como E(G) = (X), segue
que (X UC) = E(G). Agora, como |E(G) — X UC| < |E(G) — X|, pela hipotese de
indugdo, existe um Zs-fluxo g sobre G tal que F(G)—(CUX) C S(g). Evidentemente,
podemos um Zs-fluxo h sobre G tal que S(h) = C. Como |C' — X| < 2, podemos esco-
lher n em Zs tal que, para todo e em C'— X, n # —g(e)/h(e). Seja f = g+ nh. Entao,
como h(e) =0,Ve € E(G)—C, e E(G)—(XUC) C S(g), temos f(e) = g(e) # 0, para
e € E(G) — (X UC(C). Deste modo, para concluirmos que E(G) — X C S(f), falta-nos
mostrar que f(e) # 0, Ve € C'—X. De fato, parae € C'— X, temos f(e) = g(e)+nh(e);
e observe que, pela escolha de n, f é nao -nula para todo e em C'— X. Logo, para todo
e em F(G) — X, f(e) é ndo-nula. u

No seguinte lema 3.11 estaremos nos referindo ao grafo de blocos de um grafo,

portanto, a seguinte definicao sera necessaria.

Definicao 3.20 Seja € o conjunto dos corte-vértices de G, e seja B o conjunto for-
mado pelos blocos de G. FEntao o grafo bipartido sobre € U B formado pelas arestas
e=aB, com Be®B eaec BNE, é chamado de grafo de blocos.

A figura 3.3 é um exemplo de um grafo e seu respectivo grafo de blocos.

e
i
o« P » )
b
—e P 8
B, |
b P
Figura 3.3:
Lema 3.10 O grafo de blocos de um grafo conexo € uma drvore. [ |

Lema 3.11 Seja G um grafo simples nao-nulo tal que cada vértice possui pelo menos
grau dois. Entao G possui um bloco G', com pelo menos trés vértices, tal que no mdximo

um vértice de G' é adjacente a algum vértice de G que nao estd em G'.

Prova. Seja be(G) o grafo de blocos de G. Entao, pelo lema (3.10), be(G) é uma
arvore se este for conexo e, evidentemente, be(G) ¢ uma floresta caso contrario. Seja

v um vértice terminal de bc(G). Entdo v deve ser um bloco, que denotaremos por G'.
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Deste modo, como G é simples e nao possui vértice de grau menor que dois, segue que
G’ possui pelo menos trés vértices. Logo, por G’ o resultado segue. |
Antes de enunuciarmos o proximo resultado serd necessario salientar que um
subconjunto X de E(G) sera chamado conexo se o subgrafo de G formado por X e
todos os vértices incidentes a X em G é conexo.
Lema 3.12 Seja G um grafo simples, sem vértices isolados, e 3-conexo. Entao G
possui uma colegdo de ciclos disjuntos Cy,Cs, ..., Cy, tais que (C; UCyU---UCp) =
E(G).
Prova. Temos que G possui um ciclo C', pois caso contrario nao é 3-conexo. Note
que o Unico caso para o qual (C') nao é conexo, ¢ se existir um ciclo C formado por
um lago ou um par de arestas paralelas, pois, neste caso, 0 < |C; — C| < 2. Mas G é
simples; portanto, (C) é conexo. Deste modo, escolhamos o maior inteiro positivo m
tal que existam ciclos disjuntos Cy, Cy, ..., Cy, com (C; UCy U --- U C,,) conexo.

Seja U o conjunto dos vértices de G incidentes a (C; UCoU---UC,,), e seja A o
subgrafo de G obtido pela eliminac¢do de U. Se A ¢é um grafo nulo, entdo U = V(G).
De fato, suponha que existe v € V(G) — U. Entao, como G ndo possui vértices
isolados e A é nulo, segue que v é adjacente a um vértice w € U, isto é, existe uma
aresta e = vw que foi eliminada ao eliminarmos U. Por outro lado, w é incidente
a (ChUCyU---UCy,), deste modo, como (C; UCy U ---UC,,) é conexo, entdo w
pertence a (C; UCy U ---UC,,). Logo, v é incidente a (C; U Cy U --- U Cp,); donde
temos que v € U (absurdo!). Portanto, U = V(G). Dai, (C; UCyU---UC,,) = E(G).
De fato, suponha que existe e = ujuy € E(G) — (C; UCy U ---UC,,). Entao, como
(CLUCU- - -UC,,) é conexo e U = V(G), existe um caminho unindo u; e up apenas com
arestas de (C1UCyU- - -UC,,). Este caminho juntamente com e formam um ciclo C’ que
deve esta em (C; UCy U---UC,,), pois caso contrario |C' — (CLUCy,U---UC,)| =1
(absurdo!). Portanto, e € ¢ C (C; UCy U ---U Cp,); 0 que é um absurdo. Logo,
(CLUuCyU---UCy,) = E(G)

Agora, suponha que A é nao-nulo. Entao nenhum vértice v de A é adjacente em
G a dois vértices u; e up de U; caso contrario, como (C; U Cy U --- U Cy,) é conexo,
existe um caminho unindo wu; e us usando apenas arestas de (C; U Cy U -+ U ).
Note que este caminho juntamente com as arestas vu; e vup, formam um cicloC’ tal

que |[C" = (C1UCy U ---UCy)| = 2; o que é um absurdo! Por outro lado, sabemos que
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todo vértice de um grafo 3-conexo simples possui pelo menos grau 3, deste modo, todo
vértice de A possui pelo menos grau 2, pois ao eliminarmos U, eliminamos, no maximo,
uma aresta de cada vértice de A. Portanto, pelo lema 3.11, A possui um bloco A’ com
pelo menos trés vértices e com no maximo um vértice adjacente a algum vértice de A
que nao estd em A’. Como G ¢é 3-conexo e |V(A')]| > 3, existem pelo menos 3 vértices
de A’ que sao adjacentes, em G, a vértices que nao estao em A’; caso contrario, G nao
é 3-conexo. Dai existem vértices distintos b; e by de A’ os quais sao adjacentes, em G,
a vértices em U. Como A’ é um bloco com pelo menos 3 vértices, entdao A’ possui um
ciclo C),+1 passando por by e by. Sejam e; = bjv; e ey = bovy arestas de G unindo by e
by a U. Como vy e vy estao em U e (C; UCyU---UCp,) é conexo, existe um caminho
Py em (C;UCyU---UC,,) unindo vy e vy. Agora, considere P, um caminho em C, 44
unindo by e by. Entao P, Py, e; e ey formam um ciclo C” que deve esta contido em
(Cy UCyU -+ U CCpyq). Portanto, {e,ea} C (Cy UCyU--- U Cppy); e deste modo
temos que (C; UCy U -+ U Cpqq) é conexo; o que é um contradigdo. Logo, A é nulo e
o resultado segue. |

Tendo demonstrado todos os lemas necessarios, podemos, agora, demonstrar o

teorema 3.12.

Demonstracao do teorema 3.12: Seja G um grafo que, entre todos os grafos A sem
ponte e que nao possui um 6-fluxo ndo-nulo, tenha |V (A)| + |E(A)| minimo. Entdo
pelo lema 3.6, G é simples e 3-conexo; e deste modo, pelo lema 3.12, G possui um con-
junto de circuitos disjuntos {C1, Cy, ..., Cy, } tais que (C1UCLU- - -UC,,) = E(G). Agora,
pelo lema 3.9, existe um Zs-fluxo f; sobre G com E(G)— (C1UCyU---UC,,) C S(f1).
Por outro lado, pelo lema 3.4, existe um Zy-fluxo nado-nulo fy sobre G com S(fs) =
C1UCyU---UC,. Deste modo, defina o (Z3 x Zs)-fluxo f por f(e) = (fi(e), fa(e));
mas, evidentemente, f(e) # 0,Ve € E(G). Pela proposicao 3.6, x5 (A) depende apenas
da ordem do grupo abeliano H; deste modo, G possui um Zg-fluxo nao-nulo. Logo,

pela proposicao 3.9, G possui um 6-fluxo nao-nulo. |
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3.4 Coloracao a duas variaveis

Na secao 3.1 quando falavamos a respeito de coloragao de grafos, tinhamos em
mente somente coloragoes proprias, isto €, dois vértices adjacentes deveriam ser colori-
dos com cores diferentes. No entanto, nesta se¢ao procuraremos generalizar esta idéia,
e com isto generalizar a relagao instituida na proposicao 3.2.

Definicao 3.21 Numa colora¢ao onde dois vértices adjacentes podem ser coloridos

com a mesma cor, chamaremos de monocromdtica a aresta cujos pontos finais sao

coloridos com a mesma cor.

Num grafo conexo GG, o niimero de maneiras de colorir os vértices de G com A cores, de
modo que exatamente i arestas sejam monocromaéticas, serd denotado por ¢;(\, G) ou
¢i(A). Note que ¢;(A) é um polindémio na variavel A\. Além disso, se G tem n arestas,

definimos
n

(G A ) = %Zci(k)l/i (3.21)

=0
Veremos no proximo resultado que X(G; A, v) é determinado pelo polinomio de Tutte

de M(G).

Proposicao 3.22 Se M(G) tem posto r, entao
XA = =17t (MG AT )
v—1

Prova. Para provarmos esta relagao entre o polinthio Y (G; A, v) e o polinthio de Tutte,
mostraremos que Y(G; A, v) é um T-G invariante generalizado. De fato, seja e = vt/
uma aresta de G que nao é um lago nem uma ponte, e seja W o conjunto das A-
coloragoes de GG que possuem i arestas monocrométicas, com ¢ > 1. Considere ainda
a particao de W nos conjuntos P’ e P”, onde P’ é o conjunto das A-coloragdes tais
que v e v’ sdo coloridos com mesma cor, e P” é o conjunto das A-coloragoes tais
que v e v' sdo coloridos distintamente. Note que, como em P’ v e v/ tém a mesma
coloragdo, uma coloragao arbitraria em G/e pode ser associada biunivocamente a uma
coloragao arbitraria em G; deste modo, P’ possui ¢;_1(A, G/e) membros. Note ainda
que o numero de membros de P” é igual ao nimero de A-coloragoes de G — e com i
arestas monocromaticas, nas quais v e v’ tém coloragoes diferentes. Mas este ntimero

¢ a diferenga entre ¢;(A\,G — e) e o nimero de A-coloragdes de G — e com i arestas
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monocromaticas nas quais v e v’ tém a mesma cor; mas, evidentemente, este niimero ¢é

¢i(A, G/e). Portanto,
(N, G) =cioi(NG/e) + ¢i(N, G —e) — ¢i(N\, GJe),
donde temos
i\, GV =ci 1 (N, Gle)V v+ (N, G —e)v' — ¢;(\, Ge)v! (3.22)
Multiplicando (3.22) por % e passando o somatorio, obtemos

X(GiAv) = vX(Gles A v) +X(G — e\ v) = X(G/e; A\ v)
= XG=eM\v)+v—1)x(G/e; A\, v)

(3.23)

Agora, suponha que e é um lago e que G possui apenas a aresta e. Entao v = v/,
i=1,eci(\) = A; deste modo, X(G; A\, v) = v. Mas, se G ndo possui apenas e, entao,
de cada A-coloracao com ¢ — 1 arestas monocromaticas de G' — e, podemos obter uma

coloracao em G isto é,

(N G)=ci1(N—e, Gy

donde temos

(A G =ci 1 (NG —e)v'y

Dai
X(G; N\, v) = vX(G — e; A\, v); ou melhor,

X(G A v) =X(G(e); A, v)X(G — e A v) (3.24)

Finalmente, suponha que e é uma ponte. Entao, se G possui apenas a aresta e,

note que G pode ter no maximo uma aresta cromatica, a qual é e. Portanto,

1
1 1 1
X(GA\v) = X;ci()\,G)lﬂ = XCO(/\7G)+XCI()\’G)V
1 1
= 514)\72 + X)\V ’
= A+rv-1

onde Ay é o arranjo de A elementos tomados dois a dois. Se G nao possui apenas a

aresta e, entao particione as A-colorac¢oes arbitrarias de G em dois subconjuntos, no
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primeiro em todas as A-coloracoes v e v’ tém a mesma cor, enquanto que no segundo v
e v’ tém cores diferentes. Evidentemente, no primeiro conjunto existem Ac;_1(A, G —e),

e no segundo conjunto existem Ay 2¢;(A, G —e) = A(A — 1)¢;(\, G — e). Portanto,
1 ‘ . ‘
XCi()\’ GW =ve; 1 (NG —e)v' '+ (A= 1)ei(\, G — e)rt

donde temos

X(G;\v)=(w+A—1)X(G —e; A\, v); ou melhor
X(G; A v) =X(G(e); A, v)X(G — € A, v) (3.25)

Logo, as equagoes (3.23), (3.24), e (3.25) mostram que X(G; A, v) é um T-G invariante
generalizado com 0 = 1 e 7 = (v — 1). Deste modo, pela corolario 2.6, temos
v+AiA—-1
XA = = 1t (3G 2T )
V —

|
Mostraremos que 3.22 é invertivel, isto é, podemos calcular (M (G)) a partir da dis-
tribuicao de arestas monocrométicas entre todas as A-coloracoes de (G. Para isto,
definiremos o polinémio colimitado.

Defini¢ao 3.23 Sejam M uma matréide e L(M) seu retilado de conjuntos fechados.
Entao definimos por polindmio colimitado, o sequinte

XM v) = Y vXp/x;N
XeL(M)
=Y DX )
X,Y€EL(M)
XCY

Lema 3.13 Y(M; \,v) = (v —1)" Bt (M; 2221 0)

v—1

Prova.
(v = 1) EHM; L ) = (y— 1)@ Y (=L B () () — 1))
= (-1, E(”JVr L _ = Lyr(B)=r(X) () — 1)n(X)
= (v—1y®y E(ﬁ)r(E) r( (V_ 1))
= (v=1)B Y p(v — 1)rO=rENrE=r () () — 1) IXI=r()
- ZXCE(V — 1)rE) (y — 1)rX)=rE) \r(E)=r(X) (3, — 1)IX|=r(X)

X[ \r(E)—r(X)

~—  —
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Observe que

(v -1 = (p()(l) X4 (l)f|> e (S DL (|)2(|> el (N D LI
<|X|) VA (S ) LR (:i:) (—1)Hl (3.26)

7
Deste modo, se, para cada parcela i do 2° membro da equagao (3.26) tomarmos W €
E(M) tal que |W — X| = i, obtemos
X|
) | XI=IW=X| (1) W=xX|
D D (e VL

XCWCY

onde Y = cl(W). Dai

D I ] (N P L
XCWCY W —X]|

Portanto, pela proposicao 2.13, temos

v+A-1 — | X| X|-|W—X
(v — 1)’“(E)t(M; — V) = E \r(E)—r(X) ( ) pI X1 |M(W,Y)
v—1 XCWCY W - X|

Como Y = cl(W), entdo, para todo y € Y — W, r(W Uy) = r(IW). Deste modo, pelo
lema 1.3.3 de [12], temos r(Y) = r(WUY) = r(W).
Finalmente, fazendo W = X e obtendo a soma para todo X € L(M), temos

(v = 1)y PM; 2L ) = Y NEIWEXI =00 (X )
X,YEL(M)
XCY
= X(M;\v)

|
Observe que outra demonstracao da proposicao 3.22 pode ser obtida utilizando este
tltimo resultado, para isto basta-nos mostrar que X(G; A\, v) = X(M(G); A\, v).

O proximo resultado mostra-nos que (3.22) é invertivel, como dissemos que mos-

trariamos.
Proposigao 3.24 t(M;z,y) = (yjl)ry(M; (x—1)(y—1),y)
Prova. Pelo lema 3.13, temos
T XM (z = 1)y = 1),y) = gy — DM B0y
— (M; (x—l)(z:i)-‘ry—l’y)
— n ety )
= t(M;z,y)
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Definicao 3.25 Dada uma matroide M, definimos o dual do polinémio colimi-
tado, X*(M; \,v), por
X (M A v) = X(M*; 0, 0). (3.27)

Além disso, para um grafo G, consideremos
X (G A v) =X (M(G); A, v) (3.28)

Proposicao 3.26 Se M(G) tem n elementos e posto r. Entao

— 1) —1
X'(G;v,\) = %Y (G; A, L)

v—1
Prova.
(G X ME)v )

2RO @)ia)

== ) THM(G) e )

= =) THM(G)y

== ) e XM (G); (v = D - 1), A
= (=T ESERMG): (v - D)

= CFER(M(G) A, 25,

Finalmente, falta-nos mostrar que Y(G; \,v) = X(M(G); \,v). De fato, pela defingao
3.23, temos

X(M(@G)Aw) = Y Hp(M(G)/X;0)

XeL(M)

= > Mp(M(G/X):N) (3.29)

XeL(M)
Seja X o conjunto das arestas monocromaticas. Entao devemos mostrar que X é
fechado. De fato, se X nao for fechado, entao existe uma aresta e € E(M) — X tal que
r(X U{e}) = r(X); isto é, X U {e} possui um circuito C, contendo e. Deste modo,
e deve ser monocromética, e portanto e € X (absurdo!). Note ainda que a coloragao
induzida sobre G/X ¢é propria, pois estamos retirando, através de uma contragao,

todas as arestas monocromaticas. Logo, pela proposigao 3.2, temos p(M(G/X);\) =
1

E) Xc(A). Tomando | X| = 4, temos por (3.29), que

_ —~ ;1
X(M(G); A v) = ZV WXGO‘)
=0
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Finalmente, pela proposigao 1.2.8 de [12], podemos supor G conexo; e deste modo,

X(M(G):Av) =D v saxe(V) =X(Gi A, v)
1=0

|
Vale salientar que é possivel mostrar que o coeficiente de v/ em X*(G; A, v) é o ntimero
de M-fluxos que sao nulos sobre, precisamente, j arestas de (. Portanto, o tltimo
resultado mostra-nos a ligacao existente entre coloracao a duas variaveis e fluxos a

duas variaveis em grafos.



Capitulo 4

Outras Aplicacoes

Apesar de todo o capitulo 3 ter sido dedicado a aplica¢oes de T-G ivariantes em
coloragoes e fluxos em grafos, existem outras técnicas de aplicacao de T-G invarian-
tes relacionadas a outras areas da teoria dos grafos. Particularmente, neste capitulo

estaremos nos detendo a orientagoes em grafos e percolagao.

4.1 Orientagoes em Grafos

Definicao 4.1 Uma orientagao aciclica de um grafo G € uma orientacao de G na

qual nao existem ciclos orientados.

Denotaremos o numero das orientagoes aciclicas de G por a(G).

Proposigao 4.2 (Stanley, 1937b) a(G) = (—=1)V@Ixa(-1) = t(M(G);2,0).

Prova. Seja e = uv uma aresta de G a qual nao é um lago nem uma ponte. Considere
ainda o conjunto A de orientagoes aciclicas de G —e, e sua parti¢ao em A’ e A”, onde A’
consiste dos membros 6 de A para os quais (G —e)y contém um caminho orientado de u
avoudewvau. Note quesef € A, entao (G — e)y ndo pode conter, simultaneamente,
um caminho orientado de v a v e de v a u. De fato, suponha o contrario, ou seja,
considere P; e P, caminhos orientados de u a v e de v a u, respectivamente. Se P,
e P, sdo disjuntos, entdo estes formam um ciclo orientado (contradigao!). Por outro
lado, se existe um vértice w € P; N P, entao podemos obter, através de P, e P, um

ciclo orientado (contradi¢ao!). Portanto, para cada orientagao # em A’, existe uma
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Unica orientagao de e a qual pode extender # a uma orient¢ao aciclica de G. Mas, se

0 € A” entdo e pode assumir duas orientagoes, e cada uma destas orientagoes de e

pode extender € a uma orientacao aciclica de G. Como toda orientagao aciclica de GG

pode ser obtida de um membro de A associando uma orientagao a e, temos

a(G) = |A|+2]A"|

Por outro lado,

a(G —e) = [A] + |A"]

Note ainda que em G/e néo deve existir um caminho orientado de u a v nem de v a u,

pois caso contrario obteriamos um ciclo orientado. Deste modo, cada orientagao 6 de

(/e pode ser associada a um membro de A”. Portanto,
a(G/e) = |A"|
Logo, se ¢ nao é um lago nem uma ponte, segue que

a(G) = a(G —e) + a(G/e).

Agora, suponha que e é um lago. Entao a(G) = 0, pois e é um ciclo, e deste

modo, em qualquer orientagao obteriamos um ciclo orientado. Finalmente, se e ¢ uma

ponte, entao, dada uma orientagao # de G — e, cada uma das duas orientacoes de e

pode extender # a uma orientagdo em G, ou seja, a(G) = 2a(G — e); todavia, se G

consiste de uma tnica aresta, segue que a(G) = 2.

Usando o teorema 2.4, temos

Temos, pela proposicao 2.6, que

XG()\)
)\k(G)(_1)|V(G)|fk(G)

HM(G);1— A, 0) =

Fazendo A = —1, temos

-1
(—1)"“(G>X((i(1)lv)<0>—k<a> = (=) xa(-1)

t(M(G);2,0) =

Portanto,

t(M(G);2,0) = (-1)Vlxg(-1)

Logo, por (4.1) e (4.2), o resultado segue.

(4.1)

(4.2)
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Definigao 4.3 Um vértice v em um grafo orientado é uma fonte se nenhuma aresta
¢ direcionada para v, e € um vertedouro se nenhuma aresta € direcionada para fora

de v.

Denotaremos por N, (G) o nimero de orientagoes aciclicas de G' nas quais v ¢ a tnica
fonte.

Proposicao 4.4 (Greene & Zaslavsky, 1983) Seja G um grafo e v uma aresta fonte.
Entao:

(i) No(G) = (=1)"ME)y(M(G)), se G ¢ conexo;

(i1) N,(G) =0, caso contrdrio.

Prova. Suponha que G é um grafo conexo, e considere e uma aresta de GG que possui
v como um de seus pontos finais, e seja v’ o outro ponto final de e. Se G possui uma

Gnica aresta que é e, entao

0 ,seeéum lago;
N, (G) = (4.3)
1 | se e é uma ponte.

Agora suponha que G possui pelo menos duas arestas. Evidentemente, se e é um
lago, entdo N,(G) = 0. Por outro lado, se e é uma ponte, entdo uma orientac¢ao ¢
em (G/e em que v é a Unica fonte pode ser extendida a G associando uma orient¢ao a

e; no entanto, apenas uma das duas orient¢oes de e tem v como fonte. Deste modo,

N,(G) = N,(G/e). Logo,

0 , se e é um laco;
N,(G) = (4.4)
N,(G/e) , se e & uma ponte.

Agora, assuma que e nao é um laco nem uma ponte. Entao, considere a particao
do conjunto P das orientagoes aciclicas de GG nas quais v é a tnica fonte, nos subcon-
juntos P’ e P”, onde # € P’ tem a condicao de que a tnica aresta de GGy orientada em
dire¢ao a v' é e. Note que em G/e, como v = v/, se v é a tnica fonte, entdo nao existe
aresta direcionada a v’. Deste modo, podemos extender uma orientacao 6 de G/e, na

’ , . . ~ / , -, . .
qual v é a unica fonte, a uma orientacao 6’ em G tal que v é a tnica fonte, associando

uma Unica orientacao a e. Portanto,

|P'| = Nu(G/e) (4.5)
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Por outro lado, as orientagdes pertencentes a P” possuem outras arestas além de e que
sao dirigidas a v’. No entanto, note que uma orientacao # de G — e em que v é a unica

fonte, pode ser extendida a G associando uma tnica dire¢ao a e. Deste modo,
|P"| = N,(G —e) (4.6)
Logo, por (4.5) e (4.6), temos
Ny(G) = No(G —e) + No(G/e) (4.7)

Embora tenhamos estabelecido (4.7) para uma aresta em particular, podemos
determinar N,(G) para qualquer grafo G aplicando (4.3), (4.4), e (4.7). Mostraremos,
através de uma induga@o sobre |E(G)|, que N,(G) = t(M(G);1,0). De fato, suponha
que |F(G)| = 1. Entdo G possui apenas uma aresta e que é um lago ou uma ponte.
Se e é um lago, entao M(G) = L e, por (4.3), N,(G) = 0; e se e ¢ uma ponte, entao
M(G) = I e, ainda por (4.3), N,(G) = 1. Portanto, N,(G) = t(M(G);1,0). Agora,
suponha que se |E(G)| = k, entao N,(G) = t(M(G);1,0). Entao, se |[E(G)|=k+1e

e nao é um lago nem uma ponte, temos

Ny(G) = Nu(G —e)+ Ny(Ge)

= t(M(G—e);1,0)+t(M(G/e);1,0)

= H(M(G);1,0)
Agora, por (2.26) do capitulo 1, N,(G) = (—=1)"™MED) (M (G)).

Finalmente suponha que G é desconexo, e seja 6 uma orientagao aciclica de G

tal que exista uma tunica fonte v; em uma componente K; de G e um vertedouro v,
em outra componente Ky. Considere os subconjuntos V(K;) e Vo = V(G) — V(K;)
de V(G). Ent@o note que nao existe fluxo de V(K;) a Va; deste modo existe uma
outra fonte vz tal que existe um fluxo de vz a vy (contradigao!). Logo, v; nao é unica,
portanto, N,(G) = 0. n
Note que podemos afirmar, pelo altimo resultado, que N, (G) nao depende da escolha

de v.

Defini¢ao 4.5 Sejam G um grafo, {vi,va,...,v,} seu conjunto de vértices, e 6 uma
orientagao deste. Entao o vetor de pontos de G é a n-upla (s1, g, ..., Sn), onde s; €
o numero de arestas de Gy que sao direcionadas para fora de v;. Chamaremos s; de
nimero de pontos de v;; além disso, o nimero dos vetores (i, Sa, ..., Sp), distintos, serd

denotado por s(G).
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Lema 4.1 Seja e uma aresta de G unindo vy e ve. Suponha que (S1,S2,53, ..., Sn)
e (8,55, 83,84, ..., 8,) SGo vetores de pontos de G com sy < s,. Entdo (s; — 1,89 +

1,83, 84, ..., $n) € um vetor de pontos para G.

Prova. Sejam 6 e ¢ orientagoes de G tendo (s1, S2, 83, ..., Sn) € (8], 85, S3, ..., Spn), TES-
pectivamente, como seus vetores de pontos. Note que se, em Gy, a aresta e é orientada
de v1 a v9, entao, invertendo a orientacao de e, obtemos uma nova orientagao de G que
possui (s7 — 1,89 + 1, 83, 84, ..., S, ) como seu vetor de pontos. Agora, suponha que e é
orientada de vy a v1 em Gy, e considere V; como sendo o conjunto de vértices v tais que
existe um caminho orientado, em Gy, de v; a v. Deste modo, analisaremos dois casos:
(1) vy € Vy5 e
(2) vy & V7.

No caso (1), tomando o caminho orientado de v; a v9 e adicionando a aresta
e, obtemos um ciclo orientado contendo a aresta e. Deste modo, se invertermos a
orientacao de todas as arestas deste ciclo, exceto e, entao vy tera um ponto a menos, vy
terd um ponto a mais, e os pontos dos demais vértices deste ciclo nao serao alterados;
portanto, teremos (s; — 1,89 + 1, 83, 84, ..., $,) como um vetor de pontos de Gy.

No caso (2), vo € V(G) — V;. Note que toda aresta em Gy, unindo um vértice em
V1 a um vértice em V(G) — V;, deve ser orientada do vértice em V(G) — V; ao vértice
em Vi; caso contrario, existe uma aresta ¢ = vw, com v € V; e w € V(G) — Vi, deste
modo, existe um caminho de v; a v que, se adicionarmos e*, obtemos um caminho de
v1 a w (contradi¢ao!). Portanto, para qualquer orientagao de G e, em particular, para
G, 0s pontos dos vértices em V(G) — V4 nao podem exceder os pontos destes vértices

em (. Mas, por hipotese, s, > sy (contradi¢ao!). Logo, o lema segue. [ |

Proposigao 4.6 (Stanley,1980) s(G) = t(M(G);2,1) = i(M(G))

Prova. Temos, pela proposi¢ao 2.10, que t(M(G);2,1) = i(M(G)). Deste modo,
mostraremos apenas que t(M(G);2,1) = s(G).

De fato, seja e = vjv uma aresta de G que nao é um laco nem uma ponte.
Suponha que (s, s, 83, S4, ..., S,) € um vetor de ponto para G — e e que P é o conjunto
dos vetores de pontos de G — e tendo (s, Sy, ..., S,) como as ultimas n — 2 entradas.

Entao, pelo lema 4.1, dados s; e so de modo que sy < ), existe k tal que

P ={(s1—J, 82+ 7,83, 84, ,80) : 0 < j < k}
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u uma orientaca —e mos orientar a ar e uas maneir
Note que, dada uma orientacao de G — e, podemos orientar a aresta e de duas maneiras
para obtermos uma orientacao para GG. Deste modo, se P’ é o conjunto dos vetores de

pontos de G tendo (s3, S, ..., S,) como as ultimas n — 2 entradas, temos
Pl{(sl +1 _j732+j7837'“73n) : 0 S] < k_'_l}v ou

7)/{(81_j782+1+j7837“-78n):Ogj §k+1}

Portanto, |P’| = |P|+ 1. Note ainda, que G/e possui apenas um vetor de pontos tendo
(83,84, ..., Sp) como as ultimas n — 2 entradas, o qual é (s; + $a, S3, S4, ..., S, ). Portanto,

temos

s(G) = s(G —e)+s(G/e)

Finalmente, se G possui apenas a aresta e e esta € um istmo, temos s(G) = 2; se

(G nao possui apenas e, temos

Agora, se e é um laco e G possui apenas a aresta e, entdo s(G) = 1; e se G nao possui

apenas a aresta e, temos
s(G) = s(G —e) =s(G(e))s(G —e)

Portanto, pelo teorema 2.4, temos

Logo, o resultado segue. |

4.2 "Reliability"e Percolacao

Nesta secao mostraremos como o polindomio de Tutte pode ser 1til no estudo de
grafos aleatorios; isto é, os problemas que serao atacados nesta secao sao relacionados a
maneiras eficientes de calcular a probabilidade Pr(§) de um conjunto composto pelos
elementos que nao foram eliminados, apos eliminarmos aleatoriamente os elementos de
uma matroide M, estarem em alguma familia §.

Seja M (F) uma matroide. Entao consideraremos que todo elemento e; de M (FE),

independente de todos os outros elementos, possui uma probabilidade 1 — p; de ser
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eliminado de M onde, exceto quando outra condicao for estabelecida, 0 < p; < 1. Con-
sideraremos ainda que se ¢; = 1 — p;, entao a probabilidade Pr(A) de um subconjunto

A de F ser composto pelos elementos que nao foram eliminados é dada por

Pr(A) = H Di H qi (4.8)

eiEA eiﬁA
Geralmente a familia §, mencionada na introdugao desta se¢ao, possui a seguinte

propriedade: se A € §e B D A, entao B € §. Além disso, note que

Pr(3) =Y _Pr(A)
Aeg
Exemplo 4.7 Suponha que § € a familia S dos conjuntos geradores de uma matréide
M, e que todas as probabilidades de reten¢ao p; sejam iguais a alguma constante p. Note
que § preserva a propriedade citada acima, e que a probabilidade Pr(§) do conjunto A
estd em § € a probabilidade Pr(M) que uma submatrdide aleatdria de M(E) seja um

congunto gerador; ou melhor, tenha o mesmo posto de M. Deste modo, temos que
Pr(M) = ¢"P=rM0prOD(M;1,1/q). (4.9)

De fato, observe que se M = I, entao M possui apenas um elemento e que € um
colagco. Deste modo, para que A tenha o mesmo posto de M, e nao pode ser eliminado.
Portanto,

Pr(I)=p

Agora, se M = L, M possui apenas um elemento f que € um lago; mas um laco nao
contribui para o posto. Portanto,
Pr(L)=1
Por (4.8), temos

Pr(M) =Y pHlglEA
AcF
Seja e um elemento de M que nao é um lago nem um colago. Entdo

Pr(M) = ZPIA\QIE—A|+ZP|A\Q|E—A|

A€F A€
e¢ A ecA
_ ZP|A\Q|(E76)U67A|_'_ Z plA el gl(E—e)=A]
A€EF A'CE—e
e¢ A AlUeeF
= g pAIgEAl ST e A, (4.10)
Aeg A'CE—e
e¢ A AlUecF

onde A’ =A —e

Agora, note que a primeira soma em (4.10) € sobre os subconjuntos de F(M —e). Por
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outro lado, perceba que Aje € nao gerador de M se , e somente se, A’ Ue € gerador;

portanto, a sequnda soma € sobre os subconjuntos de §(M/e). Dai, temos
Pr(M) = qPr(M\e)+pPr(M/e)
= (1—p)Pr(M\e)+pPr(M/e) (4.11)

Agora, suponha que e € um laco. Entao, como um lag¢o nao contribui para o posto,

temos

Pr(M) = Pr(M\e) = Pr(M(e))Pr(M\ e) (4.12)

Por outro lado, se e € um colaco, entao, para que uma submatroide de M tenha o

mesmo posto desta, e nao pode ser eliminada. Portanto,
Pr(M) =pPr(M\ e) = Pr(M(e))Pr(M\ e) (4.13)

Finalmente, pelas equagoes (4.11), (4.12), e (4.13), temos que Pr(M) é um T-G in-

variante generalizado; deste modo, pelo coroldrio 2.3, o resultado seque.

Nosso objetivo, a partir deste momento, serd mostrar um modo de modificar a
matroide M de modo que esta tltima férmula possa ser adaptada ao caso em que as
probabilidades de retencao p; sao diferentes; para isto serao necessarias as seguintes
consideracoes:

Dados dois vértices distintos s e t em um grafo G, estaremos interessados em
determinar a probabilidade de um subgrafo aleatorio de G conter um caminho entre s e
t. Para isto, formaremos um novo grafo G a partir de G adicionando um ponto-base,
0 qual € uma aresta d entre s e t. Seja D a familia de subconjuntos A de E(G) para o
qual AU d contém um ciclo de G contendo d. Note que isto é equivalente a A € D se,
e somente se, d ndo € uma ponte no subgrafo de G induzido por AUd. Com efeito, se
A €D, entio AU contém um ciclo de G contendo d; deste modo, como d estd em
um ciclo, d nao pode ser uma ponte de AU d. Reciprocamente, se d nao € uma ponte
de AUd, entdao AU d possui um ciclo que contém d.

No proximo resultado determinaremos uma férmula para Pr(®) com relacao a
uma matroide pontuada My(EUd), onde A € D se, e somente se, d nao ¢ um colago
de M4(A U d); no caso em que, para todos os elementos e; de E, a probabilidade de
retencao p; ¢ igual a uma constante p. Finalmente, a partir de agora denotaremos o

nimero de elementos da matroide M por |M|.

Proposigao 4.8 Seja M a matréide My(EUd) e assuma que todo elemento de E tem,

independentemente dos demais elementos, probabilidade 1 — p de ser eliminado de M,
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enquanto que o elemento d tem probabilidade 0 de ser eliminado. Entao a probabilidade
que, em uma submatrdide aleatdria w(M) de M, o elemento d ndao seja um colago €

dada pelas formulas:

(i)Pr(D) = prMgM=rD=1g(1/p 1/q), e

(ii)Pr(D) = 1 — p"M=1gMIr D £(1/p, 1/q);

onde z'f(w,y) +y'g(x,y) = ty(Ma(EUd); 7', 2,y y).

Prova. Mostraremos, primeiramente, que Pr(®) satisfaz o seguinte recurso:
Pr(®(M)) = qPr(®(M\ e)) + pPr(D(M/e)), (4.14)

onde e é um ponto de M \ d que nao é um lago nem um colago. Como todas as
probabilidades dos elementos de A serem eliminados s@o iguais a uma constante p,

segue por (4.8) que

M) = 37 g

AeD
Prosseguindo de modo analogo ao exemplo 4.7, temos

M) =g 3 pHlgE==al 1§ plgE--4] (4.15)

AeD A'CE—e
egA AlUee®

Observe que a primeira parcela de (4.15) é uma soma sobre os subconjuntos A de £ —e,
e como A € ©, d ndo é um colago de AUd em M \ e. Deste modo, esta soma é sobre
os membros A de ®(M \ e). Por outro lado, note que d é um colago de My(A'UdUe)
se, e somente se, d é um colago de My(A" Ud U e)/e; portanto, a segunda parcela de

(4.15) & sobre os membros A" de ®(M/e). Logo,
Pr(®(M)) = qPr(®(M\ e)) + pPr(D(M/e)) (4.16)

Deste modo, se

h(M) = (1/q)M=" 0D (1 /p) D Pr(D(M)),

M) = (1/gM=rOD(1/p)y M gPr(D(M \ ) + pPr(D(M/e))]
= q(1/g)M=r 01 p) M Pr(D(M \ €)) + (1/q)M=MDp(1/p) M) Pr(D (M e))
(1/q)M=1=r D (1 /p)y D Pr(D(M \ €)) + (1/q)M=" D (1/p) D=1 Pr(D(M/e))



Temos que |M \ e| = |M|—1,r(M\e)=r(M),er(M/e)=r(M)— 1. Portanto,

AM) = (1/g) NI 1 )N Pr(D (M \ o)
(UM 1) Pr(D (M fe)

= h(M\e)+h(M/e),

para todo elemento e de M \ d que nao é um lago nem um colago de M.

Se e é um colago, entao
h(M \ e) = (1/q)*\r 0RO (1/p) O Pr(D (M \ )
Como e é um colago, entao
Pr(®(M\ e)) = Pr(9(M))
Deste modo,

WM \e) = (1/q)M= =001 p) 0= Pr(D (M) =

(1/ph(M\e) = (1/gM0(1/p) @D Pr(D(M)) = h(M)
Agora, suponha que e é um laco. Entao
h(M \ €) = (1/q)* = ORI (1 /p) NI Pr(D(M \ ¢))

Como e é um lago, entao (M \ e) = r(M) e Pr(D(M \ e)) = Pr(D(M))

Deste modo,
h(M\e) = (1/g)M==70D(1/p) D Pr(D(M))
= (1) (1/g)™=r D (1/p) ™D Pr(D (M)
Dai
hM) = (1/q)h(M \ e)

Logo,
h(M) = (1/q)h(M \ e), se e & um lago.
(1/p)h(M \ e), se e é um colago.
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Agora, note que se M (d) é um lago, entdao Pr(®(M(d))) = 1; e deste modo,

h(M(d)) = (1/q)M@DI=r@) (1 /py @) pr(pf(d))
= (1/9)"°(1/p)"1
= (1/q)

Por outro lado, se M (d) é um colago, entdo Pr(M(d)) = 0; deste modo,
h(M(d)) =0

Logo,
1/q, se M(d) é um lago.
h(M(d)) =
0, se M(d) é um colago.
Deste modo, pelas proposigoes 2.17 e 2.18, temos que h(My) = t,(Mg; 2’ z,y,y), onde
=0,y =1/q, x =1/pey=1/q. Temos ainda, que t,(My; 2, z,vy',y) =2 f(x,y) +

y'g(w,y); portanto, h(Ma) = (1/q)g(1/p, 1/q). Logo, Pr(D(M)) = ¢ M= D=1 g(1/p,1/q).
Para mostrar (ii), considere e um elemento de M \ d o qual ndo é um lago nem

um colago, e defina

JM) = (/g0 p) D[~ Pr(D)]

= (1/g)"™M=r 0D /py D — (1/g) M D (1 /py D Pr(D)  (4.17)
Note que
(1/q)MI=r D (1 /)0 Z (1 /)Nl (1 1)) L (1 1M el=r (07 (1 fpr(B/e)
De fato,

(1/q)\M\e\—r(M\e)(1/p)r(M\e) + (1/q)IM/eI—T(M/e)(1/p)r(M/e)
= (/)M A0 /p) ) 4 (1/q) MDD (1 /pyr
= q(1/q)M" 0 /p)r M 4 p(1/g) MO (1/p) D

= (p+q) 1/ (1/p)rD

Como p+ g = 1, a afirmagao segue.
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Agora, de (4.17), temos

J(M) = (1/q)M 0D (1 pyr ) (1 /)M (1 fp)rTe)
— (/)™M= OD(1/p) D Pr(D)
(1/q) WA= (1 /p) ) - (1/q)MIA=r ) (1 /p)r M9 — (M)
(1/q)!M TN (1 /)TN - (1) q) M= OO (1 /pyrMIe) — p(M\ €) — h(M]e)

= J(M\e)+j(M/e)
De maneira analoga ao que fizemos para h, temos que

(1/q)j(M \ e), se e é um lago.
(1/p)j(M \ e), se e é um colago;

J(M) =

e é facil ver que
. 0, se M(d) é um lago.
J(M(d)) =
1/p, se M(d) é um colago.
Finalmente, aplicando a proposigéo 2.17 de modo anélogo ao que fizemos para h, temos
Pr(D(M)) =1 —prO=1gM=rD f(1/p,1/q). u
Se fizermos M igual a M,(EUd), por 4.8, temos

|E|

=> aip'd™
=0

onde o coeficiente a; é o nimero de subconjuntos A de E com 7 elementos para os quais
d nao é um colago de My(AUd). Deste modo, uma vez que d nao é um lago nem colago
de M, a; > 0 para todo ¢ e ajp = 1.

Agora, suponha que M, é a matréide ciclica do grafo G, e seja a aresta d o ponto-
base que une os vértices distintos s e t. Seja k o menor j para o qual a; ¢ nao-nulo.
Entao a; é o numero dos subconjuntos A de M de menor cardinalidade, para os quais
d nao é um colaco; isto é, d esta contido num circuito de M. Note que AU d é um
circuito de My(FEUd), pois caso contrario A nao teria a menor cardinalidade. Deste
modo, A é um (s,t)-caminho em G — d, e como A possui a menor cardinalidade, k é o
comprimento dos menores caminhos de s a t.

Antes de partirmos para o proximo resultado, sera necessario tratar de algumas

particularidades do célculo de ¢t(M;1/p,1/q).
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4.2.1 Valor de t(M;1/p,1/q)

Primeiramente, lembremos que t(Mg; 2", z,y',y) = «'f(x,y) + ¥'g(z,y). Mas, se My é
vista como uma simples matréide e nao mais como uma matréide pontuada, entao d
nao ¢ mais destacado; assim o polinémio de Tutte é reduzido a duas variaveis; ou seja,
r=x,y=1vy,et(M;z,y) =xf(x,y) + yg(x,y). Pela, proposi¢ao 2.17, temos que se

d nao é um laco nem um colacgo, entao

t(M\d)=(z—1)f(z,y) +g(z,y), e
t(M/d) = f(z,y) + (y — Dg(z,y)

(4.18)

Note que o determinante da matriz dos coeficientes do sistema (4.18) é igual a zy—x—y;

no entanto, se () + (%) = 1, temos

y+x:ﬁ:>xy—x—y20
zy zy

Deste modo, se x = 1/p e y = 1/q, entéo s6 sera possivel calcular Pr(®) através de
t(M\d)et(M/d),comx=1/pey=1/q,se p+q=1nunca for envolvido. Por outro
lado, note que, por (4.18),

HM/d:1/p,1/q) = f(1/p.1/q) + %gu/p, 1/q) (4.19)

UM\ 51/ 1/a) = <L (1/p, 1 /o) + 9(1/p,1/a) (1.20)

De (4.19) e (4.20), obtemos

qt(M/d;1/p,1/q) —pt(M \ d;1/p,1/q) = qf(1/p,1/q) + (1 —q)g(1/p,1/q)
+ (p—1)f(1/p,1/q) —pg(1/p,1/q)

= 0

Dai
b
t(M/d;1/p,1/q) = Et(M \d;1/p,1/q) (4.21)
Deste modo, dada uma matroide M’, t(M”;1/p,1/q) é o mesmo para qualquer imagem

M" de uma aplicagao forte p de M’. De fato, se p(M’) = M", entdo existe uma

matroide M e um elemento d que ndo é um lago nem um colago tal que M \ d = M’
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e M/d = M"; e portanto, por (4.21), o resultado segue. Pela proposigao (2.10)(iii),
temos

t(M/d;2,2) = 2MI=1

Por outro lado, por (4.21), temos
t(M\ d;2,2) = t(M/d;2,2) = 2MI~1

O seguinte resultado generaliza esta consequéncia da proposigao (2.10)(iii).

Proposicao 4.9 Seja q(M) = t(M;1/p,1/q), onde p+ q = 1, e seja d um elemento

de M que nao € um lago nem um colago. Entao

(i) q(M/d) = (p/q)g(M \ d) = f(M;1/p,1/q) + (p/q)g(M;1/p,1/q);

(1) q(M \ d) e q(M/d) sao independentes do corte modular de M \ d determinado
por d em M. [ |

Maiores detalhes a respeito de corte modular de uma matréide poderao ser encontrados
em [12].

O seguinte exemplo dar-nos-a uma ilustragao da tltima proposigao.

Exemplo 4.10 Seja M a matroide ciclica do grafo G da figura 4.1. Temos que

- - \
e
P R, S

Figura 4.1: Grafo G

t(M/d) +t(M\d) = f(z,y)+(y—1)g(z,y)
+ (z=1)f(x,y) +g(z,y) (4.22)



Por outro lado,

S
N N

1 5,

LR

s 5,

O ¢

De (4.22) e (4.23), obtemos

Da7

Portanto,

Por (4.8)(i), temos

deste modo,

-
= P4 (z+1) e

Pr(®)=p

T_
\

NG s NG B

T_
N

yy+1)+a(z+y+1) =yg(z,y) +of(r,y)

fle,y)=ax+y+1leg(z,y) =y+1

ty(Mg;z,y) =2 (z+y+1)+y'(y+1)

M) gMI=rAD=1g(1 /p,1/q);

1
p2q<—+1>
q
+
p2q(p q+1)
q
3 2.2
+
Pt e s
P’ +p*q+p’q
2p°q +p°
2p*(1 —p) +p°
2p* — 2p° + p?

2p* — p°

y2+(x—|—1)({_:) +
= v+ (x+1)(y+2z)
= Y +ay+a®+y+ax
yly+1) +z(z+y+1)
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(4.23)

(4.24)
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Agora, por (4.18) e (4.24), temos

t(M\d) = (x—1)f(z,y)+g(z,y)
= (z—1)(z+y+1)+y+1
= 2 4aytr—cs—y—1l+y+1
= x2+xy

t(M/d) = f(z,y)+ (y—1g(z,y)
= z4+y+1+(y—-1)(y+1)
= z+y+1y*—1
= Y+y+zx

Como q(M/d) = t(M/d;1/p,1/q), temos

1 1 1
q(M/d) q2+q+p
p+pq+ ¢
P>
p+(1—q)q+¢

= —q(M —d)

A b e
.-""‘--r 1 -‘\\. R. - : .___-"'; N\" R"
___.-"'f. x'-\. B .\". -"j .-I___.-"’f \ \I
- " o - !
g dsed ¢ e

Figura 4.2: grafo G, Figura 4.3: grafo G,
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Se My e My sio as matroides ciclicas de G1 e Gy, entdao, prossequindo analogamente

ao que fizemos para G, obtemos

ty(My;z,y) =2'(x +y) + ' (x +y)

tp(M;x,y) = o'x + ¢ (v + xy)
Deste modo,
t(Mi/dy) = z+y+(y—1)(z+y)
= z+y+ay+yi—a—y
= y(z+y)

t(May/dy) = z+ (y—1)(z + zy)

= x+:vy+xy2—x—a:y
2

Dat
1/1 1
q(My/dy) = —(—-1——)
( 1/ 1) q\p (g
_ 1(@)
q bq
B 1
Pqg?
e
(My/dy) = —
q = —
2/ d2 o
Portanto,

q(M/d) = q(M,/dy) = q(My/dy)
Finalmente, por (4.8)(i), obtemos

PrO(L) = P (11)

Pr®(L) = (-+_)
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Até este momento, calculamos Pr(®) para o caso em que todas as probabilidades
de retengao eram iguais. Nosso objetivo agora seré determinar Pr(®) quando M, é
uma matroéide ciclica de um grafo G no qual as probabilidades de retencao p; podem

variar de aresta para aresta.

4.2.2 Grafos com arestas de probabilidades de retencao dife-

rentes.

Primeiramente, visto que a presenca de lacos nio afeta Pr(®), suponhamos que G nio
possui lagos.

Agora, seja 0,d;1d;s - - - di, 0 decimal binario para p;, onde d;; = 1. Entao cons-
truiremos um sistema N; de (k+ 1)-arestas em série e paralelo como segue: iniciaremos
com grafo consistindo da aresta e; de G e seus pontos finais. Dai, adicionando outras

arestas em série ou paralelo usando o seguinte critério
ei; em paralelo com e;, sedi; =1, e
ei; em série com e;, caso contrario;

onde j =1,2,..., k.
Apos obtermos N; adicionando uma aresta para dada j, formamos uma 2-soma de N;

com G através do ponto-base e¢;. O préximo exemplo ilustrara esta técnica.

Exemplo 4.11 Se p; = 0,0111001, entao N; € como estd mostrado na figura 4.4.

-~ Y
y \
8/ e, \er
$s e, N,
/- e
L= - B \-\._\_\\%
.\ o .H‘H‘ e e
e B /
5 e, = -

Figura 4.4: N;

Procedendo desta maneira para toda aresta de GG, com excessao de d, obtemos
um novo grafo G que possui a matroéide ciclica M. Note que, em G, d continua sendo

uma aresta destacada. Agora, associando a cada aresta e;; de G a probabilidade de

retencao %, temos que N; U d possui um circuito contendo d se, e somente se, e; esta
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contido em algum circuito de My(EUd) contendo d. Logo,
Pr(®(My)) = Pr(D(M,))
Deste modo, como M, tem probabilidades de retencao constantes, temos, por 4.9, que

Pr®(My)) = (1/2)r M0 (1/2)lal=rGta=1g( 7.2 9)

= (1/2)Mal=1g (37,2, 2)

Logo, esta técnica permite-nos encontrar Pr(®(My)) para uma matroide pontuada
arbitraria. Além disso, é possivel obter a probabilidade que uma submatroide de M
tenha o mesmo posto de M. Para isto, basta substituir cada elemento de M por um
sistema em série e paralelo apropriado e entao usar a formula (4.9).

Para finalizar esta se¢ao, estenderemos a proposicao 4.6 ao niimero de vetores de
pontos que podem surgir arientanto um grafo. Para isto, necessitaremos do seguinte
lema:

Lema 4.2 Seja k um nimero inteiro positivo e M uma matrdide. Seja M) a matrdide

que € obtida de M pela substituicao de cada elemento que nao € um laco por k elementos

paralelos, e substituindo cada laco por k lacos. Entao

k—1 k—2
o +yF ity ta
tM(k);x, (2 gy 1)y M;y 71@
( y) = (y Y y+1) yk—1+yk—2+~~+y+1y

Prova. Seja e um elemento de M que nao é um lago nem um colago, e considere

f(M) =t(M®; 2,v). Entao:

FM) =t(M® N\ e;z,y) + MP Je;z,y).
Mostraremos que f(M) = f(M \e)+ (y* 1 +y* 2+ - +y+1)f(M/e). Com efeito,
note que ao contrair e em M®) obtemos k — 1 lacos; e ao eliminarmos e de M®),

obtemos uma familia de k£ — 1 elementos paralelos. Portanto, usando (2.4)(i) para cada

laco obtido em M®) /e, temos
t(M® fe;a,y) = y* 1 (M/e) P2, y) (4.25)

Agora, escolha um elemento ey da familia de & — 1 elementos paralelos. Dai, prosse-

guindo de modo anélogo a (4.25), obtemos

t(MONe)ay) = t((MP\e)\exya,y) +t((MP\ e)/eniay)

= t(MP\e)\ ex,y) +y"2t(M/e) 2, y)
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Prosseguindo indutivamente até k — 1, obtemos
t(MW N\ e)z,y) = t((MP\e\er--\ewa,y) + 4 (M /e 2,y)) + y* >t (M e; 2, y))
+ oy (M e r,y)
= M\ )5z, y) + (2 +y" 2 4 y)t(M[es2,y))
Logo,
FOM) =t(MN\ )W 2,y) + (" + "2 -+ DE(M[e) Vs 2,y) (4.26)
Agora, suponha que e é um laco de M. Entao
FM) = t(MB;z,y) = t(M(e);z, )t (MY \ ez, y)
= yy" (M \ )Wz, y)
= y"t((M\e)Y;z,y)
= (M ()™, )t (M \ )™ 2,y)
= f(M(e))f(M \e)

Finalmente, suponha que e é um colaco de M. Entéo, em M®*) e da origem a uma

familia de k elementos paralelos; e deste modo,
FM) = t(M®;2,y) = t(MW\ ¢;2,y) + t (MW fe; 2, )

Dai prosseguimos de modo analogo a (4.26) até a k—1 eliminagao, e entao obeservamos

que o elemento e; remanescente ¢ um colago; e deste modo
F) = (MW Ne\er\ - \epr \ (e)t(MP \e\er---\ep))
+ W T (M )W)
Agora, como e é um colago, temos
t(M/e)) =t((M \ e)™)
Portanto,
M) = ot(M\e)) + (" + ¢ 2 - 4yt ((M\ e)®)
= (W ry )t (M —e)®)
= t(M(e) (M \ e))
= f(M(e))f(M\e)
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Logo, f é um T-G invariante generalizado, e pelo corolério 2.6 o resultado segue. H

Na Liga Norte-americana de Hockey (LNH), as equipes precisam de 2 pontos para
uma vitéria, 1 ponto para um empate, e 0 pontos para uma derrota. Para calcular o
numero de possibilidades de vetores de pontos no final de uma temporada da LNH, é
suficiente calcular o nimero de vetores de pontos para G®; onde G é o grafo corres-
pondente a lista de jogos da LNH e G®*) ¢ obtido de G trocando cada aresta por k

arestas em paralelo.

Proposicao 4.12 Suponha que os vértices de um grafo sem lagcos G correspondam a
equipes de alguma ligua com cada aresta correspondendo a um jogo que deve ser jogado
entre os dois pontos finais. Seja k um inteiro positivo fixro de modo que, em cada jogo
de uma equipe, ela deve marcar qualquer nimero de pontos do conjunto {0,1,....k},
com a condicao de que as duas equipes em qualquer jogo marque um total de k pontos.
Entao, quando todos os jogos forem realizados, o nimero de possibilidades de vetores

de pontos é

k+1
e 2.1) = K0 (a6 1)

Prova. Pela proposi¢ao 4.6 temos que o nimero vetores de pontos é t(Meaw;2,1).

Por outro lado, pelo lema 4.2, temos t(Mgw);2,1) = k"M@t (M(G); k—;gl, 1), 0 que

queriamos provar. [
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