Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Coordenacao de Pés-Graduacdo em Fisica
Dissertacao de Mestrado

Solucoes exatas com simetria axial na Relatividade Geral: Um
estudo sobre estrelas em modelos de branas.

Kelder Cavalcanti de Vasconcelos

Campina Grande
Dezembro de 2010

-



Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Coordenagdo de Pés-Graduagdo em Fisica

Dissertacdo de Mestrado

Solugoes exatas com simetria axial na Relatividade Geral: Um estudo sobre estrelas em

modelos de branas.

Kelder Cavalcanti de Vasconcelos

Dissertacdo realizada sob a orientagio do
Prof. Dr. Fabio Leal de Melo Dahia, apre-
sentada & Unidade Académica de Fisica
em complementagio aos requisitos para

obtencéo do titulo de Mestre em Fisica.

Campina Grande

Dezembro de 2010



W33ls

Vasconcelos, Kelder Cavalcanti de

Solucoes exatas com simetria axial na relatividade geral
: um estudo sobre estrelas em modelos de branas / Kelder
Cavalcanti de Vasconcelos. - Campina Grande, 2818.

e F. @ il

Dizsertacac (Mestrado em Fisica) - Universidade Federal
de Campina Grande, Centro de Ciencias e Tecnologia.

1. Gravitacao - 2. Brana 3. Buraco Negro 4. Dissertacao
I. Dahia, Fabio Lesl de Melo, Dr. II. Universidade Federal
de Campina Grande - Campina Grande (PE) III. Titulo

£OU 531-4(843)




KELDER CAVALCANTI DE VASCONCELOS

SOLUCOES EXATAS COM SIMETRIA AXIAL NA RELATIVIDADE GERAL:
UM ESTUDO SOBRE ESTRELAS EM MODELOS DE BRANAS

Dissertacao aprovada em 22/12/2010

BANCA EXAMINADORA

. -

Lo I S R PA
{Presidente)

Prof. Dr. Fabio Leal de Melo Drahia
Unidade Académica de Fisica - UFCG

Eite

{Membro interno)
Prof. Dr. Francisco de Assis de Brito
Unidade Académica de Fisica — UFCG

4Pl Jely de T
g (Membro externo)

Prof. Dr. Jean Paulc Spinelly
' DF - UEPB



Agradecimentos

Agradeco a Deus, por se fazer presente em todos os momentos, dando-me a perseveranga
necessaria para alcancar meus objetivos.

Ao Prof. Fédbio Leal de Melo Dahia, por sua grande dedicagao, paciéncia e ajuda ao
longo deste trabalho, permitindo assim sua concretizacao.

Aos professores Francisco de Assis de Brito e Romulo Rodrigues da Silva pelos ensinamentos
dados, que foram fundamentais para minha formagao profissional.

A meus pais e irmios pelo incentivo constante, mostrando que a unido nao depende
do contato diario.

A Laelson da Silva Freire, por toda ajuda e demonstragtes concretas de amizade
sincera, torcendo juntamente & minha familia por minhas realizacoes pessoais e profissionais.

A Simone Fidélis Alves, que mesmo estando um pouco longe, fez com que nossa
amizade crescesse cada vez mais.

Ao Pe. Jodo Jorge Rietveld, pela confianga em meu trabalho, conselhos e apoio
disponibilizado.

A Ariberson, Graciete, Ivania e Marcos, por continuarem me apoiando como grandes
amigos mesmo a distancia.

A Midrcio Siqueira, Priscila Valdénia e Waldson Marcelo, pela amizade e auxilio ao
longo de todo o curso.

A Capes pelo apoio financeiro.



Resumo

No contexto das teorias de dimensdes extras, o modelo de branas RSII tem
despertado muito interesse. De acordo com este modelo, nosso Universo quadrimensional é
uma hipersuperficie imersa em um espago ambiente com uma dimensao extra nao-compacta
e munido de uma constante cosmoldgica negativa. Um dos grandes desafios do modelo, e
de maneira geral, da Teoria Geral da Relatividade, é encontrar solugdes exatas com clara
interpretacéo fisica. Nosso trabalho tem como objetivo obter solugGes exatas das equagdes
de Einstein referentes a estrelas confinadas na brana no modelo RSII. Em cinco dimensoes,
o sistema composto pela brana e pela estrela confinada possui simetria axial. Apesar da
simetria, a resolucdo direta das equagdes de Einstein para esse sistema é impraticdvel.
Sendo assim, para obtencdo das solugdes, usaremos o método alternativo conhecido como
o método de “deslocar, cortar e refletir’. Este método consiste em dividir um espaco ja
conhecido (no nosso caso, o espago-tempo Schwarzschild-AdS;) em duas partes, por meio
de um corte em um plano localizado acima da fonte (z = ¢ > 0, nas coordenadas de Weyl).
A parte de baixo, que contém a fonte, é descartada e substituida pela imagem refletida
da regido superior. O novo espago-tempo obtido por este procedimento apresenterd
uma descontinuidade no plano do corte, indicando, portanto, a presenca de matéria
concentrada naquela hipersuperficie. Com as equagoes de Einstein, podemos determinar a
densidade e a pressao da distribui¢do de matéria obtida. Examinando essas quantidades,
verificaremos que, além do contetido energético da prépria brana, hd um corpo com
simetria esférica (a estrela confinada na brana). Empregando o formalismo de imerséo,
cortes mais gerais, que ndo se limitam a planos, podem ser considerados. Em todos os
casos analisados, o corpo possui densidade de energia positiva. No entanto, hd regides
onde a condi¢do da energia dominante néo é satisfeita, isto é, onde a pressdo é maior do

que a densidade de energia.

Palavras chave: dimenséo extra, brana, buraco negro.



Abstract

In the context of extra dimensional theories, the braneworld RSII model has
attracted much interest. According to this model, our universe is a four-dimensional
hypersurface embedded in an ambient space with a non-compact extra dimension and a
negative cosmological constant. A great challenge for the model, and in general, for the
General Relativity Theory, is to find exact solutions with clear physical interpretation.
In this work, we intend to obtain exact solutions of Einstein’s equations related to stars
confined to the brane in the RSII model. In five dimensions, the system composed by the
brane and by the confined star possesses axial symmetry. Despite the symmetry, the direct
resolution of the Einstein equations for this system is a very difficult task. Therefore, in
order to obtain the solutions we have to use the alternative method known as ”displace,
cut and reflect”. This method consists of dividing a space already known (in our case,
the Schwarzschild-AdS; space-time) into two parts by a cut in a plane located above the
source (z = ¢ > 0, in the Weyl coordinates). The bottom part, which contains the source,
is eliminated and replaced by the reflected image of the upper region. The new space-time
that arises by this procedure presents a discontinuity in the plane of the cut, therefore,
indicating the presence of matter concentrated at that hypersurface. From the Einstein’s
equations, we can determine the density and pressure of the matter distribution which
was obtained. Examining these quantities, we find that, besides the energy content of the
brane itself, there is a body with spherical symmetry (the star confined on the brane).
Employing the embedding formalism, more general cuts, which are not limited to planes,
may be considered. In all cases examined, the body has positive energy density. However,
there are regions where the dominant energy condition is not fulfilled, i.e., where the

pressure is greater than the energy density.

Keywords: extra dimension, brane, black hole.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo do campo gravitacional produzido por estrelas, buracos negros, galaxias e
outros sistemas com muita massa, a rigor, deve ser empreendido no &mbito da Relatividade
Geral. No entanto, encontrar solugoes exatas das equagoes de Einstein, em geral, tem sido
um grande desafio, pois, por terem um carater nao-linear, as equagoes sao demasiadamente
complicadas.

Uma forma de amenizar estas dificuldades é levar em consideracdo a simetria que
alguns sistemas apresentam. Na Relatividade Geral, os vetores de Killing sdo os geradores
de isometrias, isto é, sdo eles que dao origem as transformacoes de simetrias da métrica.
Uma vez identificadas essas simetrias, podemos passar para um sistema de coordenadas
adaptado a elas. Nesse sistema, as equagoes de campo sao simplificadas.

Assim, quanto maior for o grau de simetria do sistema, mais simﬁles se tornarao
as equacoes de Einstein. Na Relatividade Geral, hd& um nimero reduzido de solugoes
exatas conhecidas que possuem interpretacao fisica clara. Esses casos envolvem, em geral,
um alto grau de simetria. Como exemplo, podemos citar a solu¢do Schwarzschild (solucao
com simetria esférica e estdtica) e a métrica de Robertson-Walker, que descreve modelos
cosmolégicos homogéneos e isotrépicos.

De todos os tipos de simetrias, um caso de grande interesse fisico é o da simetria
axial. Intuitivamente, a simetria axial estd relacionada a invaridncia do sistema por

rotacgdes em torno de um certo eixo. Do ponto de vista matematico, a simetria axial é



caracterizada por um vetor de Killing do tipo espaco com 6rbitas fechadas. Esse vetor é
o gerador de rotagdo em torno do eixo de simetria.

A simetria axial é muito usada para representar idealizacoes de diversas configuragoes
fisicas, entre as quais, podemos destacar a distribui¢gdo de matéria em um disco galéctico.
Outra situacdo em que a simetria axial esta presente refere-se a distribuicdo de algumas
estruturas fisicas confinadas sobre a brana no modelo RSII, como por exemplo, a de um
buraco negro na brana, cuja solugdo ainda é desconhecida.

O objetivo de nosso trabalho é encontrar solugdes para corpos confinados em uma
brana do tipo RSII. Se os corpos confinados possuem simetria esférica na brana, entdo, o
sistema (corpo + brana) apresentard simetria axial em cinco dimensdes.

Como a resolugao direta das equagoes de Einstein ¢ impraticdvel para este sistema,
empregaremos o método de “deslocar, cortar e refletir” e o método de imersdo, como
alternativas para obten¢do das solugoes exatas.

No primeiro método, tomaremos um espago ja conhecido (nosso espago base) e o
dividiremos em duas partes, a partir de um plano situado ao longo de z constante, onde z
corresponde & dimensdo extra. Os dois espagos resultantes diferem entre si pelo fato de que
um deles - o espago situado abaixo do plano - possui fonte e o outro nao. Este espago com
fonte é descartado e o espaco sem fonte é refletido a partir do plano de corte e o resultado
disto é o “surgimento” de um disco fino no plano de corte. Matematicamente, isto é
equivalente a fazermos uma transformacao ao longo da coordenada extra nas componentes
da métrica, como veremos.

Aplicando este método em um espaco quadrimensional, o resultado obtido é um
disco fino com simetria axial, que pode ser usado para representar discos galacticos. As
propriedades fisicas obtidas para o disco dependem do espago base escolhido e do plano
onde é executado o corte. Com escolhas convenientes, tenta-se reproduzir as propriedades.
como densidade e pressao, dos discos galacticos.

Apds a explanagdo acerca do método, aplicaremos o mesmo em um espaco com
cinco dimensdes. O modelo de dimensao extra a ser adotado sera o modelo RSII. Como

existem varios modelos de dimensdes extras, faremos, antes da aplicacdo do método em



um espago 5-D, uma breve revisdo acerca destes modelos.

No capitulo referente & esta revisdo sobre dimensdes extras, veremos que o modelo
RSII é muito discutido atualmente por ser um modelo no qual a dimensio extra tem
topologia ndo-compacta, e apesar disso, ¢ compativel com os resultados experimentais.
Nos outros modelos, a dimensao extra é sempre compacta, variando apenas seu comprimento
de um modelo para outro. No caso do modelo de Kaluza-Klein, a dimensio extra
possui comprimento da ordem de Planck; no modelo ADD, o comprimento é da ordem
submilimétrica; j4 no modelo RSI, corresponde a distancia entre duas branas com tensdes
de sinais opostos.

Além do fato da dimenséo extra possuir comprimento infinito, outro aspecto que
desperta interesse em relagdo ao modelo RSII, é que a solugao exata de um buraco negro
na brana ainda é desconhecida, ou seja, trata-se de um problema em aberto.

Aplicando o método de “deslocar, cortar e refletir’ no modelo RSII, veremos que
a distribuicao de matéria encontrada corresponde a prépria brana, quando o espago base
escolhido é o espago-tempo AdS; (Anti-de Sitter em 5-D). De fato, mostraremos que a
densidade e a pressao do disco de matéria geradas sdo idénticas aos da brana no modelo
RSII.

Por sua vez, se o0 espaco base é o espaco-tempo Schwarzschild-AdSs, a distribuicdo
encontrada corresponde a de um corpo com simetria esférica e estdtica que consideramos
ser uma estrela confinada na brana. Esta conclusdo provém da observacao feita de que o
disco de matéria gerado possui, além do contetido energético da prépria brana, densidade
e pressdo adicionais, que sdo positivas e decaem com o aumento da coordenada radial.

O outro método que usaremos para obtencdo das solugbes sera o método de
imersdo. Nele empregaremos, como espaco base, o espago-tempo Schwarzschild-AdS;
para encontrarmos a métrica induzida na brana e da distribuicdo de matéria confinada.
Este método é mais abrangente do que o primeiro, pois a hipersuperficie onde se localiza
a brana poderd ter uma “forma” qualquer, ou seja, nao se limitard a forma de um plano
z constante, nas coordenadas consideradas.

Como veremos, o contelido energético induzido na brana dependera da “forma” da
) g



hipersuperficie, portanto, hé certos “graus de liberdade” que podem ser manipulados para
obtencao de diversas distribuicoes de matéria . Como veremos, o método de “deslocar,
cortar e refletir” é um caso particular do método da imersdo, quando a hipersuperficie é

descrita pela equagao de um plano nas coordenadas de Weyl.



Capitulo 2

Estudo de Discos de Matéria em

Relatividade Geral

O estudo de discos finos e discos de espessura na Relatividade Geral vém conquistando
cada vez mais relevancia, pois, devido a simetria axial que estes discos possuem, torna-se
possivel encontrar solucées exatas das equagOes de Einstein para estas estruturas. Do
ponto de vista fisico, os discos sdo importantes porque podem ser usados como forma
aproximada de representacdo de modelos reais de discos galdcticos com ou sem halos,
por exemplo. De acordo com Gonzélez e Letelier [1], as solugbes exatas encontradas no
estudo dos discos revelam algumas propriedades fisicas dos modelos galdcticos que estes
representam.

Em vista desta e de outras possiveis aplicagoes que estes discos possuem, torna-se
fundamental para nés, entendermos o processo de obtengdo destas solugdes. No caso de
um disco fino, seja ele Newtoniano ou relativistico, sua construgio estd baseada no método
de “deslocar, cortar e refletit” um certo espaco “base” ja conhecido. Na construgio do
disco, o espago base, que possui singularidade ou fonte, é recortado em duas partes: uma
singular e outra regular (sem fontes ou singularidades). A parte singular é excluida e a
regular é refletida a partir do plano em que foi efetuado o corte. O resultado disto é o
surgimento de um disco fino de extensao infinita no plano do corte.

Nosso objetivo neste capitulo é descrever este método. Para tal, seguiremos os



passos de Gonzdlez e Letelier [1]. Apds isso, com o intuito de obter as propriedades fisicas
de discos especificos, em especial suas densidades, se fard necessario o uso de um potencial
gravitacional Newtoniano particular, para o caso de um disco fino Newtoniano, e o uso
da métrica de um espago dado, para o caso de discos relativisticos.

Nesse 1iltimo caso, a métrica de um espago base é modificada de forma que a
mesma passe a representar um espago-tempo que apresenta uma determinada distribui¢ao
de matéria concentrada numa hipersuperficie. Em seguida, as propriedades fisicas dessa
distribuigdo sdo calculadas com o uso das equagdes de Einstein. Inicialmente, usaremos
como base a solugdo de Schwarzschild e discutiremos a importancia e a aplicabilidade
dos discos encontrados. Por fim discutiremos como o mesmo método pode ser empregado
no cendrio das dimensodes extras, para obtermos solu¢des que possam descrever estrelas

confinadas na brana.

2.1 Esquema de construcao de discos

O método usado para construc¢io de discos finos é o método de “deslocar, cortar e
refletir” [2]. Considere um espago-tempo com fonte ou singularidade localizada na regiao
z = 0. O método consiste em estabelecer um plano situado em z = ¢ (Figura 2.1). Assim,
pode-se observar que o plano z = ¢ divide o espago em duas regides: uma com fonte e outra
sem. Um corte entao é feito neste plano, e é regiao do espaco com singularidade ou fonte
( z< ¢) é descartada. Apds isso fazemos uma reflexdo do espago que nos restou (z > ¢) e
o resultado é um disco de extensdo infinita. Uma forma equivalente de esquematizarmos
isso é dividindo esse mesmo espaco inicial em trés partes a partir de dois planos situados
respectivamente em z = ¢ e z = —c. Assim, a regido situada entre os planos, que possui
a singularidade ou fonte é extraida e as duas partes restantes sao coladas uma a outra.
O resultado deste procedimento é o mesmo disco fino de extensédo infinita que pode ser
analisado como uma funcao delta de Dirac com suporte em z = ¢. Como veremos, este
método é equivalente a fazermos z — h(z)+ ¢ na solugao original, onde ¢ é uma constante

positiva e h(z) = |z|.



O (r, 2') = — . 2.12
V12 + (h(z) +c)? (212)
Fazendo h(z) = |z|, temos:
G
O (r, ) = — i (2.13)
V24 (|z| +¢)?
Sendo assim:
Gm(|z| +
8 o (SRR EA (2.14)
[72 + (|| + ¢)?]2
Em z =0, onde a matéria estd concentrada, vemos que:
Gme
Oy 2T (2.15)
(r?4+c?)z
Substituindo (2.15) em (2.9), temos a densidade do disco Newtoniano:
me
rz)=——-6(2). 2.16
plr2) = () (2.16)
Logo, vemos que a escolha de h(z) = |z| nos permitiu encontrar um disco fino
cuja densidade superficial de massa sera dada por:
o(r) = — (2.17)

2m(r? 4 ¢2)3
Aqui vemos explicitamente que o método de “deslocar, cortar e refletir” gera um
disco fino cuja densidade superficial depende de ¢, ou seja, da localizacdo do plano de

corte.

2.3 Discos na Teoria da Relatividade Geral

Neste estudo, usaremos métricas com assinatura (- +++) para espagos com 4 dimensdes

e assinatura (-+-+-++) para espacos com 5 dimensoes. Quanto aos indices das equacdes,



empregaremos a convencao: os indices gregos variam de 0 a 3 e os indices latinos maitsculos
variam de 0 a 4.

O método de construgao de discos em Relatividade Geral baseia-se no método-g
ou método inverso [1], no qual uma métrica do vécuo é modificada de forma que a mesma
passe a representar um espago-tempo gerado por uma determinada distribuicao de matéria
concentrada em uma regiao z = 0.

Como exemplo, partiremos da métrica de um espago-tempo com simetria esférica

escrita em coordenadas cilindricas isotrépicas [1]:

dsQ — _e2¢:(°)(r,z)dt2 e e2A(°)(r,z)[,r,2d‘p2 i d?"2 i dzZ} (218)

As equagdes de Einstein para um espago-tempo quadrimensional [5] sem a presenga

de uma constante cosmolégica sdo dadas por:

1 8nG
R'u,, S ERQ‘FV = ?T}w, (219)

onde c =1e R, é o tensor de Ricci que é dado por:

Ry = 8,1, — 9,1, + T2l — L2, (2.20)

o jrex?

sendo I'j, os simbolos de Christoffel:

(23 1 (43
F.uv = 59 i (0950 + 0ug8u — O39pu) - (2.21)

Temos ainda que:

1
Gy = Ruw = 5 R (2.22)

Como no vacuo, o tensor energia-momento 7}, é nulo, entao:

Gyp = 0. (2.23)
Assim, no vacuo, a métrica (2.18) satisfaz as seguintes equagoes:

11



2(AQ + 24D + AD) + (AQY + (AQ) =0, (2.24)

AQ + A + 39 + 50 + (30)2 + (80 =0, 2.25)

1

280N + (AD) + 1A + AQ + (207 + 180 + 20 =0,  (226)

OO 4 5O _ OO _ gOAO) _ AOAO) 4 A0 — (2.27)
E:
2OA0 + LA 1 AQ 4 (AO) 4 (@0)? 1+ 150 L 50 ~ ¢ (2.28)
1= -4 r T ,rT -4 T r " d ,TT '] .

onde ) = ®O(r 2) e A = AQO(r, 2).
Vamos agora aplicar o método de “deslocar, cortar e refletir”, definindo novas
fungées A e ® por meio da transformacdo z — 2’ = h(z) + ¢, aplicada a @ e A,

Assim:

®(r,2) = ®O(r, 2) (2.29)

A(r,z) = AO(r, 2). (2.30)

Com estas novas fungdes, (2.18) nos d4 a métrica de um novo espago-tempo, agora
preenchido por uma distribuigdo de energia. Para determinarmos essa distribuicao que
produz a nova métrica, devemos calcular o tensor de Einstein para esse espaco-tempo. A
partir das equacoes de Einstein podemos entdo determinar o tensor energia-momento da

distribuicao:

12



T,u.u = G,u.r/y (231)

que, para a métrica com as novas fungdes, tem as seguintes componentes tensoriais

nao-nulas:
1 1
Tg = g2 mr + —Ar + A) + () + (AL, (2.32)
T} = %M FAL 4D+, + (D) + (D), (2.33)
2 ]' 2 1 2 1
Té = gﬁp@,m,r +(A,)* + ;A,r + A+ (D) + ;tI),r + . (2.34)
E:
1
T33 e2A [ZQ A + A + A \TT + ) + (¢ ) ;(b,r + Q,rr]- (235)

As definicbes (2.29) e (2.30) nos dao as seguintes relagdes:

®.=ho"), (2.36)
@ .. =h"eY) + (v)a}), (2.37)
K= WAL, (2.38)
E:
Aze = HAD + (W)2AG). (2.39)

Ao aplicarmos estas relagtes nas componentes ndo nulas do tensor energia-momento,

obtemos:

13



1

T8 = e 200+ 209+ D + PR+ 0ADE - 00, 20

C 1| AD A+ PAD) + @0+ 1D + (e
e 1 j ; (2.41)
¢ +(@7)? + (WeG)

2 1 2‘1"(2)1\52) o (Afz))E‘ 3 %A‘i) + h”A(,?) + (h')gA(gi)l (0))2+

L= @ L g (0) | (0) | Sk
e +10 7 +h'®, + (W)2®
E:
1 0) 4 (0) © , 4 0 () © | O
Tf:m 2(r'2d P AY + = A + A+ (WAD)Y +(27) + 139 4 3 } (2.43)

onde A = A© (r, 2/) e 8@ = 3O (r, 2").
Lembrando que A e ®© também satisfazem as equacdes de Einstein no vécuo,

(2.24) a (2.28) para as coordenadas (r, 2’), obtemos o seguinte resultado:

1 .
T3 = S (W) = DEAG, + (AR)") +20"A3), (2.44)
1 "
T = sl AD + D) + (12 - (AR + 0% + (8D)?), (2.45)

=Tt (2.46)

14



1
I = (W) - DEePAR = (A))] (2.47)

Vemos que estas sdo equagdes bem abrangentes, porque dependem de h(z) e
das funcdes originais A(® e ®© . Ajustando essas funcées, o disco obtido pode apresentar
diversas caracteristicas, inclusive, como mostra Gonzélez e Letelier [1], é possivel encontrar
solucgdes para discos espessos. No entanto, aqui, estamos interessados nos discos finos.

Para obtencao de discos finos, assim como no caso Newtoniano, tomaremos h(z) =

|z|. Logo, as equagdes acima para esta situagdo se reduzem a:

T = 22%5[45(3)1\,(2)}, (2.48)
Tl = ﬁ[?é(z)(!\’(ﬁz) + 2y, (2.49)
T? =T} (2.50)
E:
s = 0. (2.51)

Agora, vamos considerar um caso concreto. Usaremos a solugdo de Schwarzschild

nas coordenadas cilindricas isotrépicas [1]:

(5,2 231
®O(r 2) =1In 2Ar +2 )f i (2.52)
[ 2(r2+2%)2 +m
- 2
b Y T [ 2.53
(r,2) | 2(r?+ 22)% (2:33)
Aplicando mais uma vez o método de “deslocar, cortar e refletir” temos:
2 o bAY S
dO(r, Z)=1In 2Ar” +{M2) +o) )? . ’ (2.54)
22+ (h(z) + )i +m
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m

2(r2 + (h(2) + c)2)’%

AO@F Y =In |1+ (2.55)

Portanto, das equagtes (2.48) a (2.51):

128m(r? + ¢®)c
m:pw+éﬁ+mﬁm’ (2.56)

T 64(r2 + 2)3c _m 2(r + A) +m
TR+ iemp | (@i 22+ @) —m

+1]4(2), (2.57)

=T (2.58)

TS =0. (2.59)

As equagbes (2.56) a (2.59) nos informam a distribui¢do de matéria por 3-volume
do disco. Mas, como a distribui¢do estd concentrada na superficie 2 = 0, podemos
caracteriza-la por meio da distribuicao superficial. Para isto, devemos integrar o tensor
T, na diregao transversal a superficie. Sendo assim, a distribuicao de energia e momento
sobre a superficie serd descrita pelo tensor S, definido abaixo:

+£

Sy = lim Tudins, (2.60)
£—0 —¢

onde dn = (gzz)l/ ?dz é o comprimento de um deslocamento infinitesimal na direcdo

transversal.

Tomando a densidade superficial como o = —Sf, entdo:

. 32me , (2.61)

[Nﬂ+&m+mr
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Figura 2.3: Densidade superficial com relagao a coordenada radial r. Em vermelho,

quando m = ¢ =0, 5, e em preto, quando m = ¢ = 1.

Por sua vez, calculando p, = S}, p. = 52, podemos verificar que as pressdes

superficiais sdo:

B iy = e 16me i 2(r? + 2)? . (r2+ )" |
2(r2+c2)1/2+m] [4(r? + %) — m] [2(r2+02)1/2+m]
(2.62)
ou seja, trata-se de um fluido com presséao isotrépica.
Por sua vez, de p. = 53, temos:
p: =0. (2.63)

Este resultado é consistente com o fato da matéria estar confinada ao disco.

Na figura (2.3), observamos que a densidade superficial tende a zero, a medida
que r cresce, o que ja era de se esperar, devido a concentracao de matéria na regido central
do disco.

Como foi exposto, a fungdao h(z) é, em principio, arbitraria. Cada funcao h(2)
escolhida estabelece uma solucio particular que correspondera a discos com caracteristicas
diferentes. Os discos finos obtidos em tal método sao de interesse fisico, porque podem ser
nsados como modelos idealizados para representar estruturas como galiaxias. Uma outra
aplicacdo possivel, como veremos, é que em um espago-tempo com uma dimensao extra

nao-compacta, este tipo de disco podera representar uma estrutura quadrimensional sem
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espessura imersa em um espaco-tempo de dimensao maior.

Esta estrutura é chamada de brana, e corresponde, por exemplo, a uma idealizacao
de uma parede de dominios, estudada na teoria de campos, com espessura nula. Esta
comparac¢do nos permitira encontrar propriedades fisicas importantes da brana, como

veremos mais adiante.
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Capitulo 3

Modelos de Dimensoes Extras

No inicio do século passado, os fisicos buscavam uma forma de unificar as forgas
fundamentais até entdo conhecidas: a forca gravitacional e a forga eletromagnética. Uma
proposta de grande repercussao foi langada pelo matemaético e fisico alemao Theodor
Kaluza por volta de 1921 [6].

Kaluza mostrou que a unificagido das teorias eletromagnética e da Relatividade
Geral seria possivel se o Universo possuisse uma dimensio espacial a mais, além das trés
até entdo conhecidas. Este modelo foi aperfeicoado posteriormente pelo matematico Oscar
Klein, que explicon em bases fisicas a aparéncia quadrimensional do Universo, mesmo ele
tendo cinco dimensdes. De acordo com Klein, isso acontecia porque a dimensao extra
tinha topologia de um circulo e o raio deste circulo era da ordem do comprimento de
Planck, o que impossibilitava a detec¢do da dimensao extra.

O modelo de Kaluza-Klein durante vérias décadas foi usado para o propésito a
que se destinava, mas, posteriormente, outras duas forgcas fundamentais (a forga forte
e a forga fraca) foram descobertas e o modelo precisou ser generalizado para incluir as
novas for¢as no esquema de unificagao. Apesar do sucesso formal do modelo, ha algumas
limitagoes. Uma delas, que tem recebido grande destaque recentemente, é a incapacidade
do modelo em explicar porque a forga gravitacional é tdo fraca, se comparada as outras
forcas, problema este chamado de “problema da hierarquia”.

Assim, visando resolver este problema, um novo modelo de dimensdes extras
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surgiu, chamado de modelo ADD, devido as iniciais dos seus criadores: Arkani, Dimopoulos
e Dvali. Nesse modelo, a dimensdo extra néo precisaria ter comprimento necessariamente
da ordem de Planck, pois seu comprimento poderia chegar até a ordem milimétrica, sem
conflitos com as observagbes. Mas, para isto, o nosso Universo quadrimensional deveria
estar imerso em um Universo de dimensdo mais alta, como uma subvariedade imersa em
uma variedade de dimenséao superior.

Essa subvariedade, aprisionaria todas a for¢as fundamentais, exceto a gravitacional,
que poderia entdo se espalhar para o espago-ambiente (3-D), o que explicaria o fato
da interagdo gravitacional em nosso Universo aparentemente quadrimensional ser tao
fraca, se comparada as outras interacoes. No modelo ADD, a topologia da dimensao
extra é compacta (topologia de um circulo, S?), porém, sdo necessérias, no minimo duas
dimensoes extras para garantir a consisténcia com os dados experimentais.

O modelo ADD foi bem aceito pelos pesquisadores em dimensdes extras, devido
a possibilidade de existéncia de dimensdes extras de ordem milimétrica, mas foi o modelo
posterior, proposto por Lisa Randall e Raman Sundrum - o modelo RS - que ganhou mais
destaque e despertou maior entusiasmo, pois nele, a existéncia de uma tinica dimensao
extra nao é incompativel com os resultados experimentais, além do mais, esta dimensao
extra pode ser compacta, caso do primeiro modelo proposto por eles, o modelo RSI, ou
pode néo ser compacta, caso do segundo modelo, o modelo RSII.

Neste capitulo faremos uma breve revisao acerca dos modelos de dimensées extras,
com especial atenc¢do para o modelo RSII, que serd o modelo usado no decorrer deste nosso

trabalho.

3.1 O Modelo de Kaluza-Klein

Kaluza, em seu artigo de 1921, demonstrou que a unificagao das teorias eletromagnética
de Maxwell e da Relatividade Geral de Einstein seria possivel caso admitissemos a existéncia
de uma dimensao espacial a mais no nosso Universo.

Essa dimenséo extra, que chamaremos de z, juntamente com as dimensdes usuais
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formam um espago-tempo com cinco dimensdes (z*, z) com p = 0,1,2,3. A métrica que
representa esse espago-tempo é a métrica gag(A,B = 0,1,2,3,4) que, segundo Kaluza,

deve ser organizada da seguinte forma:

,+ Kk20A,A, oA
gAB = i P P y (3.1)
oA, K20

com assinatura (+ — — — —) ec=fi = 1, além de k = 87G.

Esta métrica pode, entdo, ser entendida como a composi¢do de trés campos: um
referente & métrica usual g, (u,v = 0,1,2,3), um 4-campo vetorial g,. = g., identificado
como o potencial eletromagnético A,, e um campo escalar ¢ referente a componente g...

Kaluza tinha por objetivo com o seu modelo unificar as teorias j4 citadas, mas ao
introduzir uma dimensao extra ao espago-tempo usnal, fez-se necessario explicar também
porque a dimensdo extra estd oculta, nao sendo detectada experimentalmente. Assim,
para resolver isto, ele admitiu que os campos nio dependem da coordenada extra z [7],

isto €, satisfazem a condicao:

094m
0z

= {. (3.2)
Segundo Kaluza, as equagdes de Einstein no vacuo, em cinco dimensdes, possuem

a mesma forma das equacoes no espago quadrimensional. Assim, no vicuo:
Gap =0. (3.3)

Aplicando (3.1) e (3.2) na equagao acima, Kaluza obteve as equacées de campo
para a métrica g,,,, para o potencial eletromagnético A, e para o campo escalar ¢. Quando
o campo escalar é considerado constante, as equagdes de campo (3.3) reproduzem as

equacdes de Einstein-Maxwell em quatro dimensoes:

Gy = 87GTEM, (3.4)
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V“F,, = 0. (3.5)

Logo, o modelo de Kaluza mostrou-se eficaz na unificacdo dos campos por meio da
introdugao de uma dimensao extra espacial ao nosso Universo. Mesmo assim, ainda havia
algo a ser explicado em bases fisicas: o porque da Natureza ter aparéncia quadrimensional,
como mostram as experiéncias. Em outras palavras, era necessério justificar a origem fisica
da condi¢do (3.2).

Isso foi explicado por Klein em 1926, o que fez com que o nome do modelo
passasse ao que hoje conhecemos: modelo de Kaluza-Klein. Para Klein, a aparéncia
quadrimensional da Natureza se devia ao fato da dimensao extra ter a topologia de um

circulo (figura 3.1) com uma escala de comprimento muito pequena.

Figura 3.1: Esquematizacio do modelo de Kaluza-Klein, onde a dimensio extra tem
topologia de um circulo com comprimento de raio [ [8].

A topologia de um circulo faz com que todos os campos sejam periddicos com
relacdo a dimensao extra. Logo, um campo escalar ¢ qualquer pode ser escrito em termos

da dimensdo extra, através de uma expansao de Fourier [8]:

plz*,2) =Y @™ (a*)e (3.6)

n
onde ! é o raio da dimensdo extra. Os campos ™ (z*) sdo chamados de modos de
Kaluza-Klein. Observemos que se apenas o modo zero for “excitado”, ou seja, for diferente
de zero, entdo o campo ¢ se nao relaciona com a dimensao extra.

Se admitirmos que o “cilindro” formado pelas dimensdes espaciais é homogéneo
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e que a métrica é plana, entdo ¢é conveniente escrever:

o(z*, z) = x(2")a(2). (3.7)

Em cinco dimensées a equagdo de Klein-Gordon para o campo escalar ¢ é:

Oiye =0, (3.8)
onde:

2

5}
Ue=0U+53 (3.9)

é o operador D’Lambertiano em cinco dimensoes.
Aplicando (3.7) em (3.8), vemos que a tinica forma de solucionar a equagao obtida
¢ admitir que ambas as partes da equacgdo sdo iguais a uma constante e que a soma dessas

constantes deve ser nula. Chamando essa constante de ¢, chegamos as seguintes equagoes:

Ox(z*) = ex(2*) (3.10)

a(z) = Asin (v/cz) + Bcos (vcz) . (3.11)

Assim, aplicando a condi¢do de periodicidade ao campo escalar, vemos que os
valores permitidos para ¢ sdo ¢ = n?/l>. Através da equagdo (3.10), a constante ¢ pode
ser interpretada como a massa do campo quadrimensional ¢(™, ou seja, ¢ = m? e a esta
massa sao permitidos os valores m,, = |n| /l.

A massa do modo zero é nula, e como ja vimos, se apenas este modo estiver
excitado entdo o campo ndo dependerd da dimensdo extra. No entanto, se outros modos
KK forem excitados entdo o campo dependerd da dimensdo extra. Cada modo KK pode
ser considerado como uma particula diferente, cuja massa e energia de repouso estdo

relacionadas com a dimensao extra, através de uma relagdo inversa com o seu raio I:
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il

2 (3.12)

m, =

Para excitarmos uma das particulas dos modos KK, é necessdrio uma energia

minima que corresponde a energia de repouso da particula. Mas, sabemos que os experimentos
fisicos até entdo ndo detectaram nenhum tipo de particula relacionadas a estes modos,
o que fez Klein admitir que isso ainda ndo aconteceu porque a quantidade minima de
energia para o primeiro modo estd muito acima da energia alcancada nos experimentos.
Como a quantidade de energia é inversamente proporcional ao raio da dimensao extra,
a 1nica forma de explicar o porque de nao se detectar as particulas correspondentes ao
primeiro modo KK em nosso Universo observavel foi admitir que o raio da dimensao extra
¢ muito pequeno, da ordem do comprimento de Planck.

O comprimento de Planck é uma escala de comprimento na qual se espera que os

efeitos quanticos da gravitacdo sejam significativos. Este comprimento é dado por:

I, = (hG/)* % 1,6.10°%m (3.13)

Logo, ao admitir que o raio da dimensao extra é da ordem do comprimento de
Planck, é notdavel que, para excitar o primeiro modo KK, isto é, o modo n = 1, que é o
modo que exige a menor energia dentre todos os modos de Kaluza-Klein, seria necessario
ainda uma energia grande demais, que esta além das energias alcangadas nos experimentos
atuais. Assim, a dimensédo extra do modelo de Kaluza-Klein permanece oculta.

Com o avanco dos estudos sobre dimensées extras, surgiram outros modelos
baseados no formalismo de imersao, conhecidos como modelos de branas. Nesses modelos,
a dimensdo extra pode ser compacta ou nao, ou seja, pode possuir um comprimento finito
ou ser considerada infinita, mas, mesmo sendo compacta, pode ter comprimento da ordem
submilimétrica, portanto bem maior do que o comprimento de Planck. Para entender estes

modelos faremos a seguir uma breve revisao.
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3.2 Branas

De acordo com a Teoria de Campos é possivel conceber mecanismos de confinamento
da matéria em subvariedades do espago. Um exemplo disto é o confinamento da matéria
por uma parede de dominios. No cendrio das dimensoes extras, o que alguns modelos
sugerem € que o nosso Universo quadrimensional tem as mesmas caracteristicas de uma
parede de dominios. Logo, toda a matéria que o constitui estaria confinada na parede e
o espaco com a dimensao extra seria um ambiente maior, no qual nosso Universo estaria
imerso como uma hipersuperficie (1+3)-D.

Vamos agora descrever com mais detalhes a parede de dominios. Considere um

campo escalar ¢(z*, z) definido no espago maior. Admita que sua agéo é dada por:

8 == / d*zdz E(aAqa)z - V(q’))} , (3.14)

onde A =0,1,2,3,4 e V(¢) é um potencial escalar. Vamos considerar que o potencial

escalar é dado por:

V(9) = =(¢* —v*)? (3.15)

_

Figura 3.2: Comportamento do Potencial Escalar V' (¢). Nota-se que o potencial possui
dois pontos de minimo em ¢ = +v e um maximo instavel que localiza-se exatamente em

¢ =08

Vemos que existem dois pontos onde a energia é minima, que correspondem aos

pontos onde ¢ = v e ¢ = —v, chamados de estados de vacuo e que existe um ponto de
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maximo instével para a energia potencial, localizado em ¢ = 0 [9]. Para enterdermos o
comportamento deste campo no espago-tempo, usemos a equacao de Euler-Lagrange em

cinco dimensdes:

oLc oL

Com a Lagrangiana apresentada em (3.14), a equag@o anterior pode ser escrita

Ccomo:

2
20— 820 + %d)(qa? —v?) =0. (3.17)

Uma possivel solu¢do da equagdo de Euler-Lagrange é dada por:

¢o(z) = vtanh (A;z) A (3.18)

cujo comportamento em relagdo & dimenséo extra é exibido na Figura (3.3):

Figura 3.3: Comportamento do campo escalar ¢ (z*,z) com relagao a dimensao extra z
[8].

A partir do gréfico (3.3) vemos que em z = 0, ¢(z) é nulo. Por sua vez para
z — oo , temos ¢(z) — v e V(¢) — 0. Logo, podemos concluir que os dois estados de
menor energia estao separados por uma regiao onde a energia potencial atinge o maximo,
0 que ocorre exatamente em z =

E possivel observar, que toda energia do campo encontra-se em torno dessa regiao,
quando calculamos a densidade de energia. Sendo ¢ a densidade de energia por 3-volume

e Hy a densidade de hamiltoniana associada ao campo ¢ = o(z*, z), temos:
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+00
o= Hodz, (3.19)

—00

onde:

/\2

Hy = % (840)° + Y (6* - v2)2. (3.20)

Para a solugéo (3.18), por sua vez, temos:

H 1 254

£ 4 cosh® (-’%ﬁ) ’

(3.21)

que graficamente pode ser representado, como na Figura (3.4):

Figura 3.4: Gréfico da densidade de energia em fun¢do do campo ¢. Vemos que a energia
estd concentrada na regido do espago correspondente a z = 0 [8].

A partir deste grafico vemos que a solucédo (3.18) representa uma configuragio do
campo ¢ na qual a energia estd concentrada numa regido do espaco que corresponde a
z=0. Em pontos afastados dessa regiao, observamos que a energia tende a cair, até se
anular. Isto nos permite concluir que na regido onde z = 0 existe uma barreira de energia
que separa os dois estados de vacuo (¢(z) = £v). Por isso, a solugao (3.18) é conhecida
como parede de dominios.

Ao aplicarmos a equacdo (3.21) em (3.19) encontramos a densidade superficial

dessa parede:

(3.22)



E possivel verificar que A na equacio (3.21) é um parametro relacionado ao inverso
da largura do intervalo onde a energia estd concentrada. Logo, quando A — oo temos
uma concentracao de energia intensa em torno de z = (0 e, neste caso, podemos dizer
que a espessura da parede de dominios é nula. Neste limite, se a densidade ¢ é mantida
constante, a parede sem espessura, localizada na hipersuperficie z = 0, é chamada de
brana ou 3-brana (onde o nimero trés indica as dimensoes espaciais que formam a brana).

Vamos agora discutir o mecanismo de confinamento da matéria pela parede de
dominios. Para isso partiremos da equac¢ao de movimento dos férmions em cinco dimensoes,

que é a equacao de Dirac 5-D:

(iT%8, — M) ¥ =0, (3.23)

onde I'* sdo as matrizes de Dirac em cinco dimensdes, que estdo relacionadas com as

matrizes de Dirac 4-D da seguinte forma:

[V = (3.24)
E:
I'* = —i75, (3.25)
com:
0 log
7’ = : (3.26)
l.2 O
4x4
As matrizes I'* satisfazem a mesma &dlgebra das matrizes de Dirac em 4-D, ou
seja:

T2 4 PPr4 =24171. (3.27)

Se admitirmos uma interagao do tipo Yukawa entre o férmion e o campo escalar,

entdo, a agdo que descreve o férmion sera dada por:
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g = / d*zdz (i¥T40,¥ — MYY — ho 7). (3.28)

A partir da a¢do acima, podemos encontrar equagoes de movimento para férmions
com ou sem massa. No caso de um férmion de massa nula, M = 0, a equagao de movimento

é dada por:

iT70. T + iT#8,¥ — hey¥ = 0. (3.29)

Assim como no caso do modelo de Kaluza-Klein, usaremos aqui o método de
separacdo de varidveis, admitindo que, neste caso, ¥ = ¢(z)f(z) onde ¢(z) é o espinor
de Dirac em 4-D.

Aplicando o método de separagao de varidveis, chegamos a:

iV 9,0 — mib = 0 (3.30)
PE) — (m—hoo) 1(2), (331

se admitirmos que o espinor 4D tem quiralidade bem definida (I'*V. = +W¥.). Da equagio
(3.30), vemos que a constante de separacao m funciona como a massa do spinor em 4-D
(10, 11]. E possivel mostrar que existem solucdes para férmions com massa nula (modo
zero) e com massa nao-nula [9].

No caso do modo zero (m = 0), a equagdo (3.31) tem a seguinte solugao:

f(z) =exp (—h/: qbﬂ(z)dz) , (3.32)

onde ¢, (z) é a solugdo da parede de dominios dada em (3.18). Neste caso, a fungao de

onda que descreve os férmions no modo zero sera:

B == (— fo ) hqﬁo(z)dz) ), (3.33)
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onde ¥ é um espinor 4D sem massa que satisfaz & equagdo de Dirac usual (3.30) e com
quiralidade bem definida [8].

Como f(z) tende a zero no infinito, entdo, de acordo com (3.33), podemos verificar
que o modo zero fermidnico estd localizado préximo de z = 0 e que, se o |z| é muito grande,
entdao o modo zero cai exponencialmente ao longo desta direcéo.

Em relacdo a outros modos, podemos dizer que, assim como no modelo de Kaluza-Klein,
férmions com massa diferente de zero estao inacessiveis experimentalmente porque a
energia necessaria para sua observagao ainda nao foi alcangada nos experimentos atuais.
Apenas as particulas do modo zero estdo acessiveis e, de acordo com as equacgoes acima,
estas particulas estdo confinadas no centro da parede de dominios, que chamaremos a
partir de entdo de brana.

No estudo das dimensdes extras, alguns modelos consideram o nosso Universo
quadrimensional como uma brana, que se encontra imersa em um espaco de dimensdo mais

alta, denominado espaco ambiente. Estes modelos serao estudados nas se¢oes subsequentes.

3.3 O Modelo ADD

Este modelo surgin no intuito de explicar porque a forga gravitacional é tdo fraca
se comparada com as demais forcas fundamentais (problema da hierarquia). Criado por
Nima Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos e Georgi Dvali, o modelo indica que isto acontece
porque o campo gravitacional € o 1inico que nao esta aprisionado na brana, se propagando
também no espago ambiente, o que o torna fraco no nosso Universo com trés dimensdes
espaciais. Apesar disto, em virtude da topologia compacta da dimensao extra, o campo
gravitacional recupera o comportamento quadrimensional para longas distancias.

Para entendermos isso, vamos estudar dentro do cenério da teoria Newtoniana,
o comportamento do campo gravitacional no espaco ambiente de cinco dimensoes (8],
recuperando a partir dele, o comportamento quadrimensional para longas distancias na
brana.

Se o espaco tivesse topologia R*, entdo, o campo produzido por uma massa

puntiforme seria:

30



: G®m

No entanto, como a dimensdo extra tem topologia de um circulo (S?), entéo, o
espaco ambiente tem a topologia de um “cilindro” (R3 x §!). Sendo assim, podemos
pensar que vdrias linhas de for¢a do campo gravitacional que se originam na massa m dao
voltas em torno do cilindro e terminam atingindo o observador.

Isso faz com que o observador perceba mais de uma massa pontual ao longo da
dimenséao extra. Estas massas vistas pelo observador se distanciam umas das outras num
intervalo de 27l, que é exatamente o comprimento da dimenséao extra. Por serem imagens
da massa real geradas pela topologia do espago, entdo, elas sdo chamadas de imagens
topolégicas. Ao afastar-se, o observador passa a vé-las como uma distribuigdo continua
de massa ao longo da dimensdo extra. Com o uso da Lei de Gauss, é possivel obter o
potencial gravitacional para grandes distancias se comparadas com o raio da dimenséao

extra, que é, entdo, dado por [8]:

o(R) = — (Gz(:;n) L (3.35)

R
Considerando G = %, chegamos ao potencial gravitacional em um espago

quadrimensional:

GWm

¢(R) = —4n 7

(3.36)

Como o modelo ADD é um modelo do tipo brana, ja sabemos o motivo fisico
para nao observarmos a dimensao extra nos experimentos envolvendo a matéria e os
outros campos. De acordo com o que vimos no estudo das branas, isso nédo se deve ao
comprimento da dimensdo extra, e sim ao confinamento da matéria na brana. Logo, é
possivel que esta dimensao tenha um comprimento maior que o comprimento de Planck, e
mesmo assim permanec¢a oculta. E necessdrio ajustar [, apenas para justificar a auséncia
de tragos da dimensao extra no campo gravitacional, que s6 agora estd sendo testado no

dominio submilimétrico [12].
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Para um espaco com 7 dimensdes, o comprimento de Planck z}:}) é dado por [8]:

n—2 Gy el
(zf;})) = =B (3.37)

Admitindo na equacgédo anterior que a dimensdo extra possui um comprimento [,

entdo, no caso mais simples de uma 1nica dimenséo extra, temos a seguinte relagao:

G
que pode ser generalizada para:
felv) B
o = W, (3:39)

Das equagdes (3.38) e (3.39) podemos escrever o comprimento da dimensao extra

em fun¢do do comprimento de Planck quadrimensional. Logo:

[\ 71
=1 . (3.40)

s
O modelo ADD, além de explicar a aparéncia quadrimensional do Universo devido

a existéncia da brana, propoe também, como ja mencionamos, uma solugao para o problema

de hierarquia, que seria resolvido se admitissemos que o comprimento de Planck, em 7

(n)
P

dimensdes, {,’, deve ser da ordem da escala eletro-fraca, ou seja, ls;',” = 107¥m. Sendo

assim, o comprimento da dimensao extra estaria relacionado ao mimero de dimensoes do

7-%, Assim, para um Universo

espaco e de acordo com (3.40), teriamos [, = 10718(10%)
com uma dimenséo extra (n = 5) é possivel observar que o comprimento da dimensao
extra é tdo grande, [, ~ 10?m, que a mesma j4 deveria ter sido observada. Logo, para
que nao haja conflitos com os resultados experimentais, é necessdrio a existéncia de, pelo

menos, duas dimensoes extras (n = 6). Neste caso, cada uma destas dimensdes teria um

comprimento da ordem submilimétrica, portanto, no limite dos testes jé feitos [8].
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3.4 0O Modelo RSI

Assim como o modelo ADD, o modelo proposto por Lisa Randall e Raman Sundrum,
chamado de modelo RS, também é um modelo de brana, ou seja, € um modelo de imersao
onde nosso Universo 4-D é uma subvariedade imersa em um espago ambiente de dimensao
mais alta. Mas, a principal diferencga entre eles esta no fato de que o modelo RS admite
a possiblidade da existéncia de apenas uma dimensao extra sem contradicdo com os
resultados experimentais.

No primeiro modelo proposto por Randall e Sundrum, denominado modelo RSI,
a dimensao extra é compacta e tem comprimento z.. Neste modelos ha duas branas,
uma com densidade de energia por 3-volume positiva localizada em z = 0 e outra com
densidade de energia por 3-volume negativa localizada em z = z,. Essa densidade de
energia por 3-volume é denominada tensdo da brana.

Nesse modelo a dimensdo extra tem topologia de um espago S'/Z» . Sendo
@ pertencente ao intervalo [—m, 7], a coordenada que rotula os pontos do circulo S?,
entdo, com a topologia S'/Z,, # e —# sdo identificados. Admitimos que as branas estdo
localizadas nos pontos = 0 e § = 7, ou seja, nos pontos fixos da operagao (6 — —6).

A métrica do modelo RS possui a forma:

ds* = a*(2)n,, dz*dz” — d2*, (3.41)

onde 7, ¢ a métrica de Minkowski quadrimensional e a(z) é o fator de deformagio ou
“warping factor” que, por sua vez, é dado por a(z) = e™**l. Determinaremos x usando
as equacgoes de Einstein.

Sabendo que as equagdes de Einstein sdao dadas por:

Gap + AQAB = SﬁG(s)TAB, (3.42)

onde T4p descreve o contelido energético das branas.
O fato da energia da brana néo fluir para o espa¢o ambiente e estar concentrada

nas préprias branas implica respectivamente as seguintes condigoes [8]:
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Ta. =0 (3.43)

Tw = Ug#vd (2) - og.m/a (z—2c). (3-44)

Calculando o lado esquerdo da equagéo (3.42) para a métrica (3.41), encontramos

as seguintes equacoes:

[—3 (a—)2 - (“a)] = 87G® [06 () — 06 (2 — 2:)] + A (3.45)

[——6 (%f)”] = (3.46)

Lembrando que a(z) = e !, podemos verificar que, no intervalo 0 < z < z, as

equacdes (3.45) e (3.46), serdo satisfeitas se a condigao abaixo for vilida:

A = —6K2. (3.47)

Segue entdo de (3.47), que a constante cosmoldgica deve ser negativa. Esta é uma
caracteristica marcante do modelo RS.

Devemos lembrar ainda que, ao estudarmos a brana, também devemos considerar
a influéncia da matéria nela existente e o campo gravitacional que ela produz. Como
veremos, apesar da existéncia da dimenséo extra, o campo gravitacional na brana recupera
o comportamento quadrimensional para longas distancias.

A presenca da matéria confinada na brana resultard em uma perturbacdo da

métrica. Assim, a métrica (3.41) pode ser escrita como [13]:

ds? = [a? (2) N, + b (2, 2)] dada” — d22, (3.48)
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onde hy, (z,z) é o termo da perturbagdo que deve obedecer a condigéo |h,,| < 1.
Se T8t descreve a distribui¢do da matéria confinada na brana, entdo, agora as

equagoes de Einstein terdo a seguinte forma:

Gap = 8TGOTTE + TGO TYE™ — Agag (3.49)

Aplicando (3.45) e (3.46), temos:

]- e 1 " 1 a.z a’z 2
507 (2) [W o + B g = 1 hospn = Piou] + Shon + [5 (7) i ~ (;) hﬁ} Mo
(3.50)
1
+26 (8 (2) = 6 (2 — 2¢)] how — 2K%hey, = BT8TG )6 (2) (T’" - gTS("“””mU)
1 i v a.: v v
—§a : (h:/s# - h;f-p) T (E) (hV.u - h.u.u) =0, (3.51)
1 5.4 a. a; a:\2 87 G5) g2 .
Sa T hk + S5h [ 22— (%) ] Hy = 5 (2) T, (3.52)
Vamos nos concentrar na solugao destas equagoes na regiao fora da matéria, onde,
Thg =1,

Escolhendo um sistema de coordenadas onde g,k = hf; = 0, entdo imediatamente
as equagdes (3.51) e (3.52) sdo satisfeitas. Jd a equagdo (3.50), no intervalo entre 0 < z <

z., se reduz a seguinte forma:

h,, — 4k%hg, — a~20"8,h,, = 0. (3.53)

Admitindo-se ainda que a métrica é continua na brana e que os campos sdo
simétricos com relagdo a brana, entdo, nos limites em que z = 0 e z = z., segue da

equacdo (3.50) as seguintes condicdes, respectivamente:
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h,, +2khoy ) |:=0 =0 (3.54)
( )

(e + 26h0 ) Joms, = 0. (3.55)

As equagbes acima podem ser entendidas como condigbes de contorno para o
campo hg,,.
Para solucionarmos a equagao (3.53), também usaremos o método de separagio

de varidveis. Fazendo:

how (2, 2) =T (2) B (2) (3.56)

e aplicando na equacdo (3.53), obtemos:

0%, (z) + CPo, (z) =0 (3.57)

c
U eam) (2) = 46" m) (2) + 5 ¥0m (2) =0, (3.58)

onde C é uma constante de separacdo nao-negativa que pode ser escrita como C = m?

(13]. Logo:
O®,, (z) + m*®,, (z) =0 (3.59)
E:
2
2 m
Ym) ez (2) = 467y (2) + —5 ¥ () (2) = 0. (3.60)

A equagdo (3.59), entdo, ganha a forma de uma equagdo de Klein-Gordon para

um campo ., (z) de massa m. Esse campo pode ser interpretado como um campo de
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um “gréviton” (particula responsdvel pelas interagdes gravitacionais) de massa m, ja que
é oriundo de uma perturbagao linear da métrica [8].

Cada valor de m indica um modo possivel para o campo, o que nos leva a
interpretar os modos para os gravitons como espécies de modos KK. Aplicando as condigoes
de contorno (3.54) e (3.55) na equagdo (3.60), para o caso m = 0, obtemos a seguinte

solugao:

Ty = Coe 20, (3.61)

Esta solugdo é chamada de modo zero dos gravitons. Os outros modos, por sua
vez, para serem encontrados, nos exigem uma mudanga de coordenadas na equagéo (3.60),
que corresponde a fazermos z = me*l*l. Podemos verificar que a solucdo para a equagio

(3.60) fica:

Ty (2) = Al (m"j ) + BN, (m: ) , (3.62)

onde J; e N, sdo funcoes de Bessel de ordem 2, de primeira espécie e de segunda espécie,

respectivamente. Aplicando a condi¢do de contorno (3.54) na equagdo acima, obtemos:

Vo) =Co[a(Z) 0 () -m (D) 2 (Z5)]. o

onde C,, é uma constante de normalizacao.

Para a condicdo de contorno (3.55), por sua vez, implica o seguinte vinculo:

(=) Al%l
M (=) Ni(Z)

(3.64)

Esta equacdo nos permite obter o espectro de massa dos gravitons, lembrando
que o modo zero também é uma solucdo. O primeiro modo com massa permitido, quando

admitimos que m < &, serd a raiz da funcéo:

A (me"") ~ 0. (3.65)
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Segue, entdo, que:

me~*e

~ cte, (3.66)

K

onde para as primeiras raizes, a constante é da ordem de 1. Logo:

m >~ ke "%, (3.67)

Deste resultado é possivel concluir, que a massa dos gravitons depende do comprimento
da dimenséo extra e de k = \/—A/6. Se admitirmos que z. ~ 1/x e que s é muito grande
entdo o primeiro modo dos gravitons exigira uma energia muito alta para a sua detecgao
por um observador na brana. Isso explicaria a razao da auséncia dos gravitons massivos
nos experimentos realizados atualmente, ja que estes experimentos nao estio na escala de

energia necessdria para excita-los.

3.5 0O Modelo RSII

No segundo modelo de Randall-Sundrum (RSII), a brana com tensdo negativa é
removida, o que torna a dimensdo extra infinita. A principio seria razoavel acreditar que
isto representaria um problema fenomenoldgico para o modelo RS, afinal de contas, como
vimos na secdo anterior, as condigdes de contorno (3.54) e (3.55) sdo fundamentais para
explicar a relacdo entre a massa dos gravitons e a dimensao extra, e agora, sem a segunda
brana o espectro de massa seria continuo. Portanto, a influéncia dos modos KK mais
leves sobre o campo gravitacional ja deveria ter sido detectada.

No entanto, Randall e Sundrum mostraram que, por causa da curvatura do espago
ambiente provocada pela constante cosmoldgica negativa, esse problema nao acontece.
Isto pode ser verificado diretamente determinando-se a fungéo de Green da equacao (3.50).

De fato, sobre a brana, temos [8]:

G = e [1 1] (3.68)
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Portanto, se considerarmos kG5 = G4 e se k for suficientemente grande, entio,
para longas distdncias na brana, o potencial quadrimensional é recuperado.
Usando este resultado, é possivel mostrar que a métrica gerada por um corpo com

simetria esférica confinado na brana e de massa M é dado por [14]:

2 dr? 2 102
dt® — — r*dQ (3.69)
(1 2G4 M 3G(4)M)
- r T T3k

ds? =

(1 2GOM  4GOM

r 3K2r3

ou seja, uma correcao da métrica de Schwarzschild.

O modelo RSII se destaca dos outros modelos de dimensoes extras , pela possibilidade
de existéncia de uma dimensdo extra ndo-compacta. Essa caracteristica inusitada desperta
o interesse de muitos, e temn motivado iniimeros estudos acerca das solucoes das equagoes
de Einstein nesse modelo, em especial, solucées referentes a buracos negros resultantes de
colapsos gravitacionais na brana. Apesar da grande quantidade de pesquisas no modelo
RSII, solugoes exatas de buracos negros na brana ainda nao foram encontradas, em razao
da complexidade das equagoes.

A tinica solugdo ja encontrada, chamada de “black string” nao possui as caracteristicas
de um buraco negro resultante de um colapso gravitacional na brana, pois o horizonte
de eventos do black string se estende indefinidamente para além da brana na direcdo da
dimenséo extra, quando o esperado seria que o horizonte estivesse nas proximidades da
brana.

Esta solucao do black string foi obtida por Chamblin et al [15]. Segundo eles o

elemento de linha ds entre dois pontos do espago ambiente é dado por:

|
ds? = a? () {— (1 2 EA_{) dt? + (1 - g) dr® + r"’dﬂz} + d2?, (3.70)
T

onde a®(z) é o fator de deformacido do espaco, também chamado de “warp factor”. A
partir desta equacao fica evidente que o horizonte de eventos se estende em todo o intervalo

—o0 < z < 4o0.
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Um outro problema desta solucgéo ¢ o limite de campo fraco. Vemos que a solucéo
(3.70) néo reproduz (3.69) para longas distancias.

Por estes motivos, a solugao exata para corpos na brana RSII, ou buracos negros,
ainda permanece em aberto. Tal fato também nos motiva a investigar métodos que
possibilitemn a obtencao de solugoes exatas das equagdes de Einstein, para esse modelo,

como veremos nos préximos capitulos.
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Capitulo 4

O Método de “deslocar, cortar e

refletir”’ em cinco dimensoes

Até agora vimos que o estudo de discos na Relatividade Geral nos fornece propriedades
fisicas de estruturas como galdxias, pois as mesmas podem ser idealizadas como discos
de matéria com simetria axial. Posteriormente, vimos que o estudo de dimensdes extras
possibilita a resolugao de alguns problemas fisicos importantes, como, por exemplo, a
unificacdo de forcas fundamentais e o problema da hierarquia, sem que haja prejuizo
para as teorias fisicas ja estabelecidas, que explicam o comportamento do nosso Universo
quadrimensional. Um dos modelos de dimensoes extras mais discutidos hoje em dia é o
modelo RSII, pois € um modelo de imersdao que consegue explicar a aparéncia quadrimensional
do nosso Universo (brana), exigindo apenas uma dimensdo extra nao-compacta em um
espaco-tempo com constante cosmoldgica negativa.

Apesar do grande interesse cientifico despertado pelo modelo RSII, héd problemas
fisicamente relevantes ainda em aberto. Sabe-se, por exemplo, que ainda néo foi encontrada
uma solugéo satisfatéria para buracos negros imersos em branas [16]. Na verdade, existe
uma solugao exata conhecida que possui caracteristicas de buraco negro na brana. Como
vimos no capitulo anterior, esta solug@o é conhecida como black string [15]. No entanto,
esta solugdo ndo ¢é considerada satisfatéria do ponto de vista fisico, pois o horizonte de

eventos do black string se estende indefinidamente da brana para o espacgo ambiente. No
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entanto, é razodvel esperar que o horizonte de eventos esteja localizado em torno da brana,
ja que a matéria que sofreu o colapso gravitacional se encontra confinada na brana, como
ja discutido no capitulo precedente.

O fato da métrica do black string apresentar resultados que nédo sdo fisicamente
aceitdveis, nos motiva a buscar novos métodos na tentativa de encontrar outras solugoes
para corpos com massa na brana mais satisfatérias. Aqui pretendemos empregar o método
de “deslocar, cortar e refletir” ao modelo RSII. Na pratica isso equivale a partirmos de
uma métrica que represente um espaco-tempo em 3-D com constante cosmoldgica negativa
e por meio de transformactes convenientes, obtermos uma nova métrica que descreva
um espaco-tempo produzido por uma determinada distribui¢do de matéria confinada na
brana.

Assim, nosso objetivo neste capitulo € aplicar o método de construgao de discos
ao modelo RSII de dimensao extra. Como veremos, inicialmente, se tomarmos o espaco
AdS; como base, o disco criado de acordo com o método coincidirda com a propria brana
do modelo RSII. Por sua vez, quando o espago base é Schwarzschild-AdSs, obteremos uma
solugdo exata no modelo RSII, que contém néo sé a brana, mas também, uma distribuicao
de matéria confinada na brana. Esta distribuicdo apresenta simetria esférica e poderia

descrever uma estrela na brana, dentro do modelo RSII.

4.1 Espaco-tempo AdS;

A métrica de um espago-tempo em cinco dimensdes, estatica e com simetria axial
pode ser colocada na chamada forma de Weyl [17]:
-
ds? = —¥ 0?4 e~ 5 R0 {ao 26270 (dr? 4 d2?) + aodﬂz} ; (4.1)

onde dQ? = d#* + sin?fdg® e &y = Po(r,2), a0 = ag(r, z), ¥y = Yy(r, 2) sdo as nossas
solugbes originais que, por sua vez, serao transformadas posteriormente com o uso do

método de “deslocar, cortar e refletir’, a fim de construir umn disco situado em z = 0,
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onde z é a dimensdo extra.
Lembremos que no modelo RSII, o espago-tempo 5-D possui uma constante cosmolégica
A negativa. Logo as equagbes de campo serdo as equagdes de Einstein com constante

cosmoldgica. Dessa forma, a métrica (4.1) satisfaz as seguintes equagdes para o vicuo

[17):
Aa’o = -2 (A0032 - OloF) ; (42)
2

V3 (Acpo + V%———va") . (4.3)
3 Qg 3

ATy + i (Vdy)” = =5 (AB*+F) (4.4)

E:

o

=% ! (8:®0)* — 231‘I'oaiao =0, (4.5)
(&%) 2 a1))

onde: 28y = 8/0(r £ iz), A =02+ 8%,0, =0, F 10, e:

B2 — 82\110051/26—33@4’() (46)

F = ?%oq; /2 (4.7)

Vamos agora aplicar o método de “deslocar, cortar e refletir”. Matematicamente,

como vimos no capitulo 2, o método consiste em definir novas fungoes ¥, a e ¢ por meio

da transformagao z — 2z’ = h(z) + c aplicada a ¥y, ag e @y, ou seja:
®(r, z) = ®y(r, 2'), (4.8)
a(r, z) = ag(r, 2') (4.9)
E:
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U(r,z) = Po(r, ). (4.10)

As fungdes originais ¥y, ap e P, satisfazem as equacdes de Einstein no vécuo.
Por sua vez, as novas fungoes devem satisfazer as equagbes com fonte. Queremos agora,
determinar o tensor energia-momento que descreve essa distribuigdo de matéria. Isto pode

ser feito usando a equagéo (3.42).

2V3[a(®,r + D) + 2,0, + 0.0 ]

Py 2y
= e 3
t = W _a[q),zz + q),zr + 4(q’,rr -+ ‘I’,zz)} - 3(0!5-,-,- + a,zz) ’ (411)
+403e?¥(1 — aem—Asé‘[’A)
TT‘ 833—@‘1’—2‘1' —4((!11-‘1”1" = a,z\I’,z =+ a,zz) - a(@?z+ (4 12)
T (8GO dat | g2) 4 da~be?¥(1 - aet?-Fon) [ '
s 63§¢—2‘I’ —4(—01,,-\11,7- + Of,qu,: =+ Q’,rr) + a(p,zz (4 13)
*TErCO el | aade(1—aen-feyy [ |
N L LR TR EORe v
4 = ——ﬂ .
(87G®)) 40 a3 (1 — ae?¥-F2A)
E:
7o 78, (4.15)

Em vista de facilitar a compreensio, usaremos a notacio ®©@, ¥(@ e o em
derivacoes de ®g, ¥q e aq respectivamente. Assim, das defini¢oes (4.8) a (4.10) segue-se

que:
o, =hoY, (4.16)
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&, =h"d}) + ()20}, (4.17)

U o= KO, (4.18)
U, = R0 + ()20, (4.19)
ay = Kal) (4.20)
E:
bl h”af,[:) + (h')zal(f;l. (4.21)

Aplicando as relagdes acima, juntamente com as equacoes (4.2) a (4.5) nas equagoes

(4.11) a (4.15), obtemos as componentes ndo-nulas do tensor energia-momento:

h" (—2\/5%43(,?) + 4a0111(2) + 3a(£})
P e0-2%0 ' ' '

= ——— " ( © 4 o© (o)) ’ 1 55
O (8nG®) 0] | +( - 1) i CZU‘I’,hh toR s (4.22)
+ayg (@fg) - 4\11(,?21) + 3af,‘j,{

_ Lgy-20, g’
gt (v 25
m ol

~ £ 0—2¥0

T; =

F= = [0 - 1) (a0 - a02l)], (4.24)
(87G®) da

N ©) | 4 (00 2 (0) ©2,  7.(0)
79 — P [h” (a,h +400uC ) & [ =1 (a,hh+agq>,h 4a0\p’hh)] (4.25)
8w 4ag
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7= (4.26)

Como vimos no capitulo 2, a fungéo hA(z) é uma fungdo geral que afeta a distribuicao
“criada”. Tomando h(z) = |z|, entdo, h'(z) = 8;|z| = 20(z) — 1, onde 6(z) é a fungao

degrau, e b = 2§(z), sendo §(z), a funcdo delta de Dirac. Obtemos a seguinte distribuigao:

Byy—27,

 JE . Dl (_zﬁaocpf,‘j) +4ag? ) + 3af2)) 8(2), (4.27)
(87G®)) 202
_ 463.@@0—2@0&{2)
= —0(2), (4.28)
(87G®)) af
Tz =0, (4.29)
_ LBe—-2v
5 JOL Ao (af,?) + 4a0n11f,‘3>) 8(2) (4.30)
(87rGB)) 202
E:
T =TF (4.31)

As equacdes acima nos ddo, além da densidade por 4-volume da distribuigao
gerada pela nova métrica £ = —Tf, as componentes da pressao p,, p:, Ps € Py, que sdo,
respectivamente i{ ; f";, ’f}f e ﬁf . Através dessas propriedades podemos observar que a
distribui¢ao de matéria estd confinada no plano z = 0, o que ja era de se esperar por
causa da escolha da fungéo h (z) = |z| +¢. Além disto, de (4.29), temos que p, = 0, o que
é consistente com o fato da matéria estar confinada em z = 0.

Logo, assim como no capitulo 2, esta distribuicdo foi gerada pelo método de

“deslocar, cortar e refletir” aplicada agora no espago-tempo com cinco dimensées com

constante cosmoldgica. Queremos agora comparar esta distribuicdo com a brana do
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modelo RSIL.

Para isto, precisamos apresentar explicitamente as fungdes aq, ¥y, ®,.

Como queremos mostrar que o método de “deslocar, cortar e refletir” pode ser
usado para reproduzir a métrica do modelo RSII entdo, vamos tomar o espago AdSs como

nosso espago-tempo original. A métrica deste espaco-tempo é dada por [8]:

ds® = e7 2 (—dt? + dr? + r?d0?) + du?, (4.32)

onde w representa a dimenséo extra e k = /—A?/6.
Para identificarmos as fungdes oy, ¥q, € @y, € conveniente colocarmos esta métrica
na forma de Weyl. Com este intuito vamos fazer a seguinte substituigdo de coordenadas,

w = f(z). Neste caso, temos:

ds® = e ) (—dt? + dr® + r2d0?) + (f'(2))?%d2?, (4.33)

com z sendo a dimensdo extra.
Para que g, = g.., devemos ter f (z) . = e %) cuja solugdo é:

=

f= % In (kz +b), (4.34)

com b constante.
Se tomarmos b = 1, entdo, z = 0 corresponde a hipersuperficie w = 0. Segue

entao, da comparacao com a métrica de Weyl que:

®o = —V3kf(2), (4.35)
ag = e 3kf (22 (4.36)
E:
1 ~2k7(2)
T =5ln (re ) : (4.37)
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onde ag = g (1,2), Yo = Yo (r,2),P9 = Po(r,2).

Aplicando o método de “deslocar, cortar e refletir” neste espago, modificando as
fungbes (4.35) a (4.37) por meio da transformacgio z — |z| + ¢, nés podemos calcular as
componentes do tensor energia-momento da distribui¢do a partir das equagoes (4.27) a

(4.31). Assim, obtemos o seguinte resultado para a densidade de energia por 4-volume

2l

T=-

6kd(z)
871G (ke +1)°

=

(4.38)

A excegdo de p. que é nula, as demais pressdes correspondem a pressio de um

fluido isotrépico, assim p = p, = p, = ps. Logo:

p=-% (4.39)

p- =0, (4.40)

onde k, ¢ sdo constantes.

Portanto, trata-se de uma distribuic¢do localizada em z = 0 (w = 0), com a mesma
equagao de estado da brana. Se tomarmos ¢ = 0, entdo, podemos verificar que a tenséo
da brana serd o = 6k/87G®), ou seja, 0 mesmo resultado do modelo RSII [8].

Assim, podemos concluir que o “disco” gerado a partir deste método é a brana
do modelo RSII. Este caso particular ilustra muito bem que, por meio do método de
“deslocar, cortar e refletir”, podemos encontrar solugbes exatas de branas imersas em

5-D.

4.2 Espaco-tempo Schwarzschild-AdS;

A métrica original que usamos na segdo anterior era a conhecida métrica do espago

AdSs. Nesta se¢do, nosso maior interesse € encontrar solugoes para corpos com simetria
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esférica confinados na brana, caso este de estrelas e de buracos negros, por exemplo. Por
isso, nosso ponto de partida serd a métrica que representa um espago-tempo em cinco

dimensdes com constante cosmoldgica negativa e que possui simetria esférica e estdtica.

ds* = —U(R)dt* + ﬁd}zz + R%dx* + R?sin® xd??, (4.41)

onde dQ? = db? + sin® 0d¢? e:

m

U(R) =1+ K'R* - =

(4.42)

Vamos agora colocar a métrica acima na forma de Weyl 5-D, para que assim,
possamos encontrar as fungoes originais ®g, ag e Vy.
Na verdade, as fungoes $, e ap podem ser imediatamente identificadas da comparagdo

entre (4.1) e (4.41). De fato, encontramos:

By(r,2) = ? InU(R) (4.43)
E:
ao(r, z) = R%sin® YU (R). (4.44)

Em relagao a fun¢ao ¥, precisamos recorrer a uma transformagao de coordenadas

do seguinte tipo:

&
I

R(r,z) (4.45)

x = ¥{r, 2). (4.46)

Aplicando esta transformacdo na métrica (4.41), vemos que, para que esta métrica
tenha a mesma forma que a métrica de Weyl 5-D (4.1), devemos exigir que o termo cruzado

drdz se anule e que os coeficientes de dr? e dz? sejam iguais. Assim, devemos ter:
q ] ;
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UM (R)R R+ R’x,x,=0 (4.47)

U [R - R] =~ [x — X (4.48)

iz

Agora, vamos propor as seguintes relagoes:

R=R(¢) (4.49)
E:
x = x(n)- (4.50)
onde:
£=(+2)° (451)
E:
n = arctan (;) , (4.52)

Aplicando as relagoes (4.45) e (4.46) na equagao (4.47) e também na equagéo

(4.48), obtemos uma mesma condicdo, que é a seguinte:
ERY _
W = X:"J' (4.53)
Em outras palavras, para que as condicoes (4.47) e (4.48) sejam satisfeitas, devemos
resolver a equagao (4.53). Para isso, levemos em conta as seguintes consideragoes: como

sabemos, R depende exclusivamente de £, e x é fun¢dao apenas de 7, entao a igualdade

(4.53) s6 serd satisfeita para todos os valores de £ e 1 se, e somente se:



= b? (4.54)

Xy = b7, (4.55)

para alguma constante b que adotaremos como sendo igual a um, para melhor manipulagéo
dos cédlculos. Lembremos ainda que a fungido U depende apenas de R.
A equagao (4.55) é facilmente resolvida. Uma solugdo possivel € a seguinte: x =17

e, portanto, de acordo com (4.52):

g = tany. (4.56)

Considerando na equacéo (4.54) apenas a raiz positiva, entao por separacao de

varidveis, temos:

dR d¢
Devemos observar que esta equagao é valida apenas para R > R,, onde R, =
ﬁ [\/1 + 4k?m — 1] 7 localiza o horizonte de eventos. A razao dessa condicao ¢ que

U2 deve ser uma funcéo real na equacio acima.

dR=In| = ]
_/1;+ RUz n(§+) , (4.58)

onde £ corresponde a posi¢ao do horizonte na nova coordenada .

Logo:

Segue entdo que, nas novas coordenadas, a métrica assume a seguinte forma:

2
ds® = —U (R)dt? + % (dr® + dz*) + R?sin® xdQ*. (4.59)

Logo, da comparagao entre (4.39) e (4.1), concluimos que:
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o (4.60)

Agora, vamos aplicar o método de “deslocar, cortar e refletir” neste espago a fim

1 [R3 sin YU

de obter novas solugoes exatas das equagoes de Einstein com constante cosmoldgica que
envolvam a presenca da brana e da matéria confinada na brana. Para isso, definimos
novas fungdes ¥, o e ® por meio da transformacéo z — 2’ = h(z) + ¢ aplicada a Vg, ag
e &g. As equagdes (4.8) a (4.10) definem esta transformagdo. Repetindo o procedimento

anterior, encontramos as seguintes relagées:

V3
o) = o teURE ps (4.61)
(0) 1/2 RQU,R - 92 ) 1/2 .
a,’ = (2RU* + 01/ R¢€ ysin” x + 2R°U/*x ,n  sin x cos x (4.62)
E:
o _ (3 ,3Uxr Xallacotx &n
Y= (QR U ) Rebp+=—5— ¢ (4.63)

Aplicando estas relagdes e as fungdes ¥, a e ® nas equagdes (4.27) a (4.31) e
adotando h(z) = |z|, podemos verificar que o corte do espago original em z = ¢ (ver

figura 4.1) nos dd a seguinte distribuicao:

2= 02 |i_ 2p2 M2
G EDN [1 (1+ 1R - 55) ] (2), (4.64)
2 1+k2R2Mm1/2M1+
= (!S“J'TTQ(;)ﬁ [( #) e (962) (4.65)
+(FPR*+ &) (1+K¥R* - 5)
E:
52 = 0, (4_66)

ondeE:—ﬁ‘eﬁ':ﬁr:ﬁe:%_



Regido | 2=C

Regidoll

Figura 4.1: Regides do espago divididas pelo plano de corte z = ¢. Note que R, localiza o
horizonte de eventos e R (c) informa o lugar do corte nas coordenadas originais. A regido
II é eliminada e substituida pela reflexdo da regiao L.

Essas equagoes nos dao a distribuicdo “volumétrica” 4-D da energia e pressdo.
Como elas sdo proporcionais a § (z), entdo, podemos concluir que a distribuig¢do esta
concentrada na hipersuperficie z = 0, como era de se esperar. Integrando essas equagoes
na direcdo transversal aquela hipersuperficie, obteremos a distribuicao volumétrica 3-D
da energia e pressdo sobre a brana. Portanto, a distribui¢do na brana sera descrita pelo

tensor definido abaixo:

+
TS = lim T4 \/9zzdz. (4.67)
—VJ—e

Assim, ao aplicarmos nesta equagdo as propriedades (4.64) e (4.65), encontramos

a densidade (¢ = —T}) e as pressoes na brana:
6c m 1/2
B e [] PR — — :
e (8«(;@))35[ (1+AR Rg) ] (4.68)
E:
% 2[(1+ KR - ) 1] +

i 2 (4.69)
BrCOVRE | | (2R + ) 1+ PR - 3

Destas equagoes, a primeira representa a densidade de energia por 3-volume da
distribuicdo de matéria na brana, originada pelo método de “deslocar, cortar e refletir”.
E possivel observar que esta densidade varia com R e portanto nao é constante como a

densidade descrita na equagio (4.38). Isto é uma indicacéo de que, agora, além da prépria
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brana, localizada em z = 0, existe a presenca de um corpo com simetria esférica e estatica
confinado na brana.

Vamos agora analisar as caracteristicas desse corpo.

Inicialmente devemos observar que a densidade de energia e as pressoes estdo
expressas em fungao da coordenada R explicitamente e também implicitamente por meio
de £ (R), definido em (4.58). Mas, devemos lembrar que R = R (r, z). Com a transformacao
z — |z| + ¢, temos R = R (r,|z| +¢). Logo, sobre a brana (z =0), R = R(r,c). Mais
especificamente, R = R (v/r? + ¢?). Assim, a coordenada R, na brana, possui um valor
minimo para r = 0, que corresponde a R (c) e que deve ser superior a R, como estd
esquematicamente representado na figura 4.1. O valor R (c) estd determinado, de acordo

com (4.58), implicitamente pela equacao:

R(c) 1
e
By

Através das equagdes (4.68) e (4.69) vemos que a obtencgdo destas propriedades
depende da relagao entre R e £ (R). Esta relacdo pode ser obtida numericamente com o
uso da equagdo (4.58).

As equagoes (4.68) e (4.69) nos mostram a densidade e a pressdo por 3-volume

na brana. Devemos observar que, assintoticamente, encontramos o seguinte resultado:

6ck
ranG —  fo_ rvlEIN & 4.71
Tirere = " RGO, )
E:
Pbrana = —OTbrana, (472)

onde &, é o limite de £ para R — oo na equacio (4.38).
As equacdes (4.71) e (4.72) nos mostram claramente a presenca de uma brana
com tensdo negativa em z = (. Observe que a tensdo da brana, pode ser ajustada por

meio da escolha do valor do parametro c.
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Com essas consideracoes podemos, entdao, concluir que a distribuicdo de matéria
descrita pelas equagoes (4.68) e (4.69) representa néo sé a brana, como também, densidade
e pressao adicionais que devem corresponder a de um corpo com simetria esférica confinado
na brana. Para encontrarmos as propriedades deste corpo, vamos decompor o tensor

energia-momento da distribui¢ao em duas partes:

Ty = TP 4 T (4.73)

br o ,
onde T,b(w ) e Ohrana Guv» cOmMo ja vimos no capitulo 3.

Segue, entdo, que a densidade e a pressao do corpo na brana sdo:

pcorpo = & — Obrana (474)

Peorpo = P T Cbrana- (475)

Assim, com a densidade da brana, dada por (4.71), temos:

6c 1 m 1/2 k

2¢ 1 2(1—{—k2R2—%)1/2—2+ 3k

S L (4.77)
BrGO) | BE | | (22 + ) 1+ 2R2 - 3) 2| &

Peorpo =

O comportamento de p,,.,, € Peorpo cOm R pode ser mais facilmente analisado
graficamente. Na figura 4.2, arbitramos alguns valores para as constantes k, m, e ¢, e
estudamos (4.76) e (4.77) numericamente.

Dessa figura, é possivel concluir que a densidade e a pressdo sdao positivas e

que ambas tendem a zero a medida que R cresce, o que demonstra, como ja haviamos



0.41

03] |

Figura 4.2: Comportamento da densidade (cor vermelha) e da pressdo (cor azul) de um
corpo confinado na brana, (multiplicado por 47G®)/3), para os valores m = 0,3, k = 1,
e ¢ = 2. Neste caso, &, ~ 6,892, R(c) ~ 0,686 e R, = 0,492.

antecipado, a presenga de um corpo, cuja massa estd concentrada em seu centro.

Podemos verificar que a densidade de energia p,,.,, € positiva em todos os pontos.
Portanto, a matéria de que é feito o corpo satisfaz & condigdo fraca de energia [18].

No entanto, observemos que p.,p,, = Peorpoy d0 centro do corpo até um raio
Ry = 0,94 (para os valores escolhidos). Para pontos além desse raio: Peorpo > Prorpo-
Sendo assim, a condicdo de energia dominante (pnpo = 0 € Prorpo = Peorpo) N80 € satisfeita
em todos os pontos.

Se a condi¢do de energia dominante nao é satisfeita, isto indica que o fluxo
de energia .pode ocorrer a uma velocidade superior a velocidade da luz para alguns
observadores [18]. Portanto, este corpo nao serd constituido de matéria ordinaria. Sendo
assim, podemos dizer que este método ndo produz uma solugio totalmente satisfatéria do

ponto de vista fisico.
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Capitulo 5

Mundo-Branas e o Método da

Imersao

Além do método de “deslocar, cortar e refletir” discutido nos capitulos anteriores que,
como vimos, pode ser empregado na constru¢do de espagos com brana, existem outros
métodos capazes de cumprir esta finalidade. Um deles ¢ o método de imersao que veremos
agora.

Esse método, num certo sentido, é mais geral que o método de “deslocar, cortar
e refletir”, pois aqui, a hipersuperficie onde estd localizada a brana ndo precisa ser um
plano (z = constante) nas coordenadas de Weyl, mas pode ter forma qualquer e inclusive
ser dependente do tempo [16]. Este método, portanto, tem uma abrangéncia maior.

Ja vimos que o cendrio de mundo-brana surgiu com o modelo ADD de dimensoes
extras, mas foi com o modelo RSII que passamos a considerar a possivel existéncia de
dimensoes extras nao-compactas.

Nesse cendrio, encontrar solugoes coerentes com as leis fisicas para buracos negros
na brana, tem sido bastante dificil. Neste capitulo, mostraremos uma forma de construgio
da métrica em espacos com cinco dimensdes e constante cosmoldgica negativa, gerada
por corpos esfericamente simétricos confinados em branas. Para dar inicio, partiremos

novamente da métrica Schwarzschild-AdSs;:



ds? = —U(R)dt + E(l}ﬁd}z? + Rldy? + R?sin? xdQ?, (5.1)

onde d02? = d#* + sin? fdoe:

U(R) =1+ Kk*R? - % (5.2)

Lembremos que a métrica (5.1) é uma métrica de um espago-tempo em 5-D com
simetria esférica. Mais especificamente, ela é uma solucdo exata que descreve um buraco
negro no espaco 5-D com A < 0.

De acordo com o modelo RSII a brana deve encontrar-se imersa como uma
hipersuperficie nesse espaco [16].

Admitiremos que a localizagdo da brana sera dada por uma equagao do tipo:

x = x(R, ). (5.3)

Como a fungdo x(R,t) é arbitrdria a principio, entdo, a hipersuperficie neste
sistema de coordenadas pode ter uma “forma” qualquer.

Associado ao sistema de coordenadas do espago-ambiente {¢, R, x,#,¢}, temos
uma base de vetores: {9/dt,0/0R,d/dx,d/00,0/0¢} .

Na sequéncia de nossa discussao, serd conveniente encontrarmos uma nova base
constituida de vetores paralelos a brana e do vetor normal.

Considerando a equagfo (5.3), obtemos os seguintes vetores paralelos:

T4 = (1,0, 0,0) 5 (5.4)
B = (01 1, X,Rﬂoﬂ 0) ) (55)
64 =(0,0,0,1,0) (5.6)
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4 =(0,0,0,0,1) (5.7)

O vetor normal, por sua vez, pode ser encontrado da seguinte forma. Um deslocamento

arbitrdrio dI* ao longo da brana tem as seguintes componentes:

di* = (dt,dR, x pdR + x ,dt,dd, d¢). (5.8)

O vetor normal deve ser ortogonal a qualquer deslocamento sobre a brana. Logo, n? deve

satisfazer a equagao:

nadl? = 0. (5.9)

Além disso, ele é unitario:

nant = 1. (5.10)

A partir dessas equagdes, obtemos as seguintes componentes do vetor normal &

brana:

nao= n(_x,ti_X,eryoao)s (511)
onde

2= "7 TYXRT g2 (5.12)

A métrica do espago ambiente (5.1), naturalmente induz uma métrica na brana,
que corresponde a métrica “sentida” (digamos assim) por observadores presos a brana. A

métrica induzida pode ser descrita pelo tensor h g, definido como:

hAB = gAB — NaANpg. (513)
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Este tensor projeta as componentes de um vetor sobre a brana, excluindo a
componente ortogonal a brana. Portanto com hjp calculamos o produto interno dos
vetores usando a métrica do espago ambiente gsp, no entanto, descartando a parte
ortogonal dos vetores. Essa é a razdo porque h4p é chamada de métrica induzida.

A métrica induzida tem as seguintes componentes:

(—U-n2d —nixxe nx, O " )
—n’X:Xr 7 "Xk nxg O 0
ey = i - R2 0 0 (5.14)
0 0 0 RZ%sin® X 0
\ 0 0 0 0 Rlsin?ysin®f )

Uma hipersuperficie divide localmente o espa¢o em duas regides, as quais nos
referiremos como positiva e negativa. Na teoria de imersao um conceito de grande
relevancia é o de curvatura extrinseca. Essa quantidade mede a variacao do vetor normal
da hipersuperficie ao longo de suas direcoes paralelas.

Em um certo sentido, portanto, podemos dizer que a curvatura extrinseca é uma
medida da “curvatura” da hipersuperficie “vista” do espago ambiente. O tensor curvatura
extrinseca é definido como:

Kap = hShBvVenp, (5.15)

ou seja, com a projecdo da derivada covariante do vetor normal na hipersuperficie.

Como a hipersuperficie é dividida nas regides positiva e negativa, entdo, a curvatura
extrinseca da hipersuperficie pode ser calculada separadamente com respeito a parte
positiva K7}, ou com respeito & parte negativa K p.

Quando existe energia concentrada na hipersuperficie, entdo é possivel mostrar
que integrando-se as equagoes de Einstein em torno da hipersuperficie, a curvatura extrinseca
serd descontinua, ou seja, K i, e K3 ndo coincidem.

A relagao entre a diferenca das curvaturas extrinsecas e T4 (0 tensor que descreve

o contelido energético da hipersuperficie), é conhecida como condigdes de Juncéo de Israel:
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[Kap — Khap| = ksTap, (5.16)

onde [K4p5] = K}z — K35

O modelo RSII admite a simetria de reflexdo em torno da brana. Isto implica que

K1z = —Kjp. Sendo assim, segue das condigdes de jungdo:
ks
Kap = 3 (3Tag — hasT), (5.17)

onde ks = 87Gs5.
Vamos agora calcular as componentes da curvatura extrinseca da hipersuperficie,
definida pela equagdo x = x (R, t), imersa em Schwarzschild-AdSs. Calculando a derivada

covariante de np explicitamente:

aﬂc

52D LYo (5.18)

VCTLD =

e projetando-a na hipersuperficie com a métrica hsp, de acordo com a defini¢do de

curvatura extrinseca, encontramos as seguintes componentes nao-nulas:

1
I{TT =-—Nn (X,TT + URX,RX?T — EUU,RX,R) 3 (5.19)

2x.r , UrXr
Krr=—n (X,RR + —‘““R + QU, + URX?R ? (5.20)
Kon = —n ( xpn+ XEURY p3y — 22XT (5.21)

TR AR R JTAR 2U ) .
Koo = —n (URx g sin? y — sin y cos X) (5.22)
E:

Kgpq) = SiIl2 HKee. (523)
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Como estamos interessados em obter distribuicoes estéticas, a partir de agora,
iremos admitir uma imerséo independente do tempo, ou seja, x = x (R).

Usando a equagdo (5.17), podemos determinar distribuicdes de energia na brana
que sejam compativeis com a imersdo considerada. Como queremos obter distribuicées
que possam representar um corpo de simetria esférica confinado na brana, vamos admitir

que o tensor T4p toma a forma [16]:

Tap = [p (R) + p (R)] haphcpu®u® + p (R) hac, (5.24)

B

onde p (R) ¢ a densidade de energia do fluido, p (R) a pressao do fluido e u” a velocidade

prépria do fluido, que satisfaz & condi¢gdo de normalizacio:

uBuPhgp = —1. (5.25)

Isto nos permite escrever entao:

Wt = —1  (1,0,0,0,0). (5.26)

Usando este resultado, podemos entio reescrever o tensor energia-momento (5.24)

da seguinte forma:

harhsr
hrr

Tas=—(p+p) + phas. (5.27)

De maneira bastante geral, vamos escrever a equagao de estado do fluido da

seguinte forma:

p(R)=w(R)p(R), (5.28)

onde w (R) , para efeito de manipulagdo dos calculos, pode ser escrito como:

(R) -2

w(R) = - : (5.29)
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Com estes resultados, segue da condigao de Israel a seguinte equagao:

k harh
Kan =— [hAB — L) 2= BT} . (5.30)
6 hrr

Em termos das componentes, temos as seguintes equacoes:

1 k
—n (—§UU,RX,R) = Fsva’ (5.31)
2X r URrX g 3 ks 1 219
E:
—n (URx gsin® x — sinycos x) = %pR2 sin? x. (5.33)

Da conservagao da energia-momento, podemos ainda obter a seguinte equagao:

1 _ kSP,R 2

Nesse sistema de equagdes, hd trés fungdes incégnitas: x (R), que nos dd a
localizagdo da brana, ou a “forma” da brana; p (R) que nos dd a densidade de energia
na brana; e v (R), que especifica a equacdo de estado do fluido. Portanto, essas equagdes
mostram claramente que, para obtermos uma distribui¢do com simetria esférica sobre a
brana, a forma da brana x (R) ndo pode ser arbitraria, mas, deve ser solugao do sistema
acima.

Agora, mais uma vez, a fim de manipulagdo dos célculos, definiremos uma nova

fungdo a = rcos x [16]. Com esta funcgdo, as equagdes acima assumem a seguinte forma:

sURrR
= 7Y,
v=—(agrR Q)<U(O£RR—Q)+Q) (5.35)
1
URza.RR + (O:’RR = O!) (§U’RR = U) - = 0, (536)
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ks 1/2

U(asR-a)+a=2pR[U(arR~ a)’ + R? — o] (5.37)
E:
prR 1+1URR-U
s (agR - a) ( - Ts (5.38)

Usando (5.36), podemos integrar (5.38) diretamente. O resultado obtido nos dd

a densidade de energia do fluido perfeito em funcéo de a [16]:

p(R) =2 [U(@rR—-a)+aq], (5.39)

onde p, é uma constante de integragdo. Elevando (5.37) ao quadrado e substituindo (5.39)
na equagdo (5.37), obtemos a seguinte equagio:
36

U(agR—-a)-a®+ (1 - ﬂ) B =0 (5.40)
ksps

Para resolver (5.40), vamos definir uma nova varidvel [16]:

~ d

R= ——R— (5.41)
RVU
A equagdo, em termos de ﬁ, assume a seguinte forma:
d E ) ( 36 )
— (cos —eos" ¥ =—1—+55], 5.42
[dR ( X)] k305 -
cuja solugdo geral é:

cosy = ael +be R (5.43)

onde 4ab =1 — 36/kZp}.

Com isto, podemos encontrar agora a densidade de energia e a pressdo da brana:
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p= fu [\/ﬁ (a,eE - be‘ﬁ) +aef + be—ﬁ] (5.44)

p(R) = —%p (R) - f;% (aeﬁ - be“ﬁ) . (5.45)

Se compararmos as equagdes (5.41) e (4.38), imediatamente vemos que:

;G (5.46)
+

e que para o caso particular onde a = 0 e b = ¢/£_, segue da equagdo (5.43) que a
brana estard localizada em z = ¢. Lembre-se que z = £ cos y. Portanto, para esta escolha
particular dos parametros a e b, devemos reproduzir os resultados obtidos no capitulo
anterior pelo método “deslocar, cortar e refletir”.

De fato, podemos verificar diretamente de (5.44) e (5.45), que a distribuigao obtida

possui as seguintes propriedades:

6c m\1/2
P = GrCO) RE [1 - (1 + k*R? - ﬁ) } (5.47)

p= (&r(ﬁﬁ {2 [(1 +K2R? — %)”2 - 1] + (sz2 ! 11;‘—2) (1 KPR %)_1/2} .

(5.48)

Portanto, idénticos aquelas encontradas em (4.68) e (4.69). Logo, podemos dizer

que, o método de “deslocar, cortar e refletir” € um caso particular do “método de imersao”
apresentado neste capitulo.

O fato de podermos manipular a e b nas equagdes (5.44) e (5.45), é o que torna

este método mais geral que o método do capitulo anterior. No entanto, em uma série de

casos analisados numericamente em [16], verificou-se que, em todos eles, a distribuigao

deixa de satisfazer a condi¢do de energia dominante em algum intervalo.
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Capitulo 6

Conclusoes

Ao longo desta pesquisa, estudamos a possibilidade de encontrar solugdes exatas das
equagoes de Einstein que descrevessem estrelas confinadas em branas no modelo RSII.

Para isto, usamos dois métodos. O primeiro, foi o método de “deslocar, cortar
e refletir”, que matematicamente é implementado por meio de uma transformacao na
coordenada extra, = — h(z) + ¢, aplicada as componentes de uma métrica ja conhecida.
Fisicamente, este método consiste em estabelecermos um plano ao longo de z constante,
que adotamos como sendo z = ¢, dividindo o espaco em duas partes: uma com singularidade
ou fonte e outra sem. A parte singular nés descartamos e a parte sem singularidade ou
fonte, é refletida a partir do plano estabelecido. O resultado disto é o surgimento de um
disco fino de matéria no plano de corte. Nosso objetivo, a partir dai, foi, entdo, usar as
equagoes de Einstein, para encontrarmos as propriedades (como densidade e pressdo) da
distribuicdo confinada na hipersuperficie.

No espago-tempo quadrimensional, este método pode ser empregado na obtencao
de solugoes de discos de matéria que procuram representar discos galdcticos. No entanto,
nosso maior interesse estava voltado para a aplicacgdo do método no modelo RSII. De
acordo com esse modelo, nosso Universo 4-D corresponde a uma brana imersa em um
espaco ambiente com dimensao superior. Este modelo é um dos mais inusitados porque
propoe a existéncia de uma dimensao extra nao-compacta, algo que o diferencia dos
demais modelos anteriores de dimensées extras. Ja que, em todos os modelos anteriores, é

necessario admitir que a dimensao extra é compacta, para torna-los fenomenologicamente
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vidveis. Este é o caso dos modelos de Kaluza-Klein, ADD e RSI.

Além disso, algumas questées importantes neste modelo, permanecem em aberto,
entre elas, as solugdes exatas para buraco negro na brana. Assim, qualquer contribuigdo
nessa direcdo sera significativa.

Tendo isto em vista, primeiro colocamos a métrica do espago-tempo AdS; na
forma de Weyl, fizemos a transformacdo das componentes da métrica e encontramos o
tensor energia-momento para a métrica transformada. Verificamos que a distribui¢io
obtida corresponde a prépria brana do modelo RSII. Esta conclusdo pode ser obtida ao
constatarmos que a densidade de energia da distribuicao é uniforme e satisfaz a mesma
equacdo de estado das branas.

A segunda métrica usada foi a de um espago-tempo Schwarzschild-AdS;. Repetindo
o mesmo procedimento, obtivemos a densidade de energia e a pressao da distribuigdo
concentrada na hipersuperficie z = 0. Estas propriedades nos permitiram concluir que o
fluido energético da brana é isotrépico.

De posse destes resultados encontramos ainda que, assintoticamente, a densidade
e pressao da distribui¢ao correspondia exatamente as da brana com tensao negativa no
modelo RSII. Assim, subtraindo o tensor energia-momento da distribuicdo do tensor
energia-momento da brana, foi possivel encontrar a densidade e a pressao de um corpo
na brana.

A densidade e pressdo obtidas sdo positivas e caem a zero com o aumento da
coordenada radial. Isso nos permitiu concluir que a distribui¢do encontrada corresponde
a de um corpo com simetria esférica, possivelmente uma estrela confinada na brana.

O outro método que usamos para obtencdo das solugbes exatas das equagdes de
Einstein para corpos confinados na brana foi o método da imersdao. Nesse método, a
localizacdo da brana, no espago ambiente, é definida por uma funcéo x (R), portanto, néo
se restringe ao plano (z = ¢) do método anterior. Partindo mais uma vez da métrica do
espaco-tempo Schwarzschild-AdSs, construimos uma métrica induzida na brana. Com o
uso da condic¢do de Jungao de Israel, encontramos equagdes que relacionam a localizacao

da brana y (R), o contelido energético dela p (R) e a pressdo p (R).
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O método de imersdo é certamente mais abrangente do que o anterior, pois aqui
a brana pode ter forma arbitraria x (R) e, inclusive, poderia ser dependente do tempo.

Resolvendo as equagdes de Juncao de Israel, obtemos as funcdes x (R), p(R) e
p(R) em termos de dois pardmetros arbitrérios a e b.

Podemos verificar que, para valores particulares de a e b, 0 método de imersdo
reproduz o método anterior. Assim, podemos dizer que o método de “deslocar, cortar e
refletir” é um caso particular do método de imersao.

Concluimos também que ambos os métodos apresentam resultados satisfatérios
apenas para um intervalo espacial. Isto acontece porque em ambos os casos, a partir de
um certo valor de R, a condi¢ao de energia dominante nao é obedecida, ou seja, a pressao
do corpo na brana passa a ser maior que a sua densidade. Fisicamente, isso implica
que o fluxo energético pode ocorrer com velocidade maior do que a da luz, para algum
observador, o que é impossivel de acordo com a teoria da relatividade.

Em pesquisas futuras, pretendemos aplicar o método para a métrica Schwarzschild-AdS;
escrita em coordenadas do tipo Eddington-Finkelstein na tentativa de construir uma
hipersuperficie que cruze o horizonte de eventos e passe pela singularidade. Talvez, nesta
situagao, a solugao obitda tenha caracteristicas de buraco negro na brana.

Outra possibilidade é aplicar o método de imersao no espago-tempo quadrimensional

para obtermos discos de matéria mais gerais.
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