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RESUMO

Este trabalho consta de um estudo dos métodos iterativos
para a resolugao de sistemas de equagdes lineares visando a imple

mentagdo desses métodos em uma biblioteca de algoritmos numéricos

en desenvolvimento no DSC/UFPb.

Inicialmente & apresentada uma visdo geral de todos oOs mé
todos iterativos selecionados e em seguida um estudo detalhado do

fator de relaxagﬁo no método de Sobre-Relaxacgao Sucessiva (SOR) .

Finalmente sao apresentadas as subrotinas e os testes se
guindo as téecnicas usadas no projeto e imélantag&o da referida bi
blioteca, bem como as conclusoCes relativés a comparagdes entre oOs
métcdos diretos e iterativds e entre os metodos iterativos entre

gl.



ABSTRACT

The present work contéins an analysis of the iterative
methods for solving linear systems of equaticns in view of
their implantation in a library of numerical algorithms in
the Department of Computer Science - UFPb.

Thus a preliminary survey of all selected - iterative
nethods is presented, followed by an exhaustive research of
the relaxation factor in the Successive Over-Relaxation Me
thod (SOR) .

Finally subroutines and tests are presented according.
to the techniques used in the design and implantation of the
library,las well as conclusions drawn from a comparative

study between direct and iterative methods and between itera

tive methods themselves.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

Neste trabalho nos propomos a implementar alguns métodos
para inserir numa biblioteca educacional de algoritmos numéricos
e apresentar uma revisao dos métodos iterativos para a solugao
de sistemas de équagées lineares. Objetivamos despertar o 'iﬁtg
resse pelo assunto, evidenciar sua importancia e em termos pré
ticos esclarecer esﬁudantes ou profissionais de qualquer area
de interesse gue necessitem utilizar esta matéria como um meio

para a resolugdao de problemas formulados matematicamente dentro

de seu ramo de atividade.

Resolver sistemas de equagoes lineares cuja matriz dos
coeficientes é esparsa de ordem elevada e estruturada e muitas
vezes um dos passos da solucao de um problema maior. Exemplos
tipicos sao os problemas que envolvem a resolucdo de sistemas de
equagoes diferenciais parciais dos tipos parabolico, elipticc e

hiperbolico.
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Devido ds dificuldades e na maioria dos casos 4 impossibi
lidade de se obter uma solucdao analitica, tais problemas sao re
solvidos por métodos numéricos o que leva & resolucdo de um siste

na de equagoOes lineares, em geral dotado das caracteristicas aci

ma citadas.

Como exemplos de areas que conduzem a problemas desta natu
reza podem ser citadas as de difusao de neutrons, escoamento de
Zluidos, elasticidade, transmissao de calor em sblidos, previsdo

io tempo, além de problemas de engenharia [i{j.

A resolugao ‘de sistemas de grande porte e esparsos € prati
zamente impqssivel sem o uso de coﬁputadores. Usualmente sao uti
~izados métodos iterativos que ndo destroem a estrutura da matriz
ios coeficientes, ao contrario dos métodos diretos que introduzem
clementos ndo nulos nas posigdes que inicialmente continham ele
~entos nulos. Métodos iterativos se adaptam melhor a tais siste
~as quando se visa a minimizacao do tempo de processamento e do
zspago de armazenamento requeridos no éomputador. Conudo deve-se
chamar a atencgao para o fato de que ndo ha regras rigidas e que
=xistem até mesmo controvérsias em escolher um método direto ou

. Uma justificativa para a escolha de métodos itera

:terativo [ 9_
zivos na solucao de sistemas de equagbes lineares cuja matriz dos
coeficientes & esparsa de ordem elevada e estruturada é encontra
Za em [_9]. Segundo o autor, a solucdo deste tipo de sistemas fre
':Jentemente causa problemas de espago de armazenamento. Entretan
=2 a aplicagao dos métodos iterativos pode céntornar esta dificul
:iade, porque estes métodos sao econdmicos na utilizacao do espago
ce memdria, quando comparados com os métodos diretos. Isto se de

w2 3 simplicidade e uniformidade das operagoes a serem realizadas.



A caracteristica que mais pesa na escolha do tipo de méto
do é a esparsidade ja que em se usando métodos diretos siao reali
zados calculos desnecessarios ao passo gue em se aplicando méto

dos iterativos o nUmero de calculos é reduzido.

O que foi exposto acima evidencia que os métodos iterati
vos para a solugao de sistemas de equacOes lineares tém aplica
¢oes variadas. Estas aplicacgbes, constituem uma forte motivacao

para se estudar este assunto.

A estrutura deste trabalho estabelece critérios de esco
lha, na pratica, de um método que possa ser aplicado com sucesso
na solugao de um sistema evitando dificuldades de nao convergég
cia para a solucao desejada. A aplicacao do método de Sobre-Re
laxacdo Sucessiva (SOR) dentro das condicdes mais eficientes pos
siveis é outro ponto a ser focalizado no trabalho. Além disso
forém desenvelvidas sub-rotinas para verificar na pratica as con
cluséés tedricas. Para alcangar esta metas o texto inicialmente
revisa os‘fundamentos da teoria dos métodos iterativos. Sera fei
to o estudo de um método iterativo linear estacionario de grau 1
que se caracteriza por.fornecer a cada iteracao uma aproximacao

do vetor solucao satisfazendo a equacao

u(m+1) = (m)

Gu + k. {1.3)

Serao destacados os conceitos de consisténcia, convergéncia, ta
xa de convergéncia, e estabelecidas condicdes sob as quais o mé

todo converge para a solugao unica do sistema.

Na analise do método genérico definido pela equagao (1.1)
ndo ha preocupagaoquanto a forma da matriz ¢ e do vetor k. Esco

lhendo-se formas particulares desses parametros obtém-se os méto
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dos de Jacobji, SOR, Gauss-Seidel e Sobre-Relaxacdo Simultanea
(JOR) . Cada um desses m2todos seri revisto e todas as conclu

soes, vropriedades ‘e resultados para o caso geral serao estendi
dos a cada um deles fazendo-se comparagdes. As condicdes de con
vergéncia dos quatro métodos que variam de acordo com as pro
priedades da matriz dos coeficientes s3o consideradas em segui
da. A atengao sera voltada para o caso das matrizes dos coefi
cientes ser real. Além disso para limitar o escopo deste traba
lho nao serao vistos todo:z os casos restringindc-ze aos sistemas
onde a matriz tem pelo menos uma dentre as propriedades abaixo,
o0 que garante a convergéncia de algum método: matriz com diago
nal estritamente dominante, matriz irredutivel com diagonal domi
nante, matriz positiva definida, matriz positiva definida e con

sistentemente ordenada.

Desde que para o método SOR G = Yo e uma funcao de W, @&
de se esperar que este fator tenha influéncia na velocidade de
convergéncia. O capitulo III revisa o SOR estabelecendo uma e
quagao para o calculo do fator Wotimo, no caso particular das
matrizes dos coeficientes positivas definidas e consistentemente
ordenadas. Esta classe de matrizes & importante pois surge gquan
do 3e aplica o método das diferengas finitas para resolver cer
tas equacoes diferenciais parciais elipticas [14]. Uma analise
da variacao do raio espectral de Y » S(¥ ) como funcdo de W @

feita neste capitulo.

Um quarto capitulo apresenta resultados numéricos e um

>

anexo apresenta a listagem de sub-programas desenvolvidos em

F7ORTRAN.



CAPITULO II

METODOS ITERATIVOS

2.1. Introdugao

Este capitulo estuda um método iterativo estacionario ge
nérico de grau 1 e define os métodos de Jacobi, JOR, Gauss-Seidel
e SOR (particularizando os parametros da equagdao do método ge
ral). Sao estabelecidos conceitos, propriedades e teoremas relatl

vos a consisténcia e convergéncia dos métodos.

2.2. Método Iterativo Linear Estacionario de Grau 1

Seja um sistema de equagdes lineares
Au = b, (2.1)

de solugdo linica, cuja matriz dos coeficientes A4 & de ordem n.
Um método iterativo para resolver este sistema &€ aquele gque sele

cionando uma aproximagao inicial da verdadeira solugao determi

1 @

na uma sequéncia u gue dentro de certas condi
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goes convergird para a solugio.

Um método iterativo & linear estaciondrio de grau 1, se:
cada novo termo da sequéncia de niimeros & obtido de uma  fungdo

linear de 4 e b e do termo anterior. Assim,

L (m+1) (m)

= ¢(u y Ay BYs (2.2}

Trataremos do método iterativo genérico definido por

(m)

PRLLLE S BRSPS | (2.3)

onde G & uma matriz que depende de 4 e k é um vetor que depende

de 4 e de b.

2.3. Convergéncia

O método iterativo definido por (2.3) &€ convergente se e

(0)

somente se para qualquer solugao inicial u , a sequéncia gera

da converge para algum u.

O teorema a seguir & importante no estudo da convergéncia
pois estabelece uma condigao que os autovalores da matriz G de

vem satisfazer para haver convergéncia.

Definicao 2.1

0 raio espectral S(4) de uma matriz A € o maior dentre os

modulos dos autovalores de 4,

S(4) = max |Ar.(2)|
1<i<n .
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Teorema (2.1)

O método iterativo definido pela equacio (2.3) & conver
gente se e somente se o raio espectral da matriz G, 5(G), satis

faz a condigdo S(G) <1.

O teorema (2.1) estabelece uma condigdo necessaria e su
ficiente para a convergéncia do método. Entretanto ele nao garan
te a convergéncia para a solugdo Gnica do sistema. Para se deter
minar quando isto ocorre faz-se necessaria a introdugao do con

ceito de consistéencia.

2.4, Consisténcia

O método iterativo definido por (2.3) € consistente com

(2.1) se e somente se toda solugao de (2.1) for solugao da
equagao

(I-G)u = k (2.4)

O teorema seguinte estabelece uma condigao sob a qual o
método converge para a Unica solugao do sistema = (2.1) gqualquer

que seja a aproximacgao inicial,

" Teorema (2.2)

Se o sistema (2.1) tem solugcdo e o método iterativo €&
consistente com (2.1) e convergente, entdao 4 € nao singular e
a convergéncia se da para a unica solugao do sistema qualgquer

que seja a aproximagdo inicial [14].

Se um método iterativo & consistente com osistema .(2.1)

e se em alguma iteragdo a solugao u deste sistema for obtida, em
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todas as iteragoOes subsequentes o mesmo vetor u sera repetidamen

te encontrado. Este fato evidencia também a importancia do con

ceito de consisténcia.

2.5. Taxa de Convergéncia

Até esta altura tratou-se de condigbes sob as  quais o
método iterativo definido por (2.3) converge para a solugao
Gnica do sistema Au = b, sem preocupagdo com a velocidade de con

vergéncia.

A taxa de convergéncia & um conceito que surge da necessi

dade de se analisar essa velocidade e que se define por
R(G) = -log S(G). i Kk 35.)

Da definigao da taxa de convergéncia conclui-se que a ve

locidade de convergéncia sera tanto maior quanto menor for S(G).

2.6. Revisao de Alguns Métodos Iterativos

Na segao anterior tratamos de um método iterativo genéri
co definido pela equagao (2.3) sem especificar a forma da ma
triz G e do vetor k. A escolha destes parametros define métodos

particulares tais como o de Jacobi, Gauss-Seidel, JOR e SOR.
2.6.1. O Método de Jacobi

Seja o sistema (2.1), onde 4 = Eaij] e o vetor b = [bij -

-

Se na equacgao (2.3) G e definida por G=B, onde

B=[b..] = R e AR

4 0 ,i=g
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e k =K = [bi/a.iJ , obtém-se o método de Jacobi.

Uma vez que €& interessante fazer sempre referéncia ac mé
todo como um caso particular do método geral faz-se necessarioes
tabelecer uma correspondéncia entre alguns elementos da equagao

geral com a eguagao do método particular em questao. Desta forma

sera util definir:

D = diaag A
C =D - A
. -1 -1 . .
Conclui~se que: B =D "C e K =D “b, Além disso, tem-se:

1

(I-B) = I-D ‘¢ 1

0 (p-¢) = p71s

2.6.2, Método JOR

0 método iterativo JOR & uma variante do método de Jacobi
onde se escolhe um para@metro real ¥ e a sequéncia & formada pela
equagao

u(m+l) = Bﬁu + WK (é;é)

onde Bw = WB + (1-W)I. Se W=1, o método & de Jacobi.

Como no caso anterior faz-se necessario estabelecer uma

correspondéncia entre elementos das equacdes (2.3) e (2.6)

I-(FB+(1=-W)I) = W(I-B) = WD la.

Il

(Z-8y)
2.6.3. Méteodo de Causs-Seidel

Como mais um caso particular do método definido por (2.3),

tem-se o método de Gauss-Seidel, definido pela equacgao

£=1 n
I B L A B P TL Ly (2.7)
T j=1 ¥ 7 =i+l ¥ Y ’
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onde bij € um elemento de B, e ki € um elemento de X(B e X defi

nidos na secgao 2.6.1), e ui(m+l) e u, ™

: , indicam os i-ésimos com

ponentes dos vetores u(m+l)e u(M) respectivamente,

Ao contrario dos métodos de Jacobi e JOR como se pode ob
servar, a equagao do método foi apresentada acima em fungdo de
um componente genérico da aproximacao u(m+l).Para homogeneidade

e padronizagdo das consideragdes, faz-se necessario que se apre

sente como anteriormente a equagdo do método na forma matricial.

Sejam

0 ,722>4 0 , 224

Bss o & €

.. L > 4
Pii b’LJ r T J

De acordo com as definicOes acima, vemos que U e L sao matrizes
estritamente triangulares e tais que B = U+L. Assim, a sequéncia

sera formada pela equagao

(m o . 2.8

_u{T+1) " Lu(m+l) + Uu

Desde que (I-L) & triangular inferior e seus elementos da diago
nal sdo iguais a 1, entdo det(I-L) = 1 e portanto & inversivel.

Assim & que a equagdo do métcdo & dada por

1

L (m+1) L (2.9)

Yu

I

onde Y = (I—L)HlU. Veja-se agora a correspondéncia entre os ele

mentos das equacgdes (2.3) e (2.9).

G =Y

(1-6) = (r=1) = (7-0)"* p71a
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2.6.4, Método SOR

Este método & uma variante do Gauss-Seidel onde se escolhe

um parametro real W e a sequéncia & formada por:

n
u.(m+l)+ ¥ b (m )

) (m
ar oy +k. |+ (1=-W)u.
j=1 * 7 g=i+1 *9 9 1] ( )ui

(2.10)
Quando W=1, tem-se o método de Gauss-Seidel.

Como no caso do método de Gauss-Seidel € necessario que
se apresente a equacao do método na forma matricial para padroni

zagao das consideracoes.

De acordo com a equagao (2.10) pode-se afirmar que:

P o Ce ™Y 5w 4 2T 4 a-ma'™

(m) (m)

i u(m+l)= WLu(m+l) + WK etem=-se (I-WL)u

Dai, (m+1) _

+WUu + (1+W) u

(WU+(1—W)I)u(m)+ WK. Mas det(I-WL)=1 e portanto (I-WL) é inversi

vel. Entao

u(m+l) 1

(z-wz) "L wo+ 1-m) 1) o ™ 4 (z-wz) "Lk,

Fazendo-se

Yw = (I—WL)_l(WU+(l—W)I), tem-se:

, (m+1) (m)

= Y u (z-wp) Y wx (2.11)

w

como equagao do método SOR.

Veja-se a correspondéncia entre os elementos das equacgoes
(2.3)  (2.11)
G = Y.
w
1 -1

(I-6) = (I-Y;) = W(I-WL) ~ D A

Definidos estes quatros métodos basicos pode-se concluir
pela prdopria construcdo das matrizes que uma condigao necessaria

para a aplicagao de gqualgquer um dos métodos & que todos os ele
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mentos da diagonal da matriz 4 dos coeficientes sejam diferentes

de zero.

No gue diz respeito & convergéncia, o teorema (2.1) permi
te se concluir que cada um dos métodos em questao & convergente
se e somente se o raio espectral da sua respectiva matriz corres
pondente 3 matriz G for menor que l. Em outras palavras tem-se.

baseado no teorema (2.1):

a) O método de Jacobi converge se e somente sé S(3) < 1

b) O método de Gauss-Seidel converge se e somente se

SLY) < A
c) O método JOR converge se e somente se S(Bw} < 1

d) O método SOR converge se e somente se S(Yw) LN

Por outro lado, conforme se observa para os quatro méto

dos em guestdo & possivel expressar k por Mb e (I-G) por MA, on
rod a . - & ]

de M e uma matriz. Assim considerando-se o sistema (2.1) tem-se

Yo o= maae = Mp =k e, portanto, A7 & também solu

gue (I-G)A
¢ao de (2.4). Isto mostra que o método definido pela equacgao
(2.3) & consistente com o sistema (2.1) de acordo com a defini

cdo de consisténcia.

Com base no exposto acima, pode-se afirmar que os métodos
de Jacobi, Gauss-Seidel, JOR e SOR sao consistentes com o siste

ma (2.1) de solugao Unica.

Nas equacoes (2.6) e (2.11) que definem os métodos JOR e
SOR aparece um parametma mais do gue nos métodos de Jacobi e
Gauss—-Seidel. E de se esperar que este parametro que & o fator

de relaxacao W, tenha influéncia na convergéncia do método. Esta
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influéncia & estudada a sequir.

" Teorema (2.3)

0 método

" Teorema (2.4)

0 método

(0,2).

Segue um
equagao (2.3) e

de Jacobi, JOR,

JOR nao converge se W = 0.

SOR nao converge se W nao pertence ao intervalo

quadro comparativo dos pardmetros envolvidos na
nas equagoes particulares referentes aos métodos

Gauss-Seidel e SCR.



GERAL JACOBI GAUSS-SEIDEL JOR SOR
D) 0 g | VEL) L R g(mﬂ) L B e s Vog Mo | o™ Doy u s (rimy x
G B=rp"tc P Pt g B, = WD ORI | ¥, = (Z-WE) TR (1) T)
x k=0 (1-1) 1o WK = WD b () oL
-1 -1 -1 : -1 w(I-v) Lo ta
oo Wi=o 4 | R R A s MR
QUADRO 1
Comparativo dos parametros dos métodos: Geral,

Jacobi, Gauss-Seidel, JOR e SOR.

PT
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2.7. A Influéncia das Propriedades da Matriz 4 na Convergéncia

dos Métodos Iterativos
2.7.1. Definicgbes Basicas

2.7.1.1, Matriz de diagonal dominante

2.7.1.2., Matriz de diagonal estritamente dominante

Uma matriz A de ' ordem . n, tem diagonal dominante, se e

somente se

n ‘
Iaii' > jil |a£j|, £ = 1,00 0t
J#c *
e
lag,] > & lagl
Aws] > z s S P
11 J=l td
J#T

(318

para unm valer de

£ Fo 3
. J#T

a matriz & de diagonal estritamente dominante.

2.7.1.3. Matriz Irredutivel

N

Uma matriz A de ordem n & irredutivel se e somente se

n=1 ou se quando n>1 e dij=0 com i#j, 1l<i<n, 1l<j<n existe uma
éncia 7 ; 3 i i Bl ve iplha g SHD
sequencia 74, Toreserly tal que a1’ alltZ" 12237 102 !

todos diferentes de zero.
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2,7.1,4, Matriz Positiva Definida

Uma matriz A, real & positiva definida se e somente se &

simétrica e todos os seus autovalores sdo positivos.

2.7.1.,5. Matriz Consistentemente Ordenada

Uma matriz de ordem n € consistentemente ordenada, se e
somente se, existem t subconjuntos disjuntos de W = {1,2,...,n}
tais que sua uniao & igual a W e: J € Sk+l quando 7 ¢ Sk e j>1,

enquanto que j ¢ Sk-l se j<i, desde que i#j e aij%o ou aji#O.

Os teoremas a sequir estabelecem critérios de convergén
cia para os quatro métodos, com base nas propriedades da matriz

A dos coeficientes do sistema (2.1) determinado.

2.7.2. Criterios de Convergéncia-

Téorema'(Z;S)

Se o método de Jacobi converge, entao o método JOR conver

ge giando 0<W<1l.

Teorema (2.6)

Se A & uma matriz de urdem n com diagonal estritamente do
minante, entiao os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e o método JOR

convergem se O<W<l.

Teorema (2.7)

Se A & uma matriz de ordem n irredutivel com diagonal do
minante ent3ao convergem os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e os

métodos JOR e SOR se 0<W<1,
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Teorema (2.8)

Se A & uma matriz real positiva definida convergem os mé

todos de Gauss-Seidel e o SOR se 0<W<2."

Teorema (2.9)

Se A & uma matriz real positiva definida e consistentemen
te ordenada, convergem os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, JOR se

0<W<l e SOR se 0<W<2,

As demonstragOes dos teoremas acima podem ser encontradas

em [14] ou [15].

0 quadro 2 apresenta um resumo para facilitar a aplicacgao
dos métodos com base nas propriedades da matriz dos coeficientes

do sistema.



MATRIZ COM DIAGO
NAL ESTRITAMENTE

MATRIZ IRREDUTI

VEL E COM DIAGO

MATRIZ REAL POSI

MATRIZ REAL POS—E_ 'T.
DEF. E CONSIS'E=N
TEMENTE ORDENAJ==X",

DOMINANTE. NAL DOMINANTE. .. | . “70770 77070077000
JACOBT Converge Converge Nao Analisado Converge
= E
— Converge se Converge se Wi Analicado Converge s
0 <W <1 0 < W<l 0 <W <1
GAUSS-SEIDEL Converge Converge Convercge Converge
- . N30 Analisado Converge se Converge se Converge se _]
0 <wWw<1 0 < W < 2 0<W12 l
ey
QUADRO 2

A convergéncia dos métodos de Jacobi, Gauss-Seidel,

JOR e SOR, de acordo com as propriedades da matriz

dos coeficiéntes do sistema.

8T



CAPITULO IIX

OTIMIZACAO DO FATOR DE RELAXACEO

NO METODO SOR

3.1. Introducao

Sabemos que a convergéncia do método iterativo definido
pela équagéo (2.1) depende do valor do raio espectral de G -como
ficou estabelecido no Capitulo II. Além disto, vimos que esta con
vergéncia serd tanto mais ra@pida quanto menor for 5(G). Por es
tas razoes podemos conéluir gue sendo a matriz G = Yw e logo
5(G)= 5(¥ ) no caso do método SOR uma funcao de ¥, a escolha

do fator 6timo de relaxacao, Wotimo, € feita procurando-se 12

que minimize S(Y )}, maximizando a taxa de cenvergéncia R(Yw).

Neste trabalho, a determinacao de Wo6timo sera  restrita
ao caso das matrizes dos coeficientes positivas definidas e con

sistentemente ordenadas.

O teorema (3.1) & devido a David M. Young |14] e estabelece
uma equagao para o calculo do fator otimo no caso particular gue
nos propusemos a analisar. Apresentamos uma demonstragao alterna

tiva.
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3.2. Determinacao do fator de relaxacido 6timo.

Teorema (3.1) Se 4 é positiva definida e consistentemente

ordenada, o valor otimo de W para a aplicacao do SOR ac sistema
(2.1) & dado pela equagao

Wotimo = — ' 2 , (3.1)

1+ (1-(s5(B))2)1/2

onde B € a matriz do método de Jacobi.
Prova
12 parte

Se A & positiva definida entdo & hermitiana por definicao.
Desde que A4 é real e hermitiana, entao 4 é simétrica e  dai

1

B=I-D A tamb@m & simétrica. Sendo B real e simétrica € hermitia

na e portanto tem todos os seus autovalores reais.

Por outro lado, todos os elementos da diagonal de 4 sao
positivos e portanto nao nulos. Desde que A € consistentemente or

denada entdo [14]

(s(3)? = s(1).
Mas S(Y) < 1 pois o método de Gauss-Seidel converge. Dai S(B) <1l.
22 parte

Se A @ consistentemente ordenada com elementos nao nulos
na diagonal, todos os autovalores de Yﬁ‘podem ser obtidos resol

vendo-se uma das eguagoes.

G2 = Pln (3.2)

1

A=l = wual/? | (3.3)

para cada autovalor u de B [14].
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Escolhendo-se um valor de ¥ no intervalo (0,2) e fixan

do-se um autovalor u de B, cada equagao fornecera duas raizes’

que sdao os autovalores de Yo

Se r(W,n) & o maior dentre os mddulos dessas raizes,
S(Yw) = max {» W,u)}, fazendo-se percorrer o conjunto dos au

tovalores de B.
Fazendo-se )\ = mz, a equacgao (3.3) se redug a
xz - Wpx + (W=1) =0 : (3.4)
Resolvendo a equagao quadratica (3.4) encontra-se:

P o gy 2

2

CWu ot

e g bEn 2 ey e

4

onde os dois valores de ) s3ao os autovalores de Yw obtidos para

um certo W e para um valor fixo de u.

Sejam
. B e a1
A () = (et Ay 4(H=1))""%,2
1
2
e,
2 2 1/2
: - - W-1 2
Ay (Wyu) = e by = Rl
2
O objetivo agora, € mostrar que
w
s e B e e LR _
TS I A A e I (3.5)

2
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Se A (W) e A, (0, 0) sao raizes reais, neste caso e

aw-1)12 5 .

Se p > 0, desde que W > 0 entao kl(w,u) € a raiz de maior

valor absoluto e, portanto,

w3 ks 2.2 _ " 1/2
Pyl = Kty = (R AN C SR 2
5
(wjuj b WS - 4(W—l))l/2)2
2
Se u < 0, AZ(W,M) € a raiz de maior médulo pois temos
que:
2 2

- aw-1))2 5

Wu = (W' ) _
2

AZ(W'U) =

_Eew + A - aw- 22 |
2
2 2

(w|u| + (W°p° - 4(w-1))1/2)2
: 2

Ent3ao se Al(w,uY e AZ(W,u) sao raizes reais, o maior den
tre os modulos destas raizes é
Al + P - 4(w—1))1/2)2
2

r(W,u) =

Observemos que se y =0, temos Al(w,u) = AZ(W,u) = (1-W) e

.

portanto, r(W,u) = |1-W

(Nlul_+ (7%u2

Por outro lado

- sw-1) %2
2
(=4w=11)1"2 2

( )
2

= |1-¥| e portanto a relagao (3.5) também & sa

feita.



Sejam Al(w,u) e Az(w,u) pares de complexos conjugados.

Entao Ay = a + bt e A, =a - bt
llll = |la + bi| = |a - bi| = |A2[ + € portanto
2.2 . . 12
Wu + (W - 4 (V-1 2
111] |A2| = |20 (W—u ( )) ) -
2
R G i S U} S
2 2 |
_ 2, c#? x aw1)
2 2%

2

a1 Y 3

Como os moédulos de ambas as raizes sao iguais, r(W,u) sa

tisfaz a relagao (3.5).
Mostraremos agora, que »(W,p) cresce guando |u| cresce.

Se ¥ < 1 entao ~4 (W-1) > 0 e sendo todo o numerador daex
pressdo positivo & claro que r(¥,u) < r(¥,u') quando |u| < [u'].

Se por outro lado ¥ > 1, entao =4 (W-1) < 0.

> , entao W2u2 - 4(W=1) > 0.

W

1) Se u2 . 4 (W-1)

.

Quando |u| cresce, entao W°u° - 4(W-1) cresce e como no caso

anterior »(W,u) < r»(W,u'), quando |u| < [u'l.

W
Seja m = quz - 4(W-1) '< 0

, entao quz - 4(W-1) < O



L%

2
1/2
rirp = (Plul & m RO ]
2 2
-
W | u] 4 L=m)
4 4
rr B s i T 1o R
Entdaa r(W,u) = B ]u|™ + A1) = W
4 4
2
- W'fuyz'+'4(w-l) - W21M13 = TB=1)
4
assim »(W,u) = (W-1). Se |p| < |u'|, entdo »(W,n) = (W-1) =

r(W,u') e portanta, r(W,n) < r(w,n').

Assim, »(W,n) j_P(Wrﬂ') quando |u| < |u'| para qualquer
‘W e (0,2). Dal, pode-se concluir que para um certo valor fixa de
¥ e 10:2); desde que temos || il S(B), entac »r(W,n) < r(W,5(8)),
e portanta r(W,S(B)) = max {»(W,u)} quandc y1 percorre o conjuntc

dos autovalores de B.

Assim, r»(W,S(B)) = S(fm} (3.6)

Com esta conclusaa, nos resta agora determinar o valor de ¥ gque
torna minimo S(Yw), ou seja, que torma o maior dentre os modulos
das raizes da equacdc (3.3), fazendo-se u = S(B), o menar possi

vel.
Determinacdo do valor Gtimo de W.
1) seja S(B) # 0

Tomemos a equagaas:

(H-1) 2 = W2 (S(B)) %X (3.7)

2o

A equacio (3.7) nos leva a

2 4 (2m-L) - PP sE P -t =0 (3.8)



Mostraremos que existe um Unico valor de W, para o qual
a equagdo (3.8) tem duas raizes iguais. Neste caso, o descrimi

nante desta equagao de 29 grau €& nulo, ou seja:

(2W=1) - (S E142 ~ aw=-132 = ¢
Dai, tem-se que:
Wes ()2 (W2 (s(8))2% - 4w-1)) = 0 (3.9)
2 2
e portanto W™ (S(B))" - 4¥W + 4 = 0. (3.10)

Resolvendo a equagao (3.10), em W teremos que:

_ 52 112
po 42016 -4 AN .

2. (5(B) %)

2:2 (1 - (5(8))%)Y/2

(5(B))?

Desde que (S(B))2 <le W < 2, a tnica solugao sera

2)1/2

o 222(1-(8(5)) } 2
(5(B))? \ 14+ @i~tg(e))y2y ?
Chamaremos este valor de W, e teremos:
W, = 2 (3.11)

1+ (1-(5(8))2)1/2

E facil de verificar que Wy > i N

Tomaremos agora a eguagao

2

£ = W2 (s(8))2 W% (s5(8))% - 4(-1)), onde o segundo mem

bro € o descriminante (3.9).
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seja g (W) = (W2(5(B))2% - 4(w-1))

g' ) = 2mw(B)Z - 4= 2W(5(B))2 - 2). Assinm,

g' (W) 2(W(S(B))? - 2) (3.12)

I

Se 0<W<2e0< (5(8))2 <1, entdo 0 < W(S(B))2 <2 e

portanto W(S(B))2 - 2 < 0, de onde se conclui que g'(W) < 0 e

portanto a fungao g (W) & decrescente para 0 < W < 2.
Quando W = W, , g(W,;) =0 e concluimos entao que:

Se W < W, entao g(W) > 0
se W > W,, entdo g(W) < 0
e consequentemente: f(W) > 0 se W < Wb' e

F(N) <0 se W >W,.

Portanto, concluimos que o descriminante (3.9) & positivo se

W < Wb e negativo se W > Wp.

Tomemos W no intervalo (O,Wb). Desde que o descriminante

é positivo, a equagao (3.8) tem duas raizes reais, onde

: - PP 1) -
»(W,5(B)) = S(¥y) = (¥5(B) + (W2 (5(B)) 4 (W-1)) )2
2

Provaremos agora que S(Z,) € decrescente no intervalo considera

do.

1/2
)

dS(Yw) _ .19 172 S(B) ((W.S(B))%-4 (W-1))1/%4 (5 (B))%W-2
dw (W= (S (B)) - 4(wW-1))

1/2 5 0. além disso, co

Analisando S(Yy) concluimos que ES(Yd)j
mo as raizes sao reais, o descriminante & positivo, e portanto o

denominador da fragao & positivo.



0 numerador da fracgdo, satisfaz:

2

s (WPwEi? - aw-1Y%50 e ENW-2<0, 3

que
W< 2 e (W(B))2 < 1. Por outro lado, ((S(B))z- W =
2 1/2)2

22 = Pwen®

W(s(B))% + 4 e, (S(B) (WAS(B))2 - 4(w-1))

= w2 (s ? -
- 4H(8(B))2 + 45(B). Entio,

1/2)2

((5(B))2w-2)2 = (8(B) W2 (5(B))2 - 4(W-1)) = (4(1-5(B)) > 0

s 2-2)2 > (sB) (P (sB))2 - aw-1))1/2)2

LGN iw-2| > |58 WP s 2 - aw-1))?

Podemos entdo concluir que o numerador da fragﬁo & negati

-

vo, e portanto d_5 (1)

< 0 o que leva a concluir que S(Y ) e de
dw o
crescente no intervalo (O,Wb), ou em outras palavras, que S(ow)
< S(Yw) para todo W < Wy«
Consideremos agora os valores de W no intervalo (Wh’2)‘

Desde que, para valores de W neste intervalo o descriminante (3.9)

2 negativo, a equagao (3.8) tem duas raizes complexas conjugadas

cujo produto é (Wfl)z.
Sejam p + g2 e p — gi estas railzes
/ . ; 2
{p+pZ) (p=-pZ) = (W-1)
2. 2 2
(p +q ) = (W-l) .
2.1/2 2. 12
(p2+q ) 2 o ((w=1)7) /
s : . 2 .2 1/2 A
c e+ gl = lp ail = % + ¢HYE = @iH Y2 = -
L - T . .
Se W > Wb entao W>1 e ((w=-1)°) /%= (W-1). Entao, seli>db

as ralzes tém mddulo (y-7) e como sdao iguais os seus modulos, con



clui-se que r(¥,5(2)) = wW-1 ,". S(Yw) = W=-]. Sendo S(Yw) = W-1 pa

ra W e (Wb,2), e claro que S(Yw) @ crescente neste intervalo e

| v

portanto S(Yw) StY .}, se ¥ » Wb. Entao, concluimos que

wo

S(Y ;) < S(¥ ) se ¥ e (0,2), e portanto w, minimiza S(Yw), sendo

pois o valor otimo de W.

2) seja 5(B) 0.

Il

Neste caso Hb = ].

Por outro lado, se S(B) = 0, entao S(Yy) = S(Yl) = 0 [14], Entao
o =

S5 (_ow) B

Desde que S(Yw) > 0, podemos afirmar que S(Yw) & S(ow) e

portanto ¥, = 1 minimiza S§(Y ) sendo o valor otimo de W.

3.3. Comportamento de S(Ym)

Ja se viu que iy minimiza S(Yw) nas condicoes do (teorema

3.1). Assim sendo, S(¥ ) e crescente no intervalo [Fb,z) e decres

cente no intervalo (O,WEZ

Sera agora feita uma anadlise da taxa de variagao de S(Yw)

nestes dois intervalos.’

1. Intervalo i}/,,2)

Neste intervalo S(Yw) cresce a medida que WV se afasta do
valor WE. Viu-se que para estes valores o descriminante de equa
gdo (3.8) & negativo e todas as suas raizes sao complexas e de
modulo (W-1). Assim, a taxa de crescimento de §(Y ) sera dada

por:

d5(r,)) d (W-1)

dw dw
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Conclui-se que S(Yw) cresce linearmente,

Quanda ¥, a ‘partir de W, sofre um acréscrimo igual a k&,

S(Yw) & acrescido de k.
A taxa de caonvergéncia neste casa, decresce de

C(R(Y,n) = R(Yy))
H(Iwb)

x 100% .

2. Intervalc~(6fmb]

A medida que W se aproxima de Wb neste intervalg, S(Iﬁ)

cresce..

Para estes valores de W o descriminante da equacia (3.8)

& positiva e todas as raizes s3ag reais.

Viu-se ques:

. 2 2 1/2 . °
W(S(R)) el - - A (F=1) T 2
5(1,) = (ELStEYy + (5 (8(H)) (F=n 1772,

2

Assim, a taxa de crescimento de S(X)) sera dada pars:

: : - SO SRR, ¥ -
as(¥y) _ ) 3(z~)1/2 X_;_d(WS(B) +(W?(3(B)) 4(W-1)) )
aw v 2 daw
W ETCO i g
w
=58 + L (WFeEn? - aw-n 2@ i-a =
2 )
= §5(B) + W(8 (B)) 2 . =
W2 (s (B2 -4 (w-1)) /2
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[2 -wus@E» ] .

s(B) - - M
W (s 2 - aw-1))1/2

5(B) (WAs(BN? - aw-1)1/2 = [2-wisBY)

w2 (s(B)) % - a(w-1))L/2

Multiplicando o numerador e denominador da expressao por

sB[W2(s(B)2 - aw-1)Y2 + (2 - W(s(B))] tem-se:

s - 1 o ma - sen ] ,
av e w6 w172 s [ (50)) 4 w-0) Y 22 6)) ]

Sera feita a seguir uma analise da expressao acima:
Seja a funcgao
2 2 »
rnt? - (W sn? - aw-1] V2

- ' - e ! : 2 2 ; 1/2

Desde que f(W) & continua tem—-Sc gue: 11:1[5 G(B: ~4(W~l)] 2 0
. W>Wp,

pois a expressao € o déscriminante de (3.8). Assim, o denomina

dor da fracdo tende a zero quando W+Wb e dai

34 1 d S(Y,)

- o 5
Wl S (2,) daw

lim d S(_T:.a) |

W+Wb o dw

- 00

Conclui-se que quando W se aproxima de Wb’ o raio espec
tral de Yw decresce numa taxa extraordinariamente grande, e por
tanto um pequeno decréscimo de ¥, acarreta um grande decréscimo

de S(Yw).



Assim, incrementar Wb de uma pequena quantidade, causa um
menor decréscimo em §(¥,) e conseguentemente no nimero de itera
¢oes necessario para que se obtenha a convergéncia do método, do

que diminuir Wb de uma quantidade equivalente.

Os graficos a seguir, W versus S(Yw) e W veréUﬁ R(S(YU)L

foram tracados com base na matriz

Estes dao uma idéia melhor do que foi exposto acima.

A TABELA 1 fornece os valores de W ,S(Yw) e R(S(Yw)) u

tilizados no tracado dos graficos 1l e 2.



TABELA 1
s . - . 5(Y) R(5(Y)))
. 0.949 0.0526
0.895 0.1114
03 0.837 0.1776
0.4 0.776 0.2533
0.5 i 0.3414 °
0.6 0.640 0.4567
0.7 0.562 0.5753
0.8 0.476 0.7423
0.9 0.376 0.9784
140 0.250 1.3800
1.071(Wb) 0.071 2.6339
s P | 0.100 2.3000
1.2 ©.200 1.6000
1.3 0.300 1.2000
1.4 0.400 0.9160
1.5 0.500 0.6931
LB 0.600 0.5108
1.7 0.700 0.3566
okl oo e vu ol o JDB0R 0.2231
S(r,) = (W-1) p. W Wy
w8, + s - aw-1] /2 3
S(‘Yuf) = ( 5 ),

R(S(Y )) =

.—log S(.Yw)

W<W

32
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S( Yu)) A

0.8954

0.8
0.776

0.640 A
0.6

0.476

0.4+

0.250 -
0.2-

0.071 A

(wb, wb=1)

T Ll T T T T v T T L
0.0 02 0.4 06 08 1.0 L 1.2 L4 1.6 .8 w
wh=1.071

GRAFICO |

DEMONSTRATIVO DA VARIAGAO DE S(Yw) COM -
W, PARA 024w £180, PARA O METODO SOR
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R(S(Yw))

(ws,-{n(S(Yws))

2.6339

1.6000

1.28 00+

0.91804

0.7423 1

051084
0ASE7

0.2533 +
0.22317

0.1114 9

00 02 04 06 o8 10 L2 14 16 1.8 w

GRAFICO 2

DEMONSTRATIVO DA VARIACAO DA TAXA DE
CONVERGENCIA DO METODO SOR COM w,
PARA 02<w< 1.8



CAPITULO IV

IMPLEMENTACAO , TESTES COMPARATIVOS

E CONCLUSOES

4.1. Implementacao

Com o objetivo de poupar esforgos em se desenvolver roti
nas ja elaboradas bem como complementar este trabalho, nestg ca
pituio apresentamos as rotinas de aplicacao dos métodos iterati
vos tratados. Além destas; constam também algumas rotinas de
servigo cujo desenvolvimento foi indispensavel. Dentre estas ro
tinas de apoio, algumas se destinam a testar certas proprieda
des de matrizes, tendo certa relevancia a subrotina DANI7 e a
subrotina POSID. Estas rotinas sao importantes por serem elas
destinadas a verificar se uma matriz tem as propriedades due
sdo condig¢oes necessarias a matriz dos coeficientes para se apli

car o métode SOR na solugao do sistema com o fator de relaxagao

otimo definido pela equagao 3.1.
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1. SUBROTINAS DOS METODOS
1.1. Objetivo

Estas rotinas se destinam a determinacao da solugao Uni
ca de um sistema de equacdes lineares pelos métodos de Jacobi,
JOR, Gauss-Seidel e SOR. Os nomes destas subrotinas sio respec-

tivamente JACOB, JOR, GSEID e SOR.

1.2. Formato de Chamada

Cada uma das subrotinas obedece a um dentre os dois ti

pos de formato de chamada.

CALL NOME (NDIM,ND,AM,VC,NIT,IND,SOLF,APR,T) (4.1)

CALL NOME (NDIM,ND,AM,VC,NIT,IND,SOLF,APR,T,W) . (4.2)

1.3. Descricao dos Parametros

NDIM - Indica o nUmero de linhas da matriz como é declarado no
comando de especificacao de dimensdo do programa de cha

mada.

ND - Variavel inteira cujo valor é igual a dimensao do siste

ma a ser resolvido.

AM ~ Matriz real de ordem ND que representa a matriz dos coe

ficientes do sistema.
vC - Vetor constante do sistema, de dimensao ND.

NIT - Variavel inteira que indica o numero de iteracoes.



IND - Variadvel inteira que indica se o método converge. O seu

valor é inicialmente zero e assumira valor um se nio hou .

ver convergéencia.

SOLF - Vetor de dimensio ND que representa a solucdo do sistema.

f

APR - Vetor de dimensao ND que representa uma aproximacio da

solugdo obtida em uma iteracio.

T _.- Tolerancia na aproximagao da solucac do sistema.

W - Fator de relaxacido para o método JOR.

2. SUBROTINAS DE SERVICO _

2.1. Subrotinas de Teste de Propriedades ' - .

2.1.1. Objetivo

R S
A

Estas rotinas determinam as propriedades de uma matriz,

dentre aquelas visadas no estabelecimento dos critérios de con

vergéncia. Dentre elas destacam-se como mais relevantes:
DANI - Testa a irredutibilidade.

POSID -~ Testa se uma matriz é positiva definida, através de seus
i

autovalores.

DANI7 - Verifica se uma matriz & consistentemente ordenada.
2.1.2. Formato de Chamada - \
As subrotinas obedecem ao sequinte formato de chamada:

|
: |
CALI. NOME (NDIM, ND,AM,IP) - . . !
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2.1.3. Descricao dos Parametros

NDIM - Indica o numero de linhas da matriz comoé declarado no
comando de especificacao de dimensdo do programa de chama

da.

ND - Variavel inteira cujo valor & igual a dimensdo da matriz

gue se testa a propriedade.
AM - Matriz real de ordem ND que sera testada.

Ip — Variavel inteira cujo valor indica se a matriz tem a pro

priedade em questao.

2.2. Subrtotinas Gerais de Servicos

2.2.1. Objetivo
Oferecer apoio as demais subrotinas.

TRASF - Transformar quando possivel a matriz dos coeficientes de
um sistema em uma matriz de diagonal dominante atraves
da troca de linhas, efetuando as correspondentes trocas

no vetor independente.
RELAX — Determina o fator de relaxacao Otimo para o método SOR.
2.2.2. Formato de Chamada

CALL TRASF (NDIM,ND,AM,VC,IND)

CALL RELAX(NDIM,ND,B,W)
2.2.3. Descricao dos Parametros

VDIM - Indica o numero de linhas da matriz como é declarado no



ND

vC

IND
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comando de especificagao de dimensao do programa de chama

da.

Variavel inteira cujo valor é igual a dimensao do siste

ma.

Matriz real de ordem ND que representa a matriz dos coefi

cientes do sistema.
Vetor real constante do sistema de dimensao ND.

Variavel inteira que indica se uma troca de linhas é pos

sivel.

Matriz do método de Jacobi associada a matriz dos coefi

cientes do sistema.

Fator de relaxacao.
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4.2. Testes

Nesta secao sao apresentados alguns resultados numéricos,

confirmando as previsodes.
Estes resultados apresentam-se descritos a sequir.

4.2.1. A taxa de convergéncia para o SOR €& maxima para Woti

mo, calculado de acordo com o que foi estabelecido no Capitulo

ITT.
Considere-se as quatro matrizes positivas definidas e con
sistentemente ordenadas apresentadas a seguir. N
-Métriz 5 Matriz 2
P =l sl @) 2. <1 ©
-1 4 0 -1 -1 2 -l
- 0 4=d 0 -1 2
L.O -1 -1 4__
Matriz 3 Matriz 4
"4 -1 0 0 -1 0| . Fat o 13- 17
-1 4 -1 0 0 -1 0 4 0 1
0 -1 4 0 0 0 ' 1 0 4 0
0 0 0 4 -1 0 L. X 1 0 4 _|
1 0 0 -1 4 -1
| 0 -1 0 0 -1 4 |
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De acordo com o que foi visto, o método SOR & convergente
para qualquer sistema que tenha matrizes dos coeficientes com as
oropriedades acima citadas. Além disso & possivel se determinar

N

um fator Otimo de relaxagao pela equacao (3.1).

~

Aplicando o SOR aos sistemas 1, 2, 3 e 4 que tém as qua

tro matrizes em questao como matrizes dos coeficientes e os veto

res constantes abaixo:

VETOR 1 VETOR 2 VETOR 3 VETOR 4
"o 6 x 10° [-17 2] :
0 | 0 | s 2
1w | . 0 3 3
[ 107 . 4]

8
\—0_

Constata-se a convergéncia, sendo apresentados no quadro

z seguir o fator de relaxacao Otimo para cada caso.

- SISTEMA ~ Wotimo
1 1.071797
2 1.072627
3 1.09340
4 .| 1.044640

QUADRO 3 %
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Resolyendo~se em seguida os sistemas com fatores de rela
xagao diferentes do Otimo, fazendo-se W variar de 0.6 a 1.8 com
um incremento de 0.2, pode-se comprovar atraves dos valores das

taxas de convergéncia calculadas em cada caso que esta convergén

cia ocorre mais rapidamente quando se usa o Wotimo.

Verifica-se ainda que a taxa de convergéncia diminue a

nedida que W se afasta do valor otimo tanto para a esquerda quan

to para a direita, como ilustra o quadro 4.

O nimero de iteragdes necessdrias & convergéncia em cada
caso para cada valor de W, & apresentado no quadro 4 e comprovada
" nente diminue 3@ medida que se utiliza um fator W cada vez mais

oroximo do valor otimo.



A SISTEMA 1 SISTEMA 2 SISTEMA 3 SISTEMA 4
s(r)) | R(S(z))| S | RS())| 8(r) | RS(F))| S | RSz
0.1 0,9487 0,0526 0,9489 0,0524 0,9546 0,0464 0;9392 0,0627
0.2 0,8945 0,1114 0,8951 0,1108 0,9064 0,0982 0,8757 0,1327
03 0,8372 0,1776 0,8380 0,1767 0,8550 0,1565 0,8092 D, 2117
0.4 0,7762 0,2533 0,7772 0,2521 0,7980 80,2231 0,7391 0,3023
0is:d 0,7107 0,3414 0,7120 0,3397 0,7405 0,3003 0,6649 0,4080
0.6 0,6400 0,4567. 0,6414 0,4439 0,6757 0;3919 0,5857 0,5348
0.7 0,5624 05753 0,5642 0,5723 0,6041 0,5039 0,5003 0,6926
0.8 0,4759 0,7423 0,4780 0,7383 0,5236 0,6470 0,4063 0,9008
0,9 0,3758 0,9784 0,3781 0,9727 0,4298 0,8442 0: 2991 1,2069
1.0 0,2500 1,3800 0,2525 1,3763 0,3125 1,1631 0,1636 1,8101
WOTIMO 0,071797 2,6339 0,72627| 2,6224 0,0934 2,3708 0,04464| 3,1091
1.1 0.1 2,3000 2,3000 2,3000 2,3000 2,3000 2,3000 2,3000
12 0.2 1,6000 1,6000 1,6000 1,6000 1,6000 1,6000 1,6000
1.3 0.3 1,2000 1,2000 1,2000 1,2000 1,2000 1,2000 1,2000
1.4 0,4 0,9160 0,9160 0,9160 0,9160 0,9160 0,9160 0,9160
Lud 0,5 0,6931 0,6931 0,6931 0,6931 0,6931 0,6931 0,6931
1.6 0,6 0,5108 0,5108 0,5108 0,5108 0,5108 0,5108 0,5108
.7 6,7 0,3566 0,3566 0,3566 0,3566 0,3566 0,3566 0,3566
1.8 c,8 0,2231 0,2231 0,2231 0,2231 0,2231 0,2231 0,2231

$4x..)

v s(8) + Psm? - aw-1)Y2

2

2

se W < Wotimo, §(¥ ) = (W-1)se ¥ > Wotimo.

19874



NOMERO DE ITERACOES
SISTEMA 1 SISTEMA 2 SISTEMA 3 SISTEMA 4
0.6 28 34 18 12
0.8 18 22 12 9
1.0 11 13 8 6
Wotimo 8 9 6 5
1.2 10 11 7 6
A 16 18 10 10
1.6 28 31 17 16
1.8 - >50 >50 38 35
QUADRO 5

Neste quadro & apresentado o nimero de iteragoes necessari
as para a convergencia do método SOR, considerando-se uma varia
cao do fator de relaxacao de 0.6 a 1.8, para os sistemas 1, 2, 3

e 4. A tolerancia utilizada & de 0.1 x 1672,

4.2.2. Aplicacao dos metodos de Jacobi, Gauss-Seidel, JCR

e SOR.

Consideremos os quatro sistemas de equacgoes lineares em

questao no item anterior.

O quadro 6 apresenta os resultados obtidos quando se apli

- ca os métodos de Jacobi, JOR, SOR e Gauss-Seidel aos quadro siste

mas, com uma tolerancia de 0.1 x 10-2.
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METODO NOMERO DE ITERAQ@ES
SISTEMA 1 SISTEMA 2 SISTEMA 3 SISTEM2 4

JACOBI 18 24 14 9

JOR 17 33 19 11
G.-SEIDEL 1k 1.3 8 6

SOR =8 9 6 5

QUADRO 6

Conforme se pode observar, nestes casos onde as nmatrizes

dos coeficientes sao positivas definidas e consistentemente orde
nadas, a solugao pelo método SOR com o Wotimo, € encontrada com
um nlimero de iteracgoes inferior ao nimero de iteragoes correspon

dentes as solugbOes pelos outros trés métodos.

Pode-se notar também que, co

o método JOR nao funcionou
mo uma melhoria do método de Jacobi exceto para o primeiro siste
ma. Isto deu-se devido a ma escolha do fator W que foi feitaalea
toriamente. A escolha conveniente deste fator que nao foi trata
do neste texto deverd diminuir o nimero de iteracoes necessarias

para atingir a covergéncia quando se compara os métodos JOR e de

Jacobi.
4.2.3. Aplicacao da Subrotina TRASF.

Consideremos os seguintes sistemas, representados por sua

matriz dos coeficientes e seu vetor independente.

1 10 0 0 2
_ 0o 1 0 10 10
516 a2 o o %1 = 10
0 0 2 -1 | | 19 |
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1 10 1 0 0 OW F 1 .
2 0 20 1 0 0 1
0 3 0 0 30 3 0
2710 1 0 0 0 - 271 .
0 0 0 2 =2 20 5
_ 0 o0 0 10 -1 0] 5
Conforme pode-se observar nenhum dos métodos iterativos

pode ser aplicado para solucionar estes sistemas ja que nas dia

gonais das matrizes Al e A2 existem elementos nulos.

Aplicando-se a subrotina TRASF aos sistemas, consegue-se
transforma-los em sistemas equivalentes cujas matrizes dos coe
ficientes tém diagonal estritamente dominante, conforme apresen
tamos abaixo. Além disso estas matrizes passam a ter certos con
juntos de propriedades que permitam a escolha de um método itera

tivo para a solugao do sistema.

™ 10 -1 0 0] [ 18 7
i1 10 0 0 2
L= 0 g 2 =i P17 19
0 1 0 10 10 |
(10 1 0 0 0 =-1T] - 5 7
1 10 1 0 0 0 i
2 g 20 1 © .0 1
s 6o o0 0 10 -1 © iy = 5
0 3 0 0 30 3 0
0 o 0 2 -2 20] L 5 _




4/
Matrizes Al e A, e vetores bl e b2 com as linhas permuta
das pela subrotina TRASF,

Apresentamos a sequir, a solugao dos sistemas pelo méto

do de Jacobi.

[1.009900 ~ [ 0.5146590

. 0.09901005 0.05116820

' 7 | 9.549504 . -0.02634139
1 0.9900991 27| 0.4975107

-0.02489278

L 0.1977597




48

4.3. Conclusces

Apds o estuda, implementacao e testes - dos  algoritimos
apresentados neste trabalho verificamos as vantagens do usa dos
métodos iterativos nos sistemas de equacdes onde a matriz dos coe
ficientes & esparsa, estruturada e de grandé porte. Nao se pode
cantudo esperar superioridade absoluta desses métodos sobre as

métodos diretos a naa ser nos casas acima citados.

Podemos também concluir que apesar das restricGes de con
vergéncia os métodos iterativos podem ser largamente = utilizados
visto que & grande o numerc de sistemas onde a matriz dos coe
ficientes apresenta as propriedades necessarias para a utiliza
cao dos mesmos; Um exemplo disto é que a resolugdao de  equacgdes
diferenciais elipticas, parabdlicas ou hiperbdlicas pela -métada
numerica das diferencas finitas sempre conduz a sistemas de equa
coes lineares onde & possivel e vantajoso o usa dos métadas ite

rativas.

+

Ve:ificou—se também qu: entre os métodos iterativos nao
existe supremacia abscoluta. Istao depende daé propriedades da ma
triz dos coeficientes do sistema. Ha casos por exemplo em que ao
contrario do que se poderia esperar o métbdo de Jacobi aferece
maior rapidez de canvergéncia do que o método de Gauss-Seidel .
Comparando-se o métoda delGauss—Seidel com o SOR encontra-se ca
sas onde este pode nao ser mais eficiente que o primeira qual
quer que seja a fator de relaxagéo escalhidao [11]. Alem dissc em
casos onde esta maior eficiéncia pode ocorrer n3a se pode garan
ti-la a nd3oc ser com a utilizacdao do fator y gque minimiza o raio
espectral de Iﬁ_ . A salucdo de equagdes parciais elipticas saoc
casos tipicos onde a utilizacdo do SOR & sempre mais eficiente

do que a do Gauss-Seidel guando se usa ¥ calculado pela equa
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cao (3.1).

Nenhuma referéncia sobre a escolha adequada do fator pa
ra o método JOR consta neste texto. Sugerimos como assunto para

outro trabalho o estudo da utilizacao dormétodo JOR com a melhor

eficiéncia possivel.
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