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RESUMO 

Este t r a b a l h o c o n s t a de um estudo dos metodos i t e r a t i v o s 

para a r e s o l u c a o de sistemas de equagoes l i n e a r e s v i s a n d o a i m p l e 

mentagao desses metodos em uma b i b l i o t e c a de a l g o r i t m o s numericos 

en d e s e n v o l v i m e n t o no DSC/UFPb. 

I n i c i a l m e n t e e apresentada uma v i s a o g e r a l de t o d o a os me 

todos i t e r a t i v o s s e l e c i o n a d o s e em seguida um estudo d e t a l h a d o do 

f a t o r de r e l a x a g a o no metodo de Sobre-Relaxagao Sucessiva (SOR). 

F i n a l m e n t e sao apresentadas as s u b r o t i n a s e os t e s t e s se 

guindo as t e c n i c a s usadas no p r o j e t o e i m p l a n t a c a o da r e f e r i d a b i 

b l i o t e c a , bem como as c o n c l u s o e s r e l a t i v a s a comparagoes e n t r e os 

metodos d i r e t o s e i t e r a t i v o s e e n t r e os metodos i t e r a t i v o s e n t r e 



ABSTRACT 

The p r e s e n t work c o n t a i n s an a n a l y s i s o f t h e i t e r a t i v e 

methods f o r s o l v i n g l i n e a r systems o f e q u a t i o n s i n v i e w o f 

t h e i r i m p l a n t a t i o n i n a l i b r a r y o f n u m e r i c a l a l g o r i t h m s i n 

t h e Department o f Computer Science - UFPb. 

Thus a p r e l i m i n a r y survey o f a l l s e l e c t e d i t e r a t i v e 

nethods i s p r e s e n t e d , f o l l o w e d by an e x h a u s t i v e r e s e a r c h o f 

t h e r e l a x a t i o n f a c t o r i n t h e Successive O v e r - R e l a x a t i o n Me 

thod(SOR). 

F i n a l l y s u b r o u t i n e s and t e s t s are p r e s e n t e d a c c o r d i n g 

t o t h e t e c h n i q u e s used i n t h e d e s i g n and i m p l a n t a t i o n o f t h e 

l i b r a r y , as w e l l as c o n c l u s i o n s drawn from a c o m p a r a t i v e 

study between d i r e c t and i t e r a t i v e methods and between i t e r a 

t i v e methods the m s e l v e s . 
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CAPlTULO I 

INTRODUQAO 

Neste t r a b a l h o nos propomos a implementar a l g u n s metodos 

para i n s e r i r numa b i b l i o t e c a e d u c a c i o n a l de a l g o r l t m o s numericos 

e a p r e s e n t a r uma r e v i s a o dos metodos i t e r a t i v o s para a s o l u c a o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

de sistemas de equacoes l i n e a r e s . Objetivamos d e s p e r t a r o i n t e 

r e s s e p e l o a s s u n t o , e v i d e n c i a r sua i m p o r t a n c i a e em termos p r a 

t i c o s e s c l a r e c e r e s t u d a n t e s ou p r o f i s s i o n a i s de q u a l q u e r area 

de i n t e r e s s e que necessitem u t i l i z a r e s t a m a t e r i a como um meio 

para a r e s o l u c a o de problemas f o r m u l a d o s matematicamente d e n t r o 

de seu ramo de a t i v i d a d e . 

R e s o l v e r s i s t e m a s de equacoes l i n e a r e s c u j a m a t r i z dos 

c o e f i c i e n t e s e esparsa de ordem elevada e e s t r u t u r a d a e m u i t a s 

vezes um dos passos da solucao de um problema m a i o r . Exemplos 

t l p i c o s sao os problemas que envolvem a r e s o l u c a o de siste m a s de 

equacoes d i f e r e n c i a i s p a r c i a i s dos t i p o s p a r a b o l i c o , e l i p t i c c e 

h i p e r b o l i c o . 



02 

Devido as d i f i c u l d a c l e s e na maipria, dos cases a i m p o s s i b i 

l i d a d e de se o b t e r uma solucao a n a l l t i c a , t a i s problemas sao r e 

s o l v i d o s por metodos numericos o que l e v a a r e s o l u c a o de um s i s t e 

ma de equacoes l i n e a r e s , em g e r a l dotado das c a r a c t e r l s t i c a s a c i 

ma c i t a d a s . 

Como exemplos de areas que conduzem a problemas d e s t a n a t u 

reza podem ser c i t a d a s as de d i f u s a o de n e u t r o n s , escoamento de 

f l u i d o s , e l a s t i c i d a d e , t r a n s m i s s a o de c a l o r em s o l i d o s , p r e v i s a o 

do tempo, alem de problemas de engenharia |~14] . 

A r e s o l u c a o -de sist e m a s de grande p o r t e e esparsos e p r a t i 

zamente i m p o s s i v e l sem o uso de computadores. Usualmente sao u t i 

l i z a d o s metodos i t e r a t i v o s que nao destroem a e s t r u t u r a da m a t r i z 

dos c o e f i c i e n t e s , ao c o n t r a r i o dos metodos d i r e t o s que in t r o d u z e m 

elementos nao n u l o s nas po s i g o e s que i n i c i a l m e n t e continham e l e 

-en t o s n u l o s . Metodos i t e r a t i v o s se adaptam melhor a t a i s s i s t e 

r.as quando se v i s a a minimizagao do tempo de processamento e do 

espaco de armazenamento r e q u e r i d o s no computador. Con'udo deve-se 

chamar a atencao p a r a o f a t o de que nao ha r e g r a s r i g i d a s e que 

existem a t e mesmo c o n t r o v e r s i a s em e s c o l h e r um metodo d i r e t o ou 

i t e r a t i v o | _ 9 j . Uma j u s t i f i c a t i v a para a e s c o l h a de metodos i t e r a 

- i v o s na solucao de sistemas de equacoes l i n e a r e s c u j a m a t r i z dos 

c o e f i c i e n t e s e esparsa de ordem eleva d a e e s t r u t u r a d a e e n c o n t r a 

i a em | 9 | . Segundo o a u t o r , a solucao d e s t e t i p o de sistemas f r e 

ruentemente causa problemas de espago de armazenamento. E n t r e t a n 

.0 a a p l i c a g a o dos metodos i t e r a t i v o s pode c o n t o r n a r e s t a d i f i c u l ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

za.de, porque e s t e s metodos sao economicos na u t i l i z a g a o do espago 

de memoria, quando comparados com os metodos d i r e t o s . I s t o se de 

ve a s i m p l i c i d a d e e u n i f o r m i d a d e das operagoes a serem r e a l i z a d a s . 



A c a r a c t e r l s t i c a que mais pesa na e s c o l h a do t i p o de meto-

do e a e s p a r s i d a d e j a que em se usando metodos d i r e t o s sao r e a l i 

zados c a l c u l o s d e s n e c e s s a r i o s ao passo que em se a p l i c a n d o meto 

dos i t e r a t i v o s o numero de c a l c u l o s e r e d u z i d o . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 que f o i exposto acima e v i d e n c i a que os metodos i t e r a t i 

vos p a r a a solucao de s i s t e m a s de equagoes l i n e a r e s tern a p l i c a 

goes v a r i a d a s . Estas a p l i c a g o e s , c o n s t i t u e m uma f o r t e motivagao 

para se e s t u d a r e s t e a s s u n t o . 

A e s t r u t u r a d e s t e t r a b a l h o e s t a b e l e c e c r i t e r i o s de esco 

l h a , na p r a t i c a , de um metodo que possa ser a p l i c a d o com sucesso 

na solugao de um s i s t e m a e v i t a n d o d i f i c u l d a d e s de nao convergen 

c i a p a r a a solugao d e s e j a d a . A a p l i c a g a o do metodo de Sobre-Re 

laxagao Sucessiva (SOR) d e n t r o das condigoes mais e f i c i e n t e s pos 

s l v e i s e o u t r o ponto a ser f o c a l i z a d o no t r a b a l h o . Alem d i s s o 

foram d e s e n v o l v i d a s s u b - r o t i n a s p a r a v e r i f i c a r na p r a t i c a as con 

c l u s o e s t e o r i c a s . Para a l c a n g a r e s t a metas o t e x t o i n i c i a l m e n t e 

r e v i s a os fundamentos da t e o r i a dos metodos i t e r a t i v o s . Sera f e i . 

t o o estudo de um metodo i t e r a t i v o l i n e a r e s t a c i o n a r i o de g r a u 1 

que se c a r a c t e r i z a por f o r n e c e r a cada i t e r a g a o uma aproximagao 

do v e t o r solugao s a t i s f a z e n d o a equagao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u(m+l) = G u ( m ) + fc> ( 1 > 1 ) 

Serao destacados os c o n c e i t o s de c o n s i s t e n c i a , c o n v e r g e n c i a , t a 

xa de c o n v e r g e n c i a , e e s t a b e l e c i d a s condigoes sob as q u a i s o me 

todo converge para a solugao u n i c a do s i s t e m a . 

Na a n a l i s e do metodo g e n e r i c o d e f i n i d o p e l a equagao (1.1) 

nao ha preocupagao quanto a forma da m a t r i z c e do v e t o r k . Esco 

lhendo-se formas p a r t i c u l a r e s desses parametros obtem-se os meto 
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dos de Jacobj,, SOR, Gauss-Seidel e Sobre-Relaxagao Simultanea 

(JOR). Cada um desses metodos sera r e v i s t o e todas as c o n c l u 

soes, p r o p r i e d a d e s e r e s u l t a d o s para o caso g e r a l serao e s t e n d i 

dos a cada um d e l e s fazendo-se comparacoes. As condigoes de con 

v e r g e n c i a dos q u a t r o metodos que v a r i a m de acordo com as p r o 

p r i e d a d e s da m a t r i z dos c o e f i c i e n t e s sao co n s i d e r a d a s em s e g u i 

da. A atencao sera v o l t a d a para o caso das m a t r i z e s dos c o e f i 

c i e n t e s ser r e a l . Alem d i s s o para l i m i t a r o escopo d e s t e t r a b a 

I h o nao serao v i s t o s t c d o ^ cs casos r c s t r i n g i n d c - s e aos sistemas 

onde a m a t r i z tern p e l o menos uma d e n t r e as p r o p r i e d a d e s a b a i x o , 

o que g a r a n t e a c o n v e r g e n c i a de algum metodo: m a t r i z com d i a g o 

n a l e s t r i t a m e n t e dominante, m a t r i z i r r e d u t i v e l com d i a g o n a l domi 

n a n t e , matr*iz p o s i t i v a d e f i n i d a , m a t r i z p o s i t i v a d e f i n i d a e con 

s i s t e n t e m e n t e ordenada. 

Desde que oara o metodo SORzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G = Y , e uma funcao de W, e 

de se e s p e r a r que e s t e f a t o r tenha i n f l u e n c i a na v e l o c i d a d e de 

c o n v e r g e n c i a . O c a p i t u l o I I I r e v i s a o SOR est a b e l e c e n d o uma e 

quacao para o c a l c u l o do f a t o r fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ 6 t im o , no caso p a r t i c u l a r das 

m a t r i z e s dos c o e f i c i e n t e s p o s i t i v a s d e f i n i d a s e c o n s i s t e n t e m e n t e 

ordenadas. E s t a c l a s s e de m a t r i z e s e i m p o r t a n t e p o i s surge quan 

do =e a p l i c a o metodo das d i f e r e n g a s f i n i t a s para r e s o l v e r c e r 

t a s equagoes d i f e r e n c i a i s p a r c i a i s e l i p t i c a s |1^ ] . Uma a n a l i s e 

da v a r i a g a o do r a i o e s p e c t r a l de Y^, S (J^) como fungao de -W e 

f e i t a n e s t e c a p i t u l o . 

Um q u a r t o c a p i t u l o a p r e s e n t a r e s u l t a d o s numericos e um 

anexo a p r e s e n t a a l i s t a g e m de sub-programas d e s e n v o l v i d o s em 

FORTRAN. 



CAPlTULO I I 

METODOS ITERATIVOS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 . 1 . I n t r o d u g a o 

Este c a p i t u l o e s t u d a um metodo i t e r a t i v o e s t a c i o n a r i o ge 

n e r i c o de g r a u 1 e d e f i n e os metodos de J a c o b i , JOR, Gauss-Seidel 

e SOR ( p a r t i c u l a r i z a n d o os parametros da equagao do metodo ge 

r a l ) . Sao e s t a b e l e c i d o s c o n c e i t o s , p r o p r i e d a d e s e teoremas r e l a t i ^ 

vos a c o n s i s t e n c i a e c o n v e r g e n c i a dos metodos. 

2.2. Metodo I t e r a t i v o L i n e a r E s t a c i o n a r i o de Grau 1 

Seja um s i s t e m a de equagoes l i n e a r e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Au = b, . (2.1) 

de s o l u g a o u n i c a , c u j a m a t r i z dos c o e f i c i e n t e s A e de ordem n.. 

Um metodo i t e r a t i v o p a r a r e s o l v e r e s t e s i s t e m a e aquele que s e l e -

cionando uma aproximagao i n i c i a l da v e r d a d e i r a s o l u g a o deternrL 

(1) (2) (m) . , . ,. 
na uma sequ e n c i a u , u , . . . u que d e n t r o de c e r t a s condi_ 
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goes c o n v e r g i r a p a r a a so l u g a o . 

Um metodo i t e r a t i v o e l i n e a r e s t a c i o n a r i o de g r a u 1 , se 

cada novo termo da sequencia de numeros e o b t i d o de uma fungao 

l i n e a r dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e b e do termo a n t e r i o r . Assim, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> + i ) _zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H U M T A B U ' L 2 2 ) 

Trataremos do metodo i t e r a t i v o g e n e r i c o d e f i n i d o p o r 

M(m +D = GUM  + K { 2 3 ) 

onde G e uma m a t r i z que depende de A e k e um v e t o r que depende 

de A e de b. 

2.3. Convergencia 

O metodo i t e r a t i v o d e f i n i d o p o r (2.3) e convergente se e 

somente se p a r a q u a l q u e r solugao i n i c i a l u , a sequencia g e r a 

da converge p a r a algum u. 

O teorema a s e g u i r e i m p o r t a n t e no estudo da c o n v e r g e n c i a 

p o i s e s t a b e l e c e uma condigao que os a u t o v a l o r e s da m a t r i z G de 

vem s a t i s f a z e r p a r a h a v e r c o n v e r g e n c i a . 

D e f i n i g a o 2 »1 

0 r a i o e s p e c t r a l S(A) de uma m a t r i z A e o maior d e n t r e os 

modulos dos a u t o v a l o r e s de A , 

S(A) = max | \ . (A) \ 

Ki<n ^ 
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TeoremazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2.1) 

O metodo i t e r a t i v o d e f i n i d o p e l a equagao (2.3) e conver 

gente se e somente se o r a i o e s p e c t r a l da m a t r i zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G, S { G ) , s a t i s 

f a z a condigao S.(G) <1. 

O teorema (2.1) e s t a b e l e c e uma condigao n e c e s s a r i a e su 

f i c i e n t e p ara a c o n v e r g e n c i a do metodo. E n t r e t a n t o e l e nao garan 

t e a c o n v e r g e n c i a p a r a a solugao u n i c a do s i s t e m a . Para se d e t e r 

m i n a r quando i s t o o c o r r e f a z - s e n e c e s s a r i a a i n t r o d u g a o do con 

c e i t o de c o n s i s t e n c i a . 

2.4. C o n s i s t e n c i a 

0 metodo i t e r a t i v o d e f i n i d o p o r (2.3) e c o n s i s t e n t e com 

(2.1), se e somente se t o d a s o l u g a o de (2.1) f o r solugao da 

equagao 

( I - G ) u = k (2.4) 

O teorema s e g u i n t e e s t a b e l e c e uma condigao sob a q u a l o 

metodo converge p a r a a u n i c a s o l u g a o do s i s t e m a {2.1) q u a l q u e r 

que s e j a a aproximagao i n i c i a l . 

Teorema (2.2) 

Se o s i s t e m a (2.1) tern s o l u g a o e o metodo i t e r a t i v o e 

c o n s i s t e n t e com (2.1) e c o n v e r g e n t e , e n t a o A e nao s i n g u l a r e 

a c o n v e r g e n c i a se da p a r a a u n i c a solugao do s i s t e m a q u a l q u e r 

que s e j a a aproximagao i n i c i a l JJ4~| . 

Se um metodo i t e r a t i v o e c o n s i s t e n t e com o s i s t e m a (2.1) 

e se em alguma i t e r a g a o a solugao u d e s t e s i s t e m a f o r obtida., em 
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to d a s as i t e r a g o e s subsequentes o mesmo v e t o rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u s e r a repetidamen 

t e e n c o n t r a d o . Este f a t o e v i d e n c i a tambem a i m p o r t a n c i a do con 

c e i t o de c o n s i s t e n c i a . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.5. Taxa de Convergencia 

A t e e s t a a l t u r a t r a t o u - s e de condigoes sob as q u a i s o 

metodo i t e r a t i v o d e f i n i d o p o r (2.3) converge p a r a a s o l u g a o 

u n i c a do s i s t e m a Au = b, sem preocupagao com a v e l o c i d a d e de con 

v e r g e n c i a . 

A t a x a de c o n v e r g e n c i a e um con c e i t o que surge da necess:L 

dade de se a n a l i s a r essa v e l o c i d a d e e que se d e f i n e p o r 

R(G) = - l o g S(G) . . {2.5) 

Da d e f i n i g a o da t a x a de c o n v e r g e n c i a c o n c l u i - s e que a ve 

l o c i d a d e de c o n v e r g e n c i a s e r a t a n t o m aior quanto menor f o r S(G) . 

2.6. Reyisao de Alguns' Metodos I t e r a t i v o s 

Na segao a n t e r i o r t r a t a m o s de um metodo i t e r a t i v o g e n e r ^ 

co d e f i n i d o p e l a equagao (2.3) sem e s p e c i f i c a r a forma da ma 

t r i z G e do v e t o r k. A e s c o l h a d e s t e s parametros d e f i n e metodos 

p a r t i c u l a r e s t a i s como o de J a c o b i , Gauss-Seidel, JOR e SOR. 

2.6.1. O Metodo de J a c o b i 

S e j a o s i s t e m a ( 2 . 1 ) , onde A = [_a . .J e o v e t o rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b = Tb. J . 

Se na equagao (2.3) G e d e f i n i d a p o r G=B, onde 

- a i o / a i i > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i - i 
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ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k = K = l b . / a . . \ , obtem-se o metodo de J a c o b i . 

Uma vez que e i n t e r e s s a n t e f a z e r sempre r e f e r e n d a ao me 

todo como um caso p a r t i c u l a r do metodo g e r a l f a z - s e n e c e s s a r i o es 

t a b e l e c e r uma c o r r e s p o n d e n c i a e n t r e alguns elementos da equagao 

g e r a l com a equagao do metodo p a r t i c u l a r em questao. Desta forma 

sera u t i l d e f i n i r : 

D = d i a g A 

C = D - A 

C o n c l u i - s e que: B = D~1C e K = D~*b. Alem d i s s o , tem-se: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(1-5) = I-D~1C = D'1(D-C) = D~XA 

2.6.2. Metodo JOR 

0 metodo i t e r a t i v o JOR e uma v a r i a n t e do metodo de J a c o b i 

onde se escolhe um parametro r e a l P e a sequencia e formada p e l a 

equagao 

u i m + l ) = B l c M + WK (2.6) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

w 

onde Bw = WB + (1-»V)I. Se W=l, o metodo e de J a c o b i . 

Como no caso a n t e r i o r f a z - s e n e c e s s a r i o e s t a b e l e c e r uma 

co r r e s p o n d e n c i a e n t r e elementos das equacoes (2.3) e (2.6) 

( I - B v ) ) = I - (VB+d-W) I) = W(I-B) = WD A. 

2.6.3. Metodo de Gauss-Seidel 

Como mais um caso p a r t i c u l a r do metodo d e f i n i d o por (2.3), 

tem-se o metodo de Gauss-Seidel, d e f i n i d o p e l a equagao 

u.<»<
+1> = ̂ V.u.(m+1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAb . M .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + K.  

id o * 

(2.7) 
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onde fc. . e um elemento dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B, e k . e um elemento de K(B e K d e f i 

Rides na segao 2.6.1), e u.{m+1)

 e i n d i c a m os i-esimos com 

ponentes dos v e t o r e s u { m + 1 ) e u [ m ) r e s p e c t i v a m e n t e . 

Ao c o n t r a r i o dos metodos de J a c o b i e JOR como se pode ob 

s e r v a r , a equagao do metodo f o i apresentada acima em fungao de 

um componente g e n e r i c o da aproximagao u ( m + 1 ) . P a r a homogeneidade 

e padronizagao das c o n s i d e r a g o e s , f a z - s e n e c e s s a r i o que se apre 

sente como a n t e r i o r m e n t e a equagao do metodo na forma m a t r i c i a l . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 

Se jam zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ,"C > i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u = 

hi ' 1 < j 

0 ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ < o 

b . . , % > A 

De acordo com as d e f i n i g o e s acima, vemos que U e L sao m a t r i z e s 

e s t r i t a m e n t e t r i a n g u l a r e s e t a i s que B = U+L. Assim, a sequencia 

s e r a formada p e l a equagao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M ( « + D  = £ u ( m + D + Uu(m) + x > . • { 2 8 ) 

Desde que (I-L) e t r i a n g u l a r i n f e r i o r e seus elementos da d i a g o 

n a l sao i g u a i s a 1 , entao d e t ( I - L ) = 1 e p o r t a n t o e i n v e r s i v e l . 

Assim e que a equagao do metodo e dada p o r 

u(m+l) m yu(m) + { I m m L ) - l K (2.9) 

onde 1 = ( I - L ) ~ ^ U . Veja-se agora a c o r r e s p o n d e n c i a e n t r e os e l e 

mentos das equagoes (2.3) e (2.9)„ 

G = I 

(I-G) = (I-Y) = ( I - L ) " 1 D'^A 
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2.6.4.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Metodo SOR 

Est e metodo e uma v a r i a n t e do Gauss-Seidel onde se e s c o l h e 

um p a r a m e t r o r e a lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W e a sequencia e formada p o r : 

J = lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA +* 3 -jmi+1 * ^ 

(2.10) 

Quando W=l, tem-se o metodo de Gauss-Seidel. 

Como no caso do metodo de Gauss-Seidel e n e c e s s a r i o que 

se a p r e s e n t e a equacao do metodo na forma m a t r i c i a l p a r a p a d r o n i 

zagao das c o n s i d e r a g o e s . 

De acordo com a equagao (2.10) pode-se a f i r m a r que: 

u { m + 1 ) = W tLu{m+1) + Uum + Kj + U-W)u{m) 

D a l , u i m + 1 ) = Wluim+1)+WUuim)+(l+W)u
im)

+ WK etem-se (I-WL)u{m+1)= 

(WU+(1-W)I)WK. Mas d e t ( I - ^ L ) = l e p o r t a n t o {I-WL) e i n v e r s i 

v e l . Entao 

u(m+l) = { I - W L ) -
1

{ w u + { 1 - W ) I ) u (
r " ) + { I _ W L ) - ± W K t 

Fazendo-se 

Y. = ( I - W L ) ' 1 (WU+(1-W) I ) , tem-se: 

_ (m) _ U.WL)-1 m (2.11) 

como equagao do metodo SOR. 

Veja-se a c o r r e s p o n d e n c i a e n t r e os elementos das equagoes 

(2.3) e (2.11) 

G = Y.\ 
w 

( I - G ) = = Wil-WL)'1 D~^A 

D e f i n i d o s e s t e s q u a t r o s metodos b a s i c o s pode-se c o n c l u i r 

p e l a p r o p r i a c o n s t r u g a o das m a t r i z e s que uma condigao n e c e s s a r i a 

p a r a a a p l i c a g a o de q u a l q u e r um dos metodos e que todos os e l e 
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m e n t o s da d i a g o n a l da m a t r i zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A dos c o e f i c i e n t e s s'ejam d i f e r e n t e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

de zero. 

No que d i z r e s p e i t o a c o n v e r g o n c i a , o t e o r e m a ( 2 . 1 ) p e r m i 

t e se c o n c l u i r que c a d a urn dos m e t o d o s em q u e s t a o e c o n v e r g e n t e 

se e somente se o r a i o e s p e c t r a l da sua r e s p e c t i v a m a t r i z c o r r e s 

p o n d e n t e a m a t r i z G f o r menor que 1 . Em o u t r a s p a l a v r a s tem-se 

b a s e a d o no t e o r e m a ( 2 . 1 ) : 

a) 0 metodo de J a c o b i c o n v e r g e se e somente so" 5 ( 3 ) < 1 

b) 0 metodo de G a u s s - S e i d e l c o n v e r g e se e somente se 

S ( Y ) < 1 

c) 0 metodo JOT! c o n v e r g e se e somente s e S(B ) < 1 

w 

d) 0 metodo SOR c o n v e r g e se e somente se S {Y ) < 1 . 

Por o u t r o l a d o , c o n f o r m e se o b s e r v a p a r a os q u a t r o meto 

dos em q u e s t a o e p o s s i v e l e x p r e s s a r k p o r Mb e ( I - G ) p o r MA, on 

de M e uma m a t r i z . A s s i n c o n s i d e r a n d o - s e o s i s t e m a ( 2 . 1 ) * tem-se 

que { I - G ) A = MA A ^b = Mb = k e, p o r t a n t o , A e tambem s o l u 

^ao de ( 2 . 4 ) . I s t o t n o s t r a que o metodo d e f i n i d o p e l a equacao 

( 2 . 3 ) e c o n s i s t e n t e com o s i s t e m a ( 2 . 1 ) de a c o r d o com a d e f i n i 

c ao de c o n s i s t e n c i a . 

Com base no e x p o s t o a c i m a , pode-se a f i r m a r que os metodos 

de J a c o b i , G a u s s - S e i d e l , J 0 3 e SGR sao c o n s i s t e n t e s com o s i s t e 

ma ( 2 . 1 ) de s o l u g a o u n i c a . 

Nas e q u a g o e s ( 2 . 6 ) e ( 2 . 1 1 ) que d e f i n e m os metodos J03 e 

SOR a p a r e c e urn p a r a m e t r o a m a i s do que nos metodos de J a c o b i e 

G a u s s - S e i d e l . £ de se e s p e r a r que e s t e p a r a m e t r o que e o f a t o r 

de r e l a x a g a o W, t e n h a i n f l u e n c i a na c o n v e r g e n c i a do metodo. E s t a 
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influ§ncia e e s t u d a d a a s e g u i r . 

T e o r e m a ( 2 . 3 ) 

0 metodo JOR nao c o n v e r g e sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W = 0. 

T e o r e m a (2.4) 

0 metodo SOR nao c o n v e r g e se W nao p e r t e n c e ao i n t e r v a l o 

( 0 , 2 ) . 

Segue um q u a d r o c o m p a r a t i v o dos p a r a m e t r o s e n v o l v i d o s n a 

e q u a c a o ( 2 . 3 ) e nas e q u a c o e s p a r t i c u l a r e s r e f e r e n t e s aos m e t o d o s 

de J a c o b i , JOR, G a u s s - S e i d e l e SOR. 



GERAL JACOBI GAUSS-SEIDEL • JOR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. . . . . . . . _ ... 

SOR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u =GuzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA +k u i m + 1 ) =Buim)+K 
( w f l ) (m) _» - l v 

W =YwzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + ( J - I ) a 
u ( ^ l ) = F (m) 

u<*W]=ijm)Hi-wD-h 
w 

G B = zT 1? y = ( I - L ) "-4/ B = ^ ^ C + d - ^ J Y = (J-^L)" 1(W7+(1-I/)I) 

k KzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = D~h (I-L) "V" ^ KK = WD~h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
•  

( I - G ) ( I - B ) = D^A (I-L) "h'h ( I - B 3= WD"1 A 
w 

W(I-WL) "^D A 

QUADRO 1 

C o m p a r a t i v o dos p a r a m e t r o s dos m e t o d o s : G e r a l , 

J a c o b i , G a u s s - S e i d e l , JOR- e SOR". 
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2.7. A I n f l u e n c i a das P r o p r l e d a d e S da M a t r i zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A na C o n v e r g e n c i a 

dos M e t o d o s I t e r a t i v o s 

2 . 7 . 1 . D e f i n i c o e s B a s i c a s 

. 2 . 7 . 1 . 1 . M a t r i z de d i a g o n a l d o m i n a n t e 

2.7.1.2. M a t r i z de d i a g o n a l e s t r i t a m e n t e d o m i n a n t e 

Uma m a t r i z A de 1 ordem.. n , tern d i a g o n a l d o m i n a n t e , se e 

somente se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
*  

n 

I a . . I ' > E \a . . I , -i = 1,. . . .n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n " H ^ 

e 

n 

a . . > E a . . I * 

0=1 ' 1 3 

p a r a um v a l o r do i , no m i n i m o . So p o r o u t r e l a d e tern-so 

n 

I a i . I > £ I a. .I, i = 1,...,n , 

a m a t r i z e de d i a g o n a l e s t r i t a m e n t e d o m i n a n t e . 

2.7.1.3. M a t r i z I r r e d u t i v e l 

Uma m a t r i z A de ordem n e i r r e d u t i v e l se e somente se 

n=l ou se qu a n d o n>l e a . .=0 com -ZVJ , 1<-C<n, l < j < n e x i s t e uma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*• j . 

s e q u e n c i a i ± , ^ " ' " ^ s t a l q U e a U V a i l i 2 \ a i 2 i 3 ' " " a i s j s S o 

t o d o s d i f e r e n t e s de z e r o . 
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2.7.1,4. M a t r i z P o s i t i v e D e f i n I d a 

Uma m a t r i zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A. r e a l e p o s i t i v a d e f i n i d a se e somente se e 

s i m e t r i c a e t o d o s os seus a u t o v a l o r e s sao p o s i t i v o s . 

. 2.7.1.5. M a t r i z C o n s i s t e n t e m e n t e Ordenada 

Uma m a t r i z de ordem n e c o n s i s t e n t e m e n t e o r d e n a d a , se e 

somente s e , e x i s t e m t s u b c o n j u n t o s d i s j u n t o s de W = { l , 2 , . . . , n } 

t a i s que sua u n i a o e i g u a l a W e: j e quando i e e j > i , 

e n q u a n t o que j e Sy , se j < i , desde que i ^ j e a . .^0 ou a..^0. 

Os t e o r e m a s a s e g u i r e s t a b e l e c e m c r i t e r i o s de c o n v e r g e n 

c i a p a r a os q u a t r o m e t o d o s , com base nas p r o p r i e d a d e s da m a t r i z 

A dos c o e f i c i e n t e s do s i s t e m a ( 2 . 1 ) d e t e r m i n a d o . 

2.1.2. C r i t e r i o s de C o n v e r g e n c i a 

Teorema ( 2 . 5 ) 

Se o metodo de J a c o b i c o n v e r g e , e n t a o o metodo JO^ c o n v e r 

ge q i a n d o 0 < F < 1 . 

Teorema ( 2 . 6 ) 

Se A e uma m a t r i z de urdem n com d i a g o n a l e s t r i t a m e n t e do 

m i n a n t e , e n t a o o s m e t o d o s de J a c o b i , G a u s s - S e i d e l e o metodo J 0 3 

c o n v e r g e m se 0<V<\. 

Teorema ( 2 . 7 ) 

Se A e uma m a t r i z de ordem n i r r e d u t i v e l com d i a g o n a l do 

m i n a n t e e n t a o c o n v e r g e m os m e t o d o s de J a c o b i , G a u s s - S e i d e l e os 

m e t o d o s JOR e SOR se 0< r v < l . 
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Teorema ( 2 . 8 ) 

SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e uma m a t r i z r e a l p o s i t i v a d e f i n i d a c o n v e r g e m os me 

t o d o s de G a u s s - S e i d e l e o SOR se 0<[/<2. 

Teorema ( 2 . 9 ) 

Se A e uma m a t r i z r e a l p o s i t i v a d e f i n i d a e c o n s i s t e n t e m e n 

t e o r d e n a d a , c o n v e r g e m os m e t o d o s de J a c o b i , G a u s s - S e i d e l , JOR se 

0<^<1 e SOR se 0<^<2. 

As d e m o n s t r a c o e s dos t e o r e m a s a c i m a podem s e r e n c o n t r a d a s 

em [ l 4 ] ou [ l 5 ] . 

0 q u a d r o 2 a p r e s e n t a urn resumo p a r a f a c i l i t a r a a p l i c a c a o 

dos m e t o d o s com base n a s p r o p r i e d a d e s da m a t r i z dos c o e f i c i e n t e s 

do s i s t e m a . 



M A T R I Z COM D I A G O 

N A L E S T R I T A M E N T E 

D O M I N A N T E . 

M A T R I Z I R R E D U T I 

V E L E COM D I A G O 

N A L DOMINANTE.. . . 

M A T R I Z R E A L P O S I 

T I V A D E F I N I D A . 

M A T R I Z R E A L P 0 S Z 3 Z T. 

D E F . E C 0 N S I S : 3 S : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn 

. T E M E N T E ORDENAD-2=V . 

JACOBI 
C o n v e r g e C o n v e r g e Nao A n a l i s a d o C o n v e r g e C o n v e r g e 

J O R 

C o n v e r g e se 

0 <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W < 1 

C o n v e r g e se 

0 < W < 1 

Nao A n a l i s a d o 
C o n v e r g e se 

0 < W < 1 

G A U S S - S E I D E L C o n v e r g e C o n v e r g e C o n v e r g e C o n v e r g e G A U S S - S E I D E L 

SOR 
Nao A n a l i s a d o 

C o n v e r g e se 

0 < W < 1 

C o n v e r g e se 

0 < W < 2 

C o n v e r g e se 

0 < W < 2 

. — i 

QUADRO 2 

A c o n v e r g e n c i a dos meto d o s de J a c o b i , G a u s s - S e i d e l , 

JOR e SOR, de a c o r d o com as p r o p r i e d a d e s da m a t r i z 

dos c o e f i c i e n t e s do s i s t e m a . 



CAPtTULO I I I 

OTIMIZAgAO DO FATOR DE RELAXACAO 

NO METODO SOR 

3 . 1 . I n't r o d up ao 

Sabemos que a c o n v e r g e n c i a do me t o d o i t e r a t i v o d e f i n i d o 

p e l a equacao ( 2 . 1 ) depende do v a l o r do r a i o e s p e c t r a l dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G como 

f i c o u e s t a b e l e c i d o no C a p i t u l o I I . A l e m d i s t o , v i m o s que e s t a con 

v e r g e n c i a s e r a t a n t o m a i s r a p i d a q u a n t o menor f o r 5 ( G ) . P o r es 

t a s r a z o e s podemos c o n c l u i r que sendo a m a t r i z G = Y e l o g o 

S ( G ) = S ( Y

W ) n o c a s o do met o d o SOR uma f u n c a o de W, a e s c o l h a 

do f a t o r o t i m o de r e l a x a c a o , f / o t i m o , e f e i t a p r o c u r a n d o - s e W 

que m i n i m i z e 5 ( Y ? 7 ) , m a x i m i z a n d o a t a x a de c o n v e r q e n c i a R ( Y W ) . 

N e s t e t r a b a l h o , a d e t e r m i n a c a o de .Votimo s e r a r e s t r i t a 

ao c a s o das m a t r i z e s dos c o e f i c i e n t e s p o s i t i v a s d e f i n i d a s e c o n 

s i s t e n t e m e n t e o r d e n a d a s . 

0 t e o r e m a ( 3 . 1 ) e d e v i d o a D a v i d M. Young JJ.4J e e s t a b e l e c e 

uma equacao p a r a o c a l c u l o do f a t o r o t i m o no c a s o p a r t i c u l a r que 

nos propusemos a a n a l i s a r . A p r e s e n t a m o s uma d e m o n s t r a g a o a l t e r n a 

t i v a . 
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3.2. D e t e r m i n a g a o do f a t o r de r e l a x a g a o o t i m o . 

Teorema ( 3 . 1 ) SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e p o s i t i v a d e f i n i d a e c o n s i s t e n t e m e n t e 

o r d e n a d a , o v a l o r o t i m o de W p a r a a a p l i c a g a o do SOR ao s i s t e m a 

( 2 . 1 ) e dado p e l a e q u a c a o 

tfotimo = ; , ( 3 . 1 ) 

1 + ( 1 - ( 5 ( B ) ) Z ) 1 / Z 

onde B e a m a t r i z do m e t o d o de J a c o b i . 

P r o v a 

1 - p a r t e 

Se A e p o s i t i v a d e f i n i d a e n t a o e h e r m i t i a n a p o r d e f i n i c a o . 

Desde que A e r e a l e h e r m i t i a n a , e n t a o A e s i m e t r i c a e d a l 

B=I-D A tambem e s i m e t r i c a . Sendo B r e a l e s i m e t r i c a e h e r m i t i a 

na e p o r t a n t o tern t o d o s os seus a u t o v a l o r e s r e a i s . 

P o r o u t r o l a d o , t o d o s os e l e m e n t o s da d i a g o n a l de A sao 

p o s i t i v o s e p o r t a n t o nao n u l o s . Desde que A e c o n s i s t e n t e m e n t e o r 

d e n a d a e n t a o [ 1 4 ] 

( 5 ( B ) ) 2 = S ( I ) . 

Mas 5 ( Y ) < 1 p o i s o m e t o d o de G a u s s - S e i d e l c o n v e r g e . D a i 5 ( B ) < 1 . 

2- p a r t e 

Se A e c o n s i s t e n t e m e n t e o r d e n a d a com e l e m e n t o s n a o n u l o s 

n a d i a g o n a l , t o d o s o s a u t o v a l o r e s de J^.podem s e r o b t i d o s r e s o l 

v e n d o - s e uma das e q u a c o e s . 

( A + V - l ) 2 = W2\i2X , ( 3 . 2 ) 

X+W-l = WM\ 1 / 2 ( 3 . 3 ) 

p a r a c a d a a u t o v a l o r u de B [ 1 4 ] . 
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E s c o l h e n d o - s e urn v a l o r dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W no i n t e r v a l o ( 0 , 2 ) e f i x a n 

d o - se urn a u t o v a l o r u de B, cada e q u a c a o f o r n e c e r a duas r a i z e s 

que sao os a u t o v a l o r e s de Y,. 

w 

Se r(.W,]i} e o m a i o r d e n t r e os m o d u l o s d e s s a s r a i z e s , 

s t * w ) = max {r W,\i)}, f a z e n d o - s e y p e r c o r r e r o c o n j u n t o dos au 

t o v a l o r e s de B. 

2 

F a z e n d o - s e A = x , a equacao ( 3 . 3 ) se r e d u z a 

2 

x - W\ix + (W-l) = 0 ( 3 . 4 ) 

R e s o l v e n d o a e q u a c a o q u a d r a t i c a ( 3 . 4 ) e n c o n t r a - s e : 

• „ _ gjJ ± (W2M2 - 4 1 / 2 

x _ (W\i ± (W2y2 - 4 (W-l) ) 1 / 2 ) 2 

onde os d o i s v a l o r e s de A sao os a u t o v a l o r e s de Y o b t i d o s p a r a 

urn c e r t o W e p a r a urn v a l o r f i x o de u. 

Se j a m 

0 o b j e t i v o a g o r a , e m o s t r a r que 

p ( ^ , y ) = 
{W\y\ +• (W2\i2 - 4 ( ^ - l ) ) 1 / 2

) 2 

2 

( 3 . 5 ) 
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~ * 2 2 
So \-,(J/,u) ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a ~ ( . V , u ) sao r a i z e s r e a i s , n e s t e c a s ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (w u 

4 ) 1 / 2 > 0. 

SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U > 0, desde que W > 0 e n t a o A 1 (IV,ii) e a r a i z de m a i o r 

v a l o r a b s o l u t o e, p o r t a n t o , 

2 

que: 

= { K i l l + ( p / 2 ^ 2 " 4 ( r / - l ) ) 1 / 2

) 2 

Se y < 0, X^(W,\i) e a r a i z de m a i o r m o d u l o p o i s temos 

<tf,y) = ( S I - < y VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - 4 ( ^ - l ) ) 1 / 2

) 2 

r; 2 2 

rV(-y) + [W ]l - 4 ) *' ' 2 
1/2 

.2 2 
• ( i / 1 v I + ( g V ; - 4 (f-/-p ) 1 / 2

} 2 

E n t a o se X - ( f / , p ) ' e \2(W,]i) sao r a i z e s r e a i s , o m a i o r den 

t r e os m 5 d u l o s d e s t a s r a i z e s e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r{W,]i) =  
{W\y\ + (,V 2u 2 - 4 ( W - l ) ) 1 / 2

) 2 

Observemos que se p = 0 , temos \^(W,\i) = iV) = e, 

p o r t a n t o , v(W,]x) = 

Por o u t r o l a d o 
W\v I + (W2\i2 - 4 [W-l) ) 1 / 2

4 2 

( (-4 ( f / - l ) ) 1 / 2

) 2 

f e i t a . 

= | l - J / | e p o r t a n t o a r e l a c a o ( 3 . 5 ) tambem e sa 



SejamzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X^(W,\i) e X^(W,\i) p a r e s de c o m p l e x o s c o n j u g a d o s 

E n t a ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A^  = a + h i e A 2 = a - b i 

A^  |  - \a + b i \ = \a - b i \ = | \ , e p o r t a n t o 

A J  = | A 2 

Wy + (U2y\2 - 4 (W-l) ) 1 / 2 2 

Wu + (-W2\i2 + A(W-1))1/2, 

Wv_}2 + (-E/ 2y 2 + A (W-l) ) = 

( ^ ] _ y j _ ) 2 + (-W2U2 + 4 { W - l ) ) 

W\y\ + (W2]i2 - 4 ([•/-!) ) 1 / 2 > 2 

Como os m o d u l o s de ambas as r a i z e s sao i g u a i s , r{W,\i) sa 

t i s f a z a r e l a g a o ( 3 . 5 ) . 

M o s t r a r e m o s a g o r a , que r(W,]i) c r e s c e quando |y| c r e s c e . 

Se W < 1 e n t a o -A (W-l) >_ 0 e sendo t o d o o n u m e r a d o r da ex 

p r e s s a o p o s i t i v o e c l a r o que r(W,]i) <_ r(W,u1) quando |y| <_ |u'|. 

Se p o r o u t r o l a d o W > 1 , e n t a o -A (W-l) < 0. 

1) Se y 2 > i i Z z J J e n t S o tf2y2 - 4 (Jv-1) > 0. 

1/ 

,2 2 
Quando |y| c r e s c e , e n t a o W y - 4 ( f / - l ) c r e s c e e como no c a s o 

a n t e r i o r r(W,\i) < r ( W , ) i ' ) , quando |y| < | u ' | . 

2) se y 2 < i ^ l i i , e n t a o f / 2 y 2 - 4U-/-1) < 0 

S e j a m = J/ 2y 2 - A (W-l) '< 0 



r ( W f ] i ) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r /21 ,2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

w y 

W u •¥ m 
1/2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+• 

2 

(•HW) ' 

w\v\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + (-m)1/2-z: 

_ W2\\i\Z + 4 ( ^ - L ) - J / 2 | y | 2 

a s s i m r ( ^ i i ) = (W-l) , Se |y| <_ | y ' | , e n t a o r(W,y) = (W-l) 

r ( W , ] i l ) e p a r t a n t a r r>(Wr\\) <_r(Wr]i'). 

A s s i m , r(W,]i) <_r(W,\i.') quanda |y| <_ |y'| p a r a q u a l q u e r 

We (0,2) . D a l , p o d e - s e c o n c l u i r que p a r a urn c e r t o v a l o r f i x a de 

Wz ( 0 , 2 ) , d e s d e que t e m o s |y| <_ S ( E ) r e n t a o r (W ,]i) <_r(W,S(B))r 

e p o r t a n t o r (WrS(B) ) = max { r ( W r \ i ) } quanda y p e r c a r r e o c a n / j u n t a 

dos a u t o v a l o r e s de #. 

Assim. r r(WrS(E)) = S ( I ) 

w 

( 3 . 6 ) 

Com e s t a c o a c l u s i o , n o s r e s t a a g o r a d e t e r m i n a r : o v a l o r de W que 

t o r n a m i n i m a S ( I w ) , o n s e j a , q u e t a r n a a m a l a r d e n t r e a s m o d u l e s 

das r a i z e s d a e q u a c a o ( 3 . 3 ) r f a z e n d o - s e u = S ( B ) r a menar p a s s i 

v e l . 

D e t e r m i n a c a a da v a l o r o t i m o d e W. 

1) S e j a S ( B ) £ 0 

Tomemas a e q u a g a a : 

(X+W-l)2 = W2(S(B) ) 2 \ ( 3 . 7 ) 

A e q u a t e ( 3 . 7 ) n o s l e v a a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X 2 "t (2CRT-I) - W2(S(B) ) 2 ) A + ( W - l ) 2 = 0 ( 3 . 8 ) 
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M o s t r a r e m o s que e x i s t e urn u n i c o v a l o r dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W, p a r a o q u a l 

a equacao ( 3 . 8 ) tem duas r a i z e s i g u a i s . N e s t e c a s o f o d e s c r i m i 

n a n t e d e s t a e q u a c a o de 2? g r a u e n u l o , o u s e j a : 

(2 (W-l) - W 2 ( S ( 3 ) ) 2 ) 2 - A ( W - l ) 2 = 0 

D a i , t em-se que: 

W2S(B)2(W2(S(B))2 - A(W-l)) = 0 ( 3 . 9 ) 

e p o r t a n t o W2 ( 5 ( B ) ) 2 - AW + A = 0. ( 3 . 1 0 ) 

R e s o l v e n d o a e q u a c a o ( 3 . 1 0 ) , em W t e r e m o s q u e : 

n 4±(16 - 4 ( 4 ( 5 ( B ) ) 2 ) 1 / 2 . -
W = ~ , e d a i 

2 . ( 5 ( B ) ^ ) 

2 1 /2 

2±2 ( 1 - ( 5 ( B ) ) Z r / Z 

^ = ( 5 ( B ) ) 2 

2 -

Desde que ( 5 ( B ) ) < 1 e W < 2, a u n i c a s o l u g a o s e r a 

T J • 2 - 2 ( l - ( 5 ( B ) ) 2 ) 1 / 2 _ 2 

( 5 ( B ) ) 2 1 + ( 1 ~ ( 5 ( B ) ) 2 ) 1 ' 2 

Chamaremos e s t e v a l o r de W« e t e r e m o s : 

D 

WB = ( 3 . 1 1 ) 

1 + ( 1 - ( 5 ( B ) ) 2 ) 1 / 2 

E f a c i l de v e r i f i c a r que W^ > 1 . 

Tomaremos a g o r a a e q u a c a o 

f(W) = W2(5(B))2(W2(5(B))2 - A ( W - l ) ) , onde o segundo mem 

b r o e o d e s c r i m i n a n t e ( 3 . 9 ) . 
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S e j azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g(W) = ( W 2 ( S ( B ) ) 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - 4 ( W - l ) ) 

g' (W) = 2W(W(B))2 - 4 = 2(W(S(B))2 - 2 ) . A s s i m , 

gl (W) = 2(W(S(B))2 - 2) ( 3 . 1 2 ) 

Se 0 < & > < 2 e 0 < ( S ( B ) ) 2 < 1 , e n t a o 0 < W(S(B))2 < 2 e 

2 

p o r t a n t o W(S(B)) - 2 < 0, de onde se c o n c l u i que g* (W) < 0 e 

p o r t a n t o a f u n c a o g(W) e d e c r e s c e n t e p a r a 0 < W < 2. 

Quando W = W^ , g(W^) = 0 e c o n c l u i m o s e n t a o q u e : 

Se W < W* , e n t a o g(W) > 0 

Se W > W-, e n t a o g (W) < 0 

e c o n s e q u e n t e m e n t e : f(W) >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 se V < ^ , e 

/ ( V ) < 0 se 1/ > ^ . 

P o r t a n t o , c o n c l u i m o s que o d e s c r i m i n a n t e ( 3 . 9 ) e p o s i t i v o se 

W < W^ e n e g a t i v o se W > W^. 

Tomemos W no i n t e r v a l o [0,W^). Desde que o d e s c r i m i n a n t e 

e p o s i t i v o , a e q u a c a o ( 3 . 8 ) t e m duas r a i z e s r e a i s , onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*iw,8mi = = ( y 5 ( B ) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA gLmsnl - 4 ( ^ - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAd ) 1 / 2

) 2 

2 

P r o v a r e m o s a g o r a que S ( l ' w ) e d e c r e s c e n t e no i n t e r v a l o c o n s i d e r a 

d o . 

d S { Y W ) _ n / v ,1/2 ,5(B) ( ( W . S ( B ) ) 2 - 4 ( W - l ) ) 1 / 2 + ( 5 ( B ) ) 2 W - 2 y 

- U^ J I 2 2 172 ' 
dw (RT ( 5 ( B ) ) - 4 ( ^ - l ) ) ± / 

— I / O 

A n a l i s a n d o 5 ( 7 ^ ) c o n c l u i m o s que Q> (J- j) J > 0. A l e m d i s s o , c o 

mo as r a i z e s sao r e a i s , o d e s c r i m i n a n t e e p o s i t i v o , e p o r t a n t o o 

d e n o m i n a d o r da f r a g a o e p o s i t i v o . 



0 n u m e r a d o r da f r a g a o , s a t i s f a z ; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S(B) {W2{W(B)\2 - 4 , ( [ ^ - l ) ) 1 / 2 > 0 e (S(B))2W - 2 < 0, j a que 

W < 2 e ( W ( B ) ) 2 < 1 . Por o u t r o l a d o , ( ( 5 ( B ) ) 2 . W - 2 ) 2 = ^ ( f c ' f B ) ) 4 -

4 W ( 5 ( B ) ) 2 + 4 e, ( 5 ( B ) ( W 2 ( 5 ( B ) ) 2 - 4 ( W - l ) ) 1 / 2 ) 2 = W2 (S (B) ) 4 -

- 4 W ( 5 ( B ) ) 2 + 4 5 ( B ) . E n t a o , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

9 9 9 9 1 /9 9 

( ( 5 ( B ) ) Z W - 2 ) Z - ( 5 ( B ) (ST ( 5 ( B ) ) * - 4 ( W-l) ) L / Z ) " = ( 4 ( 1 - 5 ( B ) ) > 0 

( ( S ( B ) ) 2 W - 2 ) 2 > (S (B) (W2 ( S ( B ) ) 2 - 4(W-1) ) 1 / 2 ) 2 

. *. I (5 (B) ) 2W-2 I > I ( 5 ( B ) (W 2 ( 5 ( B ) ) 2 - 4 ( W - l ) ) 1 / 2 ) I 

Podemos e n t a o c o n c l u i r que o n u m e r a d o r da f r a c a o e n e g a t i 

v o , e p o r t a n t o - - - < 0 o que l e v a a c o n c l u i r que 5 ( J ) e d e 

dW 

c r e s c e n t e no i n t e r v a l o ( 0 , f t ^ ) , ou em o u t r a s p a l a v r a s , que 5 ( 7 ^ ) 

<_ 5 ( Y ) p a r a t o d o W <_ W^. 

C o n s i d e r e m o s a g o r a os v a l o r e s de W no i n t e r v a l o (W^,2) . 

Desde q u e , p a r a v a l o r e s de W n e s t e i n t e r v a l o o d e s c r i m i n a n t e (3.9) 

e n e g a t i v o , a e q u a c a o (3.8) tem duas r a i z e s c o m p l e x a s c o n j u g a d a s 

2 

c u j o p r o d u t o e {W-l) . 

Sejam p + q-i e p —' q i e s t a s r a i z e s 

[p+pi) ( p - p i ) = {W-l)2 

2 2 2 

(p +q ) = (R-D . 

( p V ) 1 / 2 = ( ( ^ - D 2 ) 1 / 2 

|p + q t | = |p q r i | = ( p 2 + > 2 ) 1 / 2 = ( ( . V - l ) 2 ) 1 / 2 = (W-l) 

Se W > W-b e n t a o W>2 e ( (w-l) 2 ) l'2= (W-l). Entao, se V 

as r a i z e s tem m o d u l o (w-l) e como sao i g u a i s os seus m o d u l o s , c o n 



c l u i - s e auezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r ( W , S ( B ) ) = W-X 5 ( 7 ) = W-l. Sendo S(Y ) = W-l pa 

w w — 

r a W c (W,,2), e c l a r o que S {Y ) e c r e s c e n t e n e s t e i n t e r v a l o e 

p o r t a n t o S (Y ) > S (Y , ) , se iV > W,. E n t a o , c o n c l u i m o s que 

5 ( 7 , ) < S (Y ) se We ( 0 , 2 ) , e p o r t a n t o w, m i n i m i z a 5 ( 7 ) , sendo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

WD — W D W 

p o i s o v a l o r o t i m o de ;•/. 

2) S e j a S ( B ) = 0. 

N e s t e c a s o W« = 1 . 

b 

Por o u t r o l a d o , se 5 ( 5 ) = 0, e n t a o 5 ( 7 ) = 5 ( 7 ^ = 0 [ 1 4 ] . E n t a o 

s « y °-

Desde que 5 ( 7 ) > 0, podemos a f i r m a r que 5 (7 ) > 5 ( 7 ,) e 
W — W — WD 

p o r t a n t o W^ = 1 m i n i m i z a 5 ( 7 ^ ) sendo o v a l o r o t i m o de W. 

3.3. C o m p o r t a m e n t o de S ( Y ) 

Ja se v i u que W, m i n i m i z a 5 (7 ) nas c o n d i c o e s do ( t e o r e m a 

^ D W T 

3 . 1 ) . A s s i m s e n d o , 5 ( 7 ) e c r e s c e n t e no i n t e r v a l o \wh,2) e d e c r e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
U — D 

c e n t e no i n t e r v a l o (0,W^J. 

Sera a g o r a f e i t a uma a n a l i s e d a t a x a de v a r i a c a o de ^ i Y ^ ) 

n e s t e s d o i s i n t e r v a l o s . 

1 . I n t e r v a l o /' ,2) 
1 — D 

N e s t e i n t e r v a l o 5 ( 7 ) c r e s c e a m e d i d a que W se a f a s t a d o 

v a l o r Wfo. V i u - s e que p a r a e s t e s v a l o r e s o d e s c r i m i n a n t e de equa 

cao ( 3 . 8 ) e n e g a t i v e e t o d a s as s u a s r a i z e s sao c o m p l e x a s e de 

m o d u l o ( W - l ) . A s s i m , a t a x a de c r e s c i m e n t o de 5 ( 7 ) s e r a dada 

w 

p o r : 

d i S l Y w ) )

 u diW-l) m x 

dW dW 
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C o n c l u i - s e q u e 5 ( Y , ) . c r e s c e l i n e a r m e n t e . 

w 

Quanda Wr a - p a r t i r de s o f r e urn a c r e s c r i m o i g u a l a k, 

S(Y ) e a c r e s c i d a d e k.. 
w 

A t a x a . d e can v e r gen e t a n e s t e c a s o , de e r e s e e d e 

( R ( T 7 , H ) - R ( ? W ) ) I Q Q % ^ 

2 . I n t e r v a l o (Q ,tth~\ 

A medida. q u e W s e apxox ima d e n e s t e i n t e r v a l o , - ff('XJy) 

c r e s c e . . 

P a r a e s t e s v a l o r e s d e W a d e s c r r i r r r i n a n t e d a e q u a c a o (3„&) 

e p o s i t i v a e t a d a s a s r a i z e s s a o r e a l s -

V i u - s e q u e : 

3-/v ^ - r^CffCff)) +• rWZ(&{B) ) 2 - 4 (17-1) J I / / 2

N 7 . 
a \ x .) — ( — — ) 

W 2 

Assim,, a t a x a d e c r e s c i m e n t a d e S (J",,) s e r a dada. par;:: 
i t / 

j £ U y = 2 ff(r } l / 2 x 1 J ( y g " ( g ) + ( P 2 ' ( 5 ( B ) ) 2 - 4 ( W - 1 ) ) L / 2 

ciW w 2 cTF/ 

dg(JL?) ; r l _ c j Q f ( g ( g ) ) + r / ( g ( g ) ) 2 - ^ ( w ~ l ) ) L / 2 ] ; = 

ifi? 5 ( Y ) L / 2 • • " dW 

w 

= 5 ( B ) +• - ( f 7 2 ( 5 - ( f f ) ) 2 - 4 (W-l) ~ L / Z ( 2 T ( 5 ( B ) ) 2 - 4) = 

= 5 ( 5 ) * " ( 5 ( 5 » 2 ' - 2 

( I / 2 ( 5 ( B ) ) 2 - 4 ( W - I ) ) L / 2 
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[ 2 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h'{{S{B))2)~] 

S i B ) -

( W ^ i S i B ) ) 2 - 4 ) 1 / 2 

S i B ) ( W 2 ( S ( B ) ) 2 - 4 (W-l) ) 1 / 2 - [ 2 - r / ( ( 5 ( B ) ) 2 ) ] 

( W 2 ( 5 ( £ ) ) 2 - 4 ( W - 1 ) ) 1 / ' 2 

M u l t i p l i c a n d o o n u m e r a d o r e d e n o m i n a d o r da e x p r e s s a o p o r 

5 ( £ ) [ ( W 2 ( 5 ( £ ) ) 2 - 4 ( W - 1 ) ) 1 / 2 + (2 - W(S(B))2 t e m - s e : 

dsww)m i _ ( g ( ! ) ) 2 ] 

dW ' (5 ( I ^ ) ) 1 / 2 (f'/2 (5 (5)) 2-4 ( W - l ) ) 1 / 2 . 5 ( 5 )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [5? (5(5)) 2-4 (P/-1)) 1/2+2-W(S (B)) ] 

S e r a f e i t a a s e g u i r uma a n a l i s e da e x p r e s s a o a c i m a : 

S e j a a f u n g a o 

f ( W ) 1 / 2 = [ W 2 { S ( B ) ) 2 - 4 ( W - 1 ) ] 1 / 2 

Desde que f(W) e c o n t l n u a tom-cc q u e : l i m [.V2£ ( B zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) ) 2 - 4 (W-l) ] 1 / 2 - 0  

w-*-wt 

p o i s a e x p r e s s a o e o d e s c r i m i n a n t e de ( 3 . 8 ) . A s s i m , o d e n o m i n a 

d o r da f r a c a o t e n d e a z e r o quando W+Wb e d a ! 

1 d 5(7,,) 

l i m zr-pr . W = - oo 

W->w: 5 ( 7 T )
± / Z dW 

l i m d S ( Y V ) m _ M 

W->W, • ̂W . 

C o n c l u i - s e que quando W se a p r o x i m a de Ŵ , o r a i o e s p e c 

t r a l de 7 d e c r e s c e numa t a x a e x t r a o r d i n a r i a m e n t e g r a n d e , e p o r 

w r 

t a n t o urn pequeno d e c r e s c i m o de Ŵ  a c a r r e t a urn g r a n d e d e c r e s c i m o 

de 5 ( 7 ) . 

w 



A s s i m , i n c r e m e n t a rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W^. de uma pequena q u a n t i d a d e , c a u s a urn 

menor d e c r e s c i m o em S { Y . ) e c o n s e a u e n t e m e n t e no numero de i t e r a 

lv — 

goes n e c e s s a r i o p a r a que se o b t e n h a a c o n v e r g e n c i a do m e t o d o , do 

que d i m i n u i r de uma q u a n t i d a d e e q u i v a l e n t e . 

Os g r a f i c o s a s e g u i r , W v e r s u s S{Y ) e W v e r s u s R(S(Y .) ), 

f o r a m t r a c a d o s com b a s e n a m a t r i z 

4 - 1 - 1 0 

- 1 4 • 0 - 1 

- 1 0 4 - 1 

0 - 1 - 1 4 

E s t e s dao uma i d e i a m e l h o r do que f o i e x p o s t o a c i m a . 

A TA3ELA 1 f o r n e c e os v a l o r e s de W ,S(Y ) e R(S(Y ) ) u 

w w — 

t i l i z a d o s no t r a c a d o dos g r a f i c o s 1 e 2. 
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TABELA 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

.. . w zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB(S(Y ) ) 
w 

0.1 0.949 0 .0526 

0.2 0.895 0.1114 

0.3 0.837 0.1776 

0.4 0.776 0 .2533 

0.5 0.711 0.3414 

0.6 0.640 0 .4567 

0.7 0.562 0.5753 

0.8 0.476 0.7423 

0.9 0.376 0.9784 

1.0 0.250 1.3800 

1.071(Wb) 0.071 2.6339 

1.1 0.100 2.3000 

1.2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA>; . 2 0 0  1.600Q 

1.3 0.300 1.2000 

1.4 0 .400 0.9160 

1.5 0.500 0.6931 

1.6 0.600 0.5108 

1.7 0 .700 0.3566 

;;. ,i,.8; 0.800 0.2231 0.2231 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

w > wu 

— b 

- 4 ( F - D ] 1 / 2 

R { S ( Y u ) ) = - l o g S(XW) 



S(Yu> ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 . 6 4 0 -

0 . 6 -

0 . 4 7 6 -

0 . 4 -

0 . 2 5 0 -

0 . 2 -

0 . 0 7 1 • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1 1 1 1 — i  1 1 1 1 > 

0 . 0 0 2 0 . 4 0 . 6 O.fl 1.0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J 1.2 1 4 1.6 1.8 ^ j ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Kj Jt ) -  1 .071 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

GRAFICO I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

DEMONSTRATIVO DA VAR1AQA0 DE S(Yw) COM 

<JJ, PARA 0,2 4 00 £1.80, PARA 0 METODO SOR 



R(S(Yu> )) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 . 6 3 3 9 

1 . 6 0 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I .1 8 0 0 -

0 . 9 1 6 0 

O . T 4 2 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- I 

0 . 5 1 0 8 -

0 A 5 6 7 -

0 . 2 5 3 3 -

0 . 2 2 3 1 • 

0 .111 A -

0 . 0 0 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(u>bzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA; - tfn(S(Ywt> )) 

0 . 4 0 . 6 0 8 
1.0 I L 2 1.4 1.6 

O J b » 1 . 0 7 1 

1.8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
UJ 

6 RAFIC0 2 

DEMONSTRATIVO DA VARIACAO DA TAXA DE 

CON VERGEN CE DO METODO SOR COM UJ, 

PARA 0.2  £U J*  1.8 



CAPlTULO I V 

IMPLEMENTAQAO , TESTES COMPARATIVOS 

E CONCLUSOES 

r 

4 . 1 . I m p l c m e n t a c a o 

Com o o b j e t i v o de p o u p a r e s f o r g o s em se d e s e n v o l v e r r o t i 

nas j a e l a b o r a d a s bem como c o m p l e m e n t a r e s t e t r a b a l h o , n e s t e c a 

p i t u l o a p r e s e n t a m o s as r o t i n a s de a p l i c a g a o dos meto d o s i t e r a t i . 

v o s t r a t a d o s . Alem d e s t a s , c o n s t a m tambem alg u m a s r o t i n a s de 

s e r v i g o c u j o d e s e n v o l v i m e n t o f o i i n d i s p e n s a v e l . D e n t r e e s t a s re-

t i n a s de a p o i o , a l g u m a s se d e s t i n a m a t e s t a r c e r t a s p r o p r i e d a 

des de m a t r i z e s , t e n d o c e r t a r e l e v a n c i a a s u b r o t i n a DANI7 e a 

s u b r o t i n a POSID. E s t a s r o t i n a s sao i m p o r t a n t e s p o r serem e l a s 

d e s t i n a d a s a v e r i f i c a r se uma m a t r i z t e m as p r o p r i e d a d e s que 

sao c o n d i c o c s n e c e s s a r i a s a m a t r i z dos c o e f i c i e n t e s p a r a se a p l i ^ 

c a r o metodo SOP na s o l u g a o do s i s t e m a com o f a t o r de r e l a x a g a o 

o t i m o d e f i n i d o p e l a equagao 3 . 1 . 
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1 . SUBROTINAS DOS MfiTODOS 

1 . 1 . O b j e t i v o 

E s t a s r o t i n a s se d e s t i n a m a d e t e r m i n a g a o da s o l u g a o u n i 

ca de urn s i s t e m a de equagoes l i n e a r e s p e l o s m e t o d o s de J a c o b i , 

JOR, G a u s s - S e i d e l e SOR. Os nomes d e s t a s s u b r o t i n a s sao r e s p e c -

t i v a m e n t e JACOB,. JOR, GSEID e SOR. 

1.2. F o r m a t o de Chamada 

Cada uma d a s s u b r o t i n a s o b e d e c e a urn d e n t r e os d o i s t i 

pos de f o r m a t o de chamada. 

CALL NOME(NDIM,ND,AM,VC,NIT,IND,SOLF,APR,T) ( 4 . 1 ) 

CALL NOME(NDIM,ND,AM,VC,NIT,IND,SOLF,APR,T,W), ( 4 . 2 ) 

1.3. D e s c r i g a o dos P a r a m e t r o s 

NDIM - I n d i c a o numero de l i n h a s da m a t r i z como e d e c l a r a d o no 

comando de e s p e c i f i c a g a o de d i m e n s a o do p r o g r a m a de cha 

mada. 

ND - V a r i a v e l i n t e i r a c u j o v a l o r e i g u a l a d i m e n s a o do s i s t e 

ma a s e r r e s o l v i d o . 

AM - M a t r i z r e a l de ordem ND que r e p r e s e n t a a m a t r i z dos coe 

f i c i e n t e s do s i s t e m a . 

VC - V e t o r c o n s t a n t e do s i s t e m a , de d i m e n s a o ND. 

N I T - V a r i a v e l i n t e i r a que i n d i c a o numero de i t e r a g o e s . 
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IND - V a r i a v e l i n t e i r a que i n d i c a se o metodo c o n v e r g e . 0 seu 

v a l o r e i n i c i a l m e n t e z e r o e a s s u m i r a v a l o r um se nao hou 

v e r c o n v e r g e n c i a . 

SOLF - V e t o r de d i m e n s a o ND que r e p r e s e n t a a s o l u g a o do s i s t e m a . 

APR - V e t o r de d i m e n s a o ND que r e p r e s e n t a uma a p r o x i m a g a o da 

s o l u g a o o b t i d a em uma i t e r a g a o . 

T _ - T o l e r a n c i a na a p r o x i m a g a o d a s o l u g a o do s i s t e m a . 

W - F a t o r de r e l a x a g a o p a r a o me t o d o JOR. 

2. SUBROTINAS DE SERVigO 

2 . 1 . S u b r o t i n a s de T e s t e de P r o p r i e d a d e s 

2 . 1 . 1 . O b j e t i v o 

E s t a s r o t i n a s d e t e r m i n a m as p r o p r i e d a d e s de uma m a t r i z , 

d e n t r e a q u e l a s v i s a d a s no e s t a b e l e c i m e n t o d o s c r i t e r i o s de c o n 

v e r g e n c i a . D e n t r e e l a s d e s t a c a m - s e como m a i s r e l e v a n t e s : 

DANI - T e s t a a i r r e d u t i b i l i d a d e . 

POSID - T e s t a se uma m a t r i z e p o s i t i v a d e f i n i d a , a t r a v e s de seus 

a u t o v a l o r e s . 

DANI7 - V e r i f i c a se uma m a t r i z e c o n s i s t e n t e m e n t e o r d e n a d a . 

2.1.2. F o r m a t o de Chamada 

As s u b r o t i n a s obedecem ao s e g u i n t e f o r m a t o de chamada: 

CALL NOME(NDIM,ND,AM,IP) 
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2.1.3. D e s c r i g a o dos P a r a m e t r o s 

NDIM - I n d i c a o numero de l i n h a s da m a t r i z corooe d e c l a r a d o no 

comando de e s p e c i f i c a g a o de d i m e n s a o do p r o g r a m a de chama 

da. 

ND - V a r i a v e l i n t e i r a c u j o v a l o r e i g u a l a d i m e n s a o da m a t r i z 

que se t e s t a a p r o p r i e d a d e . 

AM - M a t r i z r e a l de ordem ND que s e r a t e s t a d a . 

I P - V a r i a v e l i n t e i r a c u j o v a l o r i n d i c a se a m a t r i z t e m a p r o 

p r i e d a d e em q u e s t a o . 

2.2. S u b r t o t i n a s G e r a i s de S e r v i g o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v 2 . 2 . 1 . O b j e t i v o 

O f e r e c e r a p o i o as d e m a i s s u b r o t i n a s . 

TRASF — T r a n s f o r m a r quando p o s s l v e l a m a t r i z d o s c o e f i c i e n t e s de 

urn s i s t e m a em uma m a t r i z de d i a g o n a l d o m i n a n t e a t r a v e s 

da t r o c a de l i n h a s , e f e t u a n d o as c o r r e s p o n d e n t e s t r o c a s 

n o v e t o r i n d e p e n d e n t e . 

-RELAX — D e t e r m i n a o f a t o r de r e l a x a g a o o t i m o p a r a o metodo SOR. 

2.2.2. E o r m a t o de Chamada 

CALL TRASF(NDIM,ND,AM,VC,IND) 

CALL RELAX(NDIM,ND,B,W) 

2..2.3. D e s c r i g a o dos P a r a m e t r o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

WIM - I n d i c a o numero de l i n h a s da m a t r i z como e d e c l a r a d o no 
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comando de e s p e c i f i c a c a o de d i m e n s a o do p r o g r a m a de chama 

d a . 

ND - V a r i a v e l i n t e i r a c u j o v a l o r e i g u a l a d i m e n s a o do s i s t e 

ma. 

AM - M a t r i z r e a l de ordem ND que r e p r e s e n t a a m a t r i z dos c o e f i _ 

c i e n t e s do s i s t e m a . 

VC - V e t o r r e a l c o n s t a n t e do s i s t e m a de d i m e n s a o ND. 

IND - V a r i a v e l i n t e i r a que i n d i c a se uma t r o c a de l i n h a s e pos_ 

s l v e l . 

B - M a t r - i z do metodo de J a c o b i a s s o c i a d a a m a t r i z dos c o e f i . 

c i e n t e s do s i s t e m a . 

W - F a t o r de r e l a x a g a o . 
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4.2.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T e s t e s 

N e s t a segao sao a p r e s e n t a d o s a i g u n s r e s u l t a d o s n u m e r i c o s , 

c o n f i r m a n d o as p r o v i s o e s . 

E s t e s r e s u l t a d o s a p r e s e n t a m - s e d e s c r i t o s a s e g u i r . 

4.2.1. A t a x a de c o n v e r g e n c i a p a r a o SOR e maxima p a r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Woti 

mo, c a l c u l a d o de a c o r d o com o que f o i e s t a b e l e c i d o no C a p i t u l o 

I I I . 

C o n s i d e r e - s e as q u a t r o m a t r i z e s p o s i t i v a s d e f i n i d a s e con 

s i s t e n t e m e n t e o r d e n a d a s a p r e s e n t a d a s a s e g u i r . 

M a t r i z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 M a t r i z 2 

r 4 - 1 - 1 0  ~|  r 2 - 1 0  

- 1 4 0  - 1 - I 2 •1 
• 

- 1 0  4 - 1 0  - 1 2 

0  - 1 - 1 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
-

M a t r i z 3 M a t r i z 4 

r 4 - 1 0  0  - 1 0  ~|  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA* 4 0  1 1~ |  

- i 4 - 1 0  0  - 1 0  4 0  1 

0  - 1 4 0  0  0  1 0  4 0  

0  0  0  4 - 1 0  . 1 1 0  4 _  

- 1 0  0  - 1 4 - 1 

0  - 1 0  0  - 1 4 _  
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De a c o r d o com o que f o i v i s t o , o metodo SOR e c o n v e r g e n t e 

p a r a q u a l q u e r s i s t e m a que t e n h a m a t r i z e s dos c o e f i c i e n t e s com as 

p r o p r i e d a d e s a c i m a c i t a d a s . M e m d i s s o e p o s s l v e l se d e t e r m i n a r 

urn f a t o r o t i m o de. r e l a x a g a o p e l a equagao ( 3 . 1 ) . 

A p l i c a n d o o SOR aos s i s t e m a s 1 , 2, 3 e 4 que t e m as qua 

t r o m a t r i z e s em q u e s t a o como m a t r i z e s dos c o e f i c i e n t e s e os v e t o 

r e s c o n s t a n t e s a b a i x o : 

VETOR 1 

0 

0 

i o -

1 0 2 

VETOR 2 

'6 x 1 0 3 ' 

0 

0 

VETOR 3 

- l ' 

5 

3 

-2 

8 

0 

VETOR 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' i 

2 

3 

4 

C o n s t a t a - s e a c o n v e r g e n c i a , sendo a p r e s e n t a d o s no q u a d r o 

a s e g u i r o f a t o r de r e l a x a g a o o t i m o p a r a c a d a c a s o . 

SISTEMA ' Wotimo 

1 

• 

1.071797 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 1.072627 

3 1.09340 

... .4. 1.0 446 40 

QUADRO 3 
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R e s o l v e n d o - s e em s e g u i d a os s i s t e m a s com f a t o r e s de r e l a 

x a gao d i f e r e n t e s d o o t i m o , f a z e n d o - s ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W v a r i a r de 0.6 a 1.8 com 

urn i n c r e m e n t o de 0.2, pode-se c o m p r o v a r a t r a v e s dos v a l o r e s d a s 

t a x a s de c o n v e r g e n c i a c a l c u l a d a s em cada c a s o que e s t a c o n v e r g e n 

c i a o c o r r e m a i s r a p i d a m e n t e quando se u s a o Wotimo. 

V e r i f i c a - s e a i n d a que a t a x a de c o n v e r g e n c i a d i m i n u e a 

r.edida que W se a f a s t a do v a l o r o t i m o t a n t o p a r a a e s q u e r d a q u a n 

~o p a r a a d i r e i t a , como i l u s t r a o q u a d r o 4. 

O numero de i t e r a g o e s n e c e s s a r i a s a c o n v e r g e n c i a em cada 

caso p a r a c a d a v a l o r de W, e a p r e s e n t a d o no q u a d r o 4 e comprovada 

r.ente d i m i n u e a m e d i d a que se u t i l i z a urn f a t o r W cada v e z m a i s 

o r o x i m o do v a l o r o t i m o . 
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S I S T E M A 1 S I S T E M A 2 S I S T E M A 3 S I S T E M A 4 

w zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i ? ( S ( 7 ) ) 
w 

S(Y. ) R ( S ( Y ) ) 
w 

R ( S ( Y ) ) 
w 

R{S(Y ) w 

0 . 1 0 , 9 4 8 7 0 , 0 5 2 6 0 , 9 4 8 9 0 , 0 5 2 4 0 , 9 5 4 6 0 , 0 4 6 4 0 , 93 9 2 0 , 0 6 2 7 

0 . 2 0 , 8 9 4 5 0 , 1 1 1 4 0 , 8 9 5 1 0 , 1 1 0 8 0 , 9 0 6 4 0 , 0 9 8 2 0 , 8 7 5 7 0 , 1 3 2 7 

0 . 3 0 , 8 3 7 2 0 , 1 7 7 6 0 , 8 3 8 0 0 , 1 7 6 7 0 , 8 5 5 0 0 , 1 5 6 5 0 , 8 0 9 2 0 , 2 1 1 7 

0 . 4 0 , 7 7 6 2 0 , 2 5 3 3 0 , 7 7 7 2 0 , 2 5 2 1 0 , 7 9 8 0 0 , 2 2 3 1 0 , 7 3 9 1 0 , 3 0 2 3 

0 . 5 0 , 7 1 0 7 0 , 3 4 1 4 0 , 7 1 2 0 0 , 3 3 9 7 0 , 7 4 0 5 0 , 3 0 0 3 0 , 6 6 4 9 0 , 4 0 8 0 

0 . 6 0 , 6 4 0 0 0 , 4 5 6 7 . 0 , 6 4 1 4 0 , 4 4 3 9 0 , 6 7 5 7 0 , 3 9 1 9 0 , 5 8 5 7 0 , 5 3 4 8 

0 . 7 0 , 5 6 2 4 0 , 57 53 0 , 5 6 4 2 0 , 5 7 2 3 0 , 6 0 4 1 0 , 5 0 3 9 0 , 5 0 0 3 0 , 6 9 2 6 

0 . 8 0 , 4 7 5 9 0 , 7 4 2 3 0 , 4 7 8 0 0 , 7 3 8 3 0 , 5 2 3 6 0 , 6 4 7 0 0 , 4 0 6 3 0 , 9 0 0 8 

0 . 9 0 , 3 7 5 8 0 , 9 7 8 4 0 , 3 7 8 1 0 , 9 7 2 7 0 , 4 2 9 8 0 , 8 4 4 2 0 , 2 9 9 1 1 , 2 0 6 9 

1 . 0 0 , 2 5 0 0 1 , 3 8 0 0 0 , 2 5 2 5 1 , 3 7 6 3 0 , 3 1 2 5 1 , 1 6 3 1 0 , 1 6 3 6 1 , 8 1 0 1 

WOT I M O 0 , 0 7 1 7 9 ^ 2 , 6 3 3 9 0 , 7 2 6 2 7 2 , 6 2 2 4 0 , 0 9 3 4 2 , 3 7 0 8 0 , 0 4 4 6 4 3 , 1 0 9 1 

1 . 1 0 . 1 2 , 3 0 0 0 2 , 3 0 0 0 2 , 3 0 0 0 2 , 3 0 0 0 2 , 3 0 0 0 2 , 3 0 0 0 2 , 3 0 0 0 

1 . 2 0 . 2 1 , 6 0 0 0 1 , 6 0 0 0 1 , 6 0 0 0 1 , 6 0 0 0 1 , 6 0 0 0 1 , 6 0 0 0 1 , 6 0 0 0 

1 . 3 0 . 3 1 , 2 0 0 0 1 , 2 0 0 0 1 , 2 0 0 0 1 , 2 0 0 0 1 , 2 0 0 0 1 , 2 0 0 0 1 , 2 0 0 0 

1 . 4 0 , 4 0 , 9 1 6 0 0 , 9 1 6 0 0 , 9 1 6 0 0 , 9 1 6 0 0 , 9 1 6 0 0 , 9 . 1 6 0 0 , 9 1 6 0 

1 . 5 0 , 5 0 , 6 9 3 1 0 , 6 9 3 1 0 , 6 9 3 1 0 , 6 9 3 1 0 , 6 9 3 1 0 , 6 9 3 1 0 , 6 9 3 1 

1 . 6 0 , 6 0 , 5 1 0 8 0 , 5 1 0 8 0 , 5 1 0 8 0 , 5 1 0 8 0 , 5 1 0 8 0 , 5 1 0 8 0 , 5 1 0 3 

1 . 7 0 , 7 0 , 3 5 6 6 0 , 3 5 6 6 0 , 3 5 6 6 0 , 3 5 6 6 0 , 3 5 6 6 0 , 3 5 6 6 0 , 3 5 6 6 

1 . 8 0 , 8 0 , 2 2 3 1 0 , 2 2 3 1 0 , 2 2 3 1 0 , 2 2 3 1 0 , 2 2 3 1 0 , 2 2 3 1 0 , 2 2 3 1 

S(Y ) -
w 

W S(B) + ( V ? ' S { B ) 2 - 4 ( P / - 1 ) 1 / 2 

se W < Wotimo, S (Y ) 

w 

= (W-l) se W > Wotimo. 
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NOMERO D E I T E R A C O E S zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- — 1 — j 

S I S T E M A 1 S I S T E M A 2 S I S T E M A 3 

• 

S I S T E M A 4 

0 . 6 2 8 3 4 1 8 1 2 

0 . 8 1 8 2 2 1 2 9 

1 . 0 1 1 1 3 8 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

W o t i m o 8 9 6 5 

1 . 2 1 0 1 1 7 6 

1 . 4 1 6 1 8 1 0 1 0 

1 . 6 2 8 3 1 1 7 1 6 

1 . 8 > 5 0 > 5 0 3 8 3 5 

QUADRO 5 

N e s t e q u a d r o e a p r e s e n t a d o o numero de i t e r a c o e s n e c e s s a r i 

as p a r a a c o n v e r g e n c i a do m e t o d o SOR, c o n s i d e r a n d o - s e uma v a r i a 

gao do f a t o r de r e l a x a g a o de 0 . 6 a 1 . 8 , p a r a os s i s t e m a s 1 , 2 , 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- - 2 
e 4 . A t o l e r a n c i a u t i l i z a d a e de 0 . 1 x 1 0 

4.2.2. A p l i c a g a o d o s m e t o d o s de J a c o b i , G a u s s - S e i d e l , JOR 

e SOR. 

C o n s i d e r e m o s os q u a t r o s i s t e m a s de equagoes l i n e a r e s em 

q u e s t a o no i t e m a n t e r i o r . 

0 q u a d r o 6 a p r e s e n t a os r e s u l t a d o s o b t i d o s quando se «pli. 

• ca os m e t o d o s de J a c o b i , JOR, SOR e G a u s s - S e i d e l aos q u a d r o s i s t e 

-2 

mas, com uma t o l e r a n c i a de 0 . 1 x 1 0 
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METODO NOMERO DE ITERACOES 

SISTEMA 1 SISTEMA 2 SISTEMA 3 SISTEMA 4 

JACOBI 18 24 14 9 

JOR 17 33 19 1 1 

G.-SEIDEL 11 13 8 6 

SOR 8 9 6 5 

QUADRO 6 

Confo r m e se po d e o b s e r v a r , n e s t e s c a s e s onde as m a t r i z e s 

dos c o e f i c i e n t e s sao p o s i t i v a s d e f i n i d a s e c o n s i s t e n t e m e n t e o r d e 

n a d a s , a s o l u g a o p e l o m e t o d o SOR com o Wotimo, e e n c o n t r a d a com 

urn numero de i t e r a g o e s i n f e r i o r ao numero de i t e r a g o e s c o r r e s p o n 

d e n t e s as s o l u g o e s p e l o s o u t r o s t r e s m e t o d o s . 

Pode-se n o t a r tambem q u e , 0 metodo JOR nao f u n c i o n o u co 

mo uma m e l h o r i a do m e t o d o de J a c o b i e x c e t o p a r a o p r i m e i r o s i s t e 

ma. I s t o d e u-se d e v i d o a ma e s c o l h a do f a t o rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W que f o i f e i t a a l e a 

t o r i a m e n t e . A e s c o l h a c o n v e n i e n t e d e s t e f a t o r que nao f o i t r a t a 

do n e s t e t e x t o d e v e r a d i m i n u i r o numero de i t e r a g o e s n e c e s s a r i a s 

p a r a a t i n g i r a c o v e r g e n c i a quando se compara os m e t o d o s JOR e de 

J a c o b i . 

4.2.3. A p l i c a g a o d a S u b r o t i n a TRASF. 

C o n s i d e r e m o s o s s e g u i n t e s s i s t e m a s , r e p r e s e n t a d o s p o r s u a 

m a t r i z dos c o e f i c i e n t e s e s eu v e t o r i n d e p e n d e n t e . 

1 10 0 0 I 2 

0 1 0 10 

2>, = 

10 

10 - 1 0 0 
1 10 

0 0 2 - 1 19 
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1 10 1 0 0 0 1 

2 0 20 1 0 0 1 

0 3 0 0 30 3 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

bo = 
10 1 0 0 0 - 1 2 5 

0 0 0 2 -2 20 5 

0 0 0 10 - 1 0_ 5 

C o n f o r m e p o d e - s e o b s e r v a r nenhum d o s m e t o d o s i t e r a t i v o s 

pode s e r a p l i c a d o p a r a s o l u c i o n a r e s t e s s i s t e m a s j a que n a s d i a 

g o n a i s das m a t r i z e s A 1 e A 2 e x i s t e m e l e m e n t o s n u l o s . 

A p l i c a n d o - s e a s u b r o t i n a TRASF aos s i s t e m a s , c o n s e g u e - s e 

t r a n s f o r m a - l o s em s i s t e m a s e q u i v a l e n t e s c u j a s m a t r i z e s dos coe 

f i c i e n t e s t e m d i a g o n a l e s t r i t a m e n t e d o m i n a n t e , c o n f o r m e a p r e s e n 

t a m o s a b a i x o . A l e m d i s s o e s t a s m a t r i z e s passam a t e r c e r t o s con 

j u n t o s de p r o p r i e d a d e s que p e r m i t a m a e s c o l h a de urn m e t o d o i t e r a 

t i v o p a r a a s o l u g a o do s i s t e m a . 

10 - 1 0 0 10 

1 10 0 0 2 

0 0 2 - 1 19 

0 1 0 10 10 

10 1 0 0 0 - 1 ~ 5 

1 10 1 0 0 0 1 

2 0 20 1 0 0 1 

0 0 0 10 - 1 0 5 

0 3 0 0 30 3 0 

0 0 0 2 -2 20 5 



t 

M a t r i z e s A.̂  e A 2 e v e t o r e s & e & 2 com as l i n h a s p e r m u t a 

das p e l a s u b r o t i n a TRASF. 

A p r e s e n t a m o s a s e g u i r , a s o l u g a o dos s i s t e m a s p e l o meto 

do de J a c o b i . 

u l = 

1.009900 

0.09901005 

9.549504 

0.9900991 

u 2 = 

0.5146590 

0.05116820 

•0 .02634139 

0.4975107 

•0.02489278 

0.1977597 
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4 . 3 . C o n c l u s o e s 

Apos o e s t u d Q , i m p l e m e n t a g a o e t e s t e s d o s a l g o r i t i m o s 

a p r e s e n t a d o s n e s t e t r a b a l h o v e r i f i c a m o s as v a n t a g e n s do usa d o s 

m e t o d o s i t e r a t i v o s n o s s i s t e m a s de e q u a g o e s o n d e a m a t r i z d o s c o e 

f i c i e n t e s e e s p a r s a , e s t r u t u r a d a e de g r a n d e p o r t e . Nao se p o d e 

c o n t u d a e s p e r a r s u p e r i a r i d a d e a b s o l u t a d e s s e s m e t o d o s s o b r e o s 

m e t o d o s d i r r e t a s a nao s e r n o s c a s o s a c i m a c i t a d o s . 

Podemos tambem. c o n c l u i r que a p e s a r das r e s t r i g o e s d e c o n 

v e r g e n c i a os m e t o d o s i t e r a t i v o s podem s e r l a r g a m e n t e fc u t i l i z a d a s 

v i s t a q u e e c j r a n d e a numero de s i s t e m a s onde a m a t r i z d o s c o e 

f i c i e n t e s a p r e s e n t a a s p r o p r i e d a d e s n e c e s s a r i a s p a r a a u t i l i z a 

gao d o s mesmos. Urn e x e m p l o d i s t o e q u e a r e s o l u g a o de e q u a g o e s 

d i f e r e n c i a i s el£pticas r p a r a b a l i c a s o u h i p e r b o l i c a s p e l o m e t o d o 

n u m e r i c a d a s d i f e r e n g a s f i n i t a ^ sempre c o n d u z a s i s t e m a s de e q u a 

goes 1 i n e a r / e s o n d e e p o s s l v e l e v a n t a j o s o o u s o d o s m e t o d o s i t e 

r a t i v a s . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

#  

V e r i f i c a u — s e tambem qu>i e n t r e o s m e t o d o s i t e r a t i v o s n a o 

e x i s t e s u p r e m a c i a a b s o l u t a . I s t o d e p e n d e d a s p r o p r i e d a d e s d a ma 

t r i z d o s c o e f i c i e n t e s da s i s t e m a . Ha c a s o s p a r e x e m p l a em q u e ao 

c o a t r a r i o d o q u e se p o d e r i a e s p e r a r a m e t a d a de J a c a b i a f e r e c e 

m a l a r r a p i d e z d e c o n v e r g e n c i a do q u e o m e t o d o de G a u s s - S e i d e l 

Comparando-se o m e t a d a d e G a u s s - S e i d e l cam a SOR e n c o n t r a - s e c a 

s o s o n d e e s t e p a d e nao s e r m a i s e f i c i e n t e q u e o p r i m e i r a qua]_ 

q u e r q u e s e j a a f a t a r de r e l a x a g a o e s c o l h i d a [ 1 1 ] . A l e m d i s s o em 

c a s o s o n d e e s t a m a i o r e f i c i e n c i a p ode o c o r r e r nao se pode garan. 

t i — l a a n a a s e r com a u t i l i z a g a o do f a t o rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA w qu-O m i n i m i z a o r a i o 

e s p e c t r a l d e J . A s o l u g a o d e e q u a g o e s p a r c i a i s e l i p t l e a s sao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
w 

c a s o s t l p i c o s o n d e a u t i l i z a g a o do SOR e sempre m a i s e f i c i e n t e 

do q u e a do G a u s s - S e i d e l q u a n d o se u s a W c a l c u l a d a p e l a e q u a 
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gaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 3 . 1 ) . 

Nenhuma r e f e r e n d a s o b r e a e s c o l h a adequada do f a t o r p a 

r a o metodo JOR c o n s t a n e s t e t e x t o . S u g e r i m o s como a s s u n t o p a r a 

o u t r o t r a b a l h o o e s t u d o d a u t i l i z a g a o do metodo JOR com a m e l h o r 

e f i c i e n c i a p o s s l v e l . 
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