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Resumo

Neste trabalho usaremos a Teoria do Ponto fixo em Cones para provar a existén-
cia e multiplicidade de solucao positiva radial para sistemas de equacoes diferenciais

parciais elipticas de segunda ordem do tipo

)
—Au = h(|z|,u,v), ser < |z| <7195
—Av = k(|z|,u,v), ser; < |x| <re

u=v=0, se|z|=r,

\ u=a,v=">0, se|x|=ry,

onde 0 < r; < ry e a,b sao pardmetros nao-negativos.



Abstract

In this work we will use the Theory of the Fixed Point in Cones to prove the
existence and multiplicity of positive solutions for systems of second-ordem elliptic

differential equations of the type

)
—Au = h(|z|,u,v), ser < |z| <7195
—Av = k(|z],u,v), ser; < |z| <ry;

u=v=0, se|z|=ry,

\ u=a,v=">0, se|xr|=ry

where 0 < r; < r9 and a, b are non-negative parameters.
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Introducao

A dissertacao foi baseada no trabalho dos professores Joao Marcos do O, Sebastian
Lorca e Pedro Ubilla (2005) [2], onde usando a teoria do ponto fixo em cones e métodos
de sub e super solugoes, estudaremos a existéncia, nao-existéncia e multiplicidade de
solugoes para sistemas de equacgoes diferenciais parciais elipticas de segunda ordem em

dominios anulares, do tipo

(
—Au = h(|z],u,v), se ry < |z| <ro;

(B ! —Av = k(|z],u,v), ser; < |x| <1
(a,b)
u=v=0, se|z| =r,

\ u=a,v=>0, se|x|]=ry
onde 0 < r; < 79, a,b sao pardmetros nao-negativos e as nao-linearidades h e k satis-
fazem as condi¢oes abaixo:

(Ap) As fungoes h, k : [0,1]x[0, +00)? — [0, +00) sdo continuas e nao-decrescentes
nas duas ultimas variaveis.

(A;) Existe um conjunto [01,m;] C (r1,r2), de medida de Lebesgue positiva tal
que, h(r,u,v) > 0 ou k(r,u,v) > 0, para todo r € [0y, m] e todo u,v > 0.

(Az) Existem subconjuntos [0z, 1], [03,13] C (r1,72), de medida de Lebesgue

positiva, tais que,

h(r, u,v)

= 400, uniformemente para todo r € [0y, 5]
() =00 |(u,0)]

k(r,u,v)

= 400, uniformemente para todo r € [03,n3].
(wo)|—oo |(u, V)]



h(r,u,v . k(r,u,v }
(Az) lim ¥ = lim ¥ = 0 uniformemente para todo
(w)l=0 |(w, )] lwo)l=0 |(u,)]
r € (ry,m9).
Para isto, estudaremos a existéncia de solucao para o sistema de equagoes or-
dinarias de segunda ordem do tipo (S(ap)) dado abaixo, e mostraremos que a cada

solucao do sistema (S(ap)), corresponde uma solucao radialmente simétrica do sistema

(E(ap))-

—u" = f(t,u(t),v(t),a,b) em (0,1),
Sen) =" = g(t,u(t),v(t),a,b) em (0,1),
u(0) = u(l)=0
v(0) = v(1)=0

\

onde a e b sao pardmetros nao-negativos, e as nao-linearidades f,g satisfazem as
seguintes hipoteses:

(So) f,9:10,1] x [0, +00)* — [0, +00) sdo funcoes continuas e nao-decrescentes
nas quatro ultimas variaveis;

(S1) Existem constantes 0 < §; < &7 < 1 tais que para todo a,b > 0 fixados,

t b t b
lim J{twva,b) =+4ooou lim gt u,v,a,b) = 400,
l(wo)—0  |(u,v)] lwo) =0  |(u,v)]
uniformemente em ¢ € [47,¢1], onde usaremos a notagao |(1, ..., Tm)| = |21+ ... +|Zm|-

(S2) Existem constantes 0 < dy < g9 <1 e 0 < d3 < e3 <1 tais que

t 0,0
lim J{t,u,v,0,0) = 400, uniformemente em t € [0s, &
(w)l=oo [(u, )]
e
t 0,0
lim gt u,0,0,0) = 400, uniformemente em t € [J3, 3].
(o)l =too [(u, v)|

Além disso podemos observar que existe 7*(f) = 7*(f, &, n, a,b) tal que

1 1
/0 Tf(T,f,T],CL,b)dT:/* f(r,&,n,a,b)dr. (1)

Analogamente, existe 7*(g) = 7*(g, &, n, a, b) tal que

1 1
/ ro(r. &m0, b)dr — / o(m, €., a, b)dr. 2)
0 T

*

Nas proximas hipoteses iremos denotar os ntumeros 7*(f) e 7*(g), por 7*.



(Ss) Existem Ry, ag, by, so > 0 tais que:

/ 7 f(7, Ro, Ro, ag, bo)dr < soRo, para 7" = 77(f)
0

*

/ Tg<7—7 R07 R07 agp, bO)dT S (1 - SO)R07 para T* = T*<g)
0

Também iremos assumir que existe um subconjunto [, ] C (0, 1) tal que
f(t,0,0,a0,b9) > 0 e g(t,0,0,a9,by) > 0, para todo t € [6,¢].

Quando |(a,b)| é suficientemente grande, a proxima hipotese junto com (Ss)
garante o resultado de nao-existéncia de solucao para o sistema (S p))-

(S4) Existem constantes 0 < d4 < 4 < 1 tais que

lim  f(t,u,v,a,b) = +ocou lim g¢(t,u,v,a,b) =+o0,
(a,b)|—+o0 [(a,b)| =00

uniformemente em ¢ € [0y, 4.

Observacao 0.1 Os conjuntos [01,¢1], [02,€2], [03,€3] € [04,€4], podem, em geral, ser

diferentes.

Observacao 0.2 A hipdtese (S3) € satisfeita por exemplo, quando

f(t7u7v7 a7 b) : g(t7 u7 /U’ a? b)
= i
WVl t24+a? 152 -0 [Vu2 + 02 + a2 + 2] [Vater+a? 1020 |Vu2 + 02 + a2 + 02|

=0, (3)

para todo t € [0, 1].

Desta forma podemos observar que para encontrar solucao para o sistema (E(ap)),
basta asssocia-lo a um sistema do tipo (S(ap)), pois a cada solucao do sistema (S b))
corresponde uma solucao radialmente simétrica do sistema (E¢ap)).

No Capitulo 1 , apresentaremos alguns resultados envolvendo o indice de ponto
fixo em cone, afim de demostrarmos o seguinte teorema, o qual é conhecido como

Teorema do Ponto Fixo em Cones de Krasnoselskii.

Teorema 0.1 Seja X um Espago de Banach com a norma |.|, e seja C C X um cone
em X. Para r>0, defina C, = C(\B(0,r), onde B(0,r) = {z € X;||z|| < r} é uma
bola fechada de raio r centrada na origem de X. Suponha que F : C, — C € uma

fungao compacta tal que f(x) # x, Yo € 0C, = {z € C;||z|| =r}. Se



(@) [|F(@)]| < ||zll, para todo ||z]| = R;
(b) [|F'(@)I| = [|z]|, para todo [|x]| = r.;
Entao F possui um ponto fizo em {x € K :r < ||z|| < R}.

No Capitulo 2 usando [2], e utilizando os resultados discutidos no capitulo 1
deste trabalho. Mostraremos que o sistema (Sp)) admite solugao positiva, ou seja,
mostraremos que existe uma curva decrescente I' que divide o quadrante positivo do
plano-(a,b) em dois conjuntos disjuntos S e R, tais que o sistema (S p)) tem pelo
menos duas solugoes positivas em S, pelo menos uma solucao positiva na fronteira de
S e nao tem solucao em R. Para isto, iremos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 0.2 Suponha que as fungoes f(t,u,v,a,b) e g(t,u,v,a,b) satisfazem as hipdte-

ses (So) - (S4). Entao, existe uma constante positiva @ e uma fungao continua
I':[0,a] — [0,+00)

tal que para todo a € [0,al, o sistema S(ap)-
(1) tem pelo menos uma solugao positiva se 0 < b < T'(a);
(17) nao tem solugao se b > T'(a);

(7i) tem pelo menos duas solugoes positivas se 0 < b < I'(a).

No Capitulo 3, mais uma vez tomando como referéncia [1] e [2], e usando
os resultados discutidos no capitulo 2 deste trabalho, traremos algumas aplica¢oes do
Teorema (0.2). Mostraremos um dos nossos principais objetivos, ou seja, que o sistema
(E(ap)) esta ssociado a um sistema do tipo (S(ap)), onde as fun¢oes nao-lineares f e g

sao dadas por

1

ft,u(t),v(t),a,b) = d(t)h((t_B)M,u—i-ta,v—l—tb)

B

g(t,u(t),v(t),a,b) = d(t)k ((%) v U+ ta, v+ tb)

2(N-1)

1 A\ N2
com, f e g satisfazendo (So) & (S4), e d(t) = 2N (t — B) ,te€]0,1].

Além disso, mostraremos que como consequéncia direta do Teorema 0.2, temos:

Teorema 0.3 Suponha que h e k satisfazem (Ag) a (As), entdo, existe uma fungdao
continua I' : [0,a] — [0,400) tal que para todo a € [0,al, temos:
(i) Se 0 < b < T'(a), entao o sistema (Eqp)) tem pelo menos uma solugao positiva

radial.
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(i1) Se b >TI'(a), entdo o sistema (E@y)) ndo admite solugio positiva radial.
(iti)Se 0 < b < I'(a), entdo o sistema (E@p)) tem pelo menos duas solugoes

positivas radiais.

De onde concluimos que, a cada solu¢ao do sistema (S(ap)), estd associada uma
solugao radialmente simétrica do sistema (Ep)).-

No Apéndice A, enunciaremos alguns dos principais resultados utilizados no
decorrer deste trabalho, dentre eles o Principio do Méaximo. Além disso, mostraremos
a existéncia e unicidade de solugoes para as equagoes diferenciais ordinérias lineares do
tipo

—u(t) = f(t) em (0,1),
u(0) = u(1) =0,

(4)

com f :[0,1] — R continua.
Também iremos definir sub e super solucoes, e a partir dai, utilizando o Principio
do Maximo, apresentaremos um método de obtencao de solugoes para as equacgoes

diferenciais ordinarias nao-lineares do tipo

' (t) = glt,u) em (0,1),
u(0) =u(l) =0,

com g : [0,1] x R — R continua.



Capitulo 1

O Indice de Ponto Fixo em Cone

Neste Capitulo, iremos definir e apresentar alguns resultados, sobre o indice de
ponto fixo em cones, que serao de grande utilidade no Capitulos 2. Para isto, iremos
precisar de um breve conhecimento da definicao e das propriedades do grau de Leray-

Schauder. (Para uma referéncia veja Klaus Deimling [3]).

1.1 Cones em Espacos de Banach

Nesta se¢ao, vamos definir o que é um cone, como também o que sao retragoes,
defini¢oes necessarias para alcangarmos o nosso principal objetivo deste capitulo, que
¢ definir o Indice de Ponto Fixo em Cone, como também apresentar alguns lemas
referentes a0 mesmo.

Para isto, iremos considerar o espago de Banach E munido da norma
LI B — R,

Definicao 1.1 Uma retracao de E sobre um conjunto fechado C' C E, nao-vazio, é
uma aplicacao R : E — E continua tal que:

Ry) R(E) =C;

Ry) R(z) = x para todo z € C.

Definicao 1.2 Um cone em E é um conjunto nao-vazio C C E tal que:
(1) Dados x,y € C, entio v +y € C;

(i7) Dados a > 0 e x € C, entao ax € C,

(17i) Se x € C'\ {0}, entao —x ¢ C.
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Observacao 1.1 As propriedades (i) e (ii) implicam que C' é convezo.
De fato, sejam z,y € C, entao para todo ¢t € [0, 1] temos, pelo item (i) que tx, (1—t)y €
C. Entao, segue de (i) que tx+ (1 —t)y € C, para todo t € [0, 1]. Portanto C' é convexo.

Observagao 1.2 Se 0 € C a propriedade (iii) é escrita assim:

CN(=C)={0}, onde —C ={—z € E;z e C}.

Observacao 1.3 Se C ¢ fechado, a propriedade (ii) implica que 0 € C.

1
De fato, pela definicao de C, se z € C entao, —x € C, para todo n € N. Mas,
n

1
lim —x = 0, entao, como C' é fechado, temos que 0 € C.
n—oo N,

Observagao 1.4 Um exemplo de cone € o conjunto de todas as funcoes reais concdvas

do intervalo [a,b], tais que u(a) = u(b) = 0. Ou seja,
C=A{u:la,b] — R; u € concava e u(a) = u(b) = 0}

€ um cone.

Lembre-se que, uma fungao u : [a, b] — R, é dita concava quando para quaisquer

z,y € [a,b] e 0 <t <1, tem-se
u((1 = ) + 1) > (1~ yuz) + tuly).

Mostremos agora que C' é um cone.
(1) Se u,v € C, temos que u, v sdo concavas, entao, dados z,y € [a,b] e 0 <t < 1,
temos

(u+v)(1—t)z+ty) =u((l —t)z +ty) + v((1 — t)x + ty),

de onde segue que,
(u+v)(L=t)z+ty) = (1 —t)(u+v)(x) +t(u+v)(y),

logo, u + v é concava, ou seja, u + v € C.

(17) Se u € C' e av > 0, temos,

(au)((1 =)z +ty) > a((1 = thu(x) + tu(y)),
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de onde segue que,

(au)((1 = t)z +ty) = ((1 = t)(au)(x) + t(au)(y)),

logo, au € concava, ou seja, au € C.
(17i) Se u € C'\{0}, pela Observacao 1.2 mostremos que C' N {—C} = {0}. Seja
u € CN{-CY, temos que

uw((1—t)x +ty) = (1 — u(x) + tu(y).

Logo, u é uma fungao afim, isto é, u(t) = ct + d, ¢,d € R, de onde segue que
u = 0, como queriamos mostrar.
Vamos agora, considerar retragoes tais que ||Rz|| = ||z||, para todo x € E. A

existéncia de tais retragoes pode ser verificada nos seguintes lemas.

Lema 1.1 Se existe uma retragao de E sobre um cone C, entao existe uma retrac¢ao
Ry : E — FE tal que:

(R1) Ro(E) = C;

(R2) Ro(z) = x, para todo x € C;

(R3) Ro(x) # 0, para todo x € E\{0}.

Demonstracao:
Como por hipotese existe uma retracao de £ sobre C, ou seja, existe uma aplicacao

continua R : E — FE que satisfaz (Rq) e (Ra), entdo, seja Ry : £ — FE dada por
Ro(x) = R(z) + ||R(x) — x||e, com e € C\{0}.

E claro que Ry é continua sobre E, pois R é continua, e a combinacao linear de
fungoes continuas ainda é continua. E, mais, R, satisfaz:

(R1) Ro(E) = C. De fato, seja = € Ry(F) entao, existe y € E tal que z = Ry(y).

Mas, Ro(y) = R(y) + ||R(y) — y|le € C, pois, como R é retragao R(FE) = C, e C

¢ um cone, como R(y) € C ¢ ||R(y) — yl|le € C, temos:
R(y) +[|R(y) —ylle € C,

o que implica que Ry(y) € C, ou seja, x € K. Entao, Ry(F) C C.
Por outro lado, se # € C, como R é retragao, temos que R(z) = z, dai, Ry(z) =

R(x) +||R(x) — z|le = x, ou seja, x = Ry(z) € Ry(F). Entao, C C Ry(E).
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Portanto, Ry(E) = C.
(Rz) E claro que, Ry(z) = x, para todo z € C.
(R3) Suponha que Ry(x) = 0 para algum = € F, entdo:

R(z) + [|R(z) — zlle = 0,

isto é,
—R(x) = ||R(z) — x||e, para algum z € E. (1.1)
Mas, como C' é cone, e e € C, temos que ||R(z) — z||le € C, de onde segue que
—R(x) € C, o que implica, R(z) € —C, ou seja, R(x) € C' N (=C).
Mas, pela defini¢ao de cone C'N (—C') = 0, consequentemente, R(x) = 0. Entao,

voltando a igualdade (1.1) temos:
l|z|le = 0, o que implica, ||z|| = 0, pois, e # Oimplica que = = 0.

De onde concluimos que, Rg(x) = 0 implica que x = 0. Portanto, = # 0, implica

que Ry(z) # 0, que é uma contradigao. [

Lema 1.2 Se existe uma retragcao de E sobre um cone C, entao existe uma retra¢ao
R, : F — FE tal que:

(R) Ri(E) = C;

(R:) Ri(x) = x, para todo x € C,

(R,) ||Ri(z)|| = ||z||, para todo x € C.

Demonstracgao:
Seja Ry a retracao dada no lema anterior. Defina, Ry : £ — E, por

Ry(x) = mRo(x), se  x#0;

0, se x=0.
E claro que R; é continua em E\{0}, pois, Ry é continua.
Mostremos primeiro que R; satisfaz (R4). De fato, lembre-se que por (Rj),
Ry(z) # 0, para todo x # 0. Dai,

1Ru(@)]] =

— || Roa)| = [[a]], para todo z # 0
Roa)]]

[1B2(0)]] = 1[0].
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Logo, ||Ri(x)|| = ||z||, para todo = € C.

Entao, de (Ry4) segue que R; também é continua em 0.

Portanto, pela definicao de Ry, concluimos que R, : E — FE é continua em F.
Entao, falta mostrar apenas que R; também satisfaz (R1) e (Rg). Vejamos:

(R1) Ri(E) =C.

De fato, seja = € R1(F), entao, existe y € E tal que x = Ry(y), onde

el
)= Tiogayy o) € ©

pois, Ry(y) € C. Assim, z € K, logo, Ri(E) C C.

Por outro lado, se z € C temos Ry(x) = x. Assim,

Ry(z) = mRo(m) =z,

ou seja, r = Ry(x) € Ri(E), logo C C Ry(E).
Portanto, Ry (E) = C.

(Rz) Ri(z) = z, para todo z € C. E claro que, se x € C entdo R;(z) = z, para

todo z € C. n

1.2 A definicao do Indice do Ponto Fixo em Cone

Nesta se¢ao, como estamos interessados em resolver equagoes da forma f(x) = z,
num cone C', iremos definir o indice de Ponto Fixo em Cone.

Para isto, fixe (f,Q) € M, onde

M. = {(f,Q): Qe f satisfazem as condigoes (i) — (ii7) dadas abaixo } (1.2)
(1) € é aberto relativo em C| limitado ;
(i) f:Q — C é compacta;
(1ii) f(x) # x, para todo x € 0f).

Lembre-se que 2 C C' é aberto relativo em C se existe A C E, aberto em F, tal
que Q =CNA.
Suponha que existe uma retragao R : E — C, tal que ||R(z)|| = ||z||, para todo

z € E. (Veja o Lema 1)
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Observe que R7(2) é um aberto em E, pois é a imagem inversa de um aberto

por uma fungao continua. Além disso, Q = C'N R™H(Q).

Observe também que a aplicagdo I — f o R : R~1(Q)) — FE esta bem definida
além disso,

(a) f o R éuma aplicagdo compacta em RT(Q)

(b) R71(Q) é aberto limitado.

De fato, dado x € R71(Q), existe y € Q tal que

y = R(z). Mas, usando (Ry4), temos:
lyll = [[R(z)[| = [|=[l, para todo z € E. (1.3)

Mas, por hipotese, 2 é limitado, logo, existe ¢ > 0 tal que ||y|| < ¢, para todo
y € €. Desta forma, pela igualdade (1.3), ||z]| < ¢, para todo z € R71(Q), e portanto,
R™1(Q) é limitado.

(c) fo R(x) # x, para todo x € (R™'(2)).
De fato, suponha que (I — f o R)(z) = 0 para algum z € R~1(2), entao,
f(R(2)) = z, para algum z € R~1(Q).

Como f : Q — C, temos que, z € C, de onde segue que R(z) = z € Q. Logo,
f(2) = z, para algum z € Q. Mas, como (f,Q) € M., devemos ter z € JQ, pois pelo
item (1), f(z) # z, para todo z € 2. Logo,

z € Q C R7Y(Q)o que implica que z ¢ (R (Q)).

Portanto,

(f o R)(2) = z implica que z € O(R™(Q)),

como queriamos demonstrar.

Os itens (a), (b) e (c) mostram que:
(I - f © R? R_I(Q)J O)
é um terno admissivel para o grau de Leray-Schauder, isto é,

D(I — foR,R(Q),0)
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estd bem definido. Além disso, se Ry ¢ outra retracdo de F em C' tal que ||Ro(x)|| =

||z||, para todo = € E, entao
D(I—fOR, R71<Q)70) = D(I—fORO,Ral(Q),O),

ou seja, o indice do ponto fixo independe da retragao de E sobre C.

De fato, considere a homotopia
r—H(t,z) =2 — f(tR(z) + (1 —t)Ro(x)), t € [0, 1]
definida em R71(Q) N Ry ' (), que é admissivel pois,
0¢(I—H(t-))([0,1] x (R N Ry (D)) -
Note que,
I—HQO,-)=I—foRy, el —H(1,:)=1- foR,
entao, pela propriedade da Invariancia por Homotopia, temos
D(I — foR,R™YQ),0) = D(I — f o Ry, Ry '(£2),0),

como queriamos mostrar.
Nesse momento, iremos definir o Indice de Ponto Fixo em Cones da seguinte

forma.

Definicao 1.3 Seja C' um cone, fechado em um Espac¢o de Banach E, e M, dado por
(1.3). Eziste um aplicacao
1 M.,—7Z

definida por

i(f,Q) = D(I - foR,R7'(Q),0),

onde R € uma retragdo tal que ||R(z)|| = ||z||, para todo x € E, esta aplicagdo € o que

definimos como Indice de Ponto Fizo em Cones.

Desta forma, para cada p > 0, seja

C, = C'NB,0), (1.4)
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temos as seguintes propriedades de indice do ponto fixo:
(P1) i(0,Cp) = 1.
De fato, pelas propriedades do grau de Leray-Schauder
i(0,C,) = D(I,R7'(C,),0) = 1.

(Py) Sei(f,Q) # 0, entdo existe z € Q tal que f(z) = x.
De fato, se i(f, Q) # 0, entao,

D(I - f o R7 R_I(Q)a 0) 7é 07
assim, existe z € R71(Q) tal que (I — f o R)(x) = 0, o que implica que,
f(R(x)) =z € C.

Portanto, como z € C, segue da defini¢cdo de R que f(z) = x para algum z € Q.

(P3) (Excisao) Se Q4,82 C Q sao abertos relativos disjuntos em C e x #

f(z) para todo = € Q\(£; UQy) entdo:

i(f, Q) =i(f, Q) +i(f, Q).

Para mostrarmos que a igualdade acima é verdadeira, devemos mostrar que:

D(I - foR,RY0),0)=D(I— foR,R'Q),0)+ D — foR, R(2),0).

Para isso, pelas propriedades do grau de Leray-Schauder, basta mostrar que:

i) RY () € RYQ) e R1(Q) € RY(Q):

it) R71 Q) N R7Y(Q) = 0;

ii1) 0 ¢ Im(I — f o R), para todo x € R™*(Q)\R1() N R71().

Vejamos:

i) Se x € R7Y(€y), entdo, existe y € O tal que z = R~!(y), de onde segue que
R(z) =y € Q C Q, ou seja x € R71(Q). Logo, R71(Q) € R7(). Analogamente,
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mostra-se que R71(Qy) € R7Y(Q).

i1) Suponha que R™'(Q;) N R71(Qy) # 0, entdo, existe z €  tal que = €
R71(Q;) N R71(Qy), de onde segue que existe y € Q; N Qy, tal que R(z) = y. Que
& um absurdo, pois, € N Qy = (). Portanto, R71(2;) N R71(Qy) = 0.

ii1) Suponha que existe z € R~ (Q)\R () UR () tal que (I— foR)(z) =0

entao,
f(R(x)) =z € C, o que implica x = R(z) € Q.
Logo,
f(x) =z, de onde segue que, x € 2y U ().
Mas
Ql =CnN R_1(91> (§ QQ =Cn R_1<QQ>,

o que implica que, z € R™*(Q;) U R~(y).

Portanto, de (7), (i) e (i) segue que
D(I - foR, R Q),0) =D~ foR,R(2),0)+ D(I — foR, R (),0),

ou seja,
i(f, Q) =i(f, Q) +i(f, Q2),

como queriamos mostrar.

(P,) (Invariancia por Homotopia) Se H : [0,1] x @ — C' é uma homotopia tal

que: H(t,-) € C(Q) ex # H(t,x), para todo x € 9N e para todo t € [0, 1], entao,
i(H(t,-), ) é constante.

De fato, pela definicao de indice, temos:

i(H(t,-),Q) = D(I — H(t,-) o R, R~1(),0),

entdo, para mostrar que i(H(t,-),2) é constante, devemos mostrar que:

i) H(t,") o R: R71(Q2) — E é compacta;
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i) 0 (I — H(t,-) o R)([0,1] x d(R1(Q))).

Vejamos:

i) De fato, note primeiro que R~1(Q) € R~'(Q). Desta forma, seja (w,) uma
sequéncia limitada em R=1(Q), entdo, (w,) € R~ (Q), isto ¢é, existe (z,) € Q tal que
w, = R7%(z,), o que implica que R(w,) = z,.

Dai, usando (R4), temos ||2,|| = ||wy||, de onde segue que (z,) é limitada. Entao,
como f &é compacta, existe uma subsequéncia z,; = R(w,,) tal que f(z,,) ¢ convergente.
Portanto, f o R é compacta em RT(Q)

i1) Suponha que

0e (I —H(t,-)oR)(0,1] x I(R7'(Q))), entao, existe z € I(R~(Q)) tal que:

(I — H(t,") o R)(x) = 0, para todo t € [0,1],

ou seja

H(t,)(R(z)) = z.

Como H : [0,1] x Q — C, temos que € C, logo + = R(x) de onde segue que
H(t,z) =z, logo x & 09, e como Q = C N R~(N), temos que = € I(R~(N)).

1.3 Solucoes em Cone

Nesta secao, iremos apresentar alguns lemas que indicam a existéncia ou nao
existéncia de solugoes em cone. Para isto, iremos considerar o espaco de Banach F
munido da norma || - ||. Além disso, também iremos considerar o cone fechado C' C E,
tal que existe uma retragao de F sobre C. Dessa forma esta bem definido o indice do

ponto fixo de um cone C.

7

Definicao 1.4 Seja C' C E um cone, definimos uma ordem parcial” <7 com respeito

a C, por:

r < y, sey—xeC
r & y, sey—xeC\{0}.
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Vamos indicar por C, = {z € K : ||z|| < r}. Veja que C, = C' N B,(0) é um
aberto relativo em K.
Nos proximos dois lemas, indicaremos em que condi¢oes a aplicagao F' nao admite

ponto fixo.

Lema 1.3 Sejam C C E, um cone fechado no espago de Banach E. Suponha que
F:C, — C € uma funcio compacta tal que:

(a) F(x) # Az, para todo A\ <1 e ||z|| =r;

(b) Existe a > 0, tal que ||F(z)|| > «, para todo ||z|| = r;

Entao, i(F,C,) = 0.

Demonstragao

Fixe e € C\{0}. Defina F; : C,, — C por:

-
F(2z) + [[|z|| — rle, para ||z|| < 3

Fi(z) = T T
F rm + |||z|| — rle, para§<||x||§r

Observe que:

(1) Fy é continua em C,, pois, F' é continua e as duas partes da defini¢ao de F}
.. r
coincidem quando ||z|| = 3
(2) Mostremos que Fj é compacta.
De fato, seja (z,,) uma sequéncia limitada em C,. E, seja (zn,;) uma subsequéncia
de (z,) tal que
Ty, r
F | r—= | converge para z, se ||zn,|| >

" L.
|2, 2’

F(2x,,) converge para 21, se ||z, || < g,

||y, || converge para 1 > 0.
Facilmente mostra-se que F(z,,;) converge para 2o+ |1 —7|e ou para z; +[n —rle.
(3) Existe ay > 0 tal que ||Fi(x)|| > aq, para todo ||z|| < 7.

Com efeito, do contrario, existiria uma sequéncia (y,) limitada em C, tal que:
1
[|Fi(yn)|| < —, para todon € N
n

de onde segue que,

Fi(y,) — 0.



22

Sem perder a generalidade, passando para uma subsequéncia se necessario, temos
que:

lyall = meO<n<r

Vamos estudar dois casos:

(3.1) Se ||yn|| > g, para todo n € N, como F' é compacta, temos

F(r In >—>21€C,
[y

agora, usando (b), existe o > 0 tal que

F (rHy—"H) H > «, para todo n € N. Conse-
Yn
quentemente, ||z1|| > a > 0.

Entao, passando ao limite a expressao

Yn

temos

0=2z+|n—rle, onden <r

o que implica,

—n=(r—n)eeC,

isto é, z; € (—C).

Logo z; € C'N(=C) = {0}, isto é, z; = 0 que ¢ um absurdo, pois ||z1|| > a > 0.

(3.2) Se ||yal| < g, para todo n € N. Neste caso, escolha
F(Qyn) — 29 € C.

. r . r
Veja que n < 2 pois ||yn|| — n e |yn| < 3

Passando ao limite a expressao

Fl(yn) = F(Qyn) + ||yn| - 7"|€

temos
0=2+[n—rle, (1.5)
o que implica,

—zp € C, isto é, z5 € (—C),
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de onde segue que z, = 0.

Voltando a igualdade (1.5) temos
In—rle =0,

e como e # () temos que

In—r| =0, isto é, n =,

que ¢ um absurdo, poi, n < 3.

Portanto, existe a; > 0 tal que ||Fi(x)|| > «, para todo ||z|| < 7.

(4) Se A\! > ole entio, i(A\"1F}, C,) = 0.

Para provarmos a afirmacao acima, basta mostrar que A~'F} nao possui ponto
fixo em C,. Com efeito, se existe x € C, tal que A"'Fy(z) = =z, entao, usando (3),

temos;

N R (@) = AP (@) 2 A s

de onde segue que,

r
D

a7

A<
que é um absurdo.
Portanto, se A™! > L, entao, i\ F, Cr) = 0.
aq
(5) iAIF,C,) =AML CL) = 0.
De fato, se ||z|| = r, entao,

Fi(x)=F (rm> + |||x]| — rle = F(x)

o que implica

AR (2) = M (2).

(6) De (a), temos A\"'F(x) # x, para todo A < 1 e ||z|| = r, entdo pela pro-
priedade da Invariancia por Homotopia, temos i(F, C,) = 0, como queriamos mostrar.
[

Os lemas seguintes, mostram em que condicoes a fungao F' admite ponto fixo.
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Lema 1.4 Sejam C' C E um cone fechado no espago de Banach E e R > 0. Suponha

que F : K — C € uma funcio compacta tal que,
F(z) # Az, para todo A > 1 e ||z|| = R.
Entao, i(F,Cg) = 1.
Demonstracgao
Considere a homotopia H(t,r) = tF(z), definida em Cg, para todo ¢ € [0, 1] que
¢ admissivel, pois como por hipotese F(z) # Az, para todo A > 1 e ||z|| = R, temos
1
que tF(x) # x, para todo t = X € [0,1], isto &, H(t,z) # x, para todo x € OCk.
Entao, como H é compacta e H(t,x) # x, para todo x € 9Ck, segue da pro-

priedade da Invariancia por Homotopia que
i(H(1,-),Cr) =i(H(0,-),Chr).
Mas, H(1,-) = F e H(0,-) = 0, e portanto
i(F,Cr) =1(0,Cg) = 1.
|

Lema 1.5 Seja C' C E, um cone fechado no espagco de Banach E. Suponha que F :

C, — C ¢ uma funcio compacta tal que, existe e € C'\{0},
x — F(x) # Xe, para todo X >0 e ||z|| = 1.
Entao, i(F,C,) = 0.

Demonstragao:

Seja [ : C,, — C definida por
Fi(x) = F(z) + Xe.

Como por hipotese © — F(z) # e para todo ||z|| = r e para todo A > 0, entao,
Fi(x) # x para todo ||z|| = r e para todo A > 0. Logo, F} néo possui ponto fixo, ou
seja ,

i(Fy, K,) = 0.

Agora, considere a homotopia

H(t,z) = F(x) + t)e,
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que satisfaz H(t,x) # x, para todo ||z|| =re 0 <t < 1.

De fato, seja tA = a > 0, entao:
F(z) + ae # z, para todo ||z|| =,

pois por hipotese © — F'(x) # Ae, para todo ||z|| =7 e A > 0.
Entao, como H(1,-) = F+ Xe = F; e H(0,-) = F, segue que,

i(F,C,) =i(F,C,) =0,

ou seja, i(F, C,) = 0. [

Nos proximos teoremas, mostraremos o conjunto onde o operador F' admite ponto

fixo.

Teorema 1.5 Se C' C E € um conjunto fechado no espaco de Banach E ¢ F : Cp —
C é uma fun¢ao compacta tal que:
(a)F(z) # Az, para todo A > 1 e ||z|| = R.
(b) Exister < R, e e € C\{0} tal que x # F(x)+ Xe, para todo ||x|| =1 e A > 0.
Entao, F possui um ponto fizo em {x € C :r < ||z|| < R}.

Demonstragao:

Suponha que F' nao tem ponto fixo em 9C, e 0Cg, entao:
i(f,Cr\C,) =i(F,Cg) —i(F,C,). (1.6)

Entao, segue de (a) e do Lema 1.4, que,

i(F,C) = 1. (1.7)

Também temos pelo item (b) e, pelo Lema 1.5, que,

i(F,C,) = 0. (1.8)

Entao, de (1.7), (1.8) e (1.6), obtemos:

i(F,Cr\C,) = 1.

Portanto, F' tem um ponto fixo {z € C' : r < ||z|| < R}, como queriamos mostrar.
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Teorema 1.6 Se K C E ¢ um cone fechado no espaco de Banach E, 0 <r < R e
F:Cpr— C € uma funcio compacta tal que,

(a) F(z) <z, para todo ||z|| = R;

(b) F(x) > z, para todo ||x|| = r;

Entao, F possui um ponto fizo em {x € K : r < ||z|| < R}.

Demonstracgao:

Suponha que F' nao tem ponto fixo em 9C, e 0C, entao,
i(F,Cr\C,) =i(F,Cg) —i(F,C,) (1.9)

Da hipétese (a), segue que x — F'(z) € C, para todo ||z|| = R.
Considerando A > 1, podemos observar que = < Az, para todo x € K, pois
A —xz=(A—1)zeC.
Logo,
x— F(x) 4+ \x —x € C\{0},
ou seja,

F(z) < Az, para todo A > 1 e ||z|| = R.

Entao, usando o Lema 1.4, temos que

i(F,Cg) = 1.
Agora, fixando e € C\{0}, temos:

F(z) < F(x)+ Xe, paratodo A > 1 e ||z]| = .
Pela hipotese (b), temos
F(z) —x € C, para todo ||z|| = 7.
Entao, como F(z) + Ae > F(z) > x, temos F(z) + Ae > x. ou seja,
F(z) 4+ Ae # x, para todo A > 0, ||z|| =7 e e e C\{0}.

Logo, pelo Lema 1.5, temos que

i(F,C,) = 0.
Entao, voltando a igualdade (1.9), obtemos

i(F,Cr\C,) = 1.

Portanto, F' tem um ponto fixo em {x € C' : r < ||z|| < R}. n
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Teorema 1.7 (Krasnoselskii) Se C C X ¢ um cone fechado, F : Cr — C €
compacta e,

(a) [[F(z)[| < ||lzl|, para todo [|z]| = R,

(b) |F@)| > llall, para todo ||z]] =r.
Entao, F possui um ponto fizo em {x € C :r <||z|| < R}.

Demonstragao:

Suponha que F' nao tem ponto fixo em dCp e 0C,, entao:
i(F,Cr\C,) = i(F,Cg) —i(F,C,).
Seja A > 1, de (a) segue que
[1F(@)[| < [[z]| < Allzl], para todo [[z]| = R,

o que implica

F(z) # Az, para todo ||z|]|=Re A > 1.

Logo, pelo Lema 1.4, temos
i(F,Cg) = 1.
Por outro lado, se 0 < A < 1, segue de (b) que
[|F(@)|] = |lz]] > Al|l][, para todo |z]| =,

o que implica

F(z) # Az, para todo ||z|| =re X < 1.

Além disso, se ||z|| = r, também temos
[|F(z)|| > ||z|| = r, isto &, ||F(x)|| > r, para todo ||z|| = r.
Entao, segue do Lema 1.3 que
i(F,C,) = 0.

Portanto,

i(F,Cr\C,) = 1,

isto é, F' tem um ponto fixo em {z € C : r < ||z|| < R}. n



Capitulo 2

Sistemas de Equacoes Elipticas

Superlineares envolvendo Parametros

Neste capitulo, estudaremos a existéncia, nao-existéncia e multiplicidade de solucoes
positivas para uma classe de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias de segunda
ordem. Aplicando resultados tais como: Teorema do Ponto Fixo em Cone, méto-
dos de sub-super solugoes e argumentos da Teoria do Grau, para estudar sistemas
semilineares elipticos em um dominio limitado nao-nulo, com condi¢oes de fronteira
nao-homogéneas. Para isto, durante todo este capitulo nossa preocupagao é provar o
Teorema 0.2. Assim, baseado no trabalho de Jodo Marcos do O, Sebastido Lorca e

Pedro Ubilla [2], estudaremos sistemas do tipo

;

—u" = f(t,u(t),v(t),a,b) em (0,1),
(Stap)) —v" = g(t,u(t),v(t),a,b) em (0,1),

u(0) = wu(l)=0,

v(0) = v(1)=0,

\

com f e g satisfazendo as hipoteses (So) a (Sa).

2.1 Resultados Preliminares

Nesta secao iremos apresentar alguns resultados que serao necessérios para provar

a existéncia de solugoes para o sistema (Sap))-
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Note que se o par (u,v) é solucdo do sistema (S(ap)), usando o Teorema A.2 do

Apéndice A, para todo t € [0, 1], temos:

u(t) = [ K(t,7)f(r,u(r),v(r),a,b)dr,
o(t) = [i K(t,7)g(r,u(r),v(r), a,b)dr,

onde, K(t,7) é a funcdo de Green dada por

K(t.7) (1—1t)T, se T <t. @.1)
,T) = :
(1—7)t, seT >t

Considere, o operador F': C([0,1]) x C([0,1]) — C([0, 1]) x C([0, 1]), dado por

A(u,v)(t) := fol K(t,7)f(r,u(r),v
B(u,v)(t) := [ K(t,7)g(r,u(r),v

Entao, podemos observar que resolver o sistema (S(ap)) ¢ equivalente a encontrar

( (2.2)
(

ponto fixo de F', isto é, solucao da equacao
F(u,v) = (u,v),

no espago de Banach,

X =C([0,1;R) x C([0,1; R),

dotados da norma
[|(w, )] = |t oo + 10]]oc,
com ||wl||s = sup |w(t)].
te(0,1
Para provar a existéncia da primeira solucao positiva do sistema (S(a b)), utilizare-

mos o Teorema abaixo, o qual segue diretamente dos Lemas 1.3, 1.4 e 1.7 do Capitulo

1, onde necessitamos da defini¢ao e propriedades do indice do ponto fixo em cone.

Teorema 2.1 Seja X um Espaco de Banach com a norma |.|, e seja C C X um cone
em X. Para r>0, defina C, = C(B(0,r), onde B(0,r) = {x € X;||z|| < r} é uma

bola fechada de raito r centrada na origem de X. Suponha que F' : C. — C € uma
fungao compacta tal que F(x) # z, Vo € 0C, = {x € C;||z|| =r}. Entdo:
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(i) Se ||z|| < ||Fz||,Vz € OC,, entao i(F,C,,0) = 0.

(ii) Se ||z|| > ||Fz||,Vx € OC,, entio i(F,C,,0) = 1.

No que segue, iremos considerar o Cone C' C X, dado por
C = {(u,v) € X : u(0) =v(0) = u(l) =v(1) =0, e u,v sdo fungdes concavas}, (2.3)
e, a partir dai, temos o seguinte lema.

Lema 2.1 O operador F : X — X € continuo e compacto, e F(C) C C.

Demonstragao:
Considere primeiro o operador S; : C°([0, 1])x C°([0, 1]) — C°(]0, 1]) xC°(]0, 1]),
dado por
S1(u, v)(t) = (Su(t), Sv(t)),

onde S é o operador dado no Teorema A.2 do Apéndice A, entao, podemos observar
que o operador S; é linear, continuo e compacto.
Considere agora o operador G : C°([0,1]) x C°([0,1]) — C°([0, 1]) x C°([0,1]),
dado por
Gu,v)(t) = (f(t, u(t), v(t), a,b),g(t, u(t), v(t), a,b)),

que nao é linear, mas é continuo e limitado.

Finalmente, considerando o operador F' = S;0G, é facil ver que F' é um operador
continuo e compacto. Falta mostrar apenas que F'(C') C C, para isto, sejam Fy, Fy as
coordenadas da fungao F'(u,v), é facil ver que Fi, Fy sao duas vezes diferenciaveis em
(0,1), com F|' <0 e Fy <0, desta forma, segue do Teorema A.8 do Apéndice A, que
F} e Fy sao fungoes concavas.

Além disso,
Fi(u,v)(0) = Fi(u,v)(1) = 0 e Fa(u,v)(0) = Fy(u,v)(1) = 0.

Portanto, F'(C) C C. u
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2.2 Existéncia da primeira solucao positiva
Nesta se¢ao, usando o fato de que f,g : [0,1] x [0,+00) x [0,4+00) X [0, 4+00) X
[0,4+00) — [0,+00) sao fungdes continuas e nao-decrescentes na segunda e terceira
variaveis, e assumindo as hipoteses (S1) e (S3) aplicaremos o Lema 2.1 para provar a
existéncia da primeira solugao positiva para o sistema (S(ag,bg)), onde (ag, by) ¢ dado
na hipotese (Ss).
Portanto, os dois proximos lemas, junto com o Lema 2.1, nos garantem a existén-

cia de uma solugao positiva para o sistema (S(ap))-

Lema 2.2 Seja Ry > 0, se a hipdtese (S3) € vdlida, entao, para todo (u,v) € OCg,,
com Cr, dado por (1.4), temos

[E(u, )] < [[(w, )]

Demonstragao:

Seja (u,v) € Cg,, onde Cg, é dado pelo Lema 2.1, entao
[, )] = [[ulloo + [[0]]ec < Ro,

o que implica,

lulleo < Ro e [[0]]c < Ro.

Como por hipoétese f, g sao nao decrescentes na segunda e terceira variaveis temos:

f(T, 'LL(T), U(T), Qag, bo) S f(T, Ro, Ro, ap, bo)

Desta forma, se t € [0, 1], segue da defini¢ao (2.2) e da igualdade (1) que
Alw,v)(t) = /0 K (6 7) Fru(r),0(7), a0, bo)dr
< /01 K(t,7)f(r, Ry, Ro, ag, bo)dT
< /01 K(7*,7)f(7, Ro, Ro, ag, bo)dT

T* 1
= / K(T*,T)f(ﬂ Ro,Roaambo)dT*'/ K(T*:T)f(7'7 Ro,Ro,ao,bo)dT,
0 T*

com
(I—7)7*, sem <7 <1,

T(1—=7%), se 7" > 71> 0.
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Dai, temos,

*

Awo)(®) < [ 75 Ro. Ro.an, b)ir
0
Entao, usando (S3), concluimos que
|| A(u, v)|]oo < soRo.

Analogamente, usando novamente (S3) , o operador definido em (2.2) e a igual-

dade (2) mostra-se que

HB(uav)Hoo S (1 - SO)RO-

Portanto, para todo (u,v) € Cg,, temos

|1 (u, o) = [[A(u, )] |oo + || B(u, v)|se < S0 + (1 = s0) o = Ro,
ou seja,
|| F(u,v)|] < |(uw,v)]|, para todo (u,v) € OCR,,

como queriamos demonstrar. ]

Observagao 2.1 Dados 0 < § < e < 1, existe n > 0 tal que

1
K<t77—) > 77K (577—) )
para todo 6 < t,7 < e, onde K(t,7) € a fun¢ao de Green dada por (2.1).

De fato, note que se t € (9, 7), entdao K(t,7) = (1 —7)t. Dai, considere dois casos:

1
Se T < 27 temos K(E, T) = 5T Também temos que,
tT 1
)= (- =T i =tr( )

1 1 1
Mas, como 7 < 3 temos — > 2, de onde segue que — — 1 > 1.
T T

Logo, K (t, ) > tT > 7. Desta forma, considerando n; = 20 > 0, concluimos que

1
K(t,7) >mK (ﬁ’T)’ paratodo d <t <7 <

N | —
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S >1t K(l )= (1 )1D’
e > g, temos K(5,7) = 7)5- Da,
K(t,7)=(1—-7)t>(1—71)0.

Entao, tomando 7, = 20 > 0, temos

1 1
K(t,7)>mK (5,7'), para todo § <t <7 < 3

Por outro lado, se t € (7,¢), temos K (t,7) = 7(1 —1t). Além disso, também temos
dois casos a considerar:

1 1 1
Se T < —,entao K | =, 7 | = =7. Mas, note que,
2 2 2
K, 7)=(1—-t)T>(1—¢)T.
Entao, considerando 7o = 2(1 — ¢), temos

1 1
K(t,7) > nK (5,7'), para todo 7 <t <eg, T > 3

1 1 1
Se T > Y entao K (5,7) =(1- 7')5 Mas,
1 1
Kit,r)=01-t)1>(1- t)§ > (1-— 5)5.
1 1
E, como 7 > 2 temos (1 —7) < 3 Logo,
K(t,7)>(1—¢)(1—1).
Entao, se considerarmos 7y = 2(1 — ¢), concluimos que
1 1
K(t,7) > K 57, para todoT <t<e, 7> 3
Portanto, considerando n = min{n, 72}, concluimos que
1
K(t,7) > nK <§,T) , para todo § < t,7 <e.

Agora, usando a Observagao (2.1), iremos mostrar o seguinte lema.

Lema 2.3 Suponha que (S1) € vdlida. Entao eziste Ry € (0, Ry) tal que, para todo
(u,v) € Cg,,
[F'(u, 0)[| = [|(w, v)]].



34

Demonstragao:
Usando os ntmeros 0 < §; < &7 < 1, dados na hipotese (Sy), existe Ry € (0, Ro)
tal que,
f(r,u,v,a0,b0) > M|(u,v)],

para todos (u,v) € [0, Ry] x [0, Ry] e 6 < T < &1, onde M > 0 é um niamero fixado tal

que

£1 1
no1(1 —e) M K <§,7') dr > 1. (2.4)
01

Portanto, para todo (u,v) € Cg,, temos

|A(u, v)||0o > /OK(t,T)f(T,u(T),v(T),ao,bo)dT

Vv

n/olK (%T) F(ru(), v(r), ao, bo)dr
> n/:K (1,7) £ u(r), v(r), ao, bo)dr

2
> M :l K (%T) \(u(r), o(r)| dr. (2.5)
Mas, |(u(7),v(7))| = |u(T)] + |v(7)] = u(T) + v(7) e, como u, v sdo concavas pelo

Lema A.2 do Apéndice A temos
u(T) +v(1) > 01(1 — &1)||(u,v)||, para todo 0; < 7 < &;.

Dai, voltando a (2.5)

€1 1
Ao w1 el ol [ & (G.7) ar
61

Entao, usando a desigualdade (2.4), temos

[1A(u, 0)]oe = |[(u, )]

Analogamente, mostra-se que
1B (u, )| 2 [|(u, v)]].

Portanto, como ||F(u,v)|| = ||A(u, v)||« + ||B(u, v)||e, concluimos que

[ (u, )| = [[(w, )]
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[ |

Portanto, considerando os Lemas 2.2 e 2.3, como consequéncia direta do Lema

2.1, no6s temos a existéncia da primeira solugao positiva (u,v) para o sistema (S(ag,bo));
tal que Ry < ||(u,v)|| < Rp.

Segue diretamente do Lema 2.1. [ |

Além disso, como uma consequéncia da hipotese (S3) temos a seguinte estimativa
a priori para solugoes positivas do sistema (S p)).

Lema 2.4 Euxiste ¢y > 0 independente de a e b tal que ||(u,v)|| < co, para toda solugao

positiva (u,v) do sistema (S(ap))-

Demonstragao:

Suponha por contradi¢ao que existe uma sequéncia de solugoes (u,,v,) € X do
sistema (S(ap)) tal que ||(un,v,)|| — +00. Sem perder a generalidade, nés podemos
supor que ||uy||eo — +00.

Considerando os nameros 0 < 0y < 5 < 1 dados pela hipotese (Sz), e sabendo
que u, é concava, pelo Lema A.2, u,(7) > (1 — £2)ds||tun||o0, para todo g5 < 7 < §s.

Dai, podemos construir uma sequéncia crescente de niameros reais tal que «,, — +00 e

f(m,un (1), v0(7), a, b) S

- mny
Uy + Uy,

para todo a,b > 0 e T € [0y, 3].

Dali, temos,

inlle > un(t) = / K (1, 7)f (7, tn(r), va(7), a,b)dr
€2 f(m,un(7), v0(7), @, b)
S R i oS ey

©2 f(r,un (1), v0(7), a,b)
> b= el | KT,

> So(1 = 20 [unllrn | K(t,7)dr
02

u (T)dT

dr

de onde segue que,
€2

1> d5(1 — e2)a, K(t,T)dr,
02
ou seja

1 €2
— > 0(1 — &) K(t,7)dr,
(07% 5o
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que é uma contradigao, pois supomos a,, — +0Q. [

Agora, considerando o sistema
—u" = fo(t,u,v) em (0,
0

)7
—v" = go(t,u,v) em (0, 1), (2.6)
u(0) = u(1) = v(0) = v(1) =0,

—_ =

com fy e go fungoes continuas nao negativas que sao nao-decrescentes nas variaveis u
e v. Utilizaremos sub e super solugdes (veja Apéndice A), para provarmos o lema a

seguir.

Lema 2.5 Sejam (u,v) e (w,v) sub e super solugdes respectivamente do sistema (2.6)

tal que

Demonstragao:

Considere o operador G : C([0,1]) x C([0,1]) — C(]0, 1]) x C([0,1]), dado por
G(u,v) := (M(u,v), N(u,v)),

com

M(u, v)(t) = /0 K(t,7) folr u(r), v(r))dr

1
N(u,0)t) = [ Kt mgo(rulr), ofr))dr
0
Note que, encontrar solugoes para o sistema (2.6) é equivalente a encontrar ponto

fixo de G, ou seja, solu¢ao da equagao
G(u,v) = (u,v)
no espago de Banach X = C([0,1],R) x C(]0, 1], R), munido da norma

[|(w, )] = [ulloo + []0]]co-
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Agora, considerando o operador G definido por

G’(u,v) = (M(u, v),ﬁ(u, v)) ,

M(u,v) ::/0 K(t,7)fo(r,e(r,u),{(T,v))dr
N(u,v) := /0 K(t,7)go(r, e(r,u),{(T,v))dr,
onde

e(t,u) := max{u(t), min{u(t),w(t)}} e {(t,u) := max{v(t), min{v(t),v(t)}}.

Mostremos que o operador G tem as seguintes propriedades:

(a) G ¢ um operador continuo e compacto:

(b) Se o par (u,v) € X é ponto fixo de G, entdo (u,v) é ponto fixo de G com
(u,0) < (u,v) < (T,0);

(c) Existe C3 > 0, que nao depende de A € [0, 1], tal que se (u,v) = /\é(u,v),
entdo ||(u,v)|| < Cs, (u,v) € X.
Prova de (a) Mostremos que G é continuo e compacto.

Considere o operador linear L : C°([0,1]) x C°([0,1]) — C°([0,1]) x C°([0, 1]),
dado por

Lu, v)(t) := (w,n)(t),

/Ktr Hdr e n(t) :/OIK(t,m(T)dT

—w” =wu(r) em (0, 1),
—n" =wv(r) em (0, 1),
w(0) = w(1) =n(0) =n(1) =0

Afirmacao 1: L é continuo.

onde por definicao,

se, € somente se,

De fato, note que

el < [ 1KG I < s,
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1
01 < [ K@D < o]
de onde segue que, w e n sao limitadas.
Entao, w e n sao limitadas, de onde segue que L é limitado, e como L é um
operador linear, concluimos que L é continuo.
Afirmacao 2: L é compacto.

Sejam w,, N, : [0,1] — R, dados por

Wy, /KtTun( )dT e n,(t) /KtTUn )dr.

Pelo Lema 2.4, existe ¢y > 0 tal que ||(u,,v,)|| < ¢y para todo n € N, ou seja,
[[tn]loo < o € [[val]oe < co. (2.7)

De onde segue que w, e 1, sao equilimitadas.
Entao, como w,, ¢ diferenciavel em [0,1] e w,(0) = w,(1) = 0, para cada n € N,

existe t, € (0,1) tal que w!,(t,) = 0. Dai,

w;(t):/t:w;;(smsg/ol —u (5)ds,

entdo, usando (2.7) segue que |w;, (t)| < ¢. De maneira analoga, mostra-se que |7, (t)| <
Co.

Dai, como

wy(t) — wy(ty) = / w, (s)ds,

t1

temos

|wy, (t) — wn(ty)] < colt — t1], para todo n € N

ou seja, w, é uniformemente equicontinua. Analogamente, mostra-se que 7, é uni-
formemente equicontinua.
Portanto, como w,,n, sao uniformemente equicontinuas e equilimitadas, segue
do Teorema de Ascoli-Arzela, que w,,n, sao compactos, ou seja, L é compacto.
Considere agora o operador T : C'([0,1]) x C*(]0,1]) — C°(]0, 1]) x C°([0,1]),
dado por,
T(u,v)(t) = (fo(T,€(t, u), (£, v)), go(T, (£, w), C(£,))),

que nao é linear, mas é continuo e limitado.



E, finalmente considere o operador

T = LoT : C*(]0,1]) x C*([0,1]) — C*([0,1]) x C*(]0,1]).

Entao,

com

w(t):/o K(t,7)fo(r,e(t,u),((t,v))dr,

n(t) = / K (t, 7)go(r. 2(t,u), C(t, v) )dr.

Ou, seja T(u, v)(t) = (M(u,v)(t), N(u,v)(t)) = G(u,v)(t).
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Portanto, como L é continuo e compacto e T' é continuo e limitado, segue que G

¢ continuo e compacto, como queriamos mostrar.

Prova de (b): Mostremos que se (u,v) € X é ponto fixo de G, entdo (u,v) é ponto

fixo de G com (u,v) < (u,v) < (@,?).
Por hipétese temos, G(u, v)(t) = (u, v)(t), isto &,

—u" = fo(t,e(t,u),((t,v)) em (0,1),
—v" = go(t,e(t,u),((t,v)) em (0,1),
uw(0) = u(l) =v(0) = v(1) =

que

_u// Z fO(t7g7 Q) em
_'U// Z gO(taua Q) em

(
(

u(0) = u(1) =v(0) =v(1) =0.
)

(2.8)

(2.9)

(2.10)
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Entéao, segue de (2.9) e (2.10) que,

—(u—u)" <0em (0,1),
—(v—2v)"<0em (0,1),
(u—u)(0) <0, (u—u)(1) <0,
| (0= 0)(0) 20, (w—v)(1) <0,
Logo, pelo Principio do Méximo, temos
(u,v) < (u,v). (2.11)

Também temos, novamente pelas defini¢oes de € e ¢, e de (2.8) que

0
—v" < go(t,u,v) em (0,1), (2.12)

/

—u" > fo(t,u,v) em (0,1),
" > gO(taﬂa U) em (Oa ]-)7 (213>
u(0) >0, u(l) >0,
| w020, 50) 20
Entao, segue de (2.12) e (2.13) que
—(u—1u)" <0em (0,1),
—(v—1)"<0em (0,1),
(u =@)(0), (u=w)(1) <0,
(v =2)(0), (v —7)(1) <0.
Entao, novamente pelo Principio do Méaximo,
(u,v) < (u,n). (2.14)

Logo, de (2.11) e (2.14), temos
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de onde segue que,

e(t,u) =ue((t,v) =w.

Portanto, voltando ao sistema (2.8),

—u" = fo(t,u,v) em (0, 1),
" = golt,u,0)) em (0,1),
u(0) =u(l) =v(0) =v(1) =0,
ou seja (u,v) é solugao de (2.6).

Prova de (c): Como por hipotese (u,v) = AG(u, v), temos

w= / K(t,7) folr, e(t, u), (t, v))dr

v = )\/0 K(t,7)go(T,e(t,u), ((t,v))dr.

Mas, observe que fy, go sdo continuas e limitadas em [0, 1] X [0, ||T]|s0] X [0, ||7]] o),

isto é, existem My, My > 0 tais que,
|f0(T,U(T>,’U(T))| < Ml € |gO<T7u(T)7U(T))‘ < MQ'
De onde segue que,

u(t)] < A / K (b)) folm e(t, ), C(t,0))|dr < M,

lu(t)] < )\/0 K(t,7)|go(r,e(t,u),((t,v))|dr < Ms.

Logo, ||(u,v)||1 < Cs, para todo (u,v) € X onde C3 := M;+ My > 0 ndo depende
de X € [0, 1].

Portanto, usando o grau topolégico de Leray-Schauder, obtemos um ponto fixo
do operador GG, provando o Lema. [ ]

Mostraremos agora que se o sistema (S(aq,bg)) tem solugao positiva, entao, (Sp))
também admite uma solugao positiva, para todo (a,b) < (ag, bo).

Lema 2.6 Suponha que (S(ap)) tem uma solugdo nao-negativa e (0,0) < (¢, d) < (a,b),

entao (Sc,a)) tem uma solugio nao-negativa.
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Demonstragao:

Seja (u,v) uma solugao positiva de (S(ap)) entao

Como f, g sdo nao-decrescentes nas duas ultimas variaveis e (¢, d) < (a,b), entao

fltu(t),v(t),a.b) = f(tul(t),v(t),c.d)

g(t,u(t),v(t),a,b) = g(t,u(t),v(t),c.d)

ou seja,

|
z\
v

(0,1)

f(t,u(t),v(t), c, d)
g (0,1)

=" > g(t,u(t),v(t),c d)
u(0) = u(l)=v(0) =0v(1)

em
em

Logo, (u,v) é uma super-solucao para o sistema (S(c,q))

Por outro lado, (0,0) é uma sub-solugao para este sistema.

Entdo, como o sistema (S(c.q)) tem uma sub-solugao (0,0) e uma super-solucao
(u,v), com (0,0) < (u,v). Pelo teorema de sub e super solugoes (veja Teorema A.5 do
Apéndice B), o problema (S(c,q)) admite solucao (U, V) € C([0,1]) x C([0,1]) tal que

(0,0) < (U,V) < (u,v), e portanto, (S(c,a)) tem uma solucao nao-negativa.

2.3 Nao-existéncia de Solucao

Nesta secao estabeleceremos um resultado de nao-existéncia de solugao para o
sistema (S(ap)). Para isto, mostraremos no lema a seguir, em que condigoes ele nao

admite solugao.

Lema 2.7 Suponha as hipdteses (Sa) e (S4). Entao existe um ¢ > 0 tal que, para todo

(a,b) com |(a,b)| > ¢, o sistema (Sp)) ndo admite solugao.

Demonstragao:
Suponha por contradigdo que existe uma sequéncia (ay, b,) com |(ay,, b,)| — +00

tal que para cada n € N, o sistema (S(ap)) possui uma solucdo positiva (u,,v,) € C,
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onde C' é dado por (2.3). Considerando os numeros 0 < ¢, < g4 < 1, dados pela
hipotese (S4). Dado M > 0, existe ¢ > 0 tal que para todo (a,b) com |(a,b)| > ¢,
temos

f(t,u,v,a,b) > M, para todos d4 <t < &4 e u,v > 0. (2.15)

Como uy, é solucao de (S(ap)), para todo ¢ € [0, 1] temos

un(t) = /O Kt 7) £ (7, tn(7), 00 (7), G, b )

> i K(t, 1) f(1,un(7), v0(7T), ap, by )dT. (2.16)

Entao, para n suficientemente grande, segue de (2.15) que
€4
un(t) > M K(t,7)dr.
04
Dai,
€4

ltnlloc = M~ sup K(t, 7)dr.

04<t<warepsilong J §,

Portanto, desde que possamos escolher em (2.15) M arbitrario, concluimos que
(u,) é uma sequéncia nao-limitada em X.
Por outro lado, usando os niimeros 0 < Jy < €2 < 1, dados pela hipotese (S2).

Dado M > 0 existe R > 0 tal que

f(t,u,v,a,b) > Mu, para todos a,b> 0,0, <t <eyeu>R. (2.17)

Agora, como u é concava, usando as desigualdades (2.16) e (2.15), para n sufi-
cientemente grande, obtemos
€9 €2
up(t) > K(t,7)Mu,(7)dr > M(1 — £9)02]|tn]] 00 K(t,)dr,
52 62
de onde segue que
€2

1> M(1—¢e5)dy sup K(t,7)dr,

02<t<ea b2

que contradiz o fato de podermos escolher M arbitrario. E a prova do Lema agora esta

completa. [ ]

Portanto, encontramos uma curva decrescente que divide o primeiro quadrante

do plano-(a,b) em duas partes, a primeira na qual (S(ap)) admite solucao, e a outra
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na qual ele nao admite solugao. Entao, definindo
@ = sup{a > 0: (S(p) tem uma solugao positiva para algum b > 0}.

Pelo Lema 2.7 segue imediatamente que 0 < @ < 0o, pois, do contrério o sistema
(S(a,p)) na0 tem solugao.

Entao, usando métodos de sub-super solucoes, podemos observar que, para todo
a € (0,a) existe b > 0 tal que o sistema (S(ap)) tem uma solucao positiva. Além disso,
usando os Lemas 2.6 e 2.7, e o Teorema de Ascoli-Arzeld, podemos provar que existe
b > 0 tal que (Sp)) tem uma solucao positiva, como veremos a seguir.

De fato, seja @ = sup A, com
A={a>0:(S4ap) tem uma solucdo positiva para algum b > 0},

entao temos:

Se 0 < a < @ = supA, entao pela definicao de supremo, existe ¢ € A tal
que a < c. Além disso, como ¢ € A temos que (S(p)) tem solucao positiva, e como,
(0,0) < (a,b) < (c,b) segue do Lema 2.6 que (S(ap)) também tem uma solucdo positiva.

Agora, se 0 < a, < @ ¢é tal que a, — @, entao vimos que o sistema (S, b)) tem

uma solugao positiva, que denotaremos por (u,, v, ), isto é,

un(t) = [y K(t,7) (7, un(7), 0a(T), an, b)dr,
v, (t) = fol K(t,7)g(T,un(T), v,(T), ap, b)dT.

Como pelo Lema 2.4, existe ¢y > 0 independente de a,, e b, tal que ||(un, v,)|| < co,

(2.18)

temos que f e g sdo continuas e limitadas em [0, 1] x [0,¢q] X [0, o] X [0, c1] x [0, ¢1],

isto é, existem My, My > 0 tais que
|f (7 un(7), v (T), an, b)| < My e [f(7, un(7), va(T), an, )| < Ms. (2.19)

Desta forma, como ja vimos que u,, v, sao equilimitadas, mostremos que u,, v,
sao uniformemente equicontinuas. Como vimos que para cada n € N existe ¢, € (0,1)

tal que u/,(t,,) = 0, novamente pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos:

t 1
ul (t) = / un(s)ds < / —f(s,un(8), v(8), an, b)ds,
tn 0
para todo ¢t € (0, 1), de onde segue pela desigualdade (2.19) que,

Juy ()] < M.
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Dai, como

(1) — (1) = / o (5)ds,

t1

temos,

|un(t) = un(t1)] < Mift =],

ou seja, u, ¢ uniformemente equicontinua.
De maneira analoga, mostra-se que v,, também é uniformemente equicontinua.
Portanto, segue do Teorema de Ascoli-Arzela que u,, e v,, admitem subsequéncias
convergentes, isto ¢, existem uy;, Vp;, U € v, tais que u,; — U € Vy; — .

Entao, passando (2.18) ao limite, segue do Lema A.10 do Apéndice A que

u(t) = fi K(t,7)f(r,u(r),v(r),a,b)dr,
o(t) = [} K(t,7)g(r,u(r),v(r),a,b)dr,
o que implica que (u,v) ¢ solugao de (S(p)), como queriamos mostrar.
O mesmo argumento mostra que (S(ar(a))) POssui uma solucdo para 0 < a < a.

Portanto, provamos os itens (i) e (iz) do Teorema 0.2 citado na Introdugao.

2.4 A segunda solucao positiva

Nesta segao usaremos a Teoria do Grau para provar a existéncia da segunda

solugao positiva para o sistema (S p)) na regiao do plano
S={(a,b) eR*:0<a<aeld<b<I(a)}

Sejam (a,b) € S, (u1,v1) € X uma solucao positiva do sistema (S(ap)) € (4,?) €
X uma solugao positiva do sistema (S r(a))) tais que (0,0) < (u1,v1) < (4, D).
Usando a hipotese de que f, g sao mondtonas crescentes nas variaveis u, v, a, b e

usando argumentos do Principio do Maximo, nés podemos supor:

(0,0) < (u1(0),11(0)) <
> (u) 1 >

De fato, como (uy,v;) é solucdo do sistema (S(ap)) € (#,7) ¢ solugao de (S(ar(a)))

temos:
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1) (2.20)

a" = f(t,u(t),v(t),a,'(a)) em (0,1)
¥ = g(t,u(t), 5(t), a,T()) em (0,1) (2.21)
a(0) = (1

)
Mas, como (070) S (uhvl) S (ﬂvﬂ

e terceira varidveis, dai temos:

fQua(t), vi(t), a,b) < f(t,u(t), 0(t), a,b),
e como (a,b) < (a,I'(a)) segue que
f@t,u(t), o(t), a,b) < f(t,u(t), o(t), a,I'(a)),

ou seja,
f(ta ul(t)v U1 (t>7 a, b) S f(tv ﬂ(t)a E(t)v a, F(a)) (222>

Analogamente,
g(ta ul(t)7 U1 (t)7 a, b) S g(t7 ﬂ(t%@(t)) a, F(CL)) (223)

Entao, segue de (2.20), (2.22) e (2.23) que,

INIA

r
—vff t t),a,T'(a)) em (0,1) (2.24)
u1(0) = w (1) =v1(0) =v1(1) =0
De (2.21) e (2.24), segue que,

"

—(u; —@w)” < 0em (0,1),
—(vy —0)" < 0em (0,1),
(wn =@)(0) = (w —w)(1) = (01 =2)(0) = (v, = V)(1) = 0.
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Portanto, usando o Principio do Maximo, (veja Teorema A.1 do Apéndice A),

temos: .

up —u<0em (0,1),

v —v < 0em (0,1),
(uy —w)'(0) <0, (v —v)(0) <0,
(uy —@)'(1) >0, (vy —v)'(1) > 0.

De onde segue que

Como(uy,v1) € solucao de (Sam))

ul(t):/o K(t,7)f(r,ui(7),v1(7), a,b)dr

e
1
wlt) = [ K g, (). b)dr
0
Pelo Teorema Fundamental do Calculo,
1 1
w0) = [ w0+ [ fnn).n(.a b
0 t
e

1 1
40 = [ roln (@) a b+ [ o). u().abdr
0 t
De onde segue que

u(0),v4(0) > 0 e uy(1),v4(1) >0,

ou seja,
(u1(0),v1(0)) > (0,0) e (uy(1),v1(1)) < (0,0),

como queriamos mostrar.
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No que segue, iremos considerar o espago de Banach

XQ = Xl X Xl
onde
X, = {u € C'([0,1],R) : u(0) = u(1) = 0},
dotado da norma,

[lully = [Julloo + [[t/]|oo-

Ou seja,

Xy = {(u,v) € C*([0,1],R) x C*([0,1],R) : u(0) = u(1) = v(0) = v(1) = 0},
[ (s )11 = [wlloo + [[]loo + 11t lloo + [[0'] |

Agora, seja p; > 0, tal que ||(u1,v1)||1 < p1. Consideraremos o subconjunto aberto

A de X5 contendo (uy,v), dado por

A = {(u,v) € X, satisfazendo as condigoes (i)-(iv) abaixo }

() (0,0) < (u(t),v(t)) < (u(t),v(t)) em (0,1)
(i) (0,0) < (w'(0),v'(0)) < (@(0),'(0))
(0,0) > (u'(1),0'(1)) > (@'(1),7'(1))

)
)l )l < pr.

Além disso, consider o operador G : Xy — X, tal que G = F|X,. Dai, a existén-

cia da nossa segunda solucao positiva do sistema (Sp)), ¢ consequéncia do seguinte

resultado.

Lema 2.8 Seja (a,b) € S. Entao, temos:
(i) D(Id — G(ap), A, 0) =1
(i) Existe p > p1 tal que D(Id — Gy, B(0,p2),0) =0

Demonstragao:
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Considere o operador auxiliar C(a,b) : Xy — Xy, dado por

Gap) (u,v) := (A(u,v), B(u,v))

onde

A, v)(t) = /0 Kt ) F (r,u(r), 0(r), a, b)dr

B(u,v)(t) ::/0 K(t,7)g(r,u(r),v(1),a,b)dr

_ f(r,e0(t,u), Co(t,u),a,b), se 0<wuel<uwv,

f(ru(r),v(1),a,b) =

0, se u<0ouwv<0,

g(T’50<t7U)7<O(tuv)7a7b)7 s€ OSUGOSU,

g(r,u(r),v(r),a,b) =
0, se u<0ouv<0,

com

eo(t,u) := min{u(t),u(t)} e (o(t,v) := min{v(t),v(t)}.

Mostermos que o operador E(a,b) (u,v) satisfaz as seguintes propriedades:
(a) G(ap) ¢ um operador continuo e compacto;

(b) Se o par (u,v) € Xy ¢ um ponto fixo de G(4p), entdo (u,v) é ponto fixo de

Glap) com (0,0) < (u,v) < (4, );

(c) Existe c3 > 0, independente de A € [0, 1], tal que, se (u,v) = AG(ap) (u,v)
entao ||(u,v)||1 < es, (u,v) € Xs.
Mostremos agora que G, satisfaz (a), (b), (c).

Prova de (a): Considere o operador linear,
L: CO([Oa 1]) X CO([Oa 1]) - Cl([0> 1]) X Cl([o? 1])7

dado por
(w,n)(t) = L(u, v)(t) = (Au, v)(t), B(u,v)(t)),
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se e somente se,
—w” = wu(r), em (0,1)
=1 = (), em (0,1)
w(0) = w(1) =n(0) =n(1) =0
onde

w(t) = Afu, v)(t) = /0 K(t, )u(r)dr

1
) = Bluo)(t) = [ K(t.ro(rdr
0
Afirmacgao 1: L é continuo.

De fato,

w(t)] =

1
< / [l od,
0

[w(®)] < [ful]oo-

/01 K(t,7)u(r)dr

de onde segue que,

Analogamente, mostra-se que
()] < [[v]]oo-

Portanto, w e n sao limitadas, isto é, L é limitado, e como L é um operador linear,
concluimos que L é continuo.
Afirmacao 2: L é compacto.

De fato, sejam w,,n, : [0,1] — R, dados por
1
wy(t) = / K(t, T)u,(1)dT
0
1
N (t) = / K(t, 7)v,(7)dT,
0
com u,,, v, limitadas em [0, 1], isto é, existem ¢y, ¢y > 0 tais que |u,(t)| < ¢ e v, (t)] <2 .

Como w, ¢ diferenciavel em [0, 1], e w,(0) = w, (1) = 0, para cada n € N existe

tn € (0,1) tal que w;, (t,,) = 0. Dai

de onde segue que
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Também temos,

wn(t)—wn(tl):/ W (5)ds,

t1

de onde segue que

|w, (1) — wy,(t1)] < / crds = c1(t —ty),

t1

ou seja, w, é uniformemente equicontinua.

Analogamente, mostra-se que 7, é uniformemente equicontinua.

Portanto, como w,,, 1, s@o uniformemente equicontinuas e pela Afirmagao 1, tam-
bém sao equilimitadas, segue do Teorema de Ascoli-Arzel&d que L é compacto.

Considere, agora o operador:
G: Cl([ov 1]) X Cl([07 1]) - CO([Oa 1]) X CO([Oa 1])

dado por
G(u,v)(t) == (f(t,u(t), v(1)), gt u(t), v(t)),

que nao ¢ linear, mas é continuo e limitado.

Portanto, seja
S = LoG : C*(]0,1]) x C*([0,1]) — C*(]0,1]) x C*([0,1]),

um operador dado por

S(u, v)(t) = (LoG)(u, v)(t) = L(G(u, v)(t)).

Entao, podemos observar que

S(u,v)(t) = (A(u,v)(t), B(u,v)(t)) -
Portanto, como L é continuo e compacto, e GG é continuo e limitado, temos que
G(a,b) = g(a, b) = LoG

¢ um operador continuo e compacto.
Prova de (b): Mostremos que se (u,v) € X, é ponto fixo de G, entdo, (u,v) é

ponto fixo de G, ), com (0,0) < (u,v) < (4, ).



Por hipotese, temos:

—u" = f(t,u,v,a,b), em (0,1),
—v" = g(t,u,v,a,b), em (0,1),
uw(0) = u(l)=v(0)=v(1)=0

Seja (@, v) solugao de Gqp), entdo temos

—a" f(t,w,7,a,b),
1/ — g(
a(0) = @(1) =3(0) =3(1) = 0.

Entao, segue de (2.26) e (2.27), que

—(u—u)" < 0em (0,1),
—(v=1)" < 0em (0,1),

(u=u)(0) = (u=u)1)=(v=-"0)(0)=(v-2)(1)=0.

Logo, pelo Principio do Maximo,

|

IS

|
gl
AN
(@)

D

B
=
=

de onde segue que,

Dali,

eo(t,u) := min{u(t),u(t)} = u e (o(t,v) := min{v(t),v(t)} = v,
o que implica,

flt,u,v,a,b) = f(t,u,v,a,b) e g(t,u,v,a,b) = g(t,u,v,a,b).

Portanto, voltando ao sistema (2.25),

52

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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—u" = f(t,u,v,a,b) em (0,1),

—v" = g(t,u,v,a,b) em (0,1),

u(0) = u(l) =v(0) =v(1) =0,
o que implica, (u,v) é ponto fixo de G, p), com (0,0) < (u,v) < (w,).
Prova de (c): Mostremos que existe ¢3 > 0, independente de A € [0, 1] tal que se
(u,v) = /\E(a,b)(u,v), entao, ||(u,v)||; < cs.

Como por hipétese (u,v) = AG(qp)(u, v), pela defini¢io de G temos

u(t) = )\/0 K(t,7)f(r,u(7),v(r))dr, em [0, 1] (2.28)

v(t) = )\/O K(t,7)g(r,u(r),v(T))dr, em [0, 1]. (2.29)

Mas, f e g, sdo continuas e limitadas em [0,1] x [0, |[%|s0] X [0, ||7]|s], 0u seja,

existem My, My > 0 tais que
|f(r,u(r),v(7),a,b)| < M e [g(r,u(r),v(r),a,b)| < M,, para todo 7 € [0,1].
De onde segue de (2.28) e (2.29) que
[u@®)] < My e [v(t)] < My,

o que implica,

||uHoo <M e ||U||oo < M.

Como u é derivavel em [0, 1], com u(0) = u(1) = 0, pelo Teorema de Rolle, existe
to € (0,1), tal que u/'(ty) = 0. Entédo, pelo Teorema Fundamental de Calculo,
t 1 IR
u'(t) = / u"(s)ds < / u”(s)ds = / —Af(s,u(s),v(s))ds,
to 0 0
o que implica,

W' ()| < My, dai, |[u/]|e < M.

Analogamente, mostra-se que |[v/|] < M.

Portanto, ||(u, v)||s < 2(M; + Ms). Portanto, fazendo c¢s := M; + My > 0, temos

| (2, v)||so < c3, para todo (u,v) € Xs.
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Prova de (i):
Usando a estimativa a priori, propriedade estabelecida na afirmacao (c), existe
p2 > pp tal que

D(I = Gap), B((u1,v1), p2),0) = 1. (2.30)

Segue do item (b) que o operador G, 5 nao tem ponto fixo em B((uy, v1), pa)\A.
No entanto, se E(a,b) tem um ponto fixo em 9A, temos a segunda solucao positiva do
sistema (S(ap)). Do contrario, o grau de Leray-Schauder estd bem definido para a
equacao

(I — G(a,b))(Z) =0, Z2e€ A

Entao, usando a igualdade (2.30) e a propriedade da excisao do grau de Leray-

Schauder, temos:
D([ - a((l,b)) A, O) = 1
De fato, como A ¢ um subconjunto aberto de B((uy,v1), p2) €
0¢ (I — Gap))(B((u1,v1), p2)\A), temos pela propriedade da excisio que

D(I = Gap), B((u1,v1), p2),0) = D(I — G(ap), A, 0),
e portanto,
D(I - ?(a,b)a Aa O) =1L
E, como G p)(u,v) = Gap)(u,v), para todo (u,v) € A, temos
D(I = Gap), A, 0) =1,
e o item (i) esta provado.
Prova de (ii):
Para provarmos o item (ii), mostraremos que existe py > p1, tal que as solugoes

da equacao

(U, U) = g(a,b) (uv U)) (u7 U) € X27

que devem satisfazer ||(u,v)|| < p2, ou seja, se ||(u, v)|| > p2, entdo G p)(u,v) # (u,v).

De onde segue que existe (@, b) tal que,

D(I — G(a,b), B(0, p3),0) = 0.
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De fato, considerando os nimeros 0 < d2 < €5 < 1, dados pela hipotese (Ss).
€2

> 0, onde 8 = inf K(t,7)dr > 0, entdo existe p; > 0

T My > ————
ome Mo (]. — 52)€2ﬁ 0<t<1 Js,

tal que

[t w,0,a,8) > Mol(u,0)| > Molul, para todos a,b > 0, Ju] > pr, 6 < £ < &5,

(2.31)

P1
s,
(1 — 52)62 =P~
alidade, suponha que ||u||s > p2, entdo, o operador G, nado tem ponto fixo. Caso

Seja py = Suponha que ||(u,v)|| > p2, sem perder a gener-

contrario,
1
u(t) = / K(t,7)f(r, u(r), v(), a, b)dr,
0
o que implica,

||U||OOZ/0 K(t,7)f(r,u(r),v(r),a,b)dr.

Mas, como u é concava, pelo Lema A.2, temos
u(t) > (1 — e2)d2||u||s, para todo t € [dg,e5].

Dai,

lulle = [ K@) u(r), o), a.b)dr
02

v

K(t,7)Mou(T)dr
d2
€2

Moy(1 — 02)ea]|u)|oo K(t,7)dr
02

= Mo(l - 52)52||U||ooﬁ7

v

V

€2
onde 3 = Oi<Itl£1/ K(t,7)dr > 0.
st<lJs
Logo, ’

1 > My(1 — d2)e2f3,

o que implica

1
My < ————,
0= (1 — 52)626
que ¢ uma contradigao.
1
Portanto, considerando My > ———,
0 (1 — 52)825

P1
(1 — 52)82

se ||u]]oo > = py temos u # S(ap)U,
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isto &, existe (@, b) tal que |(a@, b)| ¢ suficientemente grande e tal que o sistema (S(a, b))

nao tem solucao positiva, isto é,
D(Id — Gan): B(0, ps),0) = 0.
Portanto, pela propriedade da invariancia por homotopia da fungao grau, temos:
D(Id — G(a,b), B(0,ps),0) = 0.

De fato, considere a homotopia, h : [0,1] x B(0, p2) x B(0, p;) — R x R dada
por
(u,v) — h(t, (u,v)) = (u,v) — G(ta + (1 — t)@,tb + (1 — t)b)
definida em B(0, ps), para todo t € [0, 1], que é admissivel pois, (0,0) & (I—h(t, (-,-))([0, 1] x
9B(0, p2) x dB(0, p)).

Entao, como
I—h(1,())=1-Gla,b)el—h(0,(--)=1-G@a,b)
segue da Propriedade da Invariancia por Homotopia que
D(I - G(a,b), B(0,p),0) = D(I = G(@,b), B(0,p»), 0),

e, portanto,

D(I - g(avb)7B(Ovp2)vO> = O,

e o item (ii) esté provado. n
Finalmente, usando o Lema 2.8 e a propriedade da excisao do grau topologico,

temos:

D(I - g(a’ b)ﬂB((ubUl)»p?)\Za O) = _13

portanto, nés temos a segunda solugao do sistema (S p)) € a prova do Teorema (0.2)

esta completa.



Capitulo 3

Aplicacoes

Nesta secao iremos apresentar algumas aplicagoes do Teorema 0.2, em sistemas

de equagoes diferenciais parciais elipticas de segunda ordem, em regioes anulares da

forma

)
—Au = h(|z],u,v), se r; < |z| <o,

—Av = k(|x|,u,v), ser; < |z| < ro,
(Ea,b)

u=v=0, se|z| =ry,

\ u=a,v=>0, se|xr|=ry

onde a, b sao parametros nao-negativos, 0 < r; < rq, onde usaremos a notagao A(ry,r9) =

{x € RN : ry < |z| <1y} com N > 3. Além disso, as nao-linearidades h e k satisfazem

as hipoteses (Ag) a (Aj).

Fazendo uma mudanca de variaveis linear, podemos observar que o sistema (E, )

estd associado a um sistema de equagoe sdiferenciais ordinérias do tipo (S(a)), onde

as fungoes nao-lineares f e g sao dadas por

ft,u,v,a,b) = d(t)h ((%)M U+ ta,v —i—tb) , (3.1)

1
2

A \~v2
g(t,u,v,a,b) = d(t)k <<m) U+ ta, v+ tb) : (3.2)

2(N—1)

d(t) = A2(21_N)2 <t_B) T (3.3)
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Mostrando que o Teorema 0.3 é consequéncia direta do Teorema 0.2, de onde pode-
mos concluir que a cada solugao do sistema (S, 1) corresponde uma solugao radialmente
simétrica do sistema (Eayp).

Mostremos agora que o sistema (E, ) esté associado a um sistema do tipo (S, p),
onde f e g sao dadas por (3.1) e (3.2).

De fato, fazendo a mudanca de variaveis t = Ar?2~N 4+ B, temos:

N-2 N-2 N-2

-r r T
A= 52—~ <0eB=—F5—>1>0.
R =

Além disso, podemos observar que como r; < 1 < 1o, entao 0 <t < 1.

Seja u(z) = u(|z|) = u(r) e v(z) = v(|z]) = v(r), se |z| = r, entdo:

Substituindo em (E(a)), temos:

r

_ (u”(r) + (N — 1) u’(r)) — h(ru,v) em A(r, 7). (3.4)

Como t = Ar>~N + B, temos

dr rN-1 _ A\~
i Az—N) T \t—B '

Fazendo u(t) = wy(r) — ta, e v(t) = wy(r) — tb, obtemos,

" o 1 Nfldr 1" (N_ 1) /
') = e (w0 + o)

r

Usando (2.11), temos:
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com u(0) = u(1) =0.

Analogamente, mostra-se que

2(N—1) 1
o 1 A\ Nz A\~
U(t)_A2(2—N)2 <t—B k P ,u+ta,v+tb) |, (3.6)

com v(0) =v(1) =0.

Logo, de (3.5) e (3.6), concluimos que

u(0) = u(1) = v(0) = v(1) =0,

onde f e g sdo dadas por (3.1) e (3.2).

Portanto, o sistema (E, ) esta associado ao sistema (S p)) com f e g dadas por
(3.1) e (3.2) como queriamos mostrar.

Mostremos agora que f e g satisfazem as condigoes (So) a (S4).

(So) Mostremos que f e g sao fungdes continuas e nao-decrescentes nas duas
ultimas varidveis.

Como por hipoétese h e k, sao fungoes continuas e nao-decrescentes nas duas
ultimas variaveis, é claro que f e g sao continuas. Mostremos entao que f, g sao nao-
decrescentes nas quatro tltimas variaveis, vejamos, se (uy, vy, a1,b1) < (ug, v2, as, bg),

temos (ug + tay, vy + thy) < (ug + tag, ve + thy), 0 que implica,

A\ A\
h (t——B) , Ul + tal,vl + tbl S h (t——B) , Uy + t&g,’l)g -+ tbg .

Além disso, como d(t) > 0, temos:

f<t7ulvvlaalab1) S f(ta Uz, V2, G2, b2)7

e, portanto, f é nao-decrescente.

Analogamente, mostra-se que g também é nao-decrescente.

(S1) Mostremos agora que existe [01,e1] C (0,1), tal que, para todo a,b > 0
fixados,

]_im f<t7 u?v7a’7 b)

= 400, uniformemente, para todo t € [d1, &1].
(ww)l—~0  |(u,)]
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Sabemos pela hipotese (A;) que existe [01,m] C [r1,7e] tal que h(r,u,v) > 0
para todo r € [0y, m] e u,v > 0.

A
Usando a mudanga de varidveis linear t = J(r) = ——+B, temos que J([¢,m]) C
T

(0,1) desta forma seja [01,e1] = J([6h,m]), temos que,
h(r,u,v) > 0 para todo r € [01,¢€1] e u,v > 0,
isto é, existe M; > 0 tal que
h(r,u,v) > My, para todo r € [d1,&1] e u,v > 0.

Entao, mostremos que dado M > 0, existe § > 0 tal que

ft,u,v,a,b)
|(u, v)]

|(u,v)| < d implica que > M, para todo t € (1,€1).

De fato,

1

h((t_iB)m ,u+ta,v+tb>
|(u,v)] ’

'f(t,u,v,a,b)

o = i

A N—2
e, como u+ta>u>0,v+thb>v>0eh (—) ,u+ta,v—i—tb) > M, temos:

J

t— B
o f(t,u,v,a,b) M,
|(u,v)| < § implica que, |———"—"—| > d(t)—.
|(u, v)] 0

Mas, note que,

d(t) > 0 em [51,61] - (0, 1),

e como [y, e1] é compacto, existe C' > 0 tal que
d(t) > C, para todo t € [01,¢1] C (0,1). (3.7)
Dai,
t b CM
‘f( %, 0, b) ‘ > L > M, para § > 0 suficientemente pequeno.

|(u, v)]
Analogamente mostra-se que

t b
lim M = 400, uniformemente, para todo t € (d,&1).
wo)=0 [ (u,v)]
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(S2) Como pela hipotese (Az) existe [0a,m2] C (r1,72) tais que, dado M; > 0,
existe ¢ > 0 tal que

h(r,u,v)

|(u, v)]

|(u,v)| > d implica que, > M, para todo r € [0, 2],

entao, fazendo novamente a mudanga de variaveis linear t = J(r) = + B, temos

N—2
que existe [0g, 9] = J([0a,72]) C (0,1) tal que

t 0,0
lim M = 400, uniformemente para todo t € [da, £5].
wo)l—oo  |(u,v)]
De fato, dado 0 < M < C'M;, existe § > 0 tal que

f(t7 u? v? 07 O)
|(u, v)]

Analogamente, mostra-se que existe um subconjunto [d3, 3] C (0, 1) tal que

se |(u,v)| > ¢ entdo,

‘ > CK; = M, para todo t € [0s, 3.

11m g(t7u7v7 070)

= 400, uniformemente para todo t € [d3, e3].
ww)—oo  |(u,v)|

(S3) Pela hipotese (As),

G

= 0, uniformemente para todo r € [rq, 7],
(o) =0 |(u,v)]

entao, fazendo a mudanga de variaveis linear t = J(r) = + B, temos,

rN-2

h
im M = 0, uniformemente para todo r € (0, 1),
l(ww)| =0 |(u,v)]

isto é, dado e; > 0, existe 6; > 0 tal que

h(r,u,v)
[(u, v)]|

l(u,v)] < 0 = < €1, para todo r € (0,1). (3.8)

Mostremos primeiro que

lim f(tJ u? U? a? b)

= 0, uniformemente para todo t € [0, 1],
[(u,v,a,b)|—0 |(U,U,CL, b)| [ ]

isto é, dado € > Me; > 0, existe § > 0 tal que

|(u,v,a,b)| <& implica que, W‘
De fato, como |(u,v,a,b)| = |u|+ [v|+ |a| +|b] > u+ta+v+th = |(u+ta,v+1tb)|
para todo t € [0, 1], segue de (3.8) que,
‘f(t,u,v,a,b)
|

< d(t
(u,v,a,b)| ‘_ (t)er,
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e, como d(t) é limitada, existe ¢; > 0 tal que d(t) < ¢y, e, portanto,

’f(t7u’ /U, a7 b)
|

< Mey = €.
(u,v,a,b)\‘— e

Analogamente, mostra-se que
g(t7 u? U? a? b)

lim

= 0, uniformemente para todo t € |0, 1].
[(u,v,a,b)|—0 |(U,U,CL, b)| [ ]

(S4) Mostremos que existe um subconjunto [d4,e4] C (0, 1), tal que
|(a,l})i\r£+oof(t’ u, v, a,b) = 400, uniformemente para todo t € [d4, 4], € u,v >0,
isto é, dado 0 < M < C' My, existe 6 > 0 tal que
|(a,b)] > 6 = |f(t,u,v,a,b)] > M, para todo t € [04,c4].
Novamente pela hipotese (Aq), existe [d4, 4] = [d1,€1] C (0, 1) tal que

h(t,u,v) > 0, para todo t € [d4,e4] € u,v > 0. (3.9)

Entao, usando (3.7), temos

|f(t,u,v,a,b)| 20h<(%> ) ,u—i—ta,v—l—tb),

e, por (3.9) existe M; > 0 tal que
h(t,u,v) > My, para todo t € [04,e4] € u,v > 0,
desta forma,
|f(t,u,v,a,b)| > CM; > M, para todo t € [04,c4] € u+ ta,v +tb > 0.
Analogamente, temos

’ bl)llm g(t,u,v,a,b) = +oo, uniformemente para todo t € [d4,e4], € u,v > 0.
a,b)|—+oo

Entao, f e g satisfazem as condigoes (Sp) & (S4), e portanto, o Teorema 0.3 &
consequéncia imediata do Teorema 0.2.
De fato, vimos que o sistema (E(,p)) pode ser associado a um sistema do tipo

(Sa,p)); onde as fungoes f e g sdo dadas por (3.1) e (3.2) satisfazem as condigoes (So)



63

a (S4), entao, pelo Teorema 0.2, segue que existe uma fungao decrescente I : [0, a] —
[0, +00), tal que para todo a € [0,@] o Sistema (E(,p)) satisfaz as condicoes (i), (ii) e
(iii).

Os proximos exemplos sao de nao-linearidades que satisfazem as hipoteses do

Teorema 0.3.
Exemplo 1 Sejam h,k : [0,1] x [0, 400)* — [0, +00) ndo linearidades dadas por
h(r,u,v) = uP + 07 e k(r,u,v) = di(r)(u? + v?) + da(r)uPvl,

onde p,q > 1 e dy,ds : [r1, 1] — R sao fungoes continuas nao-negativas, nao triviais

tais que dy(r) > 0 e da(r) = 0 em algum sub-intervalo [0,n] de [r1,rs].

Mostremos agora que h e k satisfazem as condigoes (Ag) & (Ag). Vejamos:
(Ap) Segue, das defini¢oes de h e k que elas s@o continuas. E, mais, h e k também
sao nao-decrescentes nas duas ultimas varidveis, pois,

Se (u,v) < (u1,v1), como p,q > 1 temos:
u? +v? < uf 4,

de onde segue que,

h(T, u, U) S h(r7 Uy, Ul)'

Também temos, que uPv? < ufjvi e di(r),dz(r) < 0, de onde segue que
k/’(ﬂ u, U) S k’(?", ur, Ul)'

(A1) Como por hipdtese d; e dy sao fungoes nao-negativas, tais que di(r) > 0 e
dy(r) = 0 em algum subintervalo [0, 1] de [ry, 73], existe [0y, m] C (r1,7r2) com [0y, 1] #
[0, 7] tal que

di(r), da(r) > 0, para todo r € [01,m],

isto é, existem M, My > 0 tais que
di(r) > My e do(r) > Ms, para todo r € [0y, m1]. (3.10)

Assim, é facil ver que h, k > 0, para todo r € [0y, m].

(A3) Mostremos que existe um subconjunto [0z, 7s] C (r1,7r2) tal que



lim h(r,u,v)

————= = +o00, uniformente para todo r € [0, 1],
(o) =+oo | (u,v)|

isto é, dado M > 0, existe § > 0 tal que

h(r,u,v)

|(u,v)| > 0 implica que, Tl > M.
De fato, como
' T, U, ) uP 4+ v4
|(u 1w o)
entao, temos dois casos a considerar:
Se |u| > |v|, temos:
Jul < |(u, v)] < fuf 4 [v] < 2[ul,
de onde segue que,
e O N 1 O[O N[O
[(w, o)~ |(w,0)] ~ 2[ul 2 T 272 >
isto é,
‘h|((r, u’;l)) 5;1 > M, para ¢ suficientemente grande e, p > 1.
U, v

Se |u| < |v], temos:
v < [(u, v)] < |ul + || < 2],
de onde segue que,

o

5 > M, para ¢ suficientemente grande e,q > 1.

‘ T, U, V)
|(u

Mostremos agora que existe um subconjunto [6s, 73] C (r1,72) tal que

k(r,u,v)

im = 400, uniformente para todo r € [0, ns],
[(u,v)]—+o0 ’ (u, 'U) ’

isto é, dado M > 0, existe o > 0 tal que

E(r,u,v)

oy |~

|(u,v)| > d implica que,

de fato, usando (3.10) temos,

64
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o)l 2 M0 e g > o, p > 1
(§]

o) = 20 e < o, g > 1
ou seja,

\k(r, u,v)|(u,v)|| > M, para ¢ suficientemente grande.
A3) Mostremos que
(As) q

o hu)

= 0, uniformemente para todo t € (r1,73),
(uw)| =0 |(u,v)]

isto é, dado € > 0, existe d > 0 tal que

h(r,u,v)
|(u,v)]

|(u,v)| < d implica que, < g, para todo 1 € (ry,rs).

Note que,
'h(r,u,v) P 4t |ulP |v]9
|(u,v)] [(w,0)[ |~ [(w, o) [(u, )]
onde
[(u, 0) [P e [o]* < [(u, v)[".
Entao,

Se |u| < |v| temos

‘—h(r’“’“) < 2|(u, v)PL < 26771,

|(w, v)]

Se |u| > |v| temos:

‘M < 2|(u, v)]*" < 2097,

|(u, )|

De onde segue que,

h(r,u,v) :
—— 2| < g, para 0 suficientemente pequeno.

|(u, )]

Mostremos agora que

lim k(r,u,v)

= 0, uniformemente para todo t € (r1,72),
l(uw)| =0 |(u, v)]
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isto é, dado e; > 0, existe 6; > 0 tal que

k(r,u,v)
|(u,v)]

|(u,v)| < d; implica que < €.

Temos que:

B(ru o) | @l | d@)lelt | ()] ful?fole
‘|<u,v>r wol T ol T [we)]

Mas, por hipotese, d; e dy s@o fungdes continuas em [ry, ro], segue que d; e dp sdo

limitadas em [ry, 7], isto é, existem ¢;, ¢y > 0, tais que
|di(t)| < 1 e |da(t)| < ¢, para todo t € [ry,73].

E, como |u| < |(u,v)] e |v| < |(u,v)|, temos:

k
)] < o) el o el o <l et~ Lt

|(u, 0)]

de onde segue que,

k(r,u,v) .
| < €1, para 07 suficientemente pequeno.

(u, )|

Exemplo 2 Sejam h,k : [r1, 5] x [0,+00) nao linearidades dadas por

h(r,u,v) = u? +v? e k(r,u,v) = (di(r)(u? + v?) 4+ 1) arctan (do(r) (u? + v?)),

onde p,q > 1 e dy,dy : [r1,m3] — R sao fungdes continuas nao-negativas, que sio

positivas em algum subintervalo [0,n] de [ry,1].

Mostremos que h e k satisfazem (Ag) a (Asz). Vejamos:

(Ap) Como a fungao f(z) = 2°® com s > 1, é continua ¢ claro que
h(r,u,v) =u? +v?, com p,qg > 1

também é continua.

Além disso, como por hipotese que dy, (u? + v7) e arctan(dy(r)(u? 4+ v?)) s@o
funcoes continuas, temos que k também é continua.

Mostremos agora que h e k sao nao-decrescentes nas duas tltimas varidveis.

Se (u,v) < (u1,v1), temos, u? + v? < uf + v{, de onde segue que h(r,u,v) <

h(r,ui,v1), e portanto h é nao decrescente nas duas tltimas variaveis.
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Também temos por hipotese que dy(t) > 0, para todo t € [ry, o), dai,
(dy(r)(uP +v?) + 1) < (di(r)(u] +v]) +1). (3.11)

Também temos que a fung¢ao arctan é uma fungao crescente, entao, como dy(r) (uP+

v?) < da(r)(uf + vf), temos
arctan(dy (r)(u? + v?)) < arctan(da(r)(uf] + v)). (3.12)

Portanto de (3.11) e (3.12) segue que, k ¢ ndo decrescente nas duas ultimas
variaveis.

(A7) Como por hipotese dy, dy sao fungoes continuas nao-negativas, que sao posi-
tivas em algum subintervalo [0, eta] de [ry, 3], existe [61,m1] C [0, eta] C (r1,72) tal que

dy(r),ds(r) > 0, para todo r € [6y,m], isto é, existem M;, My > 0 tais que
di(r) > My e dy(r) > My, para todo r € [0y, m]. (3.13)

Desta forma, é claro que h(r,u,v) > 0, para todo r € [f1,m] e u,v > 0.

Mostremos agora que k(r,u,v) > 0, para todo r € [f1,m] e u,v > 0. Vimos que
di(r)(u? +v?) +1>0, e dy(r)(uP +v?) > 0, para todo r € [0y, m1],

o que implica,
arctan (dq(r)(u? +v7)) > 0,
entao,

k(r,u,v) > 0, para todo r € [01,m1] e u,v > 0.

(Az) Sejam [0y, m2] = [03,13] = [61,m] C (71, 72), mostremos primeiro que,

f )

= 400 uniformemente para todo r € [0a, 7],
(o)l =+ |(u, v)]

isto é, dado M > 0, existe 6 > 0 tal que

h(r,u,v)

|(u, )|

|(u,v)| > 0 implica que > M, para todo r € [0y, n2].

Note que,
Se |u| > |v|, temos

L ()

w2 2

‘ h(r,u,v)
|(u,v)]
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Se |u| < |vl|, temos

' h(r,u, v)
|(u, v)]

De onde concluimos que

R [0 o
Tl 5 2 T

h(r,u,v
‘M > M, para ¢ suficientemente grande.

|(u, )|

Mostremos agora que ,

g Rl v)

= 400 uniformemente para todo r € [03, 13],
|(u,v)]—+o0 ’(U U)‘

isto é, dado M; > 0, existe d; > 0 tal que

k(r,u,v)

(u, )|

|(u,v)| > § implic que, > ¢, para todo r € [03,73].

De fato,

uP 4+ v?| arctan (dy(r)(uf + v?)) |

T, u,v) |
> |dy(r)] :
‘ | (u |(u,v)]
dai, usando (3.13) temos:
k(r,u,v) |uP + v
————2| > My————arctan (da(r) (u” 4+ v?)) |.
‘ |(u, v)] [(u, v)]

Entao,

Juf~!

Juf” u
> M1m| arctan (da(r)(uf +v?)) | = M,
u

‘k(r, u,v) | arctan (dy(r)(u? 4+ v7)) |,

|(u, v)]

se |u| > |v], isto é,

p—1
> M15—| arctan (dq(r)(u? + v7)) |.

k(r,u,v)
o

|(u, )]

Mas,
da(r)(u? + v?) > My(uP + v?) > My(u+v = Mq|(u,v)| > M0,
e, como a fungao arctan é crescente, temos
arctan(dy(r)(u? + v?)) > arctan(M,9).

E, portanto,

k
'M > M6 arctan(M;6) > M,

|(u, )]
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para 0 suficientemente grande.
Analogamente, mostra-se que o resultado é valido se |u| < |v|.
(A3) Mostremos primeiro que

lim h(r,u,v)

= 0, uniformemente para todo r € (r1,72),
(ww)|—0 | (u,v)]

ou seja, dado € > 0, existe 9 > 0 tal que

h
l(u,v)] < 6 = ‘ ‘(T’ u, v) < g, para todo r € (11,72).

(u, )|

De fato,
h(r,u,v) u? 401 |ul? |v]? -1 -1
= < + < |(u, 0) P70 4 [ (u, 0) |77,
' |(u, )] [(w,0)[| 7 [(w,0)[  |(u, )]
isto é,

h|<r’u’ v) <40 <

e

para 0 > 0 suficientemente pequeno.

Mostremos agora que,

lim k(r,u,v)

= 0, uniformemente para todo r € (rq, 7).
l(uw)| =0 |(u, v)]

Temos que,
t d P q
' lig? arctan( |E(T)(;T + 7)) = 0, uniformemente para todo r € (r1,73).
u,v)|—0 u,v

Além disso, a fungao (dy(r)(u? 4+ v?)) é limitada. Entdo por propriedades de

limite, concluimos que

lim k(r,u,v)

————~ =0, uniformemente para todo r € (r1,73).
()= |(u,)]



Apéndice A

Problemas de Contorno para
Equacoes Diferenciais Ordinarias de

Segunda Ordem

Neste apéndice, estudaremos a existéncia e unicidade de solugoes e o Principio
do Maximo para equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem lineares e nao
lineares. Além disso, traremos alguns resultados que foram de grande utilidade nos

capitulos anteriores.

A.1 Problema Linear

Nesta secao, iremos estudar as equagoes diferenciais ordinarias lineares de segunda

ordem, do tipo
—u" = f(t) em (0,1),
u(0) = u(l)=0,

(A1)

onde f € C([0,1]).
Para provarmos a unicidade da solu¢ao para o problema (A.1) utilizaremos o

teorema abaixo, o qual é conhecido como Principio do Maximo.

Teorema A.1 (Principio do Maximo) Sejam k >0 e u: [0,1] — R continua.
Se

—u"(t) + ku <0 em (0,1),

u(0) <0, u(1) <0,
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entdo, u(t) < 0, para todo t € [0, 1].

Se
—u"(t) + ku <0 em (0,1),
u(0) =0, u(l) =0,
entao,
u(t) = 0 o u <0, para todo t € [0,1], com
uw'(0) <0 en(1)>0.

No teorema a seguir, mostraremos que o problema (A.1) admite uma tunica

solucgao.

Teorema A.2 (Operador Solugdo) Para cada f € C°(|0,1]), existe um tinico u €
C?([0,1]) solugao do problema (A.1).

Isto define um operador
S CO([Ov 1]) - CO([O7 1])

dada por u = S(f), se e somente se, u € solugio de (A.1).

Mais ainda, o operador S € linear, continuo, compacto e

ult) = S(f)(t) = / K(t,7)f (r)dr. (A.2)

onde
K :]0,1] x [0,1] — R, € dada por:

s ={ G20 (a

Demonstragao:
Mostremos primeiro que (A.1) admite no méximo uma solugao. Admita que u e

v sao solugdes de (A.1), entao,

—u"(t) = f(t) em (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

—v"(t) = f(t) em (0, 1),
v(0) =v(1) = 0.
Assim, de (A.4) e (A.5), segue que

—(u—v)"(t) <0em (0,1),
(u=0)(0) = (u—wv)(1) = 0.
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Logo, pelo Principio do Méaximo, temos
u—v =0, isto é u(t) = v(t), para todo t € [0, 1],

como queriamos mostrar.
Mostremos agora que u = S(f), se e somente se, u ¢ solugao de (A.1).
Iniciaremos mostrando que se u ¢ solucao de (A.1), entdo u = S(f). Como por

hipotese u”(7) = — f(7), para todo 7 € (0,1). Integrando em (0, x), obtemos:

(AIwXﬂdT——iAxfﬁﬁh.

Pelo Teorema Fundamental do Calculo,

o () = (0) — / " f(r)dr,
ou seja, )
i (z) = u/(0) - / KXo (1) f ()b, (A.6)

e, X € a funcao caracteristica de [0, z] que é dada por

1, 7 €0,z

Hoal7) = 0, 7 &[0, 4]

Usando (A.6) também temos,

u@—mm:fwmmzlxwm—;%Muﬁmmym

o que implica

ou seja,



73

Entao, de (A.7) e (A.8) segue que,

u(t) = t/01< Xy (T)f(7)d )dgc_/ (/ Xou(r )dm
= t/01< Kol (7 dT)dx—/ Ko (a (/ Xo(r )d
- / (= Foato) ( / Ko () (7)ir ) do
- / { / (t = X, ()Xo <T>f<T>dT} dz

= /Olf(T) Vgl Xo) (T)(E — X[o,t](x))dx] dr.

Desta forma, considerando

K(t,r) = /0 Ko (7)(t = Koy () de,

como Xjg (1) = Xjr1(x), temos

K(t,r)=t1—7)— / Xiog (x)dz

onde:
1 0, set <,
/ Xoy(x) =
T (t—7), set>r,
ou seja,
(1 —=7)t, se T >1,
K(t,7)=
(1 —1), se T <t.
Portanto,

— /01 K(t,7)f(r)dr

Por outro lado, suponha que u = S(f), isto é,

- /01 K(t,7)f(r)dr

como queriamos mostrar.

com K (t,7) dada por (A.3).
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u(t) = /0 K(t,7)f(r)dr + /t K(t,7)f(r)dr
= [0+ [0 s

0 t

_ (1—t)/0t7f(r)dr+t/tl(l—r)f(r)dr
_ /OtTf(T)dT—t/OtTf@)dHt/tlf(T)dT—t/tle(T)dT,

isto é,

u(t) = /Ot Tf(7T)dr —t/ol Tf(T)dT+t/tlf(T)dT.

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, segue que

W (t) = tF(t) /0 f()dr = £.0 +/t F(r)dr — tf(#)
o que implica, X X
MWz—ATﬂWh+Zf®M,

de onde concluimos que

u'(t) = —f(1).
Mas, t X
u(t) = /0 (t—1D)7f(r)dr —l—/o (1t — Dtf(r)dr,

dessa forma, temos,

Portanto,
(1) = f(t) em (0,1),
u(0) = u(1) = 0.
Para concuirmos a demonstracao, vamos verificar que S é um operador linear, continuo
e compacto.

Facilmente verifica-se que S é linear. Mostremos que S é continuo.
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Seja f € C°([0,1]) e « € R, temos por definigao

S0 = [ K
de onde segue que, 1
S < [ K@Dl

Desta forma, como |f(7)| < ||f]|e0, para todo 7 € [0, 1], temos
1S(H)los < [[flloc: para toda f € C°((0,1]).

Portanto, S ¢é continuo.

Mostremos agora que S é compacto. Para isto, utilizaremos o teorema de Ascoli-
Arzela, enunciado no Teorema A.7.

Seja w,, : [0,1] — R dada por w,, = S(f,), onde f,, é uma sequéncia limitada

em C°([0,1]), isto &, existe ¢ > 0 tal que
|fn(7)| < ¢, para todo 7 € [0, 1]. (A.9)

Entéo, como 1
wa(t) = /0 K(t,7)fo(7)dr,

temos )
)l < [ 1K@l

Assim, usando (A.9) obtemos,
|wy,(t)| < ¢, para todo t € [0, 1],

ou seja, w, ¢ uniformemente equilimitada.
Como ja mostramos que S é continuo em [0,1], e w,(0) = wy,(1l) = 0, pelo
Teorema de Rolle, para cada n € N, existe t,, € (0,1) tal que u,(t,) = 0.

Assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

t
wh(t) = /wg(s)ds
tn
1
< /wg(s)ds
0
1

= fu(s)ds,

0
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dai, usando (A.9), temos
|w] ()| < ¢, para todo t € [0, 1].

Entao, como
t1
wn(®) = wnltr) = [ ui(5)ds,
t
concluimos que

|wn(t) — wn(ts) <clt —t],

ou seja, w, ¢ uniformemente equicontinua.
Portanto, como w,, é uniformemente equilimitada e equicontinua, segue do Teo-

rema de Ascoli-Arzela, que w, é compacto, ou seja, S é um operador compacto.

[
Lema A.1 Para cada k > 0, existe um operador solu¢ao do problema
Y — 1
u” + ku= f(t) em (0,1), (A.10)
u(0) = u(1) =0,

isto €, existe L : C°([0,1]) — C([0,1]), linear e compacto, tal que

u= L(f), se e somente se, u € C*([0,1]) ¢ a tnica solugio de do problema (A.10).

Demonstragao:

Observe primeiro que u € C?([0,1]) ¢ solugao de (A.10) se, e somente se, u ¢
ponto fixo do operador ¢(u) := S(f) —kS(u) onde S é o operador definido no Teorema
A.2. Como por hipotese u é solugao de (A.10) temos,

S(f) — kS(u) = u. (A.11)

Mas, como S ¢é linear,

S(f — ku) =u.

Entao, usando o Teorema A.2, temos

—W(t) = £(t) — ku(t) em (0,1),
u(0) = u(l) = 0.
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Considerando, o operador T' = I — (—kS), segue da igualdade (A.11) que 7'+ S(f).
Desta forma, como S é compacto, segue que —kS é compacto e pela Alternativa de
Fredholm ( para uma referéncia veja Klauss Deimling [3]) "/ — (—kS) = T tem solugao
tnica se, e somente se, I — (—kS) = 0 tem apenas a solugdo trivial."
Mostremos que I — (—kS) = 0 tem apenas a solugao trivial. De fato, como
—u"(t) + ku(t) = 0 em (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

Portanto, pelo Principio do Méaximo, segue que u(t) = 0 para todo ¢ € [0, 1], ou seja,
I — (—kS) = 0 tem apenas a solugao trivial. Portanto, o operador S(f) = I — kS
tem solugao tnica, se e somente se, u € C*([0,1]) ¢ a tnica solugao de (A.10), como

queriamos mostrar. [

A.2 Problema Nao Linear

Nesta se¢ao, apresentaremos um método de obtencao de solucao para equacoes

diferenciais ordinarias nao lineares do tipo

—u"(t) = g(t,u)em (0,1),
u(0) = u(1l) =0,

onde g : [0,1] x R — R ¢ uma fungao continua.

(A.12)

Este método é conhecido como Sub e Super Solugdes( para uma referéncia veja

[10]).
Para isto, precisaremos de algumas defini¢oes que veremos a seguir.
Definigao A.3 Dizemos que v € C*([0,1]) é uma sub-solugdo de (A.12), se

—u"(t) < g(t,v), em (0,1),
v(0) < 0, v(l)<0.
Definigao A.4 Dizemos que w € C*([0,1]) é uma super-solugio de (A.12), se
—u(t) > glt,w) em (0,1),
w(@) > 0, w(l)<O0.
Observagao A.1 As definigoes acima sao andlogas para o sistema
u'(t) = f(t,u,v), para todot € (0,1),

V"(t) = g(t,u,v), para todo t € (0,1), (A.13)
u(0) = u(l) =v(0) =v(1) =0.
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A seguir, mostraremos que se o problema (A.12) admite sub e super-solugoes u, 1,
respectivamente, tais que u < w, entao, garantimos a existéncia de uma nova solugao

que satisfaz as condigoes do teorema abaixo.

Teorema A.5 Suponha que g : [0,1] xR — R € uma fung¢ao localmente lipschtiziana,
e que existem u,u : [0,1] — R, sub-solu¢io e super-solugao, respectivamente, de
(A.12) tais que: u(t) < @(t), para todo t € [0,1]. Entao, existe uma solugio, U :
[0,1] — R, tal que:

(a) u(t) < U(t) <ult), para todo t € [0, 1];
(b) U € solugao de (A.12).

Demonstragao:

Como por hipétese g : [0,1] x R — R uma fungao localmente lipschtiziana,

entdo, g é Lipschtiziana em [0, 1] x [—||u|| — ||@]|, ||w + @||], isto &, existe k > 0 tal que
l9(t,u) — g(t,0)] < blu— o, (A.14)

Pelo Lema A.1, para cada u € C?([0,1]), existe um tnico w € C?([0,1]), tal que:

—w” + kw = g(t,u) + ku, em (0,1
gt ) 0.1 )
w(0) =w(l) =0
Isto define um operador T : C?([0,1]) — C?(]0,1]) que ¢ dado por Tu = S(g),
isto ¢, Tu = w se, e somente se, w é solu¢ao do problema (A.15), o qual é mondtono

no seguinte sentido:

uy < ug, implica que, Tuy < Tus. (A.16)

Vejamos:

Fazendo w = wy e u = uy em (A.15), obtemos,

—wy + kwy = g(t,u1) + kuy em (0, 1),

(A.17)
Analogamente, fazendo w = wsy € u = uy em (A.15), obtemos,
—wY + kwy = g(t, us) + kug em (0, 1),
) 2 = g(t,uz) + kuz em (0, 1) (A13)
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De (A.17) e (A.18), segue que,

—(wy —we)" + k(wy —ws) = g(t,ur) — g(t,uz) + k(u; — uz) em (0, 1),

(A.19)
(w1 —w2)(0) = (w1 —ws)(1) = 0.
Como u; < ug, segue de (A.14) que
g(t,uy) — g(t,ug) < k(ug — uq). (A.20)

Entao, de (A.19) e (A.20), segue que

—(wy —wy)" + k(w; —ws) <0 em (0,1)
(w1 — w2)(0) = (w1 —wz)(1) =0
Entéao, pelo Principio do Maximo Forte w; — wqs < 0, para todo t € [0, 1], isto &,
uy < ug implica que Tuy; < T'us.
Agora, fazendo
Uy = TUyp_1, ug = u; em {2, obtemos:

u=1uy <u <us <..<7uem .

Portanto, como u € C?([0,1]) e, u,s sao limitadas num compacto, existe uma

funcao U , tal que
u, — U, pontualmente em ¢ € [0, 1].
Mas, como u < u,, < u, passando ao limite, obtemos

u < U <u. (demonstrando o item (a))

Entao, como u,, = T'u,,_1, se e somente se u,, ¢ solugao de (A.15), temos

un(t) = / K (b, 7) gt (7)) + k(o () — (7)),

de onde segue que,

Jun(t)] < /0 (g (7, tun—1(T))| + klun-1(7) — un(7)[)dT. (A.21)
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Mas, como g é continua e limitada em [0, 1] X [—||w||oo, |[T]|s0], existe M > 0 tal

que |g(7, up,—1(7))] < M. Alem disso,
[k (un—1 = un)|loe < Efftn—1 = tn|loc < 2kmax{||u|ls, [[Ullo} = M.
Entéao, voltando a desigualdade (A.21), temos
|unlloo < M + My = My,

isto é, u,, é limitada.
Portanto, como T é compacto e u, é limitada, pelo Teorema de Ascoli, existe
uma subsequéncia (un,;) C (un) que converge uniformemente.
Entao, como
Unp, S un+17
u, — U, pontualmente,

U, — U, uniformemente.

segue do Teorema A.9, que u,, — U, uniformemente em [0, 1], e como

un(t) = / K (t, 7)g( tns (7)) + k(i () — (7)),

segue do Teorema A.10

n—oo

lim un(t) = /0 K(t,9)[g(s, U(s)) + k(U (s) — U(s))|ds
= /OK(t,s)g(&U(s))ds.

Portanto, X

U) = | Kt (s, U(s)ds,

ou seja U ¢ solugao de (A.12). n

A.3 Resultados utilizados

Nesta segao, traremos alguns resultados de Analise e da Teoria do Grau que foram

bastante utilizados durante todo o nosso trabalho.

A.3.1 Resultados de Analise

Teorema A.6 (Rolle) ( Veja Elon Lages [7]) Seja f : [a,b] — R continua, tal que
fla) = f(b). Se f € derivavel em (a,b) entao existe um ponto ¢ € (a,b) onde f'(c) = 0.
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Teorema A.7 (Ascoli-Arzeld) ( Veja Elon Lages [7] e [9] ) Seja K C R compacto.
Toda sequéncia eqiiicontinua e simplesmente limitada (eqiilimitada) de fungoes f,, :

K — R possui uma subsequéncia uniformemente convergente.

Teorema A.8 Seja f : I — R duas vezes derivdvel no intervalo aberto I. Para que

f seja concdva € necessdrio e suficiente que f"(t) <0, para todo t € I.

Teorema A.9 Seja (u,) uma sequéncia de fungoes continuas, u, : [0,1] — R, tais

que:
(1) un(t) < upii(t), para todo t € [0, 1].

(17) lm w,(t) = u(t), pontualmente, para todo t € [0, 1].

n—oo

(iit) Eriste uma subsequéncia (uy,) de (u,) que converge uniformemente em [0, 1].

Entao u € continua e u, — u uniformemente em [0, 1].

Demonstracao: Segue diretamente do item (iii) que u é uma fungao continua. Por-
tanto, usando os itens (i) e (ii), e o fato de u ser continua, pelo Teorema de Dini,

concluimos que u,, — u uniformemente em [0, 1]. n

Teorema A.10 Sabendo que w, — w uniformemente em [0,1] e F': [0,1] x R — R

uma func¢ao continua. Entao,
1

lim F(s,wy,(s))ds = /0 F(s,w(s))ds.

n—oo 0

Demonstragao: Temos que w, ¢ uniformemente limitada em [0, 1], ou seja,
existe ¢ > 0 tal que |w,(s)] < ¢, para todo s € [0,1]. Logo, F' é uniformemente
continua em [0, 1] X [—¢, ¢|. Ou seja, para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que, se
|t —t1| <6, entdo |F(s,t) — F(s,t1)| < ¢, para todo s € [0,1] e t,t; € [—¢,¢].

A partir de 0, obtemos ng € N tal que n > ng, implica que |w,(s) — w(s)| < 9,
para todo s € [0, 1].

Entao, se n > ng, temos
|F'(s,wn(s)) — F(s,w(s))| < e, para todo s € [0, 1].
Dai,

[ Fountsnds = [ Fiswnas] < [ 16 - Fisu)ds
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e como F(s,w,(s)) — F(s,w(s)), para todo s € [0, 1], temos

< E€.

/01 F(s, wn(s))ds — /01 F(s, w(s))ds

De onde concluimos que

1

lim F(s,wn(s))ds:/o F(s,w(s))ds.

n—oo 0

Lema A.2 Seja u uma func¢do concava, entao, para todo d,& > 0, temos:
u(t) > (1= €)d[|ullo,

para todo t € [0, €].

Demonstracao: Fixe ty € [0, 1] tal que u(ty) = ||ul|oo-

Se tg < e < 1, temos

e =(1—a)ty+ al, para todo a € [0, 1).

Como u é concava

u(e) = (1 = ajulto) + au(l) = (1 = a)l[ullc = (1 = &)[[uf|co,
o que implica,
u(e) > (1 —&)||ulleo > (1 — €)d]|u||oo, para todo 0 <6 < 1,
isto é,
u(e) > (1 —€)dl|ul|oo, para todo ¢ € [d,¢] e 6 € [0,1].

Analogamente, para todo ¢ € [0, 1], temos:

d=1—-a)0+at)<a,V0<e<l,

de onde segue que

u(d) > (1 — €)d]|u||~ para todo d € [4,¢] e e € [0, 1].

Portanto,

u(t) > (1 —€)d||ul|oo, para todo t € [0, e].



83

A.3.2 O Grau Topolégico de Leray-Schauder

Seja E um espaco de Banach real e A(Q) o conjunto de todas as funcdes com-

pactas de 2 em E. Considere o conjunto
M={(I - F,Q,y): F, Q ey satisfazem as condigdes (i) — (ii7) dadas abaixo},
(1) Q C E é um conjunto aberto limitado;
(i) F € N(Q);
(1it) y & (I — F)(092).
Entao, existe exatamente uma funcgao

D:M—7Z,

que é conhecida como Grau de Leray-Schauder. Satisfazendo algumas propriedades,
dentre elas:

(Dy) D(I,9Q,y) = 1, para todo y € Q;

(Dg) D(I — F,Q,y) = D(I — F,Qy,y) + D(I — F,Qs,y), onde Q; e Qs sdo sub-
conjuntos abertos disjuntos de § tais que y & (I — F) (Q\(Q1 U D)) ;

(D3) D(I — H(t,-),Q,y(t)) ndo depende de t € [0,1] quando H : [0,1]xQ — E
é compacta, y : [0,1] — E é continua e y(t) & (I — H(t,-))(9) em [0, 1].

(D4) D(I — F,Q,y) = D(I — F,$,y) para todo subconjunto aberto €, de 2 tal
quey & (I = F) () .

1, sebe
0, se b & .

(DS) D(LQ7b> =

(Dg) Se D(I — F,Q,b) & (), entao existe zq € Q tal que (I — F) (xq) = b.
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