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RESUNO

C método multi-grid ¢ uma estratégia numérica

f_l'.\

para a soluglo de problemas continuos tais como equagde

integrais e diferenciais parciais e problemas de minimizag3o.

Neste trabalho damos &nfase principalmente a solug3o

numérica de problemas de equagles diferenciasis parciais. 0O

estudo & dirigido para a solucio nimerica de equactes de

Poisson com condig@es de contorno de Dirichlet.

0 -trabalho & wuma tentativa de compiiar os
conhecxmeﬁtos praticos e tedricos da drea. Dois algoritmos s3o
estudados em detalhe, com formas disthtaa de relaxagZo. 0
comportamento dos erfos na soluc¢io nimerica de equagdes de

Poisson fornecida poe esses algoritmos é também considerado.



ABSTRACT

The multi-grid method 18 a numeric strategy te: solve

continues problems as parti1al differential and 1nt.egra

equations ag well as minimization problems.

In this work emphasis is given to numerical soglution
of partial "differential equations by studying numerical
_solution of Poisson’s equatios with Dirichlet’s boundary

condition.

The work is an attempt. to compiie practical and
£heoreti;al results of area. ng algoritns ar; studied 1n
detail - with different forms -of relaxation. The Dbehaviour of
errors in numerical solution of Poisson’ s equations provided by

those algorithms 1s also studied.
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LIETA DE SIMBOLOS

A = matrizes
J oW
3Q = contorno da malha
E = aproximagZio obtida em malhaz 1rregulares
J
EHAX = erro maximo
e = tolerancia
FAS = esquema de aproximagdo completa

FG = valor da fung%o no ponto P(1-1,3)
Fix,y) = valor da fungZo no pento

F = mapeamentos continuos
J

FMG = Multi-Grid completo

"

FN valor da fungZo no ponto P(1i.j-1)
FO = valor daifungzo no ponto P(i+1,))

FP = valor da fun¢3do no ponto P(1,)

FR = valor da fungio nos pontos da malha refinada
FRR = valor da fungilio nos pontos da malha refinada excluindo o

contorno
FS = valor da fungdo no ponto ?(l*th)
G = malhas no domfinio
G = gub-malhas, sub-conjguntos de G
h ‘ h

GS/L = Gauss Seidel com ordenagio lexicografica

pih §




h = espagamento da malha na direc3o da coordenada

h = tamanho da malha

J
k = espagamento da ma'ha na dire¢So da coordenada y
M = nimero de refinamentos da mzlihna

MG = Multi-Grid

1
’
= relaxagdo dos Huti1-Grid

MGR '
-
Kl = nimero midximo de iteragtes
NPG = mimero de pontos na malha grosseira d:- relaxa¢lo VW/P
NPR = niumero de pontos na malha refinada da relaxacio V/P
NTP = ndmero total de pontos da malha trabalhada apds o

ref inamento

N = dominio da malha

R
J

mapeamentos continuos

r residuos obtidos em malhas irregulares

J
RMQ = raiz quadrada da média dos quadrados

T = tridngulos em malhas irregulares

5

u- = derivada de U em d1ﬁec§o nermal do contorno
n

ul(x,y) =.solugio exata da equagio
UG = solugdo aproximada em malhas grosseiras da relaxagdo V/P

(k)
U = solugBo aproximada na malha de trabalho, no caso da

relaxagfo GS/L, malha grosseira

Cles13
U = solug¢do aproximada na malha de trabalho, no caso da

relaxagdo GS/L, malha refinada

UR = solugdo apro%:mada em malhas refinadacs na relaxagio V/P

i

i




Ulx,y) = solugHo aproximada da equagio

i

Xiii
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CAPITULO 1

1 . INTRODUCEO

1.1 Apresentacdo

Equagges diferencials parciais s3o ferramentas
importantes para modelagem matematica em varios .campos;' Na
verdade, muitos avangos na mecinica ‘estrutural, ciéncias
atmosféricas, progetos de reatores nucleares, engenharia

elétrica e quimica dependem da solugfo ripida dessas equacgges.



A solugio analjitica de problemas que envolven equagdes
diferenctats. parciais’ € raramente possivel. Como consequéncia
muitas pesquisas nos dltimos anos foram direcionadas para a
solu¢do numdrica dessa clagse de problemas, e oz resultados
destesz trabalhos podem ser agora aprec:ados.

=

W B
.Um dos problemas cruciais para o desenvolvimento de
integracdes automdticas de equagles diferenciais parcials ¢ uma

boca estimativa do erro cometido (os resultados tedricos n3o

servem para este fim [173).

0 método multi-grid inicia a solugZo com uma
discretizagfo 1inicial e procura refinar esta discretizacHo.
Nesse refinamento é possivel lazer uma boz estimativa do erro
cometido que abre as portés para o desgenvolvimento de um
software automatizado de modo que o usudrio nio precisa se

preocupar com a cdiscrebtizagdo, apenas especifica a Loleriancia

do érro desejada.

0 desenvolvimento do método i1niciou-se na segunda

metade da ddcada de 1970 [051, [101 e até hoge o método

continua- - sencdo objeto de pesquisa como atestam as quatro

sessBes dedicadas a ele no SIAM Meeting do outono de 1987 e a

reali1zag¢3o de uma confer&ncia i1nternacional em outubro de 1987
‘na Aleﬁanha Ocidental. O desen;olvrmento do assunto parece niHo
ter chegado a maturac¢¥o, haga visto a n3o existéncxaf de
programas publicados em périodicos especiralizados(somente en

anais de congresso) e um primeiro tutorial ter sido publicado

somente em setembro de 1987 [06) quando esse . trabalho cujo




-

objetive ¢ de tentar organizar os conhhecimentos sobre o método,

J& se encontrava em andancnto.

Nogsa deserigdo do principio multi-grid & muito

geral, as consideraciies concretas referem-se de acordo com o

seu carater introdutdrio a uma classe de problemas:
explicitamente Lratamos apenas de equaglesgs a duas varidveis e
das discretiza¢dzs fundamentais baseadas no metodo das
diferen¢as finitas. O trabalho considera probiemas de valor de
contornoe de Dlrlchlgt. Muitas dessas restr1cﬁeé, em particular,

a de duas variaveis, tem o proposito principal de simplificar a
apresentagdo da técnica.

Nesta introdu¢lo damos uma vigsio deste trabalho com

os seus objgetivos.

No segundo capitulo fazemos um resumo matematico:
classificagdo das equagdes; dominio e as condi¢Ses de

contorno.

Um pequeno resumo de diferengas finitas, consisténcia,

convergéncia , métodos de discretizaglo, solug¢Bo de um sigtema

linear e métodos de relaxa¢¥o s¥o apresentados no terceiro

capitulo.

No quarto capitulo apresentamos um breve histdrico




do metodo e a sua descrig¢io através dc uma aplicag¢lo na soliug3Ho
da equagdo .de Poilsson e o comportamento do MG em malhas

irregul ares.

Finalmente, no quinto ¢apitulo fazemos uma anglise

dos resultados obtidos nos testes, listando as dificuldades
1

i , :
encontradas e citamos alguns assuntos para futuros trabalhos.

L

e




CAPITULO 11

2. CONCEITOS MATEMATICOS PARA O ESTUDO

2.1 Introdugcio

0 objgetivo deste capitulo é apresentar um resumo da

matemitica necessdria para o estudo do método multi-grad.

Em primeiro lugar damos a classifica¢Bo das equagdes
diferenciais. Logo a seguir apresentamos os tipos de dominio

"nos quais a equaglo & definida. Para encerrar este capitulo




descrevemos as condi1¢des de contorno com suas devidas

especificagles num dado problema,

-

Qualquer equagfo diferencial que contenha derivadas
parciais chama-se equagio diferencial parcial (EDP), cuja ordem
é@ 1gual, por analogia com a teoria das equagdes diferenciais

ordindrias, a da derivada parcial de malor ordem. - A variivel

N

dependente (a fung3o 1ncdgnita) em qualquer EDP deve ser uma
fungdo de pelo menos duas variivels independentes, pois de
outra forma as derivadas parctrais n3o surgiriam, e podem ser,

em geral, uma fun¢do de n (>2) variavels 1ndependentes.

Uma EDP de segunda ordem pode ser escrita na forma:

2 2 2
9 u o u 2 u 2 u a u
' e i + hree=a e i # oo ¥ S + fu+ g =0 (1)
2 2 ; 2
9= IX Yy 3y R g
onde a, b, ¢, d, e, f e g s8o constantes ou fun¢des que envolvem.

X, ¥, u, ou derivadas parcials de primeira ordem de u.

Notemos que gquando u e suas derivadas parciails

ocorrem somente no primeiro grau e que produtos de u e suas

derivadas estiverem ausentes, isto ¢, se f for 1gual a =zero e
au au

-a, b, e, d e g ndo dependerem de u ou --- ou —--= a equagao &
ox . 3y




dita linear. Caso contririo a equag3o diferencial & dita nao

linear.
Podemos classifici-la em:
2
; Eli{ptica - =e b = 4ac < O
W ' =
Parabdlica se b = 4ac =0
2
Hiperbdlica se b = 4ac > O
No cago de equag8es elipticas, - algumas s3o
classicas.
Se a=¢c=1 e b=d=e=°Ff=0, tem—ze
2 2
2 u 3 u
~~~~~ P s B g w1 [,
2 2
R 9y
chamada equa¢fo de Poisson.
Se a=c=1 e b=d=¢e=f=9g-=0, tem-se
2 &
3 u g u .
_____ F m—m—— = ) . (3)
2 2 '
9 % Yy

Se a=c¢c=1; b=d=e =0 e f # 0, tem-=zse



_____ + ===+ fuy = 0O - (4)

chamada equa¢fio de Helmholtz.

¥ Se no casgo (4) f for uma constante a equagdo é dita
sinmplesmente de Helmholtz teﬁdo um probiema de wvalor de
contorno e se f for um parametro a ser determinado a equagio &
dita de Helmholtz generalizada, que & um problema de autovalor

para equag¢des diferenciais parciais.

Podemos distinglir dois tipos de dominio, nos quais

a equag3o ¢ definida.

0 dominio maie simples & o retangular onde
2= {‘(x,y):x ERAR , ¥ Sy <£yd
' i _ n 1 n
e viéarios métodos numéricos tém sido desgenvolvidos para obter
vantagens de sua estrutura espec1al.' Em nossa terminologia,
dominio geral srgnifica um dominio. limitado e n¥o retangular,
podendol;ter buracos ou fendas rémov1das do seu 1nterior (nos
‘quaies as condi¢Bes de contorno devem ser também especificadas),
mas ele deve ser convexo, 1sto &, :qualsquer dois pontos no

interior de deve ser conectiavel por uma l;nha-polzgonal.



Problemas elipticos também podem ser definidos - em
dominios sgen contorno (neste caso as condig¢hes de conterno "no

infinito” s¥o requeridas), mas os dominios =30 usualmente

truncados ao resolvé-los numericamente.

i

8] tipo mails comum de condig¢fo de contorno

especificada em problemas elfpticos ¢ da forma dgeral

pix,ydu + gqix,yIu = rlx,y) ((x,y)e 3aq ) (5)
n
onde u & a derivada de u em diregdo normal ao contorno.
i :
Normalmente uma terminologia ¢ associada a Varios
cCasos especlals. Em particular, 08 seguintes casos sao

inciuidos:

. pix,y) = 0 condi¢3o c¢e Dirichiet
qi{x,y) = 0 condig¢do de Neumann
p.-q =0 - condi1¢do de Robbin
2 2
Quando p.q = 0O e p + g > 0, a condigio & chamada
separada. Se r = 0 em3n entZo as condi¢Bes sFo chamadas

homogé&neas.




Dominios retangulares tambem admitem condigdes ' do

tipo periddico,

ulx ,y) = uilx ,y), y <y <y (6)

P4
e/ou’

]

ulx,y J wilse,» B, = < x £ % (7}

1sto &, a solugio é uma fungio periddica de %, y ou de ambos.

Certog termos &30 comuns também na discretiza¢fo dos
problemas de wvalor de contorno como um todo (1sto &,

combinagtes part1culares'de operador diferenciatl, domfnlb,‘e/ou

condicd8es de contorno). Entre eles sio:

- Problemas de Dirichlet
As . condi¢Bes de contorno especificam a solugioc ao

longo de todo o contorno, (1sto &, p = 0 em 3Q ).

- Problemas de Neumann
As condigles de contorno especificam a derivada

normal para fora do contorno (isto &, g = 0 em 3Q ).

- Problema separavel

0. operador diferencial parcial & separavel, o
dominio & retangular e as condig@es de contorno s%io periddicas
ou da forma (5) com p e q constantes ao longo de cada lado.

Problemas separiveis podem ser resolvidos numericamente de modo

10



eficiente pela separa¢do de varidveis.discretas. Estas s¥o . as

tdo faladas técnicas de solugles "diretas répidas”.

- Problema auto-adjunto
O problema & baseado num principlo variacional, 1sto
é, aparece ao minimlzar uma integral! que descreve a energia de

]
un efstema fisico.

i3
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CAPITULO 111

3. DIFERENCAS FINITA

3]

3.1 Introdug¢io

No pregente capitulo |, estudamos
"diferengas finitas” frequentemente wusadas

nimerica das equacgdes diferencilals parcilas.

Além diseo apresentamos algumas

as chamadas
na  resgolucio
nogies gobre

consisténcia, convergéncia, métodos de discretizagio, métodos



de solucZo de sistemas de equagdes lineares e mdétodos de

relaxacio.

Pelo teorema de Taylor, quando uma fungSo u e suas

-derivadas sdo fungfes continuas, finitas de x, temos:

2 3
ulx+h): = ulx) + hu’(x) + (1/2Xh u”""(x) + (1/6)h ~~"(x) + ...
8
e
2 e
ulx=h) &= wix) = hua"(x) + (1/2¥h 4 " (%) = (1762h “"° (X} + .4,
(s
Somando (8) a (9) obtemos a seguinte expressdo :
) 2 4
ulx+h) + ulx-h) = 2u(x) + h u”"(x) + 0Ch ) (10)
4
onde O(h ) denota o termo contendo a gquarta ou malor poténcia
‘de h.
4
Assumindo que O(h ) seja desprezivel em comparagso
3 .

com h , segue que

i3



2
) d u 3 )
u”(xn) = --= T ——- {ylx+h) - 2uix) - wix-n ¥, {112
2 2
ax i

5]
[ =8
com um erro da ordem O(h ) no segundo membro.

1

4

Subtraindo (9) de (8) e desprezando o termo de ordem

du 2 .
N IR & ——== & e {u{x+h) = u(x-h))l. Gk )
dx 2h
u(x),
. B u(x+h)
]
A !
] .
lu(x~h)" P u(x) |
| 1
| L l
| | |
. = 1 s X
x-h X X+h

figura 3.1 - Aproximagdo de diferenga central

A equagdo (12) aproxima a inclinagdo da-tangenté em
P pela inclinagdo da corda AB, e & chamada uma aproximagio de
diferenga central. A aproxima¢io pode ser realizada pela

inclinagdo da corda PB, resultando a fdérmula de diferenga

14



progressiva
1
u(RK) ¥ === { ulx+h) - uix)) £132
h

cou a inclinag¢Zo da corda AP resultando a férmula de diferencga

regressiva

.l
v
.
ui(x) ¥ --- {ulx) - ulx-h)? (14)
h
Podemos observar que as equag¢tes (13) e (i4) resuitam
imediatamente de (8) e (9), respectivamente, assumindo que as
poténecias dois ou maiores de h . s3o despreziveils. Porisso

podemos dizer que nas formulas de diferenga progressiva e

regressiva o erro em ambos & 0(h).

As diferengas finitas sio amplamente usacas para a
representagio dos polinSmios de interpolaglo e na utilizagHo
destes polinGmios na solug¢gdo de equagles diferenciais e na

quadratura numérica.

-

A utilizagdo dessas diferengas & de grande
import8ncia para a obtengdo de aproximacdo das der:ivadas de

certas fun¢fes.

Abaixo sHo apresentadas as derivadas aproximadas

pelas diferengas:

15



al

b)

(o).

d?

e

£

H 1 i
u’ E e £ e ioblemies
1
ax h
2
4 d u u + Zu +1
¥ i 1+2 1+1 i
yy 222 B s s B e e e e S e e e
1 b e ’
dx h
3 ]
d u u = i3u 4+ 3u = 4
: 1 143 L2 1+1 1
R £ B e s oo o e oSS SN G0 SO U
i d 3
dx h
2 u : ulx+h,y) - uilx,y)
3 n
2 4
3 u u {x42h,y) = 2ulxth,y) + ulx,yd
2 2
ax h
3 .
o u u{x+3h,y) — Bulx+2h) + Bulx+h) = ulx,y)
3 3
9 X h

A aproximagdo por diferenga central ¢ relevante para

a solugo numérica da equagio de Poisson.

16



Na malha de discretizaglo tomemos sempre 3 pontoé,

ao longe de um eixo, sgendo que dois deles gho simgtricos

relagZo ao terceiro.

i
W
3.3 Congisténecia

2
“Sendo Lu = Vu

onde

Para resolver o problena

Lui(x,y) = Fix,y) F Q

u = f f 20

em

(15>

as condi¢les gerais do método das diferengas finitas s3o dadas

pela -

Definig3o 1 : A eeqliéncia

S=(G ,F,R) j,h=1, ..., =
h o J: :

17



2

€ dita ser um métoda de diferen¢as finitas, para solucionar

(15) se as trés condigtes abaixo forem satisfeiltas.

Ci) O2 G =Bo malhas em © com tamanho

h
i
i
h =16 | tenderdo a zero.
J )
C2) 0Os F £Z0 mapeamentos continuos
J
o o o
€ ¢ p0,R) » € WG ,RY --2 C (G , RJ}.
h h
o
Para cada f ¢ C ( 3q,R) fixo, todos os F (f ) s3o mapeamentos
. J 1
o fe}
de C (G , R) para C (G , R} continuamnete diferencidvc:c
h h

C3) Os R s3dc mapeamentos lineares

Q le]
C (G, R -->C (M, R
h vl

0 método S & dito ser consistente se a seguinte

condig¢do for satisfeita.

C4) Existe um m mailor ou igual a 2 tal que para todo
- :
u pertencente a C ( §,R),

18




Iim {IF (F,r (W) = R (r (@i =0
J J - '
J"} o
Aqui r . = rG , f= r (u), e qix,y) = Lu(x,y) para
J h an
;‘*s" 2 2
“ d 3
todo (x,y)€ Q@ , em que L = ————— T S i
2 2
3 ® 3y

Segja u a represgentagdo da solucHo exata ca equaglo

diferencial parcial e U uma solu¢do aproximada.

Ent3c 2 ogoluglo ¢ dita convergente quando U tende

para u quando h tende a zero.

Embora a condi¢3do segundo a qual U converge para u
estando bem estabelecida para equagdes diferenciais parciais
elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas lineares , de segunda
ordem com solu¢les satleazeﬁdo Justamente as condigles gerals
de contorno e inicial, elas n¥o s¥o conhecidas para equag¢les
ndo lineares, exceto em poucos casos particulares. Como o nosso
éstqdo' refere-se a equagdes diferencilais parciais elipticas
_llnearesl de segunda orden, com solugdes satisfazendo as
éondicoes de Dirichlet n%é nos 1mportamos com as eqguagles n3o

lineares.

18



Existem dols estdgios para a solugfio de problemas de
valor de contorno eliptico por métodes numéricos. A primeira
fase chamada discretizacfo, requer uma substituic¥o do problema
connfnuo por sua aproximagdo discreta. No caso das equagles (1)
e (5) cbtemos um sistema de equagles algébricas ];neares. Em
geral, malor o sistema linear, melhor a aproximag¢¥o. A segunda

fase ¢ a solu¢Bo do sistema linear.

No método das diferencas finitas utiliza-se uma malha

retangular G = (x , vy 1}, i = &, . , Ny 3 =1, ..., m sobre o
1 J
dominio com o propdsito de determinar as aproximagdes para a
: o :
- soluglo de cada ponto da malha em G = G(R 0 3R).
Para fazer 1sto, nds escrevemocs  uma equagao
algeébrica para cada ponto de G° que localmente & uma
aproxima¢io da equagdo diferencial. A aproximac¢io mais simples

& de trocar as derivadas na equag¢d@o diferencial por uma simples

diferenga dividida.

Nés ilustramos o procedimento no caso do retangulo R

<

onde G~ = G.

Neste casgo os u(x , y ) s3Zo incognitas, denotadosg por
.U - ’1=1, e Y J=lf ...f'm. No caso dos pontos da malha
*s;;im igualmente espagados, a equagio a dzférencas finitas
aproxima a equagdo (1) nos pontos (x , y ) = (ih,gk) conm:
, 1
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3 u
u = e ™
KK -
2
ax
2
s‘*" 4
u = | i il
Yy -
2
oY
2
3 u
u P e -
xRy
0 Ry
au
B B me—eee— -
" >
X
ou
u W s o
y ~
2y

onde h e Kk

coordenadas X e

L

temos:

2k

sdo os espagamentos da malha nae dire¢Bes das

y, respectivamente. Para a equag¢to

u = (au ) + (cu) + fu =g - (16D
X X yy ;

21



temos:

2
3 U Lu - U 1 - a (U Ll 5|
1+1rJ F ) [ - 1gd ]"I,J
A —e—————— Siner B e e e e i e S o e i it S Bk s T M w A i S | i g s oy 3
o -
e .
U h
2
2 u {u - U 3 = & El ~ i)
L S & | L, d - 1, 1 pd—3
B B O T T T o o0 T TR B o e My o M v
o -+
2 s
ay K
ondé
a = al{x + h/2, y ),
+ 1 . J

c = 6¢x , ¥ + k/i2y,

o I 1
a = al{x - h/2, v >,
¢ = oEtr , ¥ — RBAZ).

i

No caso da equagdo (1), capitulo 2, com b = 0 conduz

a diferencas finitas da Forma

22




onde
2a 2
@ s S e + m———— .
O 2 2
h k
i{‘j
a =
o = e 4 ————— .
i 2
h 2h’
c e
o S e + e "
2 2
k 2k
i, a d
o 2 mm—mme = e ———— -
3 2 .
h 2h
¢ e
o = e —— - —————
4 2
k 2k
Neste caso, todas as fun¢fes s3o avaliadas no ponto

(x , ¥ ). Para a equagdo (16) obtemos:
1 J

23



- o
O = e e 2 e
1 2 = 2 |
h k |
|
\
. c |
o B v i oL e e
< ‘2 4 2
ig h‘ k

Condi¢des de contorno também devem ser incorporadas
na dlscret:zécﬁo e as condigBes periddicas e de Dirichlet s3o
tratadas diretamente. Para um ponto em 30 onde a equagfo (5) &
satisfeita com p # O, a aproxXimagdo mais simples deve ser
escrita na forma de diferengas {initas de (1) para este ponto.
Entdo usa-se um aproximagfo a diferengas finitas em (5) para

~eliminar as i1ncdégnitas introduzidas fora do dominio.

a c 2hg a o
O = f = 2o - D - e =y e 3 5
0 2 2 . 2
h h P h 2h
c e
o =0 , O = =e————  m————— ;
: | 2 2
k 2k
2a | o] é
o = ——— O = i B e !
a8 2 4 2 :
h k 2k ‘
\
\
- onde o lado direito da equagfo deve ser trocado por d |

o4



2
= 2nrl a/h 4+ d@A2ZhY T /p.

A aproximagio da equagZo (16) resulta em

a + a c + e 2hq a
-+ - 4 - -
I o e A e Eesse f===3F 4
0 2 2 2
h K p h .
(o
o = 0O i o =] -—--'--—- -
1 2 2
K
a + a (=
-+ — -—
a I ’ o I
3 2 : 4 2
h k
' 2
onde o lado direito ¢ modificado para g = 2hr [a /h 1 /p.
. +

Na equacdo a diferencas finitas a aproxxmacﬁé em

cada ponto da malha envolve aproxima¢fes em mais quatro pontos

quando b=0; o8 cinco pontos constituem a estrela de 5 pontos.

Para suavizar U em uma malha uniforme, o erro de aproximagdo &

g 2 2 2
O¢(h +k ), isto é, o erro tende a zero t%o rdpido quanto h +k

Portanto dizemos que as fdrmulas a diferengas

finitas s%o de segunda'ordem.

- 25




A discretizagio de um problema eliptico produz um
sistema de equagBes algébricas lineares, que denotamos por
Au=b.

‘ | -
¥ ; e ‘ :
Métodos para a soluglo deste sistens podem ser

classificados em diretos e iterativos (embora existam
atualmente vérios métodos hibridos). Métodos diretos se prestan
aos sistemas de pequeno porte com matrizes dos coeficientes
dencas; tambeém resolvem satisfatoriamente virios 51stémas
lineares com a matriz dos cdef;é:entes produzem a resposta num
nimero finito de passos (sem- considerar o erro de
arredondamento), ao .passo. que métodos 1terativos quando hi
convergéncia garantida é%o bastantes vantajosos na resof;;ﬁo de
sistemas de grande porte com a matriz dos coeficientes do tipo
"esgparsa’” (grande proporg¢do de zeros entre seus elementos). Us
sistemas oriundos dal discretizg¢do de equagdes diferenciais
parciais apresentam um caso tipico. Neles,A os zeros da matriz
original s¥o preservados e as 1teragdes s%Ho conduzidas conm
~matriz original; tornando os valores autocorrgiveis, o que
tende a minimizar os erros de arredondamento, produzindo uma
seqﬁancia de aproximagdes que ;onvérgem para solug¢do u aﬁenas
no limite e sob determinadas condigldes.

A solug3o x— de um sistema linear Ax = b pode ser
obtida wutilizando-se o método 1iterativo, que cons:ste em

. . 1 (2> : (p)
calcular uma sequéncia X - b " e oy x ; ... de

26




Duas das técnicas usadas no método iterative s3o:

a) Gaussz-Seidel que gera as aproximagBes pela relac3o

&
! . (p) - k-1 (p) n (p-1)
P = 1/a (b — &L % R %
k kk k -i=l 1 ']:1\-[-1

b) Jacob: que produz as aproxima¢les pela relacHo

(p) T
X = l/a (b ~ I x
k kk Kk j=1

Em ambas as técnicas continua-se a gerar aproximagdes até que

um dog criterios abaixo sega satisfeito:

max |x - %X - | £= €, onde € & a toleridncia

ou

p > Ml, onde Ml & o nimero midximo de iteragges.

A estrutura da matriz A dépende de como numeramos  as
incognitas e a ordenécﬁo das equagdes. Em diferencas Flnitas,
as equagfes e as incdgnitas correspondem aos pontos da malha, e
conzequentemente numerar os pontos da malha & equivalente a

numerar as equag¢dies e incdgnitas da mesma maneira. Nesta tHo

.
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numerar as equagdes e incdégnitas da mesma mane:ra. Nesta t3o
falada ordenag¢3o natural numeramos os pontos em G° da esquerda

para a direita e de baixo para cima.

Ordenag@es similares existem no caso de elementos

finitos.

g

Métodos de relaxag3o £¥o métodos :1teratives para a
solugdo de sistemas de equaglies algébricas lineares, e est3o

diretamente relacionados aos metodos multi-gricd.

No contexto do método MG, sejam

h = tamanho da malha
G = malha de trabalho
h
! .
G = subcongunto de G , a cada relaxagfo:
h n
V = congunto de indices de espagamento composto de

trés subconguntos : ’ ™

v

5 :
v : caracteriza aqueles pontos da malha onde os |
|

; ’ \

valores da malha s3o solucionados !
simultaneamente com o0 processo de reiaxagio. !

\Y : caracteriza aqueles pontos da malha onde os {

28



valores prévios da malha s30 usados com o

processo de relaxagio,.

+
v t caracter1z aqueles pontos da malha onde os
novos wvalores da malha g4 analisgados sgFo
usados em vez dos valores prévios.
A
W
Temos
€1} Relaxagfo de Gauss Seidel con ordenag¢io

lexicogrifica dos pontos da malha (GS, aqui da esquerda para
. 2
a diretta, de baixo para cima) é caracterizada por G = G
h h
e

o - : :
V = (0,00}, V ={k V; X <O ou (k =0 e k <0)
i i z

(Ve

tef,; Gap.4, 2.4.2)

(11) Relaxag@o de Gause Seidel com ordenag¢g3o linha
por linha (linha GS, aqui: linhas na dire¢3o da abcissa x da

esquerda para a direita) & caracterizada por G e G e
n h

V =1(k V| x=0), V =({k Vi k <0).
S

'

(111) Relaxa¢Bo de Jacobl & caracterizada por G = G

; h h-

. " @
' V = (0,00}, V = 0.

29



(iv) Relaxagio vermelho/preto procede em dois passos
parciais. Para ambos 05 passos 0 espagamento de V & o mesmo de

r
(i11). No primeiro passo G consiste de pontos vermelho e no
h .

] . '
segunco passo G consiste de pontos pretos (cf. cap.4, 4.4.1).
h

!
A :
s LNy Relaxa¢B0o de Gauss Seidel com ordenag¢io

®

vermelho/preto dos pontos da malha (vermelho/preto GS) ¢é obt:i:da

pela escolha de G como em (1v) e
h

(o] +
V = {0,000} , V = {k Vik <0 ou (k = 0 e k <0)}
1 d 1

(k Vik +k par}.
2 2

Convém ressaltar gque este método & equivalente a
relaxag¢do vermelho/preto se .e somente se o operacor diferenga

for descrito pela estrela de 5 pontos).
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CAPITULDO 1V

4. 0O METODO

Neste capitulo apregentanos o histdrico do método MG
com seu respectivo conceito além de descrevermos sua aplicaglo
em malhas quadradas com doi1s tipos de .relaxagdo distintas

CEOkl, LI73r.



Para facilitar o estudo, primeiramente & apresentiada
uma vigdoc geral o em seguida deseonvolvida diretamente =ob a

forma de apiicag¥o.

Finalizando, fazemos alguns comentdrios sobre o
meétodo em malhas irregulares (n¥o uniformes) com o intuito de
: s

¥ ]
dar uma pequena no¢do nesta drea.

4.2 Histdrico e Perspectivas

O principio multi-grid é simplesmente constitufdo de

aproximagfes com errog suavizados, obtidos pela aplicaglo

correta dos métodos de relaxagfo. Devido 3 suavizagio de erros
a corre¢do destas aproximagles — pode ser calculada -em
malhas grosseiras recursivamente, utilizando-se de '"'malhas

grogseliras para obter uma aproximag¢do inicial que refinada

permite obter aproximactes para malhas refinadas.

Para o desenveolvimento do método mu]t:—gf1d podemos

distingllir trés estdgios:
a) Suavizag3o de erros pela relaxag¢io.

b) Corre¢Ges das aproxXimages obtidas em malhas

grogseiras e a aplica¢¥o recursiva degsas coregdes.
c) Combinacio de i1teracio aninhada.

0 efeito da suavizagdo de erro dos mdtodos de

.32




relaxag¥o & usado para a aceleragZo da convergéncia.

A utiliza¢¥o recurssiva das malhas grosseiras para a

-
solugBo eficiente dos problemas de valor de contorne elf{ptico
discreto especifico era feita no contexto dos "mdtodos de

redugdo”, i1ntroduzidos por Schroder ([141).
1\’" ;

Os primeiros estudos introduzem e 1nvestigam o
método multi-grid no sentido restrito como a convergéncia da

solug¥o da equagHo de Poiszon num gquadrado unitdrio, probiema:

0

de valor de contorno geral de segunda ordem com coeficientes

varidvelrs num guadrado unitdrio e combina¢des do método mulii-

~—grid com iteragdes aninhadas.

0 primeiro reconhecimento da eficiéncira dos métodos

"multi-grid (HG) foi1 feito por Achi Brandt que contribuiu com a
introdugdo dos MG nZo linear (esquema de aproximagdo comp]eté
FAS) e a técnica adaptativa (MLAT, .EOSJ), a discupzfo doa
dominios gerais e do refinamento }éca} da malha, a aplicagH¥o
slstemdtica da 1tera¢do 'aninhada (FNG - multi-grid completo) e
por fim a utilizagdo da andlise local de Fourier ﬁara a

1nvestzgéc§o tedérica e otimiza¢do do método (L0331, [041).

Ainda podemos c1tér contribui¢des relevanties para o
:ﬁuturo‘ do método multi-grid como o resuitados de convergéncia
das condi¢8es de contorno por Astrakhanstev ([01]), "aproximagio
multi-grid como um predecessor do método MGR (relaxag¥o dos
multi-grid) e as 1déia§ MG em conex%o com a discretiza¢do usada

.em elementos finitog de Nicolaides ([101), _sendo o dltimo de
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interesse maig tedrico.

Entro 1975 e 1976 Hackbush desenvolveu os elementos
fundamentais do método MG, contendo investigagBes tedricas e
préaticas, entre as quais: andlise do problemna modelo, métodos
de relaxagdieo vermelho/preto, tratamento de dominios nzo
retaﬁgulares, problemas n3o }iﬁeares e Leoria de convergéncia

para o meétodo multi-grid.

0 ‘método multi-grid tem s:ido aplicade na solugHo

num&rica de problemas de autovalores, de bifarcagdo,
parabdlicos e hiperbdlicos em fluide-dinSmica numérica. Além
das equagles diferencials, equagfes integrais podem ser também

ef 1cientemente resolvidas pelo método MG de segunda orden.

-

Uma extensfo do campo de aplicagdes do método MG &
a combinag¥o de MG com principios matemiticos de analise
numérica, como a combinagio dos métodos de extrapolacdo e os

métodos de correg¢do do defeito.

0 uso do mé&todo MG em computadores vetoriais e

paralelos s%o referenciados por Brandt, sendo t3o eficientes

QUanto a "solugdo riépida direta” do ailgoritmo de Bunemann

([07]) ou o0 método de reduglo total de Schréder. .

Contudo, a vantagem decisiva do método multi-grad
estd na .sua fécil aplicabilidade aos problemas nos quais ' as
exigéneci1as de soluges ripidas diretas e as técnicas da matrmiz
de capacitincia ([i23) ndo sdo sati1sfeitas, ou nio

‘completamente satisfeitas,
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Dividas na alta eficiéneia foram levantadas pelas
teorias de convergéncia do MNG. As teoriaz abstratas s3o
freqUentemente muito pessimistas e usualmente n¥o fornecem
critérios construtives dos mdtodos otimos em situagles

concretags.

Dizemos que og mdtodos MG s¥o aproximagfes com erros
‘Buavizados obtidoz pela aplicaglo correta dos métodoz de
relaxagdo. Devido & suavizzglo de'erroa, a corregio destas
aproximag@es pode ser calculada em malhas grosseiras (Brandt,
[041).

Para as finalidades de descrigfio, referimo-nos a G =

0 1 M
6, 6, «e:,0 1 como um conjgunto de malhas no dominio , em
que as malhas sd0 quadradas & regulares, e o8 tamanhos dezsas
gsati1sfazem h 2> h > ... > h e h s h =% : 2,
0 1 M k+1 K

Seja a equagdo de Poisson

n
. Lu(g) = F(3) em QC R .

Auly) = ¢(5)-em a0

%
um problema diferencial sobre cada malha G .




Podemos aproximar este problemna por  equagdes a

diferencas finitas da forma

-

A principal do meta MG & de solucionar (17) na malha
. .

refinada G . 0O fato de que o problema discreto na malha

k ‘
grosseira G , ser uma aprox:ima¢io do problema diferencial pode
‘M
ser usado como uma aproximag¢iio na malha refinada G

O primeiro passo a ser dado & de resolver o problema

Kk
G , maig fdacil, envolvendo um si1stema algébrico menor do que de
M . k .
G . Em seguida, pela interpola¢3o das soiugles em G obtem-se
i - M
uma primeira  aproximagdo da solugdo G que, 'apds algumas

1teragles de relaxacdo, chegard a solu¢3o desegada G .

! M

Dada U como uma golu¢Zo aproximada do problema G

e assumindo que L e A s%o lineares temos:

onde f e y 830 fungles residuais.

Logo a solugio exata pode ser escrita
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onde a correglo V satisfaz as aegquacdes regiduais

N H |
L VvV =¢f |,
!
i
(18>
M M N
Av =19 |
bl
Uma quest®c & levantada; nem todos og problemas G
k :
tem aproximagfo significativa em G . De que maneira podemos
solucionar (18) como primeira boa aproximagio? Como a resposta
M
6 geralmente negativa, nem todos o= problemas G possuen
, K
aproximacdo signifiicativa em malhag grosseiras G . Por exemplo,
- M M
se f oscila rapidamente em G com comprimento de ondd menor
M ' |

gue 4h , estas oscilagfes n3o sdo vigsivels na malha grosseira e

portanto ndo podem ser aproximadas nas malhas grosse:iras.

M M
Tais residuos f surgem quando a aproximagfo - U &
obtida pela interpolago da malha grosseira. Logo vimos gue as
©osci lactes aproximadas por malhas grosae1ras s30

desacongselhivers.

Um modo eficiente de evitar o surgimento de residuos

& sanado pela utilizag¥o dos métodos de relaxagiol(cf. cap.3).

Para as primeiras i1teragfies tais métodos usualmente

convergem rapidamente com os resfduos decregscendo raplidamente
de uma iterag¢do para a outra, mas logo a razfo de convergéncia

torna-se muito baixa. Estudos mogtram que a convergéncia &
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rdpida contanto que os residuos tenham um certo numeroc de
oscilagBes na sequencia de refinamento, A medida gue og

residuos v3o sendo suavizados , a convergféncia torna-se maisg

lenta.
-
14
4.4 Uma Aplicagcio do Mdtodo MG na SoiugiHo da EguagcHo de
Poisson.

Através de um problema modelo damos uma 1dé1a bisica

do método muiti-grid.

Sega a equagde Lu = F onde u e F sfo funglies de x e
y, 18to @&, fungBes de duds varidveis, com a condig¢gio de

contorno de sz:ch]et

ul(x,y} = 0 para (x, y)

para a regiioc retangular.

2
Q= (x, v i 04 x«< 78, 0<€y < by & R,

com © contorno ;

Apdézs a discretizagdo da equacHo de Poisson no modo
usual numa malha de n por m ponteos, nds obtemos para os valores

aproximados U de ulx ,¥y ), ® = th, ¥y = gk , h = a /‘(n+1),
1,J':. 1 J 1 : J

k = b / (m+l), as equaglies
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+: §J ¥y T - &U # U + = Fili1,2

t¥
¢ ey e 3 =1, ..., m guntamente com osg

e

Para 1 =

valores de contorne temos:

u = U = 0 para j = 0, «y Ml
0,J n+l,y

U = U = 0 para 1 = 0, .. f Bl
1,0 1,m+]

4

"obtendo assim um sistema de equagBes lincares que pode ser

escrito na forma

A U = B onde

i =
Ui
u
2 T
U = . Uu = [U y U s eney U J
J Jyd Jip ol Jn
- com d = 1, we. , M
U ;
M
Partinco da discretizag@o o método multi-grad

calcula os valores de U na malha refinada tomando por base a

estrela de 5 pontos.
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i R
1
1 =4 1
1

O processo incial do método MG, pode ser visito
1

¢ ,
segdlnte forma:

Fazendo-se a=b=1 e ¥ =2, onde ¥ & o numero

ref inamentos, como exemplo temos:

1)

figura 4.1 - malha quadrada inicial

40
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1L
|
1l'f - =
k
e e » X
A 1
figura 4.2 - malha com refinamento ¥ =1, onde k = H.
i11) Y
i :
h
— 3 s X
0 h ; 1
figura 4.3 - malha com refinamento m =2, onde k = H
Inicralmente calculamos o8 valores da solug3o

aproximada da fun¢¥o nos pontos da malha refinada (UR). Esses
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1 y =% e 3
vaiores que s=erdo utilizados coro - aproxinagfo inicial dos

meétodos de relaxac¢Ho.
Aszim procedemos da seguinte forma:

a) HMapeamos o= valores de U da malha refinada para a

malha grosseira:
%i‘

ai) Para

[8]¢; = UR r J = 2, ..., KRG
D) 1, R
onde NG = NPG-1 (NPG = numero de pontos da malha grosseira) e
JRE = 29 =1, entZo mapeamoz og valores de U dos pontos no
contorno para os guais 1 = 1,

UG = UR
1R, JR
FG = - 4 % FR , 1,0 =2, ..., NG
15 1R, R '
onde 1R = 2i-1 e JgR = 2j-1, entdo mapeamos os valores de U do
ponto central da estrela de 5 pontas.
a3) Para
uG = UR . J=2, ..., NG

NPG,,) NPR, gR
onde JgR = 2)-1 e NPR = nimero de pontos na maiha refinada,

mapeamos og valorez de U do contorno para oz quals 1 = NPG.
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ad) Para

.» NPG
i,NPG 1R, NFR

‘l";

onde 1R = 21-1, mapeamos os valores de U dos pontos qgue nio s3o

centrais e n¥o pertencem ao contorno.

-
-

figura 4.4 - mapeamento dos valores de U dos pontos  da

malha refinada para a malha grosseira, com M = 2.
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b} Apds o mapeamento temos a relaxag3o na malha
refinada que pode ser feita de varias maneiras (ver cap. 31

mas apresentaremos somente doi1g tipos.

b.1) Relaxag¢fo Vermelho/Preto.

, )
14 Na relaxag¥o vermelho/preto og valores de U dos

pontos na malha refinada s%o calculados da seguinte maneira:

UR = H(F « F +F +F +F) , 1 =2, ..., n
Nl P N 5 L 8] ;
J = 2y vwsy M

onde P, N, 5, L, 0O s3o respectivamente

P = ponto central . IN
N = ponto acima de P ‘ s
S = ponto.aba1xo dge P | s cmin .é........u
L = ponto a esquerda de P .
0 = ponto & direita de P é

conforme figura.

0 mapeamento dos valores da malha grosseira para a
refinada, no caso da relaxag¢io vermelﬁo/preto é flei1ta:
1) Utilizando uma i1nterpolagio de 4a. ordem, para os

-pontos de indice par em relagfo a 1 e .

UR

UG , i, g=2, ..., NG
1R, iR 1y i
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onde 1R = 21 + 2 e JrR = 23 + 2,

Interpoiando

UR

|
o

onde' FRR =
excluindo as

an = 3 % 4,

1R, R

valores .da fung¢do F nogs pontos da malha

H(2FRR + 2UG + 2UG )
IR JR XeaM Y 5

de contorno, tIR =21 +2, gR = 25 +
b
4,2 _ 4.4
2
.4 i
o /I///(,
b A 7
g
//2’;2// 2,4
///,//’
L L L L st

figura

4.

5

k]

UR=(UGA+UGB+UGC+UGD+FR).H

- mapeamento dos valores de UG para UR

fndices pares utilizando interpolag3o de quarta orden.
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b.2) Relaxa¢fo de Gauss-Seldel com ordenag¢do

lexicogréfica.

Segam as equagles de tirés pontos

equacdo discretizada

consecutivos

i
U + U + U - 4U + U = b
1= o i—1, | = 5 =1, =% 1
u + U +- U - 4U ~ =
i-1,J-1 § R 1,9-1 1+1,g-1
U + U ~4au 4+ U + U = b
i W £y g1 ; P & o B b Iy 3w
Isolando U que tem coeficiente -4 tem-se
Ck+1) (1 3%
U = -1/4 (F = - U
1—1,._] 1'_1;._} 1_2:J 1.J
(k) (k)
U i=f,J%L = U k=L w3l 5
(k+12 (k) - AKk)
Y. = —-1/4 [F = U - U
B Lo | =1 ;972
(k) (k>
u = i} 3!
Ppd—2 T T
CiK+1) (k+1) (k2
U = ~-1/4 [F - U = B
¥yl 143 Vit L el ..
(k> (k)
U = 3;
L o | e

da



temos 1

Ty wawy T @ 3= 3y is.4 Ha

Com as seguintes condigfes:

Para 1-1 €1, i-2 < 1, i+1 > n,'

¥

J"l1 < 1 e jg=2<1 e Jg+1 > m

Os Iindices superiores k+i 1ndicam os elementos dos

novea conguntoz em fungio dog anteriorea.

tomando

.

N
g -
» X
0 1
figura 4.7 - Malha inicial
0 método consiste em :
(k+1)
by 2:;1) Calcular os valores de U
S - ’ (k) 1+
por Dbase os valores 1niciais U . . » neste caso
: 1,._)
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0> .
u representa os valeores ds fungifio f nos pontos da

.i"‘J . 1,0
malha groseira.

4
Y
A
7 8 9 " .
. 5 6 o =y ¢
A L b) > % & &
figura 4,8 - Malha grosseira com refinamento ¥ = 1,
* (k>
onde k = h - céculo de U - (@),
(k+1)
b.2.2) Cada vez 'gque o valor de U &
; 1,4

"obtido, faz-se a relaxa¢%o da malha grosseira para a refinada.

Os passos b.2.1 e b.2.2 sho repetidos, até que a

convergéncia seyga alcangada, isto &
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(k+id (k)
max (U - U

I

oncde € & a tolerfncia de erro admitida.

¥
e
A
2 9
21 22 ,3 2.4 25 z : g
16 S 1 8 . 119 |20 1 N
DL 1.2 3851 1.4 15 & & e 8
O 2 8 9 10 3 % - T;__ J
! - 5 4 5., X e & : &
figrura 4,9 - Malha refinada com ¥ = 2, onde ¥ = h -
) (k+1) : (k)
cidlculo de U (x), com base nosgs valores de U  da malha

grogseira

4.5 0 Matodo MG em Malhas lIrregulares

Dizemos que uma malha 1rregular ¢ a2 uni3o de sub-
, 0 1 ; M ) : '
malhas uniformes 6 , G , ..., G , com seus respectivos tamanhos

- 50



de malha h , h, ..., h . Normalmente h : h = 2, contudo

0 i M k- 44
estas sub-malhas ndo pertencem necessariamente agc mesmo
dominio .
]
I
0 TN /
194
figura 4.10 - Malha irreguiar
Devido a 1i1sto podemos ter virios niveis de
‘refinamento e diferentes sub-dominios.
Atualmente exi1sten duas aprox:imnagdes para a

organiza¢io das malhas 1rregulares (n3o uniformes).
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4.5.1 Transforma¢3o das coordenadas, usando uma malha uniforme

gobre o dominio transformado.

Em tais malhas, o dominio Q & topologlcamenté
retangular, ond@' o metodo mu%tl*gpldrpode zer 1mplementado
norqélmenie pelas linhas das malhas grosseiras pertencentes as
malhas refinadas. Apds a transforma¢io das equacﬁos.decxd1remos

qual o critério de parada, o mdtodo de relaxag¥o e as

ponderagdes do residuo, a serem usados.

—

As tranzforma¢g8ies das coordenadas s3o bastante
flexivers, apenas em uma dimensd@o, um refinamento local n¥o &
fdci1l de se realizar. As dificuldades vi#o crescendo a medida

. gque o processo & adaptado.

Contudo, a transformagfo usualmente faz com que a

eguagidco se torne muito mails complicada, especialmente gquando
sof'igticada, requerendo memdria auxiilar para armazenar os

coeficientes, ou trabpalho adic:onal para a computagiio de todas
as 1teragfes. Alinda em particular, Se as aproximagdes sdo de
ordem elevada, .estas devem ger ugadag em alguns sub-dominios

ou as vezas om todos.

4.5.2  Método dos Elementos Finitos'

E uma outra técnica de discretiza¢cio alternativa,
porém seu sistema é muito flexivel, onde cada ponto da matha

pode localizar-se em qualquer parte do dom{nio @ .
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Devido 3 disposi¢Ho dos pontos, a implementagio cdos

métodos NG necesgita de uma grande drea de armazZensmento ou

talvez de uma memdria auxiliar, onde as pos1¢des dos pontos sHo

o

digtribuifdas e a localizagBo dos peontos vizinhos na malha &

real izada por apontadores.

1
e

4 Ainda podemos observar que as 1teraglies sobre a
malha sdo complicadas, a obtenglo dos coeficientes das eguacles
requerem muitos cdlculos, devido a repeti¢io da 1teragdo de

relaxagdo, .
Mai1s diffci1l ainda é a organizagio da solugdo multi-

grid numa malha completamente irregular, A estrutura e o
processo de soluglo do perfi1l acima pode ser genera.izado de

VArl1as maneliras.

Apresentamos aqul apenas uma maneira como exemplo,
onde a malha itnicial (refinadal) & particionada geometricamente,

ilsto €&, por triangularizages ([131).

Numa maneira sistemdtica, supomos que, através de um
procedimento adaptativo, temos uma seqliénecia de tridngulos T ,

Ty andsuy B O e a seqliéncia de matrizes A , A , ..., A .
2 ' e 3 2 %3

Ent%o a seqgliéncia da solugdo do k-#&aimo s1stema de’

elementos finitos,
Au =5bD em T ,
k k k k

a seguinte iteragdo ciclo-V (L171) & usada.
1 - Efetue E <--u , r <-- b .

k k k k
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K *1 .
min .
2a) Resolva A E = r (p i1tera¢cBes), sendo £ a
J J J ) J
aproximagdo obtida,
i
t'f\"
. 1
2b)Ache o resfduo ¥ =r - A E .
‘ J - ad J 2
2c) Transfira o resfduo r para T » Senco r o
J J-l J-l
res{duo transferido.
3 - Solucione o sistema A b =1 .
k K K
min min min
i
4 - Faga E = E ,
k K
min min
5 - Execute o8 passos 5a-5¢c para g = k  +i, ...,
min
k~1a
1 g - 1
5a) Transfira E. para T senco o vetor
J J+1 J+l
transferido.
2 1 1
5b) Corriga E = E + B
Jri o g+l J+i
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™

5¢) Resolva A = = r (g 1teragles) como

JHEE gl J+1
. 2
a estimativa i1nicial, sendo E a aproxXimag¢®o obtida.
J¥1

1

6 - Corriga u =u + E .

i k X k

W -

Podemos observar ent3o, que o método dos elementos
finitos soluciona problemas de autovalor que envolvam eguagBes

diferenciai1s parciais (Equag¥o de Helmholtz [171).
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CAPITULO V

TESTES E CONCLUSOES

5.1 Intreducio

3

Para finalizar este trabalho, neste capitulo fazemos
uma andlise dos resultados obtidos aplicando os mdtodos MG na

solug¥o numérica da equaglo de Poisson.

Ainda relacionamos as dificuldades encontradas e
sugerimos alguns tdpicos para futuros trabalhos.

Os programas testados foram adaptadcdos de programas



Os programas testados foram adaptados de programas

Lis|

publicados, sendo efetuadas algumas altera¢lez e adaptacHe
para as devidas 1mplementagBes (devem ser  considerados

protdétipos).

.

5.2 Progcedimentos Adotados Durante os Testes e Anslise dos

S H R RN R R B = P = S mEE o= Y S PRI e

As duas varila¢fes do método ¥G em fungio ca
relaxag¥o foram testadas no computador I1BM 4341 cugo =istema
cperacional & o VHIZ70O controlador do 0O5/VS: zoch o gual roda o

compi lador WATFI1V, inatalado na Unaiversidade Federal da Paraf-

bha.

Inicialmente testamos os programas para reg:fes
guadradas 2 = (0,1)X(0,1) com as condig¥Bes de contorno de

JPvrciehlet  wonalx,yd =0, (R,v)eE in

8] método ¥G foi1 testado com duas formas de
relaxacdo: vermelho/preto (RVP) em dupla precisdo pubdbl:cado em
{177 e a segunda a relaxa¢fo de Gausz-5e:1del (RGS) em precisio

sinmples publicado em [043.

A seqUéncia dos testes fol realizadaz no computador
IBM 4381, num ambiemte VM e o comp:lador FORTRAN VS, instalaco

na Universidade Federal de Mato Grosso do Sul.
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Foram feitas as devidas convers@ies nos programas. e

testados em precisles simples e dupla.

0 comportamcnto do erro tambdm foi analisado sob

dois aspecitos:

# - Rai1z quadrada da média dos cuadrados (R¥Q).
/[ 4 ‘
f
2
REQ =\ [--——- L (u-U ) (19)
iad
NTP 1)

onde NTP é o mimero total de pontos da malha.
= Erro maximo {(EMAX)
"EMAX = MAX b u - U !

1,J l,J

As equagfes testadas foram as seguintes:

2 2
g u 9 u
HY rw==c e = w2 ARCI=xX) = yli=y))
2 2 - .
2 X 9y
ulx,y’ = 0 no contorno

Solugdo exata : u(x,y? = ({1-x))(y(l-y)),
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g u 3 u
B e e e = -=18sin (BixEy)d.
2 2 )
X 9y
ui{x,y) = 0 no contorno

Solu¢do exata

ulx,yl

= gi1n (3(x+yd).

2 . 2
o u 9 u
v A = =10 sin (3x+y)
2 2
3 »x oy

ui{x,y? = 0 no contorno.

Solugdao exata

i, vl

= g1n (3x+y)

e (Ry+x+y-3)

uix,y) =0 no contarno

Solugdo exata

LD o LV

59
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u(x,y) = 0 no contorno

SolugHo exata : ui(x,y) = (sinWx)(zind y).

Observamos pela tabela 5.1 que para equagBes lineares

de Poisson, com as condi¢Bes de Dirichiet, o mdétodo muliti-grid
I

g

com © a relaxagHo de Gauss Seide! com ordenagio lexicogrifica,

do ponto de vista do comportamento do erro RNQ observado & mais

.eficiente do demais formas

que as de rel axag¢fio agul
apresentadas. -
Tabela 5.1- Erros RM¥Q(eq. 19) p©para o HG com
relaxag¢so V/P, GS/L e SD.
METODO ! ] ;
SERSEEEESEREREEEE | RV/P ! RGS/L ! SD
Fung¢do ! M ) H !
: & i 0.02657398580 | 0.02469134700 | 0.04276662320
2 : 3 ! 0.02864646740 '} -0.02315449440 ! 0.03077539430
H & i 0.03138117860 | 0.03124910220  0.03140670810
¢ 2 1 0.48759454400 | 0.68618470400 | 0.684018:19500
b ] | i 0.50310403200 | 0.,70377254500 | 0.704053860100
! 4 i 0.49643552300 | 0.70677149300 | 0.70204752700
H 2 :'0.63465303200 i 0.64002448300 | 0:66111672640
c ] 3 i 0.65698933600 | 0.68470033500 | 0.68740882000
! 4 1 0.66886729000 | 0.70201546000 | 0.70204752500
i & I 0.52776545300 | 0.16679465800 | 0.47410309300
d : < 1 0.58269399400 | 0.19880654200 | 0.22649240500
! 4 | "0.60372549300 | 0.21316617700 | 0.21564650500
; 2 ] 0.82892345000 | 0.37499994000 ! 0.45927894100
- ! 3 1 0.91722542000 | 0.44816839700 ; 0.,44911152100
; 4 1 0.98066389600 | 0.46874612600 | 0.47009468100
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¥ = nimero de refinamentos da malha

RV/P = relaxsagio vermelho/nreto

RGS/L = relaxa¢io de Gaussg Seidel com ordenag¢io
lexi1cografica,

SD = Solugifo éfreta.

W

5.3 Dif

[re

LG

e %]
o)

7]

k=1
=

in

0

=

It
g

o

i
Y

i

da

=
-

Neste +irabalho podemos observar gque o0s malores

obsticulos foram:

w A quase nﬁo‘ex1stﬁnéza de eguaglies  de Poirsgon
com-sua respectiva soluglo analrt1c¢. )

= A mudanga de amblente durante a fase de testes.

= A 1mpossibilidade de testes envolvenco um. numero
superior a 4 refinamentos no método da golugad direta, devido a
grande quantidade de pontos envolvidos @ a capacidade de
menoria . |

= ~ B ngo padronizag3o dos simbolos @ Lermos

uti1lizados na literatura do ¥G.

- 5.4 Sugestdes para Trabalhos EQE&QELQEQE

Vimos gue a vers%o 1mplementada e testada co m&todo

MG funciona somente para malhas quadradas com ag condig¢Bes de



contorno de Dirichliet, com sua respectiva relaxagdo.

Implenentamos e testamos apenas duas variag8es de

relaxa¢fo ambas em precisfes simples e dupla.

# - mgtodo MG em malhas retangulares com a condigio de

contorno ¢ Neumann.

= méﬁodo NG em malhas gquadradas ut:li1zando 9 pontos
(discretizacﬁo de Mennhrstellen, (021),.

- método MG em maihas n¥o retangulares utilizando 5
pontog (L0831). .

- método ¥G aplicado a dimenslies maiores que 2.

- testar o método com aé demals reilaxagdes (1091,
£947 , £1537.

- aplacar- 0 métoco: 'a outros ti#os de equacles

diferencialrs.

A utilizagio do método MG na solugfo cde equagles

diferencials elfpticas mostrou que:

- exige conhecimento matemdtico por parte co

usuario;

- & aplicavel a malhas com diferentes contornos,

visto que adaptacles necessdrias podem ser feitas.
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