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RESUI 10 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CJ  me t o d o mu l t i - g r i d e  uma  e s t r a t e g i  a  n u me n c a  

p a r a  a  s o i u c a o d o p r o b l e r n a s  c o n t f n u o s  t a i s  c o mo e q u a c o e s  

i n t e g r a l s  e  d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s  e  p r o b l e r n a s  d e  m i  n 1 mi z a c a o .  

Ne s t o t r a b a l h o c l a c i o s  ©n f a s e  p r  i  n c  i  p a  1 me n t e  a  s o i u c a o 

nume r i c a  d e  p r o b l e r n a s  d e  e q u a c S e s  d i f e r e n c 1 a s  1 s  p a r c i a i s .  0 

e s t u c t o e  d i r i g i d o p a r a  a  s o i u c a o mi me r i c a  d e  e q u a c o e s  de .  

P o i s s o n c om c o n d i c S e s  d e  c o n t o r n o d e  D i r i c h l e t .  

0 t r a b a l h ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 u n i a  t e n t a t i v e  d e  c o mp i l a r  o s  

c o n h o c l me n t o s  p r a t i c o s  e  t c o r  i  c o s  d a  a r e a .  Do i s  a l g o n t mo s  s a o 

e s t u d a d o s  em d e t a l h e ,  c om f o r ma s  d i s t i n t a s  d e  r e l a x a c a o .  0 

c o mp o r t a me n t o d o s  e r r o s  n a  s o i u c a o n u me n c a  d e  e q u a c o e s  d e  

P o i s s o n f o r n o c i d a  p o e  e s s e s  a l g o r f t mo s  e  t a mb e m c o n s i d e r a d o .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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ABSTRACT 

Th e  m u l t i - g r i d me t h o d i s  a  n u me r i c  s t r a t e g y 

c o n t i n u e s  p r o b l e ms  a s  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  a n d 

e q u a t i o n s  a s  w e l l  a s  mi n i mi z a t i o n p r o b l e ms .  

I n t h i s  wo r k e mp h a s i s  i s  g i v e n t o n u me r i c a l  

o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  b y s t u d y i n g 

s o l u t i o n o f  P o i s s o n ' s  e q u a t i o s  w i t h D i r i c h l e t ' s  

c o n d i t i o n .  

Th e  wo r k i s  a n a t t e mp t  t o c o mp i l e  p r a c t i c a l  a n d 

t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  o f  a r e a .  Two a l g o r i t ms  a r e  s t u d i e d i n 

d e t a i l  w i t h d i f f e r e n t  f o r ms  o f  r e l a x a t i o n .  Th e  b e h a v i o u r  o f  

e r r o r s  i n n u me r i c a l  s o l u t i o n o f  P o i s s o n ' s  e q u a t i o n s  p r o v i d e d b y 

t h o s e  a l g o r i t h ms  i s  a l s o s t u d i e d .  

t o s o l v e  

i n t e g r a  1 

s o 1 u t i o n 

n u me r l c a 1 

b o u n d a r y 
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LI S TA DE STKBQLOS 

A =
(

a a t r i z e s  

J  $ 

9f t  = c o n t o r n o d a  ma l h a  

E = a p r o x r n i a c a o o b t i d a  e m ma  1 h a s  i r r e g u l a r e s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 

EMAX = e r r o ma x 1 mo 

e  = t o 1 e r a n c l a  

FAS = e s q u e ma  d e  a p r o x i ma c a o c o mp l e t a  

FG = v a l o r  d a  f u n c a o n o p o n t o P ( i ~ l , j )  

F ( x , y )  = v a l o r  d a  f u n c a " o n o p o n t o 

F = ma p e a me n t o s  c o n t f n u o s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 

FMG = Mu l t i - G r i d c o mp l e t o 

FN = v a l o r  d a  f u n c a o n o p o n t o P ( i . j - l )  

FO = v a l o r  d a  f u n c a o n o p o n t o P ( i + l , j )  

FP = v a l o r  d a  f u n c 3 o n o p o n t o P ( i , j )  

FR = v a l o r  d a  f u n c a o n o s  p o n t o s  d a  ma l h a  r e f i n a d a  

FRR = v a l o r  d a  f u n c a o n o s  p o n t o s  d a  ma l h a  r e f i n a d a  e x c l u md o o 

c o n t o r n o 

FS = v a l o r  d a  f u n c a o n o p o n t o P ( i - l , j )  

G = ma l h a s  n o d o mf n i o 

h 

G = s u b - ma  1 h a s ,  s u b - c o n j u n t o s  d e  G 

h h 

GS/ L -  Ga u s s  S e i d e l  c om o r d e n a c a o 1 e x i c o g r a f ) c a  

x i  



h = e s p a c a me n t o d a  ma l h a  n a  d i r e c a o d a  c o o r d e n a d a  x 

h = t a ma n h o d a  ma l h a  

J  

k = e s p a c a me n t o d a  ma l h a  n a  d i r e c a o d a  c o o r d e n a d a  y 

M = n u me r o d e  r e f i n a me n t o s  d a  ma l h a  

MG = Mu l t i - G r i d 

MGR = r e l a x a c a o d o s  K u t i - G r i d 

MI  = n u me r o m^ x i mo d e  i t e r a c o e s  

NPG = n u me r o d e  p o n t o s  n a  ma l h a  g r o s s e i r a  d a  r e l a x a c a o V/ P 

NPR = n u me r o d e  p o n t o s  n a  ma l h a  r e f i n a d a  d a  r e l a x a c a o V/ P 

NTP = n t f r n e r o t o t a l  d e  p o n t o s  d a  ma l h a  t r a b a i h a d a  a p o s  o 

r e f i n a me n t o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Q = d o mi mo d a  ma l h a  

R = ma p e a me n t o s  c o n t i n u o s  

J  

r  = r e s f d u o s  o b t i d o s  e m ma  1 h a s  i r r e g u l a r e s  

J  

RMQ = r a i z  q u a d r a d a  d a  me d i a  d o s  q u a d r a d o s  

T = t r i a n g u l o s  em ma  1 h a s  i r r e g u l a r e s  

J  

u = d e r i v a d a  d e  U e m d i r e c a o n o r ma l  d o c o n t o r n o 

n 

u ( x , y )  = s o i u c a o e x a t a  d a  e q u a c a o 

UG = s o i u c a o a p r o x i ma d a  e m ma l h a s  g r o s s e i r a s  d a  r e l a x a c a o V/ P 

< k )  

U = s o i u c a o a p r o x i ma d a  n a  . ma l ha  d e  t r a b a l h o ,  n o c a s o d a  

r e l a x a c a o GS/ L,  ma l h a  g r o s s e i r a  

( k + 1 )  

U = s o i u c a o a p r o x i ma d a  n a  ma l h a  d e  t r a b a l h o ,  n o c a s o d a  

r e l a x a c a o GS/ L,  ma l h a  r e f i n a d a  

UR = s o i u c a o a p r o x i ma d a  em ma l h a s  r e f i n a d a s  n a  r e l a x a c a o V/ P 

x i i  



U( x , y )  = s o i u c a o a p r o x i ma d a  d a  e q u a c a p 

i  

x i . i i  
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P a g 1 n a  

3 . 1 -  Ap r o x 1 ma c a c a o d e  d i f e r e n c a  c e n t r a l  1 4 

4 . 1 -  Ma l h a  q u a d r a d a  i n i c i a l  4 0 

4 . 2 -  Ma l h a  c om r e f  i n a me n t o M = 1 ,  o n d e  k = h 4 1 
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4 . 4 -  Ma p e a me n t o d o s  v a l o r e s  d e  U d o s  p o n t o s  d a  ma l h a  

r e f i n a d a  p a r a  a  ma l h a  g r o s s e i r a ,  c or n M = 2 4 3 

4 . 5 -  Ma p e a me n t o d o s  v a l o r e s  d e  UG p a r a  UR c om i n d i c e s  p a r e s  

4 5 

4 . 6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — Ma p '
5

' a n i e n t o d e  UG p a r a  UR c om i n d i c e s  i mp a r e s  4 6 

4 . 7 -  Ma l h a  i m c i  a l  4 8 

4 . 8 -  Ma l h a  g r o s s e i r a  c om r e f i n a me n t o M = 1 ,  o n d e  k = h -

( k )  

c a l c u l o d e  U ( e )  4 9 

4 . 9 -  Ma l h a  r e f i n a d a  c om M = 2 ,  o n d e  k = h -  c a i c u i o d e  

( k + 1 )  

U '  ( x )  5 0 

4 . 1 0 -  Ma l h a  I r r e g u l a r  5 1 

x i ' v 



CAPI TULO I  

1 .  I NTRQDUCHO 

1 -  1 Ap r e s e n t  a c _a 2 

Eq u a c o e s  d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s  s a o f e r r a me n t a s  

i r a p o r t a n t e s  p a r a  mo d e l a g e m ma t e r n a t i c a  em v a r i o s  c a mp o s .  Na  

v e r d a d e ,  mu i t o s  a v a n c o s  n a  me c a n i c a  e s t r u t u r a  1 ,  c i e n c i a s  

a t mo s f  e r i c a s ,  p r o j e t o s  d e  r e a t o r e s  n u c l e a r e s ,  e n g e n h a n a  

e l e t r i c a  e  q u i mi c a  d e p e n d e m d a  s o i u c a o r a p i d a  d e s s a s  e q u a c o e s .  



A s o l u c s o a n a l f t i c a  d e  p r o b l e r n a s  q u e  e ; ; v o l v e m e q u a c o e s  

d 1 f e r e n c 1 azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1s  .  p a r e i a i s  e  r a r a me n t e  p o s s f v e l .  Como c o n s e q u e n c i a  

mu l t a s  p e s q u i s a s  n o s  u l t i mo s  a n o s  f o r a n i  d i r e c i o n a d a s  p a r a  a  

s o i u c a o n u me n c a  d e s s a  c l a s s e  d o p r o b l e r n a s ,  e  o s  r e s u l t  a d o s  

d e s t e s  t r a b a l h o s  p o d e m s e r  a g o r a  a p r e c i a d o s .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i f 

. Ur n d o s  p r o b l e r n a s  c r u c i a i s  p a r a  o d e s e n v o l v l me n t o d e  

i n t e g r a c o e s  a u t o ma ' t i c a s  d e  e q u a c o e s  d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s  e  uma  

b o a  e s t l ma t l v a  d o e r r o c o r n e t  1 d o ( o s  r e s u l t  a d o s  t e e n c o s  n a o 

s e r v e m p a r a  e s t e  f i m [ 1 7 J ) .  

0 me t o d o m u l t i - g r i d I n l e t  a  a  s o i u c a o c om uma  

d i s c r e t l z a c 3 o i n i c i a l  e  p r o c u r a  r e f i n a r  e s t a  d i s c r e t i z a c S o .  

Ne s s e  r e f  i n a me n t o e  p o s s f v e l  f a z e r  ur na  b o a  e s t i ma t i v a  d o e r r o 

c o me t l d o q u e  a b r e  a s  p o r t a s  p a r a  o d e s e n v o 1 v zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi me n t o d e  ur n 

s o f t wa r e  a u t o ma t i z a d o d e  mo d o q u o o u s u d r i o n a b p r e c i s a  s e  

p r e o c u p a r  c om a  d l s c r e t l z a c a o ,  a p e n a s  e s p e c i f i c a  a  t o i e r S n c i a  

d o e r r o d e s e j a d a .  

0 d e s e n v o 1 v l me n t o d o me t o d o mr c i o u - s e  n a  s e g u n d a  

me t a d e  d a  d e c a d a  d e  1 9 7 0 [ 0 5 ] ,  C103 e  a t e  h o j e  o me t o d o 

c o n t i n u a  s e n d o o b j e t o d e  p e s q u i s a  c o mo a t e s t a m a s  q u a t r o 

s e s s o e s  d e d i c a d a s  a  e l e  n o S I  AM Me e t i n g d o o u t o n o d e  1 9 8 7 e  a  

r e a l l z a c a o d e  uma  c o n f e r e n c i a  i n t e r n a c 1 o n a 1 em o u t u b r o d e  1 9 8 7 

n a  Al e ma n h a  O c i d e n t a l .  0 d e s e n v o 1 v i ' me n t o d o a s s u n t o p a r e c e  n a o 

t e r  c h e g a d o a  r n a t u r a c a ' o ,  h a j a  v i s t o a  n 3 o e x i s t e n c i a  d e  

p r o g r a ma s  p u b i i c a d o s  em p e r l o d i c o s  e s p e c i  a  1 l z a d o s ( s o me n t e  em 

a n a i s  d e  c o n g r e s s o )  e  ur n p r i me i r o t u t o r i a l  t e r  s I d o p u b l i c a d o 

s o me n t e  em s e t e mb r o d e  1 9 8 7 C06J  q u a n d o e s s e ,  t r a b a l h o c u j o 



o b j e t i v o e  d e  t e n t a r  o r g a n i z a r  o s  c o n h e c i me n t o s  s o b r e  o me t o d o ,  

j a s e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e nc o nt r a v a em andame nt o.  

1. 2  Vl S a Q Gl o b a l  do  T r a b a l h o 

No s s a  d e s c r i c a o d o p r i n c f p i o m u l t l - g r i d e  mu i t o 

g e r a i ,  a s  c o n s  1 d e r a c o e s  c o n c r e t a s  r e f e r e m- s e  d e  a c o r d o c om o 

s e u c a r a t e r  i n t r o d u t d r i o a  uma  c l a s s e  d e  p r o b l e r n a s . -

e x p l  i c i  t a me n t e  t r a t a mo s  a p e n a s  d e  e q u a c o e s  a  d u a s  v a n a v e i s  e  

d a s  d i s c r e t i z a c o e s  f u n d a me n t a l s  b a s e a d a s  n o me t o d o d a s  

d i f e r e n c a s  f m i t a s .  0 t r a b a l h o c o n s i d e r a  p r o b l e r n a s  d e  v a l o r  d e  

c o n t o r n o d e  D l r i c h l e t .  Mu i t a s  d o s s a s  r e s t n c o e s ,  em p a r t i c u l a r ,  

a  d e  d u a s  v a n a v e i s ,  t e r n o p r o p o s l t o p r i n c i p a l  d e  s i m p l i f i c a r  a  

a p r e s e n t a c a o d a  t e c n i c a .  

Ne s t a  l n t r o d u c a o d a mo s  uma  v i s a o d e s t e  t r a b a l h o c om 

o s  s e u s  o b j e t i v o s .  

No s e g u n d o c a p f t u l o f a z e mo s  ur n r e s u mo ma t e ma t i c o :  

c l a s s i f i c a c a o d a s  e q u a c o e s ;  d o mf n i o e  a s  c o n d i c o e s  d e  

c o n t o r n o .  

Ur n p e q u e n o r e s u mo d e  d i f e r e n c a s  f i n i t a s ,  c o n s l s t e n c l a ,  

c o n v e r g On c  i  a  ,  me t o d o s  d e  d I s c r e t l z a c S o ,  s o l u c S o d e  ur n s i  s t e r n a  

l i n e a r  e  me t o d o s  d e  r e l a x a c a o s a o a p r e s e n t a d o s  n o t e r c e i r o 

c a p i t u 1 o .  

No q u a r t o c a p ; t u l o a p r e s e n t a mo s  ur n b r e v e  h i s t o n c o 



d o me t o d o e  a  s u a  d e s c r i c a o a t r a v e s  dc-:  uma  a p l  i c a c a o n a  s o i u c a o 

d a  e q u a c a o d e  P o i s s o n e  o c o mp o r t a me n t o d o KG em ma l h a s  

i  r r e g u 1 a r e s .  

F l n a l me n t e ,  n o q u mt o c a p f t u l o f a z e mo s  uma  a n a l i s e  

d o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  n o s  t e s t e s ,  l i s t a n d o a s  d i f i c u l d a d e s  

e n c o n t r a d a s  e  c i t a mo s  a  1 g u n s  a s s u n t o s  p a r a  f u t u r o s  t r a b a l h o s .  

4 



CAPI TULO I  I  

.  2 .  CONCEI TOS MATEMATI  COS PAPA 0 ESTUDO 

0 o b j e t i v o d e s t e  c a p i t u l o e  a p r e e e n t a r  ur n r e s u mo d a  

ma t e ma t i c a  n e c e s s a r i a  p a r a  o e s t u d o d o me t o d o m u i t i - q r i d .  

Em p r i me i r o l u g a r  d a mo s  a  c l a s s i f ' i c a f a o d a s  e q u a c o e s  

d i  f e r e n c i a  i  s .  Lo g o a  s e g u i r  a p r e s e n t a mo s  o s  t i p o s  d e  d o mf n i o 

n o s  q u a i s  a  e q u a c S o e  d e f m i d a .  P a r a  e n c e r r a r  e s t e  c a p i t u l o 



d e s c r e v e mo s  a s  c o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o c om s u a s  d e v i - d a s  

e s p e c i f i c a c o e s  num d a d o p r o b l e ma .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 . 2 C l a s s  i f j . c a j a o d a s  Ec j u a c . g e s  

Qu a l q u e r  e q u a c a o d i f e r e n c l a l  q u e  c o n t e n h azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dor l vadas  

p a r c i a i s  c h a ma - s e  e q u a c a o d i f e r e n c i a l  p a r c i a l  ( E D? ) ,  c u j a  o r d e m 

e  i g u a l ,  p o r  a n a l o g i a  c om a  t e o r i a  d a s  e q u a c o e s  d i f e r e n c ; a i s  

o r d i n a r i a s ,  a  d a  d e r i v a d a  p a r c i a l  d e  ma i o r  o r d e m.  A v a n a v e l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

de pe nde nt e  ( a  f u n c a o i n c o g n i t a )  e m q u a l q u e r  EDP d e v e  s e r  uma  

f u n c a o d e  p e l o me n o s  d u a s  v a n a v e i s  1 n d e p e n d e n t e s ,  p o i s  d e  

o u t r a  f o r ma  a s  d e n v a d a s  p a r c i a i s  n a o c u r g i r i a m,  e  p o d e m s e r ,  

em g e r a l ,  uma  f u n c a o d e  n ( > 2 )  v a n a v e i s  l  n d e p e n d e n t e s .  

Uma  EDP d e  s e g u n d a  o r d e m p o d e  s e r  e s c n t a  n a  f o r ma :  

2 2 2 

3 u 3 u 3 U a u 3 u 

a  + b + c  + d + e  + f  u + g = 0 ( 1 )  

. 2 2 '2 

3 x 3 x y a y 3 X
 3

y 

o n d e  a ,  b ,  c ,  d ,  e ,  f  e  g s a o c o n s t a n t e s  o u f u n c o e s  q u e  e n v o l v e m 

x ,  y ,  u ,  o u d e n v a d a s  p a r c i a i s  d e  p n me i r a  o r d e m d e  u .  

No t e mo s  q u e  q u a n d o u e  s u a s  d e n v a d a s  p a r c i a i s  

o c o r r e r n s o me n t e  n o p n me i r o g r a u e  q u o p r o d u t o s  d e  u e  s u a s  

d e n v a d a s  e s t  l  v e r e m a u s e n t e s ,  i s t o e ,  s e  f  f o r  i g u a l  a  z e r o e  

3 u 3 u 

•  a ,  b ,  e ,  d e  g n a o d e p e n d e r e m d e  u o u o u a  e q u a c a o e  

3 x .  .9 y 



d i t a  l i n e a r .  Ca s o c o n t r a r i o a  e q u a c a o d i f e r e n c l a l  e  d l t a  n a o 

1 i  n e a r .  

Po d e mo s  c l a s e i f i c a - l a  e m.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 
•  E l f p t l c a  s e  b -  4 a c  < 0 

r 2 
P a r a b o l l c a  s e  b -  4 a c  = 0 

2 
H i p e r b d l i c a  s e  b -  4 a c  > 0 

No c a s o d e  e q u a c o e s  e l f p t i c a s ,  •  a i g u ma s  s a o 

c 1 a s s l c a s .  

S' e  a  = c  = 1 e  b = d = e  = f  = 0 ,  t e m- s e  

2 2 
•  3 u 3 u 

+ + g = 0 1 2 )  

2 2 -

3 x 3 y 

c h a ma d a  e q u a c S o d e  P o i s s On .  

S e a = c = l  e  b = d = e = f = g = 0 ,  t e m- s e  

2 2 
3 u 3 u 

+ = 0 ( 3 )  

2 2 
3 x 3 y 

c h a ma d a  e q u a c a o d e  L a p l a c e .  

Se  a = c = l ; b = d = e = 0 e  f / 0 ,  t e m- s e  

7 



2 2 

+ + f u =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  •  ( 4 )  

2 2 

x y 

c h a ma d a  e q u a c a o d e  He l mh o l t z .  

Se  n o c a s o ( 4 )  f  f o r  uma  c o n s t a n t e  a  e q u a c a o e  d i t a  

s i mp i e s me n t e  d e  He l mh o l t z  t e n d o ur n p r o b l e ma d o v a l o r  d e  

c o n t o r n o e  s e  f  f o r  ur n p a r a me t r o a  s e r  d e t e r mi n a d o a  e q u a c a o e  

d i t a  d e  He l mh o l t z  g e n e r a l i z a d a ,  q u e  e  ur n p r o b l e ma d e  a u t o v a l o r  

p a r a  e q u a c S e s  d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s .  

2 . 3 Do mXn i o 

Po d e mo s  d i s t i n g U i r  d o i s  t i p o s  d e  d o mi n i o ,  n o s  q u a  i s  

a  e q u a c a o e  d e f i n i d a .  

0 d o mi n i o ma i s  s i mp l e s  e  o r e t a n g u l a r  o n d e  

f t  = { ( x , y ) | x < x < x , y < y < y > 

1 n l  n 

e  v a n o s  me t o d o s  n u me n c o s  t o r n s i d o d e s e n v o 1 v zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi d o s  p a r a  o b t e r  

v a n t a g e n s  d e  s u a  e s t r u t u r a  e s p e c i a l .  Em n o s s a  t e r mI n o 3 o g l a ,  

d o n n ' n i o g e r a l  s r g n i f i c a  ur n d o mi n i o .  i i m i t a d o e  n a o r e t a n g u l a r ,  

p o d e n d o t e r  b u r a c o s  o u f e n d a s  r e mo v i d a s  d o s e u i n t e r i o r  ( n o s  

" q u a i s  a s  c o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o d e v e m s e r  t a mb e m e s p e c l f l c a d a s ) ,  

ma s  e l e  d e v e  s e r  c o n v e x o ,  i s t o e ,  q u a i s q u e r  d o i s  p o n t o s  n o 

i n t e r i o r  d e  d e v e  s e r  c o n e c t a v e l  p o r  uma  i mh a  p o l i g o n a i .  

8 



P r o b l e r n a s  e l f p t i c o s  t a mb e m p o d e m s e r  d e f i n i d o s  -  em 

d o mf n i o s  s e m c o n t o r n o ( n e s t e  c a s o a s  c o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o " n o 

i n f i n i t o "  s a o r e q u e r i d a s ) ,  ma s  o s  d o mf n i o s  s a o u s u a l me n t e  

t r u n c a d o t : .  a o r e s o l v o - l o s  n u me r  1 c a me n t e .  

2 - 4 Co n d i c g e s  d e  Co n t o r n o 

0 t i p o ma  i s  c omum d e  c o n d i c a o d e  c o n t o r n o 

e s p e c i f i c a d a  e m p r o b l e r n a s  e l f p t i c o s  e  d a  f o r ma  g e r a i  

p ( x , y ) u + q ( x , y ) u = r ( x , y )  ( ( x , y > £zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dV. )  ( 5 )  

n 

o n d e  u e  a  d e n v a d a  d e  u em d i r e c a o n o r ma l  a o c o n t o r n o 

n 

No r ma l me n t e  uma  t e r mmo i o g i a  6 a s s o c i a d a  a  v a r i o s  

c a s o s  e s p e c i a i s .  Em p a r t i c u l a r ,  o s  s e g u mt e s  c a s o s  s a o 

i n c l u f d o s :  

p ( x , y )  = 0 c o n d i c a o c e  D i r i c h l e t  

q ( x , y )  = 0 c o n d i c a o d e  Ne u ma n n 

p .  q = 0 c o n d i c a o d e  Ro b b i n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 2 

Qu a n d o p . q = 0 e p + q > 0 ,  a  c o n d i c a o © c h a ma d a  

s e p a r a d a .  Se  r  = 0 e m J f i  e n t a o a s  c o n d i c o e s  s a o c h a ma d a s  

h o mo g e n e a s .  

9 



DomzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f n i o s  

t i p o p e r i d d i c o ,  

r e t a n g u l a r e s  t a mb ©m a d mi t e m c o n d 1 c o e s  d o 

y 

i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< y < y 

n 

( &)  

e / o /  

x 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< X <  X 

n 

( 7 )  

l  s t o ©,  a  s o i u c a o e  uma  f u n c a o p e r i o d i c a  d e  x ,  y o u d e  a mb o s .  

C e r t o s  t e r mo s  s a o c o mu n s . t a mb e m n a  d i s c r e t i 2 a c ? o d o s  

p r o b l e r n a s  d e  v a l o r  d e  c o n t o r n o c o mo um t o d o ( I s t o e ,  

c o mb ma c o e s  p a r t  l  c u 1 a r e s '  d e  o p e r a d o r  d i f e r e n c i a i ,  d o mi n i o ,  . e / o u 

-  P r o b l e r n a s  d e  D i r i c h l e t  

As  .  c o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o e s p e c i f i c a m a  s o i u c a o a o 

l o n g o d e  t o d o o c o n t o r n o ,  ( i s t o e ,  p = 0 em 8f t  ) .  

-  P r o b l e r n a s  d e  Ne u ma n n 

As  c o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o e s p e c i f i c a m a  d e r l v a d a  

n o r ma l  p a r a  f o r a  d o c o n t o r n o ( l s t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6,  q = 0 em 3f t  ) .  

d o mi n i o o r e t a n g u l a r  e  a s  c o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o s a o p e r i d d i c a s  

o u d a  f o r ma ( 5 )  c om p e  q c o n s t a n t e s  a o l o n g o d e  c a d a  1 a d o .  

P r o b l e r n a s  s e p a r a v e i s  p o d e m s e r  r e s o l v i d o s  n u me r I c a me n t e  d e  mo d o 

c o n d i c o e s  d e  c o n t o r n o ) .  E n t r e  e i e  s  s a o :  

-  P r o b l e r n a  s e p a r a v e i  

0 o p e r a d o r  d i f e r e n c i a i  p a r c i a l  e  s e p a r a v e i ,  o 

1 0 



e f i c i c - n t e  p e l a  s e p a r a c a o d e  v a r i a v e i s . d i s c r e t a s .  E s t a s  s a o a s  

t a o f a i a d a s  t e c n l c a s  d e  s o l u c ; o e s  " d i r e t a s  r ^ p i d a s " .  

-  P r o b l e ma  a u t o - a d j u n t o 

0 p r o b l e ma  e  b a s e a d o num p r i n c i p i o v a r i a c i o n a l ,  1 s t o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e ,  a p a r e c e  a o mi n i mi z a r  uma  i n t e g r a l  q u e  d e s c r e v e  a  e n e r g i a  d e  

ur n s . f ' s t e ma  f f s i c o .  

1 1 



C A P I T U L O I I I  

3 .  DI FERENCAS F I NI TAS 

3 - 1 I n t r o d u c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 3 0  

No p r e s e n t e  c a p i t u i o ,  e s t u d a mo s  a s  c h a ma d a s  

" d i f e r e n c a s  f i n i t a s "  f r e q u e n t e me n t e  u s a d a s  n a  r e s o l u c a o 

n u me n c a  d a s  e q u a c o e s  d i f e r e n c i a i s  p a r c i a s .  

Al e m d l s s o a p r e s e n t a mo s  a l g u ma s  n o c c i e s  s o b r e  

c o n s  i . s t e n c  l  a ,  c o n v e r g e n c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I  a ,  me t o d o s  d e  d l  s c r o t i  z a c a o ,  me t o d o s  



d e  s o i u c a o d e  s i s t e ma s  d e  e q u a c o e s  l i n e a r e s  e  me t o d o s  d e  

r e l a x a c a o .  

3 . 2 Di f e r e n c a s  F i n i t a s  

i  

P e l o t e o r e ma  d e  T a y l o r ,  q u a n d o uma  f u n c a o u e  s u a s  

d e n v a d a s  s a o f  u n c o o s  c o n t f n u a s ,  f i n i t a s  d e  x ,  t e mo s :  

2 3 

u ( x + h )  = u ( >; )  + h u ' ( x )  + ( l / 2 ) h u " ( x )  + ( l / 6 ) h ' ' ' ( x )  + 

( 8 )  

u ( x - h )  = u ( x )  -  h u ' ( x )  + ( l / 2 ) h u ' ' ( x )  -  ( l / 6 ) hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ' ' ' ix) + 

( 3 )  

So ma n d o ( 8 )  a  ( 9 )  o b t e mo s  a  s e g u mt e  e x p r e s s ' a o :  

2 4 

u ( x + h )  + u ( x - h )  = 2 u ( x )  + h u ' ' ( x )  + 0 ( h )  ( 1 0 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 

o n d e  0 ( h )  d e n o t a  o t e r mo c o n t e n d o a  q u a r t a  o u r na i or  p o t e n c i a  

d e  h .  

4 

As s u mi n d o q u e  0 ( h )  s e j a  d e s p r e z i v e l  em c o mp a r a c a o 

3 

c om h ,  s e g u e  q u e  

1 3 



2 

d uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 
U " ( x )  = ( u ( x - + h )  -  2 u ( x )  -  u ( x - h ) } ,  ( 1 1 )  

2 2 

d x h 

c om ur n o r r o d a  o r d e m 0 ( h )  n o s e g u n d o me mb r o .  

,•  

S u b t r a i n d o ( 3 )  d e  ( 8 )  e  d e s p r e z a n d o o t e r mo d e  o r d e m 

3 

h ,  

u '  ( x )  

d u 

d x 

{ u ( x - t - h )  -  u ( x - h ) )  

2 h 
( 12 ) 

u ( x )  

B u ( x + h )  

' u ( x - h )
 r

P u ( x )  I  
i  i  

i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
l  

x - h x + h 

f i g u r a  3 . 1 -  Ap r o x i ma c a o d e  d i f e r e n c a  c e n t r a l  

A e q u a c a o ( 1 2 )  a p r o x i ma  a  mc l ma c a o d a  t a n g e n t e  em 

P p e l a  i n c l i n a c a o d a  c o r d a  AB,  e  e  c h a ma d a  uma  a p r o x i ma c a o d e  

d i f e r e n c a  c e n t r a l .  A a p r o x i ma c a o p o d e  s e r  r e a l i z a d a  p e l a  

i n c l i n a c a o d a  c o r d a  PB,  r e s u l t a n d o a  f o r mu l a  d e  d i f e r e n c a  

1 4 



p r o g r e s s i v a  

1 

u ' ( x )  -  { u ( x + h )  -  u ( x ) } ( 1 3 )  

h 

o u a  i n c l i n a c a o d a  c o r d a  AP r e s u l t a n d o a  f o r mu l a  d e  d i f e r e n c a  

r e g r e s s  i  v a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ * 

.  1 

u ' ( x )  -  — -  ( u ( x )  -  u ( x - h ) )  ( 1 4 )  

h 

Po d e mo s  o b s e r v a r  q u e  a s  e q u a c o e s  ( 1 3 )  e  ( 1 4 )  r e s u i t a m 

i me d l a t a me n t e  d e  ( 8 )  e  ( 3 ) ,  r e s p e c t l v a me n t o ,  a s s u mi n d o q u o a s  

p o t Gn c i a s  d o i s  o u ma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI o r e s  d e  h .  s a o d e s p r e z i v e i s .  P o r i s s o 

p o d e mo s  d i z e r  q u e  n a s  f o r mu l a s  d e  d i f e r e n c a  p r o g r e s s i v a  e  

r e g r e s s i v a  o e r r o em a mb o s  e  0 ( h ) .  

As  d i f e r e n c a s  f i n i t a s  s a o a mp l a me n t e  u s a d a s  p a r a  a  

r e p r e s e n t a c a o d o s  p o l mo mi o s  d e  I n t e r p o l a c a o e  n a  u t i l i z a c a o 

d e s t e s  p o l i n o mi o s  n a  s o i u c a o d e  e q u a c o e s  d i f e r e n c i a i s  e  r i a  

q u a d r a t u r a  n u me n c a .  

A u t i l i z a c a o d e s s a s  d i f e r e n c a s  e  d o g r a n c e  

i mp o r t a n c i a  p a r a  a  o b t e n c S o d e  a p r o x i ma c S o d a s  d e n v a d a s  d e  

c e r t a s  f u n c o e s .  

Ab a i x o s a o  a p r e s e n t a d a s  a s  d e n v a d a s  a p r o x i ma d a s  

p e l a s  d i f e r e n c a s :  

1 5 



d u u - u 

i  1 +1 i  

a )
 u

'  = = 

d x h 

2 

j  

i  1 +2 i + I  

J  d u u + 2 u + u 

b )
 u

 "  - a  = 

l  2 2 

d x h 

3 

d u u -  3 u + 3 u -  u 

l  i + 3 1 +2 l + l  i  

c )
 U

" '  a  = 

i  3 3 

d x h 

3 u u ( x + h , y )  -  u ( x , y )  

3 x h 

2 

3 u u ( x + 2 h , y )  -  2 u ( x + h , y )  + u ( x , y )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e ) .  •  " 

2 2 

3 x h 

3 

3 u u ( x + 3 h , y )  -  3 u ( x + 2 h )  + 3 u ( x + h )  -  u ( x , y )  

f )  ^  

3 3 .  

3 x h 

A a p r o x i ma c a o p o r  d i f e r e n c a  c e n t r a l  e  r e l e v a n t e  p a r a  

a  s o i u c a o n u me r i c a  d a  e q u a c a o d e  P o i s s o n .  

16 



Na  n a l h a  d e  d i  e c r e t  i z a c a o t o r n ;  ; «i Os  s e t n p r e  3 p o n t o s ,  

a o l o n g o d e  um e i x o ,  s e n d o q u e  d o i s  d o l e s  s a o s i m©t r i c o s  e m 

r e l a c a o ' a o t e r c e l r o .  

3 . 3 Co n s  J  s t o n e i a  

2 

S e n d o Lu =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V u 

o n d e  

2 2 

3 u 3 u 

2 

V u = + 

2 2 

3 X 3-y 

P a r a  r e s o l v o r  o p r o b l e ma  

L u ( x , y )  •  F Cx , y )  F f t  ( 1 5 )  

u = f  f  3f t  

a s  c o n d i c o e s  g e r a i s  d o me t o d o d a s  d i f e r e n c a s  f i n i t a s  s a o d a d a s  

p e  1 a  

D e f i n i c a o 1 :  A s e q Ue n c i a  

S = (  ( G ,  F ,  P.  )  )  j , h = 1 ,  

h J  J .  

17 



e  d i t a  s e r  um me t o d o d e  d i f e r e n c a s  f i n i t a s ,  p a r a  s o l u c i o n a r  

( 1 5 )  s e  a s  t r e s  c o n d i c o e s  a b a i x o f o r e m s a t i s f e i t a s .  

C I )  Os  G s a o ma l h a s  em f t  c o m t a ma n h o 

.  h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i f  
h = !  G !  t e n d e n d o a  z e r o .  

J  W 

C2 )  Os  F s a o ma p e a me n t o s  c o n t f n u o s  

J  

o o o 

C (  3 f t , R)  x C ( G , R)  —> C ( G ,  R ) .  

h h 

o 
P a r a  c a d a  f  6 C (  3 f t , R)  f i x o ,  t o d o s  o s  F ( f  )  s a o ma p e a me n t o s  

J  » 

o o 

h h 

C3 )  Os  R s a o ma p e a me n t o s  ! i n e a r e s  

J  

o o 

C ( G ,  R)  - - > C ( M ,  R> 

h j  

0 me t o d o S © d i t o s e r  c o n s i s t e n t e  s e  a  s e g u l n t e  

c o n d i c a o f o r  s a t i s f e i t a .  

C4 )  E x i s t e  um m ma i o r  o u i g u a l  a  2 t a l  q u e  p a r a  t o d o 

m 

u p e r t e n c e n t e  a  C (  f t , R) ,  

1 8 



l l m | } F ( f , r  ( u ) )  -  R <r  ( q ) ) | |  = 0 

J  J  •  J  J  

J - >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CO 

Aq u i  r  = r G ,  f = r  ( u ) ,  e  q ( x , y > = L u ( x , y )  p a r a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i  i f  2 2 

t o d o ( x ,  y )  £ f t  ,  er a  q u e  L = + 

2 2 

3 x 3 y 

3 •  4 GQQv e r g e n . £ i . a  

S e j a  u a  r e p r e s e n t a c a o d a  s o i u c a o e x a t a  d a  e q u a c a o 

d i f e r e n c i a i  p a r c i a l  e  U uma  s o l u c S o a p r o x i ma d a .  

Ent ? So a  s o 1 u e a o o d i t a  c o n v e r g e n t e  q u a n d o U t e n d e  

p a r a  u q u a n d o h t e n d e  a  z e r o .  

Emb o r a  a  c o n d i c a o s e g u n d o a  q u a l  U c o n v e r g e  p a r a  u 

e s t a n d o be m e s t a b e l e c i d a  p a r a  e q u a c o e s  d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s  

e l f p t i c a s ,  p a r a b d l i c a s  e  h i p e r b d l i c a s  l i n e a r e s  ,  d e  s e g u n d a  

o r d e m c om s o l u c o e s  s a t i s f a z e n d o j u s t a me n t e  a s  c o n d i c o e s  g e r a i s  

d e  c o n t o r n o e  i n i c i a l ,  e l  a s  n§ o s 3 o c o n h e c i d a s  p a r a  e q u a c o e s  

n a o l i n e a r e s ,  e x c e t o em p o u c o s  c a s o s  p a r t l c u 1 a r e s .  Como o n o s s o 

e s t u d o r e f e r e - s e  a  e q u a c S e s  d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s  e l f p t i c a s  

l i n e a r e s  d e  s t ? g u n d a  o r d e m,  c om s o l u c o e s  s a t i s f a z e n d o a s  

c o n d i c o e s  d e  D i n c h i e t  na"o n o s  l mp o r t a mo s  c om a s  e q u a c o e s  n a o 

1 l n e a r e s .  

1 9 



B i s c r e t l z a c a o 

E x i s t e m d o i s  e s t a g i o s  p a r a  a  s o i u c a o d e  p r o b l e r n a s  d e  

v a l o r  d e  c o n t o r n o e l i ' p t i c o p o r  me t o d o s  n u me r i c o s .  A p n me i r a  

f a s e  c h a ma d a  d 1 s c r e t 1 z a c a o ,  r e q u e r  uma  s u b s t 1 t u 1 c a o d o p r o b l e ma  

c o n t ^ f n u o p o r  s u a  a p r o x i ma c a o d i s c r e t a .  No c a s o d a s  e q u a c o e s  ( 1 )  

e  ( 5 )  o b t e mo s  um s i s t e r a a  d e  e q u a c o e s  a l g e b r i c a s  l i n e a r e s .  Em 

g e r a l ,  ma i o r  o s i s t e ma  l i n e a r ,  me l h o r  a  a p r o x i ma c 3 o .  A s e g u n d a  

f a s e  e  a  s o i u c a o d o s i s t e ma  l i n e a r .  

No me t o d o d a s  d i f e r e n c a s  f i n i t a s  u t i l i z a - s e  uma  ma l h a  

r e t a n g u l a r  G = ( x ,  y > ,  i  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 ,  . . . » n ;  j  = 1,  . . . »zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m s o b r e  o 

i  J  
d o mi n i o c om o p r o p d s i t o d o d e t e r mi n a r  a s  a p r o x i ma c o e s  p a r a  a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r 

s o i u c a o d e  c a d a  p o n t o d a  ma l h a  em G = G( R 0 s R ) .  

P a r a  f a z e r  i s t o ,  n o s  e s c r e v e mo s  uma  e q u a c a o 

a l g e b r i c a  p a r a  c a d a  p o n t o d e  G'  q u e  l o c a l r n e n t e  e  uma  

a p r o x i ma c a o d a  e q u a c a o d i f e r e n c i a i .  A a p r o x i ma c a o ma  i s  s i mp l e s  

e  d e  t r o c a r  a s  d e n v a d a s  n a  e q u a c a o d i f e r e n c i a i  p o r  uma  s i mp l e s  

d i f e r e n c a  d i v i d i d a .  

No s  l l u s t r a mo s  o p r o c e d l r n e n t o n o c a s o d o r e t a n g u l o R 

o n d e  G '  = G.  

Ne s t e  c a s o o s  u ( x ,  y )  s a o i n c o g n i t a s ,  d e n o t a d o s  p o r  

i  J  .  

U ,  i  = l ,  •  •' •  ,  n ,  j = l ,  m.  No c a s o d o s  p o n t o s  d a  ma l h a  

1 ,  J  

s e r e m i g u a l me n t e  e s p a c a d o s ,  a  e q u a c a o a  d i f e r e n c a s  f i n i t a s  

a p r o x i ma  a  e q u a c a o ( 1 )  n o s  p o n t o s  ( x ,  y )  = ( i h , j k )  c o r n :  

i  J  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

20  



2 

3 u U -  2U + U zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u a ~ . 

XX 

2 2 

3X h 

2 

J  3 u U -  2U + TJ  

i » J + l  l , J  1 , J - l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u
 ~ ;  

y y 

2 2 

3 y k 

•  2 

3 U U - U - U + U 

i + l , J + l  i + l , J - l  i - l , J + l  i - 1 , J - l  

u = ~ 

x y 

3 x y 4 h k 

3 u U -  U 

1 + 1 , J  1 - 1 , J  

u 
X 

3 x 2 h 

3 u U -  U 

1 , J +1 1 , J - 1 

u 

y 

3 y 2 k 

o n d e  h e  k s a o o s  e s p a c a r n e n t o s  d a  ma l h a  n a s  d i r e c o e s  d a s  

c o o r d e n a d a s  x e  y ,  r e s p e c t i v a me n t e .  P a r a  a  e q u a c a o 

Lu = ( a u )  + ( c u )  + f u = g ( 1 6 )  

x x y y 

t e mo s :  

2 1 



t e r n o s :  

2 

3 u CU -  - U D - a C U - U 3 

*
 +

 l , J  » r j  •  ~ i . J  i - l ,  j  

a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

2 '  2 

i f x h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 

3 u CU - U D - c C U - U ]  

l » J + » l , J  "  i , J  i , J ~ l  

2 '  2 

a y k 

o n d e  

a  = a ( x + h / 2 ,  y ) ,  

+ i  J  

c  = c ( x ,  y + k / 2 ) ,  

a  = a ( x -  h / 2 ,  y )  ,  

i  J  

c  = c ( x ,  y -  k / 2 ) .  

i  J  

No c a s o d a  e q u a c a o ( 1 ) ,  c a p i t u l o 2 ,  c om b = 0 c o n d u z  

a  d i f e r e n c a s  f i n i t a s  d a  f o r ma  

a U + a U + a U + a U + a U 

0 l , j  1 1 - 1 , J  2 i , j - l  3 l - l , j  4  i , j -

2 2 



o n d e  

2 a  2 c  

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2  2 
h k 

i  

a  e  

1 2 

h 2h"  

c  

2 2 

2 k 

a  s  

3 2 

h 2 h 

c  

4 2 

2 k 

. Ne s t e  c a s o ,  t o d a s  a s  f u n c o e s  s a o a v a l  l  a d a s  n o p o n t o 

( x ,  y )  .  P a r a  a  e q u a c S o ( 1 6 )  o b t o r n o s :  

» J  

a  -  a  c  + c  
+ + 

a  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f _  _  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 2 2 
h k 

2 3 



Co n d i c o e s  d e  c o n t o r n o t a mb e m d e v e m s e r  i n c o r p o r a d a s  

n a  d i s c r e t i z a c S o e  a s  c o n d i c o e s  p e r i d d i c a s  e  d e  D i r i c h l e t  s a o 

t r a t a d a s  d i r e t a me n t e .  P a r a  um p o n t o em 3f t  o n d e  a  e q u a c S o ( 5 )  e  

s a t i s f e i t a  c om p ^ 0 ,  a  a p r o x i ma c a o ma i s  s i mp l e s  d e v e  s e r  

e s c r i t a  n a  f o r ma  d e  d i f e r e n c a s  f i n i t a s  d e  ( 1 )  p a r a  e s t e  p o n t o .  

E n t a o u s a - s e  um a p r o x i ma c a o a  d i f e r e n c a s  f i n i t a s  em ( 5 )  p a r a  

e l i m i n a r  a s  i n c o g n i t a s  mt r o d u z i d a s  f o r a  d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d o mi n i o .  

a  c  2 h q a  d 

0 2 2 2 

h h p h 2 h 

c  
a  = 0 ,  a  = + 

1 2 2 

k 2 k 

2 a  c  e  

2 4 2 

h k 2 k 

o n d e  o 1 a d o d i r e i t o d a  e q u a c a o d e v e  s e r  t r o c a d o p o i  

2 4 



2 

-  2 h r [  a / h + d / ( 2 h )  ]  / p .  

A a p r o x i ma c a o d a  e q u a c a o ( 1 6 )  r e s u l t a  e m 

a  + a  c  + c  2 h q a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ - + - + 

*0 2 2 

h k p h 

c  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+  

a  = 0 ,  a  = 

1 2 2 

k 

a  + a  c  

+ -

a  = a  

3 2 :  4 2 

h k 

2 

o n d e  o 1 a d o d i r e i t o e  mo d i f i c a d o p a r a  g = 2 h r  Ca  / h 3 / p .  
+  

Na e q u a c S o a  d i f e r e p c a s  f i n i t a s  a  a p r o x i ma c a o em 

c a d a  p o n t o d a  ma l h a  e n v o l v e  a p r o x l ma c o e s  em ma i s  q u a t r o p o n t o s  

q u a n d o b = 0 ;  o s  c mc o p o n t o s  c o n s t i t u e m a  e s t r e i a  d e  5 p o n t o s .  

P a r a  s u a v i z a r  U em uma ma l h a  u n i f o r me ,  o e r r o d e  a p r o x i ma c a ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 

2 2 2 2 

0 ( h +k ) ,  1 s t o e ,  o e r r o t e n d e  a  z e r o t a o r a p i d o q u a n t o h +k .  

P o r t a n t o d i z e mo s  q u e  a s  f o r mu l a s  a  d i f e r e n c a s  

f i n i t a s  s a o d e  s e g u n d a  o r d e m.  

2 5 



3 . 6 Ms t o d o s  d e  s g i u c . 2 g 

A d i s c r e t i z a c a o d e  um p r o b l e ma  e l f p t i c o p r o d u z  um 

s i s t e ma d e  e q u a c S e s  a l g d b r i c a s  l i n e a r e s ,  q u e  d e n o t a mo s  p o r  

Au = b .  

Me t o d o s  p a r a  a  s o i u c a o d e s t e  s i s t e ma p o d e m s e r  

c 1 a s s i f i c a d o s  e m d i r e t o s  e  i t e r a t i v o s  ( e mb o r a  e x i s t a m 

a t u a l me n t e  v a r i o s  me t o d o s  h f b r i d o s ) .  Me t o d o s  d i r e t o s  s e  p r e s t a m 

a o s  s i s t e ma s  d e  p e q u o n o p o r t e  c om ma t r i z e s  d o s  c o e f i c i e n t e s  

d e n s a s ;  t a mb o m r e s o l v e m s a t i s f a t o n a me n t e  v a r i o s  s i s t e ma s  

l i n e a r e s  c om a  ma t r i z  d o s  c o e f i c i e n t e s  p r o d u z e m a  r e s p o s t - a  n u n 

n u me r o f m i t o d e  p a s s o s  ( s e r a  c o n s i d e r a r  o e r r o d e  

a r r e d o n d a me n t o ) ,  a o p a s s o q u e  me t o d o s  i t e r a t i v o s  q u a n d o h a  

c o n v e r g e n c i a  g a r a n t i d a  s a o b a s t a n t e s  v a n t a j o s o s  n a  r e s o l u c a o d e  

s i s t e ma s  d e  g r a n d e  p o r t e  c om a  ma t r i z  d o s  c o e f i c i e n t e s  d o t i p o 

" e s p a r s a "  ( g r a n d e  p r o p o r c ^ o d e  z e r o s  e n t r e  s e u s  e i e me n t o s ) .  Os  

s i s t e ma s  o n u n d o s  d a  d i s c r e t i z c S o d e  e q u a c S e s  d i f e r e n c i a i s  

p a r c i a i s  a p r e s e n t a m um c a s o t i p i c o .  Ne l e s ,  o s  z e r o s  d a  ma t r i z  

o r i g i n a l  s a o p r e s e r v a d o s  e  a s  i t e r a c o e s  s a o c o n d u z i d a s  c om 

ma t r i z  o r i g i n a l ;  t o r n a n d o o s  v a l o r e s  a u t o c o r r g zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi v e i s ,  o q u e  

t e n d e  a  mi n i mi z a r  o s  e r r o s  d e  a r r e d o n d a me n t o ,  p r o d u z i n d o ur na  

s e q l i e n c i . a  d e  a p r o x i ma c o e s  q u e  c o n v e r g e m p a r a  s o i u c a o u a p e n a s  

n o l i m i t e  e  s o b d e t e r mi n a d a s  c o n d i c S e s .  

A s o i u c a o x d e  um s i s t e ma  l i n e a r  Ax = b p o d e  s e r  

o b t i d a  u t i 1 l z a n d o - s e  o me t o d o i t e r a t i v e q u e  c o n s i s t e  em 

( 1 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 2 ) ( p )  

c a l c u l a r  uma  s e q u e n c i a  x ,  x ,  x ,  . . .  d e  

2 6 



Duas  da s  t e c mc a s  usa' d; , s  no mot oc o i t e r a t i v o s a o :  

a )  Ga us ; ; - Se i de l  que  g e r a  a s  a p r o x i ma c 8 e s  p e l  a  r e l a c S o 

( p )  k - 1 ( p )  n ( p - i )  
x = 1/ a  ( b - Z x -  E x ) ,  

k kk .  k i  = l  i  j  =k +i  

b )  J a c o b i  que  p r o d u z  a s  a p r o x i ma c o e s  p e l  a  r e l a c ' a o 

( p>
 k

_ !  ( p - I )  
x = 1/ a  ( b - E x )  

k k k k j = l  

Em ambas  a s  t e c mc a s  c o n t mu a - s e  a  g e r a r  a p r o x i ma c Se s  a t e  que  

um dos  c r i t e r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 0 s  a b a i x o s e j a  s a t i s f e i t o -

( p - 1 )  ( p )  
max | x -  x !  <= e  ,  onc e  e  e  a  t o l e r a l n c i a  

1 1 

ou 

p > MI ,  onde  MI  e  o nume r o max 1  mo de  i t e r a n c e s  

A e c t r u t u r a  da  ma t n z  A de pe nde  de  como nume r a mos  as  

i n c o g n i t a s  e  a  or de na c a ' o da s  e q u a c o e s .  Em d i f e r e n c a s  f i n i t a s ,  

a s  e qua c oe s  e  a s  i n c d g mt a s  c o r r e s p o n d e m a os  p o n t o s  da  ma l h a ,  e  

c o n s e q u e n t e me n t e  nume r a r  os  p o n t o s  da  ma l ha  6 e q u i v a l e n t e  a  

nume r a r  a s  e qua c oe s  e  i n c o g n i t a s  da  mesma  ma n e i r a .  Ne s t a  t 3 o 
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nume r a r  a s  e qua c oe s  e  i n c o g n i t a s  da  . mesma  ma n e i r a .  Ne s t a  . t a o 

f a l a d a  o r d e n a c a o n a t u r a l  nume r a mos  os  p o n t o s  cm G'  da  e s q u e r d a  

p a r a  a  d i r e i t a  e  de  b a i x o p a r a  c i ma .  

Or de na c Se s  s i mi l a r e s  e x i s t e m no c a e o de  e l e me n t o s  

f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 n 1 t o s .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  *  

3 -
7

 £i § t o<| os  de  E®i s ><3S22 

Me t odos  de  r e i a x a c a o s a o me t odos  i t e r a t i v o s  p a r a  a  

s ol uc a ' o de  s i s t e ma s  de  e qua c oe s  a l g e b n c a s  i me a r e s ,  e  e s t a o 

d i r e t a me n t e  r e l a c i o n a d o s  a os  me t odos  mu l t i - g r i d .  

No c o n t e x t o do me t odo. KG,  s e j a m 

h = t a ma nho da  ma i ha  

G = ma l ha  de  t r a b a l h o 

h 

G = s u b c o n j u n t o de  G ,  a  c a da  r e i a x a c a o 
h h 

V = c o n j u n t o de  i n d i c e s  de  e s pa c a me nt o c ompos t o de  

t r e s  s u b c o n j u n t o s  

0 
V :  c a r a c t e r i z a  a q u e i e s  p o n t o s  da  ma l ha  onde  os  

v a l o r e s  da  ma i ha  s 3o s o i u c i o n a d o s  

s l mu 1 t a n e a me n t e  com o p r o c e s s o de  r e i a x a c a o .  

V :  c a r a c t e r i z a  a q u e i e s  p o n t o s  da  ma l ha  onde  os  
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+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V 

v a l o r e s  p r e v i o s  ci a  ma l ha  s a o us a dos  com o 

p r o c e s s o de  r e i a x a c a o .  

:  c a r a c t e n z a  a q u e i e s  p o n t o s  da  ma l ha  onde  os  

novos  v a l o r e s  da  ma i ha  j a  a n a i i s a d o s  s a o 

us a dos  em v o z  dos  v a l o r e s  p r e v i o s .  

Ter n os  

< i )  Re i a x a c a o de  Ga us s  S e i d e l  com o r d e n a c a o 

1 e x i c o g r a f i c a  dos  p o n t o s  da  ma l ha  ( GS,  a q u i  da  e s q u e r d a  p a r a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T 

a  d i r e l t a ,  de  b a i x o p a r a  c i ma )  e  c a r a c t e n z a d a  p o r  G = G 
h h 

e  

0 + 
V = { ( 0 , 0 ) > ,  V = CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAK V;  X <0 ou ( k = 0 e  k < 0 ) ) .  

1 1 2 
( c f .  c a p . 4 ,  4 . 4 . 2)  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( 1 1 )  Re i a x a c a o de  Ga us s  S e i d e l  com o r d e n a c a o l i n h a  

p o r  l i n h a  ( l i n h a  GS,  a q u I :  i i n h a s  na  d i r e c a o da  a b c i s s a  x da  

e s q u e r d a  p a r a  a  d i r e i t a )  ^  c a r a c t e r I z a a a  p o r  G e  G e  
h h 

0 + 

V = ( k Vj  k = 0 ) ,  V = ( k V|  k <0>.  

( i l l )  Re i a x a c a o de  J a c o b l  e  c a r a c t e n z a d a  p o r  G = G 
h h 

0 + 
V = ( ( 0 , 0 ) ) ,  V = 0 
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( i v )  Re i a x a c a o v e r me 1 h o / p r e t o p r o c e d e  em do i s  p a s s o s  

p a r c i a i s .  Pa r a  ambos  os  p a s s o s  o e s pa c a me n t o de  V e  o mes mo de  

( i l l ) .  No p n r n e i r o p a s s o G c o n s i s t e  de  p o n t o s  ve r me  1 ho e  no 
h 

r  
s e gundo pa s s o G c o n s i s t e  de  p o n t o s  p r e t o s  ( c f .  c a p . 4 ,  4 . 4 . 1 ) .  

h 

•  ( v )  Re i a x a c a o de  Ga us s  S e i d e l  com o r d e n a c a o 

Ve r me l h o / p r e t o dos  p o n t o s  da  ma l ha  ( v e r me i . h o / p r e t o GS)  e  o b t i d a  

p e l  a  e s c o i h a  de  G como em ( i v )  e  
h 

0 + 
V = ( ( 0 , 0 ) )  ,  V = £k Vj k <0 ou ( k = 0 e  k < 0 ) } 

1 1 1 

( k Vj k +k p a r } .  
1 2 

Convem r e s s a l t a r  que  e s t e  r ne t odo e  e q u i v a l e n c e  a  

r e l a x a c So v e r me 1 h o / p r e t o s e  e  s ome nt e  s e  o o p e r a c o r  d i f e r e n c a  

f o r  d e s c r i t o p e l  a  e s t r e l a  de  5 p o n t o s ) .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• 
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C A P T T U L O I V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 .  0 METODO 

4 .  1 I n t r o d u c . a o 

Ne s t e  c a p f t u i o a p r e s e n t a n i o s  o h i s t o n c o do me t odo MG 

com s e u r e s p e c t i v e )  c o n c e i t o a l e m de  d e s c r e v e r mo s  s ua  a p i i  c a c a o 

em ma l ha s  q u a d r a d a s  com d o i s  t i p o s  de  . r e i a x a c a o d i s t mt a s  

( [ 0 4 ] ,  C1 7 3 ) .  



Pa r a  f a c i l i t a r  o e s t u d o ,  p r i me i r a me n t e  e  a pr e s e nt ' a da  

uma vi SuO g e r a i  o era  s e g u i d a  d e s e n v o i v i d a  d i r e t a me n t e  s ob a  

f o r ma  de  a p i i c a c a ' o .  

F i n a l  i z a n d o ,  f a z e mos  a l g u n s  c o me n t a mo s  s o b r e  o 

me t odo em ma l ha s  i r r e g u l a r e s  ( na"o u n i f o r me s )  com o i n t u i t o de  

d a r  uma pe que na  noc ^ o n e s t a  a r e a .  

4. 2 Hi s t j Sc i CQ e  Be r s p e c t i y a s  

0 p r mc i p i o mu l t i - g r i d e  s i mp l e s r a e n t e  c o n s t l t u f d o de  

a pr oxl ma c &' e s  com e r r o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 u a v i z a d o s ,  o b t  l  dos  p e l  a  a p i i c a c a ' o 

c o r r e t a  dos  me t odos  de  r e i a x a c a o .  De vi  do a  s ua v i z a c a ' o de  e r r o s  

a  c o r r e c a o d e s t a s  a p r o x l ma c o e s  pode  s e r  c a l c u l a d a  em 

ma l ha s  g r o s s e i r a s  r e c u r s l v a me n t e ,  u t i 1 i z a n d o - s e  de  "  ma l ha s  

g r o s s e i r a s  p a r a  o b t e r  uma  a p r ox i ma c Uo u n c i a l  que  r e f i n a d a  

p e r mi t e  o b t e r ' a p r o x l ma c Se s  p a r a  ma l ha s  r e f i n a d a s .  

Pa r a  o d e s e n v o 1 v l me n t o do me t odo mu l t i - g r i d pode mos  

d i s t i n g Ui r  t r § s  e s t i Sg i o s :  

a )  Su a v i z a c a o de  e r r o s  p e l  a  r e i a x a c a o .  

b )  Co r r e c o e s  da s  a p r o x i ma c o e s  o b t i d a s  em ma l ha s  

g r o s s e i r a s  e  a  a p l i c a c ^ o r e c u r s i v a  de s s a s  c o r e c 3 e s ,  

c )  Comf oi na c a o de  i t e r a c a o a n i n h a d a .  

0 e f o i t o da  s ua vi z a c a ' o de  e r r o dos  me t odos  de  
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r e l a x a c SozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 us a do p a r a  a  a c e l e r a c So da  c o n v e r g a n c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 a .  

A u t i l i z a c a ' o r e c u r s s i v a  da s  ma l ha s  g r o s s e i r a s  p a r a  a  

s o l u c a o e f i c i e n t o dos  pr o t a l e ma s  de  v a l o r  de  c o n t o r n o e l f p t i c o 

d i s c r e t o e s p e c i f i c o e r a  f e i t a  no c o n t e x t o dos  " me t odos  de  

r e d u c a o " ,  mt r o d u z i d o s  p o r  Sc h r o d e r  ( [ 1 4 ] ) .  
I f  

Os  p r i me i r o s  e s t u d o s  mt r o d u z e m e  i n v e s t  2 gam o 

me t odo mu l t i - g r i d no s e n t  1  do r e s t r i t o como a  c o n v e r g e n c i a  da  

s o l u c a o da  e qua c So de  Po i s s o n num q u a d r a d o u n i t d n o ,  p r o b i e ma s  

de  v a l o r  de  c o n t o r n o g e r a l  de  s e gunda  or de m com c o e f i c i e n t e s  

v a r i a v e i s  num q u a d r a d o u n i t a r i o e  c ombi na c oe s  do me t odo mu 1 t i -

- g r i d com i t e r a c o e s  a n i n h a d a s .  

0 p mr n e i r o r e c o n h e c  1  me r i i o da  e f i c i On c i a  dos  me t odos  

mu l t i - g r i d ( KG)  f o i  f e i t o p o r  Ac h i  Br a n d t  que  c o n t r i b u i u com a  

i n t r o d u c a o dos  KG na o l i n e a r  ( e s que ma de  a p r o x i ma c a o c o mp l e t a  

FAS)  e  a  t ^ c n i c a  a d a p t a t i v a  ( MLAT,  [ 0 5 ] ) ,  a  d i s c u s s So dos  

d o mf n i o s  g e r a i s  e  do r e f i n a me n t o i o c a l  da  ma l h a ,  a  a p l i c a c S o 

s i . s t e m̂ t  1  c a  da  i t e r a c a " o a n i n h a d a  ( FMG -  mu l t i - g r i d c o mp l e t e )  e  

p o r  f i m a  u t i 1 i z a c a o da  a n a l i s e  l o c a l  de  F o u r i e r  p a r a  a  

1 n v e s t 1 g a c a o t e o r i c a  e  o t i mi z a c a o do me t odo ( [ 0 3 ] ,  [ 0 4 ] ) .  

Ai n d a  pode mos  c i t a r  c o n t r 1 b u i c o e s  r e l e v a n t e s  p a r a  o 

f . u t u r o '  do me t odo mu l t i - g r i d como og r e s u l t  a dos  de  c o n v e r g e n c i a  

da s  c o n d i c 5 e s  de  c o n t o r n o p o r  As t r a k h a n s t e v ( [ 0 1 ] ) ,  a p r o x l ma c So 

mu l t l - g r i d como urn p r e d e c e s s o r  do me t odo MGR ( r e i a x a c a o dos  

mu l t i - g r i d )  e  as  i d e i a s  MG em conexa' o com a  d i s c r e t i z a c ^ o us a da  

em e l e me n t o s  f i n i t o s  de  Ni c o l a i d e s  ( [ 1 0 ] ) ,  s e ndo o Ul t i mo de  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 
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i n t e r e ^ s s e  ma  i s  t e d r i c o .  

En t r o 1975 e  1976 Ha c kbus h d e e e n v o l v e u os  e l e me n t o s  

f u n d a me n t a l s  do me t odo KG,  c o n t e n d o i n v e s t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 g a c d e s  t e d n c a s  e  

p r a t i c a s ,  e n t r e  a s  q u a i s :  a n ^ l i s o do p r o b l e ma  mo d e l o ,  me t odos  

de  r e i a x a c a o ve r me  1 h o / p r e t o ,  t r a t a me n t o de  d o mf n i o s  na"o 

r e t a h g u 1 a r e s ,  p r o b l e ma s  n3o l i n e a r e s  e  t e o r i a  de  c o n v e r g e n c i a  

p a r a  o me t odo mu l t i - g r i d .  

0 me t odo mu l t i - g r i d t e r n s  i  do a p i i c a d o na  s ol uc a ' o 

n u me r i c a  de  p r o b l e ma s  de  a u t o v a l o r e s ,  de  b i f u r c a c a o ,  

p a r a b d l i c o s  e  h i p e r b d l i c o s  em f  1 u i ' do- d i  nam l  c a  n u me r i c a .  A 3 em 

da s  e qua c oe s  d i f e r e n c i a l s ,  e qua c oe s  i n t e g r a l s  podem s e r  t ambem 

e f  i  c l e n t e me n t e  r e s o l v i d a s  p e l o me t odo KG de  s e qunda  or de m .  

Uma  e x t e n s a o do campo de  a p l i c a c o e s  do me t odo KG e  

a  combi naca" o do KG com p r i n c f p i o s  ma t e ma t i c o s  de  a n ^ l i s e  

n u me r i c a ,  cor no a  c o mb i n a c a o dos  me t odos  de  e x t r a p o i a c a o e  os  

me t odos  de  c o r r e c a o do d e f e i t o .  

0 us o do me t odo KG ern c o mp u t a d o r e s  v e t o n a i s  e  

p a r a l e l o s  sa"o r e f e r e n c i a d o s  p o r  Br a n d t ,  s e ndo t a" o e f i c i e n t . e s  

q u a n t o a  " s ol uc a ' o r ^ p i d a  d i r e t a "  do a i g o r i t mo de  Bunemann 

( CO/ 3)  ou o me t odo de  r e d u c So t o t a l  de  Sc h r o d e r .  .  

Co n t u d o ,  a  vant age ' m d e c i s i v a  do me t odo mu l t i - g r i d 

e s t d na  s ua  f 3 c i l  a p 1 l c a b l 1 l d a d e  a os  p r o b l e ma s  nos  q u a i s  a s  

e x l  ge ne  i  a s  de  s o l u c o e s  r a p J  da s  d i r e t a s  e  a s  t e c mc a s  da  ma t r i z  

de  c a p a c i t a n c i a  ( C123)  n3o s a o s a t i s f e i t a s ,  ou na o 

c o mp l e t a me n t e  s a t i s f e i t a s .  

i  
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Du v i d a s  na  a i t a  e f l c i g n c i a  f o r a m l e v a n t a d a s  p e l a s  

t e o r i a s  de  c o n v e r g e n c i a  do KG.  As  t e o r i a s  a b s t r a t a s  s 2o 

f r e q t i e n t e me n t e  mui t - o p e s s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1  m 1  s t a s  e  u s u a l me n t e  na' o f o r n e c e m 

c r i t e > i o s  c o n s t r u t i v o s  dos  me t odos  6 t : mos  em s i t u a c o e s  

c o n c r e t a s .  

4 . 3 i d g i a  B£j s  1  c_a  c-o Me t odo 

Di z e mos  que  os  me t odos  KG s a o a p r ox 1 ma c oe s  com e r r o s  

s u a v i z a d o s  o b t  1  dos  p e l  a  a p i i c a c a ' o c o r r e t a  dos  me t odos  de  

r e i a x a c a o .  De v i  do a  s ua vi z a c a ' o de  e r r o s ,  a  c or r e c a " o d e s t a s  

a p r o x i ma c Se s  pode  s e r  c a l c u l a d a  em ma l ha s  g r o s s e i r a s  ( Br a n d t ,  

C0 4 J > .  

Pa r a  a s  f i n a l i d a d e s  de  d e s c r i c a o ,  r e f e r i mo - n o s  a  G = 
0 1 M 

( G ,  G ,  . . . , G > como urn c o n j u n t o de  ma l ha s  no d o mi n i o ,  em 

que  a s  ma i ha s  s 3o q u a d r a d a s  e  r e g u l a r o s ,  e  os  t a ma nhos  d e s s a s  

s a t i s f a z e m h > h > . . .  > h e h : h = 1 : 2 .  
0 1 M k + 1 k 

Se j a  a  equaca" o de  Po i s s o n 

n 

Lu ( * > = F ( ^ )  emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q c  R .  

Au ( x )  = ^( >5)  ©m 3f t  

k 

ur n p r o b l e ma  d i f e r e n c i a l  s o b r e  c a da  ma l ha  G .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
t 
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Podemos  a p r o x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1  mar  e s t e  p r o b l e ma p o r  e qua c oe s  

d i f e r e n c a s  f i n i t a s  da  f o r ma  

k k k k 

L U Cj t )  •  F ( x. )  ,  !S G G ( 1 7 )  

k k k 
,  A U( x )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <j>  ( x )  ,  x a  G 

A p r i n c i p a l  do me t a  KGzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 de  s o l u c i o n a r  ( 1 7 )  na  ma l ha  
K 

r e f ma d a  G .  0 f a t o de  que  o p r o b l e ma  d i s c r e t o na  ma l ha  
k 

g r o s s e i r a  G ,  s e r  uma  a p r o x i ma c a o do p r o b l e ma  d i f e r e n c i a i  pode  

s e r  us a do como uma  a p r o x i ma c a o na  ma l ha  r e f i n a d a G .  

0 p r i me i r o p a s s o a  s e r  da do e  de  r e s o l v e r  o p r o b l e ma  
k 

G ,  ma  i s  f a c i l ,  e n v o l v e n d o um s l s t e r n a  a  1 g e b r i c o me nor  do que  de  
MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k 

G .  Em s e g u i d a ,  p e l  a  i  n t e r p o 1 aca' o da s  s oi uc d ' e s  em G ob t e m- s e  

H 
uma  p r i me i r a  a p r o x i ma c a o da  s o l u c a o G q u e ,  ap<5s  a l guma s  

n 

i t e r a c S e s  de  r e i a x a c a o ,  c h e g a r a  a  s ol uc a ' o d e s e j a c a  G .  

M H 
Dada  U como uma  s o l u c a o a p r o x i ma d a  do p r o b l e ma G 

e.  a s s umi ndo que  L e  A sa"o l i n e a r e s  t e r a os :  

MM M M 
L U = F -  f  ,  

M H .K M 
A U = <f > -  xp ,  

M M 
onde  f  e  s a o f u n c o e s  r e s i d u a l s ,  

Logo a  s o l u c a o e x a t a  pode  s e r  e s c r i t a  
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M M M 
u = U + V ,  

onde  a  c o r r e c So V s a t i s f a z  a s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e q u a c o e s  r e s i d u a  i s  

M'  M .  M 
L V = f  ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

tit 

MM M 
A V .  = .  

( 1 8 )  

M 
Uma  que s t e l o © l e v a n t a d a ;  nem t o d o s  o s  Dr o b i e ma s  G 

k 

t e r n a p r o x i ma c a o s i g n i f i c a t i v a  em G .  De  que  r r i a n e i r a  pode mos  

s o l u c i o n a r  ( 1 8 )  como p r i me i r a  bo a  a p r o x i ma c a o ?  Como a  r e s p o s t a 

M 

d g e r a l me n t e  n e g a t i v a ,  nem t o d o s  os  p r o b l e ma s  G pos s ue m 
k 

a p r o x i ma c a o s i g n i f i c a t i v a  em ma l ha s  g r o s s e i r a s  G .  Por  e x e mp l o ,  
•  M M 

s e  f  0 3 c  I  1 a  r a p i d a me n t e  em G com c o mp r i me n t o de  onda  me nor  
M .  

que  4h ,  e s t a s  o s c i l a c S e s  na o s a o v i s i v e i s  na  ma l ha  g r o s s e i r a  e  

p o r t a n t o n3o podem s e r  a p r o x i ma d a s  na s  ma l ha s  g r o s s e i r a s .  

M M 
Ta i s  r e s i ' d u o s  f  s ur ge m qua ndo a  a p r o x i ma c a o UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 

o b t i d a  p e l a  l  n t e r p o 1 aca' o da  ma l ha  g r o s s e i r a .  Logo v i mo s  que  a s  

o s c i l a c o " e s  a p r o x i ma d a s  p o r  ma l ha s  g r o s s e i r a s  s 3o 

d e s a c o n s e 1 h 6 v e i s .  

Urn modo e f ' i c i e n t e  de  e v i t a r  o s u r g i me n t o de  r e s i ' d u o s  

© s a na do p e l a  u t i l i z a c ^ o dos  me t odos  de  r e  1 a x a c a o ( c f .  c a p . 3 ) .  

Pa r a  a s  p r i me i r a s  i t e r a c c 5 e s  t a i s  me t odos  u s u a l me n t e  

c onve r gom r a p i d a me n t e  com os  r e s f d u o s  d e c r e s c e n d o r a p i d a me n t e  

de  uma  l t e r a c ^ o p a r a  a  o u t r a ,  r nas  l o g o a  r a z 3 o do c o n v e r g e n c i a  

t o r n a - s e  mu i t o b a i x a .  Es t u d o s  mos t r a m que  a  c o n v e r g e n c i a  e  
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r a p i d a  c o n t a n t o que  os  r e s i ' d u o s  t e n ham um c e r t o nume r o de  

o s c i l a c o ' o s  na  s e q u e n c i a  do r e f i n a me n t o .  A me di da  que  os  

r e s f d u o s  vSo s e ndo s u a v i z a d o s  ,  a  c o n v e r g e n c i a  t o r n a - s e  ma  i s  

1 e n t a .  

4. 4 Uma  ApJ . i cac. 2i g do Mgt gdo MG na  § gi uc. 3g da  Egua c Sg de  

EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ I S S S D -

At r a v e s  de  vi m p r o b l e ma  mode l o damos  uma  i d e i a  b a s i c a  

do me t odo mu l t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 - g r i d .  

Se j a  a  e qua c a o Lu = F onde  u e  F s a o f u n c o e s  de  x e  

y ,  1  s t o e ,  f u n c o e s  de  dua' s  v a r i ^ v e i s ,  com a  c o n c i i c a o de  

c o n t o r n o de  Di r i c h l e t  

u ( x , y > = 0 p a r a  ( x ,  y )  

p a r a  a  r e g i a o r e t a n g u l a r " .  

2 

f l  = ( x ,  y !  0 < x < a ,  0 < y < b> C R ,  

com o c o n t o r n o 

Apos  a  d l s c r e t l z a c 3 o da  e qua c a o de  Po i s s o n no modo 

u s u a l  numa  ma l ha  de  n p o r  m p o n t o s ,  nds  ob t e mos  p a r a  os  v a l o r e s  

a p r o x i ma d o s  U de  u ( x , y ) ,  x -  l h ,  y = j k ,  h = a  /  ( n + l ) ,  

i »J
 1

 J  i  J  

k = b /  ( m+1 ) ,  a s  e qua c Se s  
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+ u u 4U + U 
i - l , J  i , J - l  i , j  i , J + l  i + l , j  

(  i  .  J  )  

onde  F ( i , j )  = HF( x , y ) ,  
i  J  

H = h e  h -  k 

Pa r a  I  = 1 ,  . . . . .  n e  j  

v a l o r e s  de  c o n t o r n o t e mo s :  

1 ,  m j u n t a me n t e  com os  

U = U 

0, J  n + l , j  
0 p a r a  J  = 0 ,  .  .  .  ,  m+:  

U = U = 0 p a r a  i  = 0 ,  . . .  , n +l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 , 0  l ,  m+j  

o b t e n d o a s s i m urn s  i  s t e r na  de  e qua c 3e s  1 i n e a r e s  que  pode  s e r  

e s c n t o na  f o r ma  

A U =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a onde  

Ul  

U zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U = cu .  ,  u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•1 5 

J  I  c -

u :  
J  ,  n 

com j . = 1 ,  ,  m 

U 
M 

P a r t i n d o da  d i s c r e t i z a c a o o me t odo mu l t i - g r i d 

c a l c u l a  os  v a l o r e s  do U_ na  ma l ha  r e f i n a d a  t oma ndo p o r  ba s e  a  

e s t r e l a  de  5 p o n t o s .  
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1 - 4 

1 

0 p r o c e s s o i n c i a l  do me t odo KG,  pod 
e  s e r  v i s t o da  

s e g i h n t e  f o r ma  

Fa z e ndo- s e  a =b =l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e  ¥ - 9 ^ ^ H^ vt  x 
~s  x t?  n ona e  M e  o nume r o 

r e f i n a me n t o s ,  como e x e mp i o t e mo s :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

de  

i  )  

y 

1 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA] 

f i g u r a  4 . 1 -  ma l ha  q u a d r a d a  i n i c i a l  
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k 

-> x 

f i g u r a  4. 2 -  ma i ha  com r e f i n a me n t o M = 1 ,  onde  k 

Mi )
 y 

1 

h 

-> x 
h 

f i g u r a  4. 3 -  ma i ha  com r e f i n a me n t o m =2 ,  onde  k = H.  

I n i c i a l me n t e  c a l c u l a mo s  os  v a l o r e s  da  s o l u c a o 

a p r o x i ma d a  da  f u n c 3 o nos  p o n t o s  da  ma l ha  r e f i n a d a  ( UR) .  Es s e s  
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v a l o r e s  que  s e r a o u t i  1 i z a d o s  cor ; ; o 

me t odos  de  r e i a x a c a o .  

a p r o x i n a c a o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 n 1  c  1  a  1 dos  

As s i m pr oc e de mos  da  s e g u i n t e  f o r ma ;  

a )  Mapeamos  os  v a l o r e s  de  U da  ma i ha  r e f i n a d a  p a r a  
a  a  

ma l ha  g r o s s e i r a :  

a l )  Pa r a  

UG '  = UR ,  j  = 2 ,  . . . ,  NG 
t  , J  i  ,  j R 

onde  NG = NPG- 1 ( NPG = nume r o de  p o n t o s  da  ma l ha  g r o s s e i r a )  e  

j R = 2 j  - 1 ,  e n t So mapeamos  os  v a l o r e s  de  U dos  p o n t o s  no 

c o n t o r n o p a r a  os  q u a i s  l  = i .  

a 2)  Pa r a  

UG = UR 
i  ,  j  l R, j R 

FG = -  4 * FR ,  i , j  = 2 ,  . . . ,  NG 

i , j  i R, j R 

onde  I R = 2 i - l  e  j R = 2 j - l ,  e n t a o mapeamos  os  v a l o r e s  de  U do 

p o n t o c e n t r a l  da  e s t r e l a  de  5 p o n t a s .  

a 3)  Pa r a  .  .  

UG = UR ,  j  = 2 ,  . . . ,  NG 
NPG, j  NPR/ j R 

onde  j R = 2 j - l  e  NPR = nUme r o de  p o n t o s  na  ma l ha  r e f i n a d a ,  

mapeamos  os  v a l o r e s  de  U do c o n t o r n o p a r a  os  q u a i s  i  = NPG.  
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a 4)  Pa r a  

f i g u r a  4. 4 -  mapeament . o dos  v a l o r e s  de  U do 

ma l ha  r e f i n a d a  p a r a  a  ma l ha  g r o s s e i r a ,  com M = 2 .  
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b )  Apds  o ma pe a me nt o t e mos  a  r e i a x a c a o 

r e f i n a d a  que  pode  s e r  f e i t a  de  v a r i a s  ma ne - i r a s  Cve r  

mas  a pr e s e nt - a r e mos  s ome nt e  do i s  t i p o s .  

na  ma l ha  

c a p .  3D,  

b . l )  Re i a x a c a o Ve r me 1 h o / Pr e t o .  

Na  r e i a x a c a o ve r me  1 h o / p r e t o os  v a l o r e s  de  U dos  

p o n t o s  na  ma l ha  r e f  i n a d a  s a o c a l c u l a d o s  da  s e g u i n t e  ma n e i r a :  

UR = H( F + F + F + F + F ) , i = 2 , " . . . , n 
i , J  P N S L 0 

J  = 2 ,  .  .  .  ,  m 

onde  P,  N,  S,  L,  0 sa' o r e s p e c t  l  va me nt e  

P = p o n t o c e n t r a l  N 

N = p o n t o a c i ma  de  P 

S = pont - o a b a i x o c o P L P U 

L = p o n t o a  e s q u e r d a  de  P.  

0 = p o n t o a  d i r e i t a  de  P S 

c o n f o r me  f i g u r a .  

0 ma pe a me nt o dos  v a l o r e s  da  ma l ha  g r o s s e i r a  p a r a  a  

r e f i n a d a ,  no c a s o da  r e i a x a c a o v e r me zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi h o / p r e t o e  f e i t a :  

l )  Ut i l i z a n d o uma  l  n t e r p o 1 aca' o de  4 a .  o r d e m,  p a r a  os  

p o n t o s  de  f n d i c e  p a r  em r e l a c a o a  l  e  j .  

UR = UG ,  l  ,  j  = 2 ,  .  .  .  NG 
i R, j R i , j  
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 8  = 2 i  + 2 e  J S = 2 j  + 2 .  

I n t e r p o l a n d o 

y 

US = K( 2FRR + 2UG + 2UG )  ,  

i R. j R I R. J R l , j M i , j  

onde  FRR = v a l o r e s - d a  f u n c So F nos  p o n t o s  da  ma l ha  r e f ma d a  

e x c l u i n d o os  de  c o n t o r n o ,  l R = 2 i + 2 ,  j R = 2 j  + 2 e  

. JM = j  + 1 .  

A 

C 

UR=( UG
A
+UG +UG

C
+UG

N
+F R)  . 11 

f i g u r e 4 . 5 -  ma pe a me nt o dos  v a l o r e s  de  UG p a r a  UR com 

f n d i c e s  p a r e s  u t i l i z a n d o mt e r p o l a c ^ o de  q u a r t a  o r d e m.  
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b . 2 )  Re i a x a c a o <i e  Gaus s - Se ' i c i e  1 com o r d e n a c a o 

l e x i c o g r a f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 c a .  

Se j a m as  e qua c oe s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA do t r e s  p o n t o s  c o n s e c u t i v e  

e qua c ^ o d i s c i - ' e t i z a d a  

U + U + U - 4 U + U . = b 

i - 2 , j  i - l . j  i , j  l - l , j  l - l , j - 1 1 - 1 , j  

U •  + U .  + U -  4U -  U •  b 
l - l , j - 1 i , J  i , J - 2 i , j - l  l + l , j - 1 i , j -

U + U - 4 U .  + U + U = b 
i - l , J  i , J - l  i , J  i , J + l  i + l , J  i , j  

I s o l a n d o U que  t e r n c o e f i c i e n t e  - 4 t e m- s e  

( k + !  > ( k> ( k )  
U = - 1/ 4 CF -  U -  U 

i - l , J  i - l , J  1 - 2 , j  I , j  

<k> ( k )  

U i - l , j  + l  -  U i - l  , j J  ,  .  

( k + i )  ( k )  ( k )  
U = - 1/ 4  CF -  U -  U 

I ' ,  J - 1 i , j - l  i - l , j - 1 i + l , j -

( k )  ( k )  
U -  U 3 ,  

i , J - 2 - i , j  

( K+ l )  ( k +1 )  ( k )  
U = - 1/ 4  CF -  U -  U 

i , J  i , J  i - l , J  i + l , J  

( k )  ( k )  
U -  U 3 ,  .  

i , j - l  i , J + l  
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t e mos  i  = l ,  . . . ,  n e  j  = 1 ,  . . . ,  m.  

Com a s  s e g u i n t e s  c o n d i c o e s :  

.  Pa r a  i - l  < 1 ,  i - 2 < 1 ,  i + l  > n ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

,  J - 1 < 1 e  J - 2 <1 e  j + 1 > m 

t e mos  U = 0 .  

i  » J 

Os  i n d i c e s  s u p e n o r e s  k+1 i n d i c a m os  e l e me n t o s  dos  

novos  c o n j u n t o s  em f unc ' 3o dos  a n t e r l o r e s .  

* x 

f i g u r a  4. 7 -  Ma l ha  i n i c i a l  

0 me t odo c o n s i s t e  em 

( k +1 )  

b . 2 . 1 )  Ca l c u l a r  os  v a l o r e s  de  U 

( k )  i , j  

t oma ndo p o r  ba s e  os  v a l o r e s  mi c i a i s  U .  .  ,  n e s t e  c a s o 
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( 0 )  

U r e p r e s e n t a  os  v a l o r e s  da  f u n c a o f  nos  o o n t o s  da  

ma l ha  g r o s e i r a .  

y 
A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C -

f i g u r a  4 . 8 -  Ma l ha  g r o s s e i r a  com r e f ma me n t o M = 1 ,  
( k )  

onde  k .= h -  c a c u l o de  U ( • )  .  

( k +1 )  
b . 2 . 2 )  Cada  v e z  que  o v a l o r  de  UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 

i  i  J  

o b t i d o ,  f a z - s e  a  r e i a x a c a o da  ma i ha  g r o s s e i r a  p a r a  a  r e f i n a d a .  

Os  p a s s o s  b . 2 . 1 e  b. 2. 2 s a o r e p e t i d o s ,  a t e  que  a  

c o n v e r g e n c i a  s e j a  a l c a n c a d a ,  i s t o e  
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( k + i )  ( k )  

max JU.  -  U j  < e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1

 r j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 , J  

onde  e  e  a  t o I e r S n c i a  de  e r r o a d mi t  i d a .  

y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
t  

21 2 2 23 24 2 5 

16 17 18 19 20 

11 12 1 s  1 4 15 

6 7 8 9 10 

1 2 3 4 5 
X 

f  * 

'  C 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ « ' > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,  

r  „ .  > '  

i  > > 

\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA /  

{  ,  

\  ? 

,  \  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA" zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' • <  

\  < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

'  \ 

»  / > 

•  \  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^  if  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ 

<l  5 

- / 

< < 

V ? 

> > 

—^  

^  if  

f i g r u r a  4 . 9 -  Ma i ha  r e f i n a d a  com M = 2 ,  onde  k = h -
( k +1 )  ( k )  

c d l c u l o de  U ( x ) ,  com ba s e  nos  v a i o r e s  de  U da  ma i ha  

g r o s s e i r a  

4. 5 0 Ms t odg M.G em Ma i f i a s  I r r e g u l a r e g 

Di z e mos  que  uma  ma l ha  i r r e g u l a r  d a  u n l 3 o de  s ub-
0 1 .  M 

ma l ha s  u mf o r me s  G ,  G ,  G ,  com s e us  r e s p e c t i v o s  t a ma nhos  
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de  ma l ha  h ,  h ,  h .  Nor ma l ment - e  h :  h = 2 ,  c o n t u d o 

0 1 M k-  k + i  
e s t a s  s ub - ma l ha s  na o p e r t e n c e m n e c e s s a r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1  a me nt a  ao mesmo 

d o mi n i o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I  

if 

f i g u r a  4. 10 -  Ma l ha  i r r e g u l a r  

De v i  do a  i s t o pode mos  t e r  v a r i o s  n i v e i s  de  

r e f i n a me n t o e  d i f e r e n t e s  s u b - d o mf n I o s .  

At u a i me n t e  e x i s t e m dua s  a p r o x l ma c o e s  p a r a  a  

o r g a mz a c a o da s  ma l ha s  i r r e g u i a r e s  ( na o u mf o r me s )  .  
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4 . 5 . 1 Tr a n s f o r ma c a o c i as  c o o r d e n a d a s ,  us a ndo uma ma l ha  un i  f o r me  

s o b r © o d o mi n i o t r a n s f o r ma d o .  

Em t a i s  ma l h a s ,  o d o mi n i ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q © t o p o l o g i c a me n t e  

r e t a n g u l a r ,  onde  o mdt odo mu l t i - g r i d pode  s e r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 mpi e me nt a do 

n o r m̂ l me n t e  p e l  a s  l i n h a s  da s  ma l ha s  g r o s s e i r a s  p e r t e n c e n t e s  a s  

ma l ha s  r e f ma d a s .  Apds  a  t r a n s f o r ma c a o da s  e qua c Sos  d e c i d i r e mo s  

q u a l  o c r i t d r i o de  p a r a d a ,  o mdt odo de  r e i a x a c a o e  a s  

pondor a c Se s  do r e s f d u o ,  a  s e r e m u s a d o s .  

As  t r a n s f o r ma c o e s  da s  c o o r d e n a d a s  s a o h a s t a n t e  

f l e x f v e i s ,  a pe na s  em uma dnnens a ' o,  ur n r e f ma me n t o l o c a l  na' o e  

f a c i l  de  s e  r e a l i z a r .  As  d l f i c u l d a d e s  v3o c r e s c e n d o a  me di da  

quo o p r o c e s s o e  a d a p t a d o .  

Co n t u d o ,  a  t r a n s f  or ma c a o uf s ua l me nt - e  f a s  com que  a  

e qua c a o s e  t o r n e  mu i t o ma  i s  c o mp l i c a d a ,  e s p e c i a  1me nt e  qua ndo 

s o f i s t i c a d a ,  r e q u e r e n d o me mor i a  a u x i i i a r  p a r a  a r ma z e na r  os  

c o e f  i  c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 e n t e s ,  ou t r a b a l h o a d i c i o n a l  p a r a  a  c omput a c So de  t o d a s  

a s  i t e r a c S e s .  Ai n d a  em p a r t i c u l a r ,  s e  a s  a p r o x l  ma c r os  sa' o de  

or de m e i e v a d a ,  e s t a s  devem s e r  us a da s  em a l g u n s .  s u b - d o mf n i Os  

ou a s  v e z e s  em t o d o s .  

4. 5. 2 Me t odo c o s  El e me n t o s  F mi t o s '  

E uma  o u t r a  t e c n i c a  de  d l s c r e t i z a c a o a l t e r n a t i v a ,  

por e m s e u s i s t e ma  d mu i t o f i e x f v e i ,  onde  c a da  p o n t o da  ma l ha  

pode  l o c a l i z a r - s e  em q u a l q u e r  p a r t e  do d o mi n i o f t  .  
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De v i  do a  d i s p o s i c a o dos  p o n t e s ,  a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 mp 3 e r n e n t 3 9 3 0  dos  

me t odos  MG n e c e s s i t - a  de  uma  g r a n d e  a r e a  de  a r ma z e na me nt o ou 

t a l v e z  de  uma  momdr 1 a  a u x i l i a r ,  onde  a s  p o s 1c Se s  dos  p o n t e s  s a o 

d i s t r i b u f d a s  e  a  l o c a l i z a c a o c o s  p o n t o s  v i z mh o s  na  ma l ha  e  

r e a l i z a d a p o r  a p o n t a d o r e s .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f t  Ai n d a  podemos  o b s e r v a r  que  a s  i t e r a c o e s  s o b r e  a  

ma i ha  sSi o c o mp i i c a d a s ,  a  o b t e n c So dos  c o e f i c i e n t e s  d*as  e qua c oe s  

r e q u e r e m mu i t o s  c a l c u l o s ,  d e v i d o a  r e p o t i c a ' o da  l t e r a c ^ o de  

r e i a x a c a o .  

Ma  i s  d i f i c i i  a i n d a  d a  o r g a n i z a c 3 o da  s ol uc a ' o mu l t i -

g r i d numa  ma l ha  c o mp l e t a me n t e  i r r e g u l a r .  A e s t r Ut u r a  e  o 

p r o c e s s o de  s ol uc a ' o do p e r f  1 1 a c i ma  pode  s e r  g e n e r a  1 i z a d o de  

v a n a s  r n a n o i r a s .  

Ap r e s e n t a mo s  a q u i  a pe na s  uma  ma n e i r a  como e x e mp i o ,  

onde  a  ma i ha  mi c i a l  ( r e f ma d a )  d p a r t i c i o n a d a  g e o me t r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1  c a me n t e ,  

i s t o 6,  p o r  t r 1a n g u 1 a r 1z a c S e s  ( C1 3 3 ) . .  

Numa  ma n e i r a  s i s t e ma t i c a ,  s upomos  q u e ,  a t r a v e s  de  urn 

p r o c e d  1 me nt o a d a p t a t i v o ,  t o me s  uma  s e q t l e n c i a  de  t r i a n g u i o s  T ,  
1 

T ,  T de  e  a  s e q d e n c i a  de  ma t r i z e s  A ,  A ,  A .  

2 k 1 2 k 
En t 3 o a  s e q t t e n c i a  da  s o l u c a o do k - d s i r n o s i  s t e r na  de '  

e i e me n t o s  f i n i t o s ,  

A u = b em T ,  

k k k k 

a  s e g u mt e  i t e r  aca' o c i c l o - V ( L1 7 J )  d u s a d a .  

1 -  Ef e t u e  E < — u ,  r  < — b .  
k k k k 
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2 -  Ex e c u t e  os  p a s s e s  2a - 2c  p a r a  j  = k ,  k - 1 ,  

K +1 .  

mm * 

2a )  Re s o i v a  A E -  r  ( p I  t e r a c SSe s )  ,  s e nc o E a  

J  J  J  j  

a p r o x i ma c a o o b t I d a .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 

2 b ) Ac h e  o r e s i d u o P = r  -  A E 
J . J  J  J  

2 c )  T r a n s f i r a  o r e s f c u o r  p a r a  T ,  s e nc o r  o 

J  J - 1 J - 1 

r e s i d u o t r a n s f e r l d o .  

3 -  S o l u c i o n e  o s i  s t e r na  A b
 r

-  r  .  
k k k 

mm m i  n mm 

1 
4 -  Ea c a  E = E .  

k k 

mm mm 

5 -  Ex e c u t e  os  p a s s o s  5a - 5c  p a r a  j  = k + 1 ,  
m i  n 

k - 1 

t r a n s f e r I d o 

1 •
 1

 " 1 
5a )  T r a n s f i r a  E •  p a r a  T s e nc o E o v e t o r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J J + l  J + l  

2 1 1 

5b)  C o mj a  E = E + E 

J + l  J
+

l  J * l  
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5 c )  Re s o i v a  A S = r  ( q i t e r a n c e s )  como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J + l  J + i  J + l  
2 

a  e s t i r n a t i v a  l n i c i a i ,  s e ndo E a  a p r o x i ma c a o o b t 1 d a .  

J + i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 

1 

6 -  C o r r l j  a  u = u + E .  

k k k 

Podemos  o b s e r v e r  e nt a " o,  que  o me t odo dos  e i e me n t o s  

f i n i t o s  s o i u c i o n a  p r o b i e ma s . d e  a u t o v a i o r  que  e n v o l v a m e qua c Se s  

d i f e r e n c i a i s  p a r c i a i s  ( Equ aca' o de  He l mh o i t z  [ 1 7 J ) .  
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C A P I T U L D V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TESTES E CONCLUSOES 

5. 1 I n t r o d u c e s  

Pa r a  f i n a l i z a r  e s t e  t r a b a l h o ,  n e s t e  c a p i t u i o f a z e mos  

uma  a n d l i s e  dos  . r e s u l t a d o s  o b t i d o s  a p1 1 c a ndo os  me t odos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA KG na  

s o l u c a o n u me r i c a  da  e qua c a o de  P o i s s o n .  

Ai n d a  r e l a c i o n a mo s  a s  d i f i c u l d a d e s  e n c o n t r a d a s  e  

s u g e r i r n o s  a  1 guns  t o p i  c os  p a r a  f  u t u r o s  t r a b a l h o s .  

Os  p r o g r a ma s  t e s t a d o s  f o r a m a d a p t a d o s  de  p r o g r a ma s  



Os  p r o g r a ma s  t e s t a d o s  f o r a m a d a p t a d o s  de  p r o g r a ma s  

p u b l i c a d o s ,  s e ndo e f e t u a d a s  a i guma s  a l t e r a c S e s  e  a d a p t a c Se s  

p a r a  as  d e v i d a s  i mp i e me n t a c Se s  ( de ve m s e r  c ons zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 d o r a d o s  

p r o t o t l p o s ) .  

i  
I f  

5. 2 Pr g c e d i me n t o s  &d g £ 3 d o §  Du r a n t e  os  Te s t e s  e  An a i i . s e  dos  

Re s u 31 a dos  .  

As  dua s  v a n a c o e s  do me t odo KG em f u n c a o da  

r e i a x a c a o f o r a m t e s t a d a s  no c ompu t a do r  I BM 4341 c u j o s i  s t e r na  

o p e r a c i o n a l  d o VM370 c o n t r o l a d o r  do 0S/ VS1 s ob o qua !  r o d a  o 

c o mp i l a d o r  WATFI V,  ms t a l a d o na  Un i v e r s i d a d e  Fe d e r a l  da zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ?ar a{ -

b a .  

I n i c i a l me n t e  t e s t a mo s  os  p r o g r a ma s  p a r a  r e g i o e s  

q u a d r a d a s  Q = ( 0 , 1 ) X( 0 , 1 )  com as  c o n d i c ^ e s  do c o n t o r n o de  

Di n c h l e t  u ( x , y )  = 0 ,  ( x , y ) c  af t  .  

0 me t odo Y. G f o i  t e s t a d o com dua s  f o r ma s  de  

r e i a x a c a o : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ve r me l h o / p r e t o ( RVP)  em d u p l a  p r e c i s a o '  p u b i i c a d o em 

C17J  e  a  s e gunda  a  r e ; a x a c 3 o de  Ga u s s - Se i d e l  ( RGS)  em p r e c i s a o 

s i mp l e s  p u b i i c a d o em C043.  

A s e q t l e n c i a  dos  t e s t e s  f o i  r e a l i z e d a  no c o mp u t a d o r  

I BM 4 3 8 1 ,  num a mbi e mt e  VM e  o c o mp i l a d o r  FORTRAN VS,  ms t a l a d o 

ha  Un i v e r s l d a d e  Fe d e r a l  do Ma t o Gr o s s o do Su 1 .  
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For a m f e i t a s  a s  d e v i d a s  c o n v e r s o e s  nos  p r o g r a ma s .  e  

t e s t a d o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA em p r e c i s Ce s  s i mpl e s  e  d u p l a .  

0 c o mp o r t a mo n t o do e r r o t ambom f o i  a n a i i s a d o s ob 

do i s  a s pe c t os . - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 -  Ra i z  q u a d r a d a  da  me di a  dos  c u a d r a d o s  ( R XQ) .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

; 1 I — ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

XYzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. w \  I  2 ( u- U )  ( 1 9 )  

i  »J  

N7P l , j  

onc e  NT?  e  o nur ne r o t o t a i  de  p o n t o s  da  ma i h a .  

-  Er r o maxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I mo ( EMAX)  

EKAX = MAX !  u -  U 
l  ,  J  i  # J  

As  . e qua c oe s  t e s t a d a s  f o r a m as  s e g u mt e s :  

2 2 
a  u a  u 

a )
 + = - 2 ( x ( l - x )  -  y ( l - y ) )  

2 2 
9 x 3 y 

u ( x , y )  = 0 no c o n t o r n o 

Sol uc a ' o e x a t a  :  u ( x , y )  = ( x ( 1 - x ) ) ( y ( 1 - y ) )  

58 



2 2 
3 u g u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

b )
 + = - 18s  i n ( 3 <x +y >>.  

2 2 
3 x 3y 

u ( x , y )  = 0 no c o n t o r n o 

Sol uca ' o e x a t a  :  u ( x , y )  = s i n ( 3 <x +y ) > .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 

2 2 

3 u 3 u 

c )  + = - 10 s i n ( 3 x +y )  
2 2 

3 x  3 y 

u ( x , y )  = 0 no c o n t o r n o .  

So l u c a o e x a t a  :  u ( x , y )  = s i n C3x+y)  

2 2 
3 u 3 u 

x+y 
c i )  + = 6xy e  ( x y +x +y - 3 )  

2 2 

3 x 3 y 

u ( x , y )  = 0 no c o n t o r n o 

x+y 2 2 

So l u c So e x a t a  :  u ( x , y )  = 3e  ( x - x ) ( y - y ) .  

2 2 

3 u 3 u 

2 
e )  + = - 2 ( s  l  n -rf  x )  ( s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I n Tf y )  

2 2 
3 x 3 y 
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u ( x , y )  ' = 0 no c o n t o r n o 

So l u c a o e x a t a  :  u ( x , y )  = ( s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  n 1T x )  ( s  i  n rC y )  .  

Obs e r va mos  p e l a  t a b e l a  5. 1 que  p a r a  e qua c oe s  l me a r e s  

ci e  P o i s s o n ,  com as  c onc h c oe s  de  Di n c h i ' e t ,  o mdt odo mu i t i - g r i d 

f t  

com a  r e i a x a c a o de  Ga us s  Se i d e :  com o r d e n a c a o 1 e x i c o g r  aT l c a ,  

do p o n t o de  v i s t a  do c ompor t a me ni , o do e r r o RKQ o b s e r v a d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 ma i s  

. e f i c i e n t e  do que  as  de ma i s  f o r ma s  de  r e i a x a c a o a q u i  

a p r o s e n t a d a s .  

Ta b e l a  5 . 1 -  Er r o s  RHQ( e q.  19)  p a r a  o KG com 

r e i a x a c a o V/ P,  GS/ L o SD.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=========== ======= = = = :============ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS = = = : = = = = = = = = = = = = : ============= 
METODO 1 

l 
i 
1 t 

l RV/ P j  RGS/ L i 
i SD 

p n n r n o j M * i 

* * i 

I 
1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA| 

t 
i 2 !  0 .  02657398580 !  0 .  02469134700 i  o . 04276662320 

a  j  3 :  0 .  02964646740 !  0 .  02315449440 I  o . 03077539430 
I 
1 4 i  0 .  03138117860 I  o.  03124910220 :  o . 03140670810 

i  
1 2 !  0 .  48759454400 I  o.  68618470400 :  o .  68401819500 

b !  3 !  0 .  50310403100 !  0 .  70377254500 !  o . 70405960100 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
{ 4 !  0 .  49643552300 1 0 .  70677149300 !  0 . 70204752700 

1 

r 2 !  0 .  63465303200 :  o.  64002448300 !  o'  . 66111672640 
c  !  3 !  0 .  65698933600 !  0 .  68470033500 !  0 . 68740382000 

I 
1 4 |  0 .  66886729000 :  o.  70201546000 !  0 . 70204752500 

1 
1 

2 !  0 .  52776545300 :  o.  16679465800 !  0 . 47410309300 
d : 3 !  0 .  58269399400 ;  o.  19880694200 !  0 . 22649240500 

i  i  4 !  0 .  60372549300 !  0 .  21316617700 !  0 . 21564650500 

i 2 !  0 .  82892345000 !  0 .  37499994000 !  0 . 45927894100 

3 :  0 .  91722542000 !  0 .  44816839700 !  0 .  44911152100 
1 4 !  0 .  98066389600 1 0 .  46874612600 i  o . 47009468100 

onde  
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K = mj me r o ci e  r e f ma me n t o s  da  ma l ha  

RV/ P a  r e l a x a c So Ve r me l h o / p r e t o 

RGS/ L r e i a x a c a o de  Ga us s  S e i d e l  com o r d e n a c a o 

1 e xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1c o g r a f 1c a .  

SD = So l u c a o d i r e t a .  

r  

5 . 3 Di £i c ui c l . gs e s  En c o r j t r a ^ a s  

Ne s t e  t r a b a l h o pode mos  o b s e r v a r  que  os  ma i o r e s  

o b s t ^ c u l o s  f o r a m:  

A qua s e  na o e x l s t o n e I a  de  e qua c oe s  de  Po i s s o n 

com s ua  r e s p e c t  l v a  s ol uc a ' o a n a l f t i c a .  

-  A mudanca  de  a mb i e n t e  d u r a n t e  a  f a s e  de  t e s t e s .  

A l mp o s s l b l i l d a d e  de  t e s t e s  e n v o l v e n d o ur n.  nume r o 

s u p e r i o r  a  4 r e f i n a me n t o s  no mdt odo da  s o l u c a d d i r e t a ,  d e v i d o a  

g r a n d e  q u a n t i d a d e  de  p o n t o s  e n v o i v i d o s  e  a  c a p a c i d a d e  de  

me mor ) a  .  

-  A na o p a d r o n i z a c 3 o dos  s i mb o i o s  e  t e r mo s  

u t i ! i z a d o s  na  1 i t e r a t u r a  do KG.  

5. 4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SuafiStfSfia pans Icabalbcs Eofi i f iCiscsa 

Vi mos  que  a  v e r s a o i mp l e me n t a d a  e  t e s t a d a  do me t odo 

KG f u n c i o n a  s ome nt e  p a r a  ma l ha s  q u a d r a d a s  com as  c one  i  c 9e s  de  
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c o n t o r n ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA do Di r i c h l e t ,  com s ua  r e s p e c t i v a  r e i a x a c a o .  

I mpzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl e mont amos  e  t e s t a mo s  a pe na s  dua s  v a r i a c o e s  de  

r e l a x a c So ambas  em p r e c i s S e s  s i mp l e s  e  d u p i a .  

Pa r a  c o mp l e t a r  o e s t u d o s u g a r :  ni os  ;  

J  -  me t odo KG em ma  1 ha s  r e t a n g u ; a r e s  com a  c o n d i c a o de  

c o n t o r n o de  Ne uma nn.  

-  me t odo JIG em ma l ha s  q u a d r a d a s  u t i l i z a n d o S p o n t o s  

( d i s c r e t i z a c 3 o de  Me n h r s t e 1 1 e n ,  C023) .  

-  me t odo KG em ma i ha s  na o r e t a n g u l a r e s  u t i l i z a n d o 5 

p o n t o s  (  [ 081- )  .  

-  mdt odo KG a p l i c a d o a  d i me n s 3 e s  ma  l o r e s  que  2 .  

-  t e s t a r  o mdt odo com a s  de ma i s  r e i  a xa c Se s  ( 1 0 9 ] ,  

Cl
x

43 ,  C153> .  

-  a p l i c a r  o mdt odo a  o u t r o s  t - i p o s  de  e qua c Se s  

d 1 f e r e n c 1  a  1 s .  

5. 5  Cgme nt or 1 os  f i n a l s  

A u t i 1 i z a c a o do me t odo KG na  s o l u c a o de  e qua c oe s  

d 1 f e r e n c i a  1 s  e l f p t i c a s  mo s t r o u quo :  

-  e x i g e  c o n h e c i me n t o ma t e md t i c o p o r  p a r t e  do 

u s u a r 1 o ;  

-  e  a p i i c a v e l  a  ma l ha s  com d i f e r e n t e s  c o n t o r n o s ,  

v i s t o que  a da pt a c c Se s  n e c e s s i r i a s  podem s e r  f e i t a s .  
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