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Resumo

Nesse trabalho são apresentadas ontribuições na área de identi�ação de sistemas repre-

sentados em espaço de estados. É proposta uma metodologia ompleta para estimação de

modelos que representem as prinipais dinâmias de proessos industriais.

O �uxo natural dos proedimentos de identi�ação onsiste da oleta experimental

dos dados, seguido pela esolha dos modelos andidatos e da utilização de um ritério de

ajuste que seleione o melhor modelo possível. Nesse sentido é proposta uma metodologia

para estimativa de modelos em espaço de estados, utilizando exitações pulsadas. A abor-

dagem desenvolvida ombina algoritmos preisos e e�ientes om experimentos rápidos,

adequados a ambientes industriais.

O projeto das exitações é realizado em tempo real, por meio de informações oletadas

em um urto experimento iniial, baseado em uma únia osilação de uma estrutura

realimentada por um relé. Esse meanismo possibilita uma estimativa preliminar do

atraso e da onstante de tempo dominante do sistema.

O método de identi�ação proposto é baseado na teoria de realizações de Kalman. É

apresentada uma reformulação do problema de realizações lássio, para omportar sinais

de entrada pulsados. Essa abordagem se mostra omputaionalmente e�iente, assim

omo apresenta resultados semelhantes aos métodos de benhmark. A ténia possibilita

também a estimativa de atrasos de transporte e a inserção de onheimentos prévios por

meio de um problema de otimização om restrições via LMI Linear Matrix Inequalities.

Em muitos asos, somente as araterístias prinipais do sistema são relevantes em

um projeto de sistema de ontrole. Portanto é proposta uma ténia para obtenção de

modelos de primeira ordem om atraso, a partir da redução de modelos balaneados em

espaço de estados.

Por �m, todas as ontribuições disutidas nesse trabalho de tese são validadas em

uma série de plantas experimentais em esala de laboratório. Plantas essas, projetadas

e onstruídas om o intuito de emular o otidiano operaional de instalações industriais

reais.

Palavras have: Identi�ação de Sistemas, Exitações Pulsadas, Modelos em Espaço

de Estados e Apliações Industriais.
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Abstrat

This work introdues ontributions related to the �eld of systems identi�ation of state

spae models. It is proposed a omplete methodology for model estimation that enom-

passes the main dynamis of industrial proesses.

The natural �ux of the identi�ation proedures rests on the the empirial olletion of

data followed by the hoie of andidate models and posterior use of an adjusting riteria

that drafts the best model among the ontenders. In this sense, a new methodology

is proposed for models estimation in state spaes using pulsed exitation signal. The

developed approah ombines aurate and e�ient algorithms with quik experiments

whose are suitable for the industrial environment.

The exitation design is performed in real time by means of information olleted in a

short initial experiment based in an single osillation of a relay feedbak. This mehanism

allows a preliminary estimation of both delay and time onstant prevalent in the system.

The identi�ation method proposed is based on Kalman's realization theory. The the-

sis introdues a reformulation of the lassi realization problem so it an admit pulsed

input signals. This approah show itself as omputationally e�ient as well as provides

similar results ompared to those obtained when performing the benhmark methods.

Moreover, the tehni allows the transport delay estimation and insertion of prior knowl-

edge by means of an optimization problem with restritions via linear matrix inequalities

restritions.

In many ases only the harateristis of the main system are relevant in ontrol

systems design. Therefore a tehnique for the attainment �rst order models with time

delay based on balaned state spae models redution.

Lastly all the ontributions provided along the thesis are disussed and validated in

a series of pilot sale plants, designed and built to emulate the operational yle in real

industrial plants.

Keywords: System Identi�ation, Pulsed Signals, State Spae Models e Industrial

Appliations.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Introdução Geral

A área da Identi�ação de sistemas trata da onstrução de modelos matemátios para

sistemas dinâmios, a partir de dados experimentais (LJUNG, 2010). A onepção de

modelos matemátios é utilizada nos diversos ramos da iênia. Na engenharia de ontrole,

modelos de sistemas são utilizados para o projeto de ontroladores, simulação, deteção

de falhas, treinamento de operadores ou até em situações onde realizar experimentos om

o sistema real é demasiadamente aro, difíil ou até mesmo impossível.

Na onstrução de modelos através de dados, três prinípios devem ser observados:

• Os dados oletados: Normalmente é realizado um experimento onde o sistema

é exitado por um sinal que gere informações su�ientes para araterizá-lo. Lem-

brando que as entradas apliadas estão sempre sujeitas às restrições operaionais e

de segurança do sistema.

• Um onjunto de modelos andidatos: Tal onjunto é obtido ao de�nir a oleção

de modelos no qual está ontido o modelo a ser esolhido.

• Um ritério no qual o modelo andidato é ajustado aos dados oletados:

Esse é o método de identi�ação.

Uma vez obtido o melhor modelo, onforme o ritério de�nido, é neessário fazer

a validação do mesmo. Tais testes avaliam omo o modelo se relaiona om os dados

oletados, o onheimento a priori do sistema e a sua �nalidade. Em suma, identi�ação

de sistemas é um proesso iterativo, ujo �uxograma é apresentado na Figura 1.1.

4
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Design do

Experimento

DADOS
Modelos

Candidatos

Regra de

Ajuste

Cálculo do Modelo

Validação do

Modelo

Conhecimentos

a priori

Sim

Não

Figura 1.1: Representação do �uxograma básio para identi�ação de sistemas

Nesse trabalho, todos os aspetos presentes na Figura 1.1 são abordados. É proposta

uma metodologia para a identi�ação de sistemas, partindo do projeto automátio de

exitações pulsadas, passando pela identi�ação de modelos de alta ordem em espaço de

estados e por �m a obtenção de modelos de ordem reduzida, que apturam as prinipais

dinâmias do sistema alvo. As ferramentas desenvolvidas nessa tese tem omo foo a

apliação em proessos industriais, os quais invariavelmente apresentam restrições na

etapa de aquisição de dados. Experimentos longos e omplexos são muitas vezes inviáveis,

devido aos altos ustos operaionais envolvidos, assim omo sinais muito exitantes são

di�ilmente permitidos, devido a limitações operaionais das próprias plantas.
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1.2 Revisão bibliográ�a

A área de identi�ação de sistemas tem reebido inúmeras ontribuições ao longo dos

últimos 50 anos. Apesar de alguns trabalhos anteriores existirem, é reonheido que a área

de identi�ação de sistemas iniiou-se nos anos 60 om a publiação de dois importantes

trabalhos; (ASTROM; BOHLIN, 1965), onde o método de máxima verossimilhança foi

estendido para estimativa de modelos ARMAX por meio de séries temporais e (KALMAN,

1963) onde uma realização em espaço de estados foi, pela primeira vez, alulada através

dos oe�ientes da resposta ao impulso do sistema (GEVERS, 2003).

O trabalho de Astrom e Bohlin deu origem aos algoritmos hoje hamados de Predition

Error Methods (PEM). Extensivamente apliados a sistemas SISO (single-input single-

output), ulminaram em publiações prestigiadas omo (LJUNG, 2010) e (SöDERSTRöM;

STOICA, 1989). Nos métodos PEM o erro de predição é utilizado para riar uma função

de usto. O problema de identi�ação então se resume a alular o onjunto de parâmetros

do modelo que minimiza a função de usto. Para um grupo restrito de modelos andidatos,

esse problema de otimização é linear, porém na maioria dos asos é neessária uma ténia

de otimização não-linear.

Para enontrar o modelo ótimo na ótia dos métodos PEM, um número grande de

esolhas deve ser feito. Essas esolhas inluem a seleção da lasse de modelos andidatos,

a ordem dos modelos e os valores iniiais dos parâmetros, a �m de evitar mínimos loais.

A segunda grande ontribuição para o ramo de identi�ação nos anos 60 foi dada em

(HO; KALMAN, 1966) om a onstrução de realizações em espaço de estados por meio

de uma deomposição de matrizes de Hankel dos oe�ientes da resposta ao impulso do

sistema. Alguns anos mais tarde o problema foi re�nado em (KUNG, 1978) utilizando a

SVD (Singular Value Deomposition) para gerar uma realização de posto mínimo, nume-

riamente estável.

Apesar do potenial apresentado pela teoria de realizações, o próximo grande avanço

na identi�ação de sistemas em espaço de estados só oorreu 25 anos mais tarde om o

surgimento de algoritmos de identi�ação por subespaços (SMI - Subspae Model Iden-

ti�ation) (MOOR et al., 1988) e (LARIMORE, 1990). Essa metodologia é fortemente

relaionada ao método de Kalman e difere signi�ativamente das ténias baseadas em

erros de predição, apresentando uma série de novas vantagens. A ordem dos modelos

pode ser estimada de maneira muito mais simples do que os métodos PEM. Nenhuma

função de usto explíita é otimizada e a solução do problema é baseada em proprieda-

des geométrias dos espaços gerados pelos dados. Além disso o uso da representação em

espaço de estados ao invés de funções de transferênia é geralmente mais tratável em pro-
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blemas multivariáveis. Essa linha de desenvolvimento resultou em métodos SMI bastante

e�ientes tais omo (OVERSCHEE; MOOR, 1996), (VERHAEGEN; DEWILDE, 1992a),

(VERHAEGEN; DEWILDE, 1992b), (VERHAEGEN, 1993).

Um dos aspetos mais importantes no proesso de identi�ação de sistemas é a quali-

dade dos dados oletados. Os experimentos realizados devem extrair somente informações

pertinentes às dinâmias de interesse, sem desperdiçar energia em frequênias irrelevantes.

Diretrizes para o projeto de exitações, podem ser enontradas em (PINTELON, 2012) e

(BARENTHIN, 2006).

O problema da identi�ação de modelos dinâmios tem apliações nos mais variados

ramos desde áreas de saúde, engenharias e até eonomia. No ramo de ontrole de proessos

em espeial, grande parte dos modelos utilizados são de ordem reduzida, assim omo

os dados disponíveis são restritos a experimentos simples e urtos, devido a restrições

operaionais. Uma abordagem bastante popular na indústria são os modelos obtidos por

meio da resposta ao degrau. Uma visão geral desde os métodos grá�os até ténias mais

modernas, pode ser enontrada em (AHMED; HUANG; SHAH, 2007).

Seguindo a linha da representação em espaço de estados, o método SBR (Step Based

Realization) proposto em (HELMONT; WEIDEN; ANNEVELD, 1990) e posteriormente

re-editado para o ontexto de subespaços em (MILLER; CALLAFON, 2009), generaliza

a teoria de realizações lássia para onstruir modelos em espaço de estados a partir da

resposta ao degrau, no tempo disreto. Salientando que somente é requerida a linearidade

do sistema alvo, sendo a ordem do mesmo estimada durante a etapa de identi�ação.

Ténias de identi�ação por subespaços são normalmente do tipo aixa-preta, to-

talmente voltada a dados. Porém em algumas situações prátias existem informações

a priori sobre o sistema que devem entrar na elaboração do modelo. Trabalhos omo

(LACY; BERNSTEIN, 2003) e (MILLER; CALLAFON, 2012a) apresentam uma meto-

dologia generalizada para inserção de restrições do tipo LMI (Linear Matrix Inequalities)

em métodos SMI om o objetivo de inserir esses onheimentos a priori nos modelos iden-

ti�ados. A ténia restringe os autovalores do modelo à uma região onvexa do plano

omplexo onde as matrizes da realização em espaço de estados são aluladas por meio

de um problema de otimização.

Modelos e ontroladores simples são normalmente mais utilizados em situações prátias

em geral, por serem fáeis de implementar e mais tolerantes a falhas. Uma das estratégias

mais populares para redução de modelos é através de modelos balaneados. Foi proposta

primeiramente em (MULLIS; ROBERTS, 1976) e posteriormente editada no ontexto

de sistemas de ontrole em (MOORE, 1981). Primeiramente o modelo é transformado

para uma base onde os estados são simultaneamente difíeis de observar e ontrolar,
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em seguida é realizada a redução do modelo por alguma ténia omo trunagem ou

residualização. Informações mais detalhadas podem ser enontradas em (GUGERCIN;

ANTOULAS, 2004) e (ZHOU; DOYLE; GLOVER, 1995).

1.3 Contribuições

Como ontribuições prinipais do trabalho pode-se itar:

• Foi proposto em (LIMA; BARROS, 2013), (LIMA; BARROS, 2015) e (LIMA; BAR-

ROS; ACIOLI, 2016b) uma ténia para onstrução de realizações em espaço de es-

tados a partir de dados obtidos por um experimento om sinais de entrada pulsados.

Tal ténia permite experimentos urtos, de baixo impato e possibilita estimativas

de atrasos assim omo a inserção de onheimentos a priori do sistema no modelo

identi�ado;

• Foi proposto em (LIMA; BARROS, 2014) um método para geração de modelos de

primeira ordem om atraso a partir de modelos em espaço de estados balaneados.

Tais modelos de ordem reduzida são utilizados no projeto de sistemas de ontrole,

mediante ténias lássias de sintonia de PIDs;

• Foi proposto em (LIMA; BARROS; ACIOLI, 2016a) uma ténia para a estimativa

rápida do atraso e da onstante de tempo dominante de um sistema, através de uma

únia osilação realimentada por um relé;

• Por �m, foi proposta em (LIMA et al., 2015) a utilização de uma ténia baseada

em subespaços para estimativa da resposta ao degrau e onsequente projeto de um

sistema de ontrole preditivo, apliado a uma planta térmia;
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1.4 Estrutura do doumento

A Tese está organizada da seguinte forma:

• Capítulo 1: Capítulo introdutório no qual estão dispostas a motivação do trabalho,

a revisão bibliográ�a e as ontribuições da tese;

• Capítulo 2: São apresentadas de�nições matemátias relevantes ao ontexto da

tese, seguido por uma revisão sobre onstrução de realizações em espaço de estados.

São abordados oneitos do método de Kalman, métodos por subespaços até a

utilização de normas nuleares;

• Capítulo 3: É apresentada uma ténia para estimativa da onstante de tempo

dominante de um sistema, a partir da primeira osilação de um experimento do relé.

Em seguida são de�nidos os sinais de exitação utilizados na tese;

• Capítulo 4: É proposta uma ténia de identi�ação baseada em exitações ons-

truídas por pulsos. Tal ténia engloba a estimativa de atrasos assim omo a inserção

de onheimentos a priori no formato de restrições de um problema de otimização;

• Capítulo 5: É apresentada uma breve revisão de métodos tradiionais de redução

de modelos balaneados, assim omo é de�nida uma nova metodologia para geração

de modelos de primeira ordem om atraso a partir de uma representação em espaço

de estados;

• Capítulo 6: É apresentada uma série de apliações, em plantas reais, dos oneitos

desenvolvidos na tese;

• Capítulo 7: Conlusões �nais e sugestões para trabalhos futuros.



Capítulo 2

Fundamentos teórios

2.1 Introdução

A representação de modelos em espaço de estados possibilita uma desrição muito mais

ria das estruturas internas do sistema em omparação a modelos de entrada-saída. Além

disso sistemas MIMO são retratados de forma natural.

Existem três abordagens prinipais para identi�ação de modelos em espaço de estados.

A primeira é através da adaptação de métodos lássios PEM, em seguida a teoria de

realizações e por último os métodos por subespaços.

Esse trabalho está foado nas abordagens de realizações e subespaços. Essas ténias

ombinam de maneira elegante ferramentas de álgebra linear (deomposições QR, LQ,

SVD) om uma abordagem geométria para estimativa dos modelos, sem os problemas

ausados por parametrizações explíitas e otimizações não lineares. Esse apítulo se des-

tina a revisar o ferramental básio para implementação de tais ténias.

2.2 De�nições

2.2.1 Representação em espaço de estados

Assumindo que o sistema modelado tem araterístias lineares, invariantes ao desloa-

mento e é possivelmente MIMO, os modelos andidatos serão representados em espaço de

estados, onforme a Equação 2.1

x(t + 1) = Ax(t) +Bu(t− td) (2.1)

y(t) = Cx(t) +Du(t− td)

10
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onde u(t) ∈ R
m
, y(t) ∈ R

p
, x(t) ∈ R

n
, A ∈ R

n×n
, B ∈ R

n×m
, C ∈ R

p×n
, D ∈ R

p×m
e td é

um onjunto de atrasos.

O modelo também pode ser representado de forma alternativa omo soma de onvo-

lução

y(t) =
∞
∑

k=0

G(k)u(t− k − td) (2.2)

onde G(k) ∈ R
p×m

representa os oe�ientes da resposta ao impulso (parâmetros de

Markov) do sistema sem atraso

G(k) =

{

D,

CAk−1B,

k = 0

k > 0
. (2.3)

2.2.2 Organização dos dados

Nos algoritmos de identi�ação por subespaços, os vetores de dados são frequentemente

agrupados na forma de bloos de Hankel.

De�nição 1 Matriz de Hankel: Dada uma sequênia de dados d(t) ∈ Rp×q ∀ t =

0, 1, 2.., N , a matriz de Hankel D0|r−1 om r linhas de bloos e l olunas de bloos é

de�nida omo

D0|r−1 ,













d(0) d(1) .. d(l − 1)

d(1) d(2) .. d(l)

.. .. .. ..

d(r − 1) d(r) .. d(l + r − 2)













∈ R
rp×lq

(2.4)

onde normalmente l >> r e N ≥ l+r−2. A notação Da|b india que o primeiro e o último

elemento da primeira oluna de D tem respetivamente índies a e b. Por onstrução,

matrizes de Hankel apresentam elementos onstantes nas diagonais transversais. Mais

detalhes em (PARTINGTON, 1988).

Quando não espei�ado de forma diferente os dados de entrada e saída serão agrupa-

dos em matrizes bloo de Hankel. Cada elemento da matriz é formado pelo empilhamento

de amostras no instante t das várias entradas ou saídas do sistema.
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As matrizes de bloos de Hankel das entradas são de�nidas omo

U0|2i−1 =
i

−−
i







































u(0) u(1) u(2) ... u(j − 1)

u(1) u(2) u(3) ... u(j)

... ... ... ... ...

u(i− 1) u(i) u(i+ 1) ... u(i+ j − 2)

−− −− −− −− −−
u(i) u(i+ 1) u(i+ 2) ... u(i+ j − 1)

u(i+ 1) u(i+ 2) u(i+ 3) ... u(i+ j)

... ... ... ... ...

u(2i− 1) u(2i) u(2i+ 1) ... u(2i+ j − 2)







































passado

−−
futuro

(2.5)

=

(

U0|i−1

Ui|2i−1

)

,

(

Up

Uf

)

U0|2i−1 =

i+ 1

−−

i− 1







































u(0) u(1) u(2) ... u(j − 1)

u(1) u(2) u(3) ... u(j)

... ... ... ... ...

u(i− 1) u(i) u(i+ 1) ... u(i+ j − 2)

u(i) u(i+ 1) u(i+ 2) ... u(i+ j − 1)

−− −− −− −− −−
u(i+ 1) u(i+ 2) u(i+ 3) ... u(i+ j)

... ... ... ... ...

u(2i− 1) u(2i) u(2i+ 1) ... u(2i+ j − 2)







































passado

−−

futuro

(2.6)

=

(

U0|i

Ui+1|2i−1

)

,

(

U+
p

U−
f

)

O número de bloos de linhas i é arbitrário e deve ser no mínimo maior do que a

ordem máxima do sistema, para garantir que todos os modos sejam identi�ados. Vale

salientar que ada elemento u(t) da matriz é omposto de m linhas portanto U0|2i−1 tem

2mi linhas. Já o número de olunas é normalmente j = N − 2i+ 2, de modo que todas

as N amostras das entradas sejam utilizadas.

As matrizes bloos de Hankel de saída Y0|2i−1, Yp, Yf ,Y
+
p ,Y

−
f são de�nidas de maneira

similar. De�nem-se ainda as matrizes de bloo de Hankel mistas de entradas e saídas

omo W0|i−1:
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W0|i−1 ,

(

U0|i−1

Y0|i−1

)

(2.7)

=

(

Up

Yp

)

(2.8)

= Wp

Da mesma forma, W+
p é de�nida omo:

W+
p =

(

U+
p

Y +
p

)

As sequênias de estados assumem um papel importante na derivação e interpretação

dos algoritmos de identi�ação por subespaços. A sequênia de estado Xa|b é de�nida

na Equação 2.9, onde os índies a e b denotam respetivamente o primeiro e o último

elemento da sequênia.

Xa|b =
(

xa xa+1 ... xb−1 xb

)

∈ Rn×b−a+1
(2.9)

Analogamente às entradas e saídas passadas, representam-se as sequênias passadas de

estado por Xp e as sequênias futuras por Xf .

Xp , X0|j−1 , Xf , Xi|i+j−1.

2.2.3 Matrizes Importantes

A seguir são de�nidas algumas matrizes have para as futuras deduções desse apítulo.

De�nição 2 Matriz estendida de observabilidade (Γr)

Γr ,



















C

CA

CA2

.

.

.

CAr−1



















∈ Rrp×n
(2.10)
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De�nição 3 Matriz estendida de ontrolabilidade (Ωl)

Ωl ,
[

B AB A2B ... Al−1B
]

∈ Rn×lm
(2.11)

De�nição 4 Matriz estendida reversa de ontrolabilidade (∆l)

∆l ,
[

Al−1B Al−2B ... A2B AB B
]

∈ Rn×lm
(2.12)

De�nição 5 Matriz de Hankel dos parâmetros de Markov (H1|r)

H1|r ,















G(1) G(2) ... G(l)

G(2) G(3) ... G(l + 1)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

G(r) G(r + 1) ... G(r + l − 1)















(2.13)

=















CB CAB ... CAl−1B

CAB CA2B ... CAlB
.

.

.

.

.

.

.

.

.

CAr−1B CArB ... CAr+l−2B















∈ Rrp×lm
(2.14)

onde r > n e l ≥ r

De�nição 6 Matriz Toeplitz dos parâmetros de Markov (T0|r−1)

T0|r−1 ,















G(0) 0 ... 0

G(1) G(0) ... 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

G(r − 1) G(r − 2) ... G(0)















(2.15)

=















D 0 ... 0

CB D ... 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

CAr−2B CAr−3B ... D















∈ Rrp×rp
(2.16)

onde r > n.
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2.3 Realizações em espaço de estados

O problema de realizações foi proposto por Kalman omo a onstrução de modelos em

espaço de estados a partir dos oe�ientes da resposta ao impulso de um sistema, (KAL-

MAN, 1963). Mais tarde foi estabeleido, em (HO; KALMAN, 1966), um algoritmo que

gera as realizações por meio de uma deomposição das matrizes de Hankel dos parâmetros

de Markov. O problema foi então re�nado em (KUNG, 1978) utilizando a SVD (Singular

Value Deomposition) para gerar uma realização de posto mínimo. Ao longo dessa seção

serão apresentados os fundamentos do algoritmo de Ho-Kalman-Kung.

Considerando um atraso nulo td = 0, entradas passadas up e futuras uf são relaionadas

às saídas futuras yf omo

yf = H1|rup + T0|r−1uf (2.17)

onde,

up =
[

u(0) u(−1) u(−2) ... u(−r + 1)
]T

(2.18)

uf =
[

u(1) u(2) u(3) ... u(r − 1)
]T

yf =
[

y(1) y(2) y(3) ... y(r − 1)
]T

T0|r−1 é uma matriz bloo-Toeplitz e H1|r uma matriz bloo de Hankel dos oe�ientes da

resposta ao impulso do sistema. Em outras palavras, a Equação (2.17) é o equivalente

matriial do modelo (2.2), quando r → ∞.

Teorema 1 Propriedades da matriz de oe�ientes da resposta ao impulso H1|r:

Caso a realização (A,B,C,D) seja mínima, as seguintes a�rmativas são verdadeiras:

• H1|r tem posto n e pode ser fatorado omo o produto entre a matriz de observabilidade

estendida (Γr) e a matriz de ontrolabilidade estendida (Ωl)

H1|r = ΓrΩl =



















C

CA

CA2

.

.

.

CAr−1



















[

B AB A2B ... Al−1B
]

(2.19)

• A matriz de Hankel H1|r é invariante ao desloamento. Portanto H2|r+1, de�nida
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desloando uma linha para ima ou uma oluna para esquerda é dada por

H2|r+1 = ΓrAΩl. (2.20)

Prova. A prova do teorema é alançada através da substituição direta das Equações

2.10 e 2.11 em 2.13.

De�nição do problema de realizações:

Suponha que são medidos ou estimados N pontos da resposta ao im-

pulso do sistema. Determinar a ordem do sistema assim omo uma

realização para o onjunto de matrizes (A,B,C,D) da Equação 2.1,

partindo de H1|r.

Caso a resposta ao impulso estimada seja orrompida por ruídos, a matrix H1|r apre-

senta posto(H1|r) > n. Com o intuito de isolar somente a dinâmia real do sistema, uma

aproximação Ĥ1|r de posto(Ĥ1|r) = n, é de�nida a partir da deomposição SVD

H1|r = UΣV T =
[

Un Us

]

[

Σn 0

0 Σs

][

V T
n

V T
s

]

(2.21)

onde U e V são matrizes ortogonais e Σ = diag(σ1, σ2, .., σn, σn+1, .., σr) é uma matriz

diagonal omposta pelos valores singulares de H1|r, organizados de forma deresente.

Supondo uma relação sinal ruído favorável, a ordem n do sistema pode ser estimada

examinando o ponto onde oorre uma queda na magnitude da sequênia dos valores

singulares em Σ. Uma vez determinada a ordem do sistema, a aproximação Ĥ1|r de

posto(Ĥ1|r) = n é de�nida omo

Ĥ1|r = UnΣnV
T
n . (2.22)

Considerando a norma-2 da matriz ‖H1|r‖2

‖H1|r‖2 = ‖UΣV T‖2 = ‖Σ‖2 = σ1 (2.23)

assim omo a norma de Frobenius ‖H1|r‖F

‖H1|r‖F = ‖UΣV T‖F = ‖Σ‖F =

√

√

√

√

r
∑

i=1

σ2
i (2.24)
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é demonstrado em (ECKART; YOUNG, 1936) que Ĥ1|r é o mais próximo possível de H1|r

no sentido das referidas normas

Ĥ1|r =
arg min

posto(Ĥ1|r)=n

∥

∥

∥
Ĥ1|r −H1|r

∥

∥

∥

2
=

arg min

posto(Ĥ1|r)=n

∥

∥

∥
Ĥ1|r −H1|r

∥

∥

∥

F
. (2.25)

Além disso, a norma-2 do erro da redução de posto é

‖Ĥ1|r −H1|r‖2 = σn+1 (2.26)

Estimativas internamente balaneadas para as matrizes de observabilidade e ontrola-

bilidade são dadas pela fatoração

Γ̂r = UnΣ
1/2
n Ω̂l = Σ

1/2
n V T

n (2.27)

que resulta em

‖Γ̂r‖2 = ‖Ω̂l‖2 =
√

‖Ĥ1|r‖2. (2.28)

Portanto o modelo determinado é observável e ontrolável, om

posto(Γ̂r) = posto(Ω̂l) = posto(Ĥ1|r) = n. (2.29)

Substituindo a Equação 2.27 em 2.20 é possível alular uma realização em espaço de

estados onforme a Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Cálulo das matrizes da representação em espaço de estados

Â = (Γ̂r)
†Ĥ2|r+1(Ω̂l)

† = Σ
−1/2
n UT

n Ĥ2|r+1VnΣ
−1/2
n

B̂ = Ω̂l(:, 1)

Ĉ = Γ̂r(1, :)

D̂ = G(0)

O operador (·)† representa a pseudoinversa a esquerda e a notação X(:, 1) e X(1, :)

india respetivamente a primeira oluna e a primeira linha de X . O Algoritmo 1 resume

o problema de realizações resolvido em (KUNG, 1978). Disussões adiionais podem ser

enontradas em (JUANG; PAPPA, 1985).

Algoritmo 1 Algoritmo de Ho-Kalman-Kung
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• Assuma que os N primeiros oe�ientes da resposta ao impulso do sistema são

onheidos;

• De�na r > n e l ≤ N − r + 2;

• Monte a matriz H1|r e realize a SVD de�nida na Equação 2.21;

• Determine a ordem do sistema n inspeionando os valores singulares de H1|r;

• Monte a matriz H2|r+1 e alule (Â, B̂, Ĉ, D̂) onforme a Tabela 2.1.

2.4 Ténias baseadas em subespaços

Na última déada se tem dado bastante atenção a métodos de identi�ação baseados em

subespaços (SMI - Subspae Model Identi�ation). A maioria desses parte do prinípio

que uma base para o subespaço gerado pelas olunas da matriz de observabilidade esten-

dida pode ser determinado por meio de dados de entrada e saída. Uma vez onheida essa

base é possível estimar, implíita ou expliitamente, a sequênia de estados e as matrizes

do sistema. Três abordagens distintas se destaam por sua popularidade N4sid (OVERS-

CHEE; MOOR, 1994), Moesp (VERHAEGEN, 1994) e CVA (LARIMORE, 1996). Cada

uma dessas reorre a uma deomposição SVD de uma matriz diferente de projeções de

subespaços gerados por matrizes de Hankel dos dados.

Essa família de métodos apresenta algumas araterístias em omum, tais quais

• Algoritmos não-iterativos e numeriamente estáveis, já que utilizam ferramentas

estabeleidas omo deomposição QR e SVD;

• Pouo onheimento a priori é neessário. Somente a ordem do sistema é exigida e

mesmo assim ela pode ser determinada pela inspeção dos valores singulares de uma

matriz alulada durante a identi�ação;

• Originalmente adequados a sistemas MIMO, visto que a representação dos modelos

é em espaço de estados.

Serão apresentadas nesta seção uma série de de�nições e teoremas básios para o

emprego de ténias de identi�ação determinístia por subespaços, bem omo algoritmos

funionais para apliação prátia dos oneitos estabeleidos.
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2.4.1 Propriedades geométrias dos sistemas determinístios

Teorema 2 Equações Matriiais das Entradas e Saídas

O modelo em espaço de estados apresentado na Equação 2.1 pode ser reformulado

matriialmente onforme as Equações 2.30, 2.31 e 2.32.

Yp = ΓiXp + T0|i−1Up, (2.30)

Yf = ΓiXf + T0|i−1Uf , (2.31)

Xf = AiXp +∆lUp. (2.32)

Prova. A prova do teorema se da pela onatenação lateral dos vetores de entrada e

saída da Equação 2.17.

Teorema 3 Estimativa de Γ e Xf por projeções oblíquas

Assumindo que:

• A entrada u(t) é persistentemente exitante de ordem 2i;

• A interseção do espaço linha de Uf (entradas futuras) e o espaço linha de Xp (es-

tados passados) é vazia;

• As matrizes de ponderação W1 ∈ Rli×li
e W2 ∈ Rj×j

são tais que W1 é de posto

ompleto (li) e W2 obedee: posto(Wp) = posto(Wp,W2), onde Wp é a matriz de

bloo de Hankel ontendo entradas e saídas passadas.

De�nindo-se Oi omo a projeção oblíqua,

Oi = Yf/Uf
Wp (2.33)

e a deomposição em valores singulares,

W1OiW2 =
(

U1 U2

)

(

S1 0

0 0

)(

V T
1

V T
2

)

(2.34)

= U1S1V
T
1
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tem-se:

1. O espaço linha de Xf é o mesmo de Wp, portanto observando a Figura 2.1 onlui-

se que a projeção oblíqua Oi é igual ao produto entre a matriz estendida de observabilidade

e os estados, Equação 2.35.

Oi = Γi.Xf . (2.35)

2. A ordem do sistema é igual ao número de valores singulares não desprezíveis, na

equação 2.34.

3. A matriz estendida de observabilidade Γi ompartilha o mesmo espaço oluna de Oi

portanto é obtida pela Equação 2.36

Γi =W−1
1 U1S

1/2
1 .T. (2.36)

sendo T ∈ Rn×n
uma transformação de similaridade arbitrária não singular.

4. Visto que a sequênia de estado Xf �a no espaço linha de Oi, pode ser reuperada

pela Equação 2.37.

XfW2 = T−1.S1/2V T
1 . (2.37)

5. A sequênia de estados Xf é igual a:

Xf = Γ†
i .Oi (2.38)

6. A esolha das matrizes de ponderaçãoW1 eW2 determina a base em que a realização

em espaço de estados é onstruída. Duas esolhas típias estão representadas na Tabela

2.2.

Tabela 2.2: Matrizes de ponderação

Método W1 W2

N4SID Ipi Ij

MOESP Ipi ΠU⊥
f

Mais informações sobre projeções no Apêndie A.3.

Prova. Prova do teorema em (OVERSCHEE; MOOR, 1996).

Vale salientar que o método MOESP foi originalmente desenvolvido utilizando o pro-

jetor ortogonal ΠU⊥
f
= UT

f (UfU
T
f )

†Uf para a extração da matriz de observabilidade, on-
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Figura 2.1: Interpretação geométria da equação 2.31

forme

(Yf)ΠU⊥
f

= (ΓiXf + T0|i−1Uf)ΠU⊥
f

(2.39)

YfΠU⊥
f

= ΓiXfΠU⊥
f

(2.40)

essa metodologia, no entanto, pode ser representada sem perda de generalidade pelo

Teorema 3 om W2 = ΠU⊥
f
.

Fia laro na Tabela 2.3 porque a ténia apresentada é denominada identi�ação

por subespaços. As matrizes relaionadas ao sistema são resgatadas omo subespaços de

projeções dos dados de entradas e saídas oletados.

Tabela 2.3: Resumo do teorema 3

Posto(Yf/Uf
Wp) = n

Espaço linha(Yf/Uf
Wp) = Espaço linha(Xf)

Espaço oluna(Yf/Uf
Wp) = Espaço oluna(Γi)

2.4.2 Implementação numéria da estimativa de Γ e X

O teorema 3 tem omo prinipal onsequênia o fato de que a sequênia de estados Xf

e a matriz de ontrolabilidade estendida Γi podem ser diretamente determinadas a partir

das entradas e saídas u(t) e y(t), sem onheimento das matrizes do sistema A, B, C e

D. Na prátia as projeções utilizadas são aluladas por meio da seguinte deomposição

LQ









Uf

Wp

Yf









=









R11 0 0

R21 R22 0

R31 R32 R33

















QT
1

QT
2

QT
3









(2.41)
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onde

Oi = Yf/Uf
Wp = R32R

†
22Wp = Γi.Xf (2.42)

2.4.3 Cálulo das matrizes do sistema

Serão apresentados dois algoritmos para o álulo das matrizes do sistema. O algoritmo

2 explora oneitos do método N4sid e o algoritmo 3 do método Moesp.

De�nição do problema de identi�ação por subespaços:

Suponha que é realizado um experimento e são oletadas N amostras

das entradas u(t) ∈ R
m

e saídas y(t) ∈ R
p
do sistema. Determinar a

ordem do sistema assim omo o onjunto de matrizes (A,B,CeD).

Algoritmo 2 Sequênia de estados

As matrizes do sistema são aluladas por meio da estimação prévia da sequênia de

estados. Partindo do teorema 3, enontra-se:

• A ordem do sistema pela inspeção dos valores singulares da Equação 2.34;

• A sequênia de estados Xi a partir da Equação 2.37.

De�nindo as matrizes

Xi+1 =
[

x(i+ 1) x(i+ 2) ... x(i+ j)
]

(2.43)

Xi =
[

x(i) x(i+ 1) ... x(i+ j − 1)
]

(2.44)

Ui|i =
[

u(i) u(i+ 1) ... u(i+ j − 1)
]

(2.45)

Yi|i =
[

y(i) y(i+ 1) ... y(i+ j − 1)
]

(2.46)

as matrizes A, B, C e D são a solução do sistema linear de Equações 2.47

(

Xi+1

Yi|i

)

=

(

A B

C D

)

·
(

Xi

Ui|i

)

, (2.47)

ou ainda,

(

A B

C D

)

=

(

Xi+1

Yi|i

)

·
(

Xi

Ui|i

)†

, (2.48)
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Algoritmo 3 Invariânia da matriz de observabilidade

Diferentemente do algoritmo 2, neste aso as matrizes do sistema são determinadas

em dois passos. Primeiramente, determinam-se A e C através de Γi, e num segundo passo

B e D são omputados. Pelo teorema 3, tem-se:

• A ordem do sistema a partir da inspeção dos valores singulares da Equação 2.34;

• A matriz de observabilidade estendida Γi pela Equação 2.36.

A matriz A é determinada por meio da Equação 2.49, onde Γi denota a exlusão das

primeiras l (número de saídas) linhas de Γi e Γi a exlusão das l últimas linhas.

A = Γi
† · Γi (2.49)

A matriz C é obtida a partir das l primeiras linhas Γi. Já as matrizes B e D são

determinadas da seguinte maneira:

Levando-se em onsideração o omplemento ortogonal, Γ⊥
i = UT

2 W1, da Equação 2.31

obtém-se,

Γ⊥
i · Yf = Γ⊥

i · Γi ·Xf + Γ⊥
i · T0|i−1 · Uf (2.50)

= Γ⊥
i · T0|i−1 · Uf , (2.51)

isto leva a,

Γ⊥
i · Yf · U †

f = Γ⊥
i T0|i−1. (2.52)

Por simpliidade de notação, denota-se o termo do lado direito da equação om M e

Γ⊥
i om L. Esta equação pode ser reesrita omo:

(

M1 M2 . . . Mi

)

=
(

L1 L2 . . . Li

)

× (2.53)



















D 0 0 · · · 0

CB D 0 · · · 0

CAB CB D · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

CAi−2B CAi−3B CAi−4B · · · D



















(2.54)
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onde Mk ∈ R(li−n)×m
e Ωk ∈ R(li−n)×l

. Finalmente tem-se:















M1

M2

.

.

.

Mi















=



















L1 L2 · · · Li−1 Li

L2 L3 · · · Li 0

L3 L4 · · · 0 0
.

.

.

.

.

. · · · .

.

.

.

.

.

Li 0 · · · 0 0



















(

Il 0

0 Γi

)(

D

B

)

(2.55)

2.5 Identi�ação por subespaços utilizando normas nu-

leares (N2SID)

Métodos de identi�ação por subespaços têm um grande apelo omputaional por utiliza-

rem e�ientes algoritmos matriiais (deomposição QR e SVD) para gerar aproximações

de posto reduzido para matrizes onstruídas através dos dados de entrada e saída. Porém

tais métodos falham em garantir a otimalidade de suas estimativas.

Reentemente tem se popularizado a minimização por normas nuleares omo uma

alternativa para determinar aproximações de posto reduzido de matrizes. A minimização

da norma nulear (soma dos valores singulares) é uma heurístia popular para aproximação

de matrizes de posto reduzido proposta iniialmente em (FAZEL; HINDI; BOYD, 2001).

Ela oferee a vantagem de preservar a estrutura linear matriial, ao ontrário da SVD,

normalmente utilizada em métodos por subespaços. Esse problema de minimização é

também failmente ombinado om termos de regularização onvexa assim omo restrições

onvexas nos parâmetros.

De�nição 7 Norma Nulear

A norma nulear ‖X‖∗ de uma matriz X ∈ Rp×q
é de�nida omo a soma dos valores

singulares de X

‖X‖∗ = trace(
√
X∗X) =

min(p,q)
∑

i=1

σi (2.56)

2.5.1 Redução de posto por normas nuleares

O problema de redução de posto resolvido no Teorema 3, om a deomposição SVD da

projeção Oi, pode ser reesrito omo um problema de otimização da função de usto J .

A função de usto pondera a norma nulear de Oi e o termo de regularização.

O vetor y̌(t) t = 0, .., N − 1 é utilizado omo variável de otimização. Não onfundir

om y(t), que é o vetor de medições da saída. O objetivo é gerar um vetor ótimo y̌(t),
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que minimize a função de usto J

J = ‖Ǒi‖∗ + γ

N−1
∑

t=0

‖y̌(t)− y(t)‖22 (2.57)

onde Ǒi = Y̌f/Uf
Wp e Y̌f é onstruído por y̌(t).

O parâmetro γ garante uma ponderação entre a redução de posto de Oi e o desvio

entre a saída otimizada y̌(t) e a saída medida y(t). Uma vez alulada a nova saída, os

algoritmos 2 e 3, podem ser utilizados para gerar as realizações em espaço de estados.

Além de obter uma resposta ótima, a maior vantagem dessa abordagem é a possibilidade

de inserção de restrições no problema de otimização.

2.6 Conlusões

Nesse apítulo foram apresentadas algumas ténias para onstrução de realizações em

espaço de estados. É feita uma revisão bibliográ�a desde o método de Kalman baseado

na resposta ao impulso do sistema, seguindo aos métodos por subespaços até a utilização

de ténias mais modernas de otimização por normas nuleares para obtenção de uma

realização de posto mínimo.



Capítulo 3

Projeto de exitações pulsadas

3.1 Introdução

O projeto de exitações é uma etapa fundamental na identi�ação de sistemas. O grau

de semelhança entre um modelo identi�ado e o sistema original é uma função direta

da qualidade dos dados experimentais (PINTELON, 2012). É um onsenso na literatura

que sinais de exitação longos e energétios melhoram a estimativa de modelos, porém

em ambientes industriais, esses requisitos são on�itantes om restrições eon�mias e

operaionais. Idealmente, devem ser oletadas informações su�ientes para araterização

das dinâmias de interesse da planta, sem desperdíio de tempo ou energia em frequênias

irrelevantes.

A modelagem de sistemas é a etapa mais demorada e dispendiosa em um projeto de

sistema de ontrole (OGUNNAIKE, 1996). Do ponto de vista eon�mio, é desejável que

os experimentos sejam urtos e gerem a menor interferênia possível na operação normal

da planta. O projeto de exitações ideal deve ponderar o ompromisso entre gerar modelos

preisos e os ustos operaionais, além de ser simples o su�iente para ser exeutado por

operadores não espeializados em identi�ação de sistemas.

É proposto nesse apítulo um algoritmo apaz de gerar automatiamente exitações

pulsadas baseadas no atraso e na onstante de tempo dominante do sistema. O proe-

dimento desenvolvido é apaz de gerar exitações de baixas e médias frequênias, om

pouo onheimento prévio do proesso. O projeto da exitação é dividido em duas eta-

pas. É realizada uma estimativa iniial do atraso e da onstante de tempo do sistema, por

meio de uma únia osilação om um experimento do relé, em seguida um sinal pulsado

é gerado na frequênia de interesse.

26
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3.2 Experimento do relé

Foi proposto em (ASTROM; HAGGLUND, 1984) que o ganho e a frequênia rítia de

um proesso podem ser estimados a partir das osilações geradas por uma realimentação

om um relé. A estrutura de realimentação mostrada na Figura 3.1 força o apareimento

de uma osilação rítia na saída, om frequênia wc e defasamento de −180 em relação

ao sinal de ontrole apliado. É ilustrado um exemplo de sinais de entrada e saída na

Figura 3.2.

G(s)u yr

Figura 3.1: Diagrama de bloos de um proesso realimentado om um relé

0 5 10 15 20 25 30

-1

-0.5

0

0.5

1

Entrada de controle

Saída do sistema

a

-a

Figura 3.2: Exemplo de sinais de entrada e saída para um proesso realimentado om um

relé

De�nição 8 A função relé é de�nida matematiamente onforme

y =

{

a, u ≥ ε

−a, u < ε
(3.1)
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onde a é a amplitude e ε a histerese do relé. Uma representação grá�a da função relé é

ilustrada na Figura 3.3.

Figura 3.3: Representação grá�a da função relé

O ganho rítio K180 é uma função da amplitude do relé e do ganho do sistema k

K180 =
πk

4a
(3.2)

Nota-se que essa estrutura experimental proporiona uma maneira segura e estável de

obter uma osilação rítia, visto que o sinal de ontrole é sempre mantido em uma faixa

�xa determinada pela amplitude do relé.

3.3 Estimativa iniial das dinâmias dominantes

É demonstrado em (ASTROM; HAGGLUND, 2007) que é possível estabeleer uma rela-

ção entre os parâmetros de ummodelo FOPTD e estimativas da frequênia e ganho rítio,

obtidos por um experimento do relé. Essa abordagem é válida para um experimento longo,

onde os transitórios iniiais são desprezados, até que uma osilação permanente se estabe-

leça. Nesta seção, propõe-se a utilização da primeira osilação do relé (transitório) para

uma estimativa rápida do atraso e da onstante de tempo dominante do sistema. Esses

parâmetros serão utilizados posteriormente na onstrução do sinal de exitação prinipal.

3.3.1 Sistemas om atraso

Assumindo que o sistema alvo possa ser aproximado, de forma razoável, por um modelo

FOPTD

G(s) =
K

sT + 1
e−sL

(3.3)
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uma osilação do relé padrão om amplitude −a, a e histerese ε = 0, é ilustrada na

Figura 3.4. Observa-se que a primeira e a segunda transição do sinal de ontrole oorrem

respetivamente nos instantes t1 e t2.

Entrada de controle
Saída do sistema

-a

a

0

t! t"

Figura 3.4: Sinais de entrada e saída para uma osilação de um modelo FOPTD reali-

mentado por um relé padrão

O atraso L é obtido diretamente de t1 e a onstante de tempo dominante do sistema

T é relaionada aos instantes de haveamento onforme o Teorema 4.

Teorema 4 A onstante de tempo T de um sistema FOPTD é relaionada diretamente

aos instantes de haveamento t1 e t2 da primeira osilação de um experimento do relé

sem histerese, onforme a Equação

2e−
t2−2t1

T − e−
t2−t1

T = 1 (3.4)

Prova. Fatore o sinal da entrada de ontrole urelay omo a soma de três degraus

ud1(t) = au(t), ud2(t) = −2au(t − t1) e ud3(t) = au(t − t2). Usando o teorema da

superposição, a saída do sistema pode ser esrita omo uma função dos três sinais de

entrada

Y (s) = G(s)Urelay(s) (3.5)

Y (s) = G(s)(Ud1(s) + Ud2(s) + Ud3(s)) (3.6)

Y (s) = G(s)Ud1(s) +G(s)Ud2(s) + (s)G(s)Ud3 (3.7)

tomando a transformada inversa de Laplae

y(t) = aK(1− e−
t−L
T )− 2aK(1− e−

t−L−t1
T ) + aK(1 − e−

t−L−t2
T ) (3.8)
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Como o relé utilizado não apresenta histerese, a saída do sistema é zero nas transições

y(t1) = y(t2) = 0. O atraso do sistema é estimado omo o tempo da primeira transição

L = t1 e a saída do sistema na transição t2 é dada por

y(t2) = 0 = aK(1− e−
t2−L

T )− 2aK(1− e−
t2−L−t1

T ) (3.9)

0 = aK(1− e−
t2−t1

T )− 2aK(1− e−
t2−t1−t1

T ) (3.10)

2e−
t2−2t1

T − e−
t2−t1

T = 1 (3.11)

Não existe uma solução analítia para T na Equação 3.11. Porém um resultado apro-

ximado pode ser alulado por meio da expansão em série de Malaurin da função expo-

nenial, onforme o Teorema 5.

Teorema 5 Uma aproximação para a onstante de tempo T de um sistema FOPTD pode

ser alulada a partir dos tempos de haveamento t1 e t2 da primeira osilação de um

experimento do relé sem histerese.

T =
t22 − 6t1t2 + 7t21

2t2 − 6t1
(3.12)

Prova. A expansão em série de Malaurin da função exponenial é

ex =
∞
∑

n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
... (3.13)

os termos exponeniais da Equação 3.11 podem ser aproximados omo uma expansão de

segunda ordem onforme

2e−
t2−2t1

T ≈ 2[1− (t2 − 2t1)

T
+

(t2 − 2t1)
2

2T 2
] (3.14)

e−
t2−t1

T ≈ 1− (t2 − t1)

T
+

(t2 − t1)
2

2T 2
(3.15)

substituindo 3.14 e 3.15 em 3.11

2
2T 2 + (4t1 − 2t2)T + (t22 − 4t2t1 + 4t21)

2T 2
− (3.16)

2T 2 + (2t1 − 2t2)T + (t22 − 2t2t1 + t21)

2T 2
= 1 (3.17)

T (−2t2 + 6t1) + (t22 − 6t1t2 + 7t21) = 0 (3.18)
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T =
t22 − 6t1t2 + 7t21

2t2 − 6t1
(3.19)

3.3.2 Sistemas sem atraso

Assumindo que o sistema alvo possa ser aproximado, de forma razoável, por um modelo

de primeira ordem, e não apresente atraso

G(s) =
K

sT + 1
(3.20)

uma osilação do relé padrão om amplitude −a, a e histerese ε, é ilustrada na Figura 3.5.

Observa-se que a primeira e a segunda transição do sinal de ontrole oorrem respetiva-

mente nos instantes t1 e t2. Salientando que a histerese deve ser não nula para possibilitar

uma osilação sustentada, visto que nesse aso o sistema é aproximado por um modelo de

primeira ordem.

Entrada de controle
Saída do sistema

-a

a

0

t! t"

e

-e

Figura 3.5: Sinais de entrada e saída para uma osilação de um modelo de primeira ordem

realimentado por um relé om histerese

De forma semelhante ao sistema om atraso, a onstante de tempo T tem uma relação

direta om os instantes de haveamento t1 e t2. Essa dependênia é dada pelo Teorema 6

Teorema 6 A onstante de tempo T de um sistema de primeira ordem é relaionada

diretamente aos instantes de haveamento t1 e t2 da primeira osilação de um experimento

do relé om histerese, onforme a Equação

2e−
t2−t1

T − e−
t1
T − e−

t2
T = 0 (3.21)
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Prova. Fatore o sinal da entrada de ontrole urelay omo a soma de três degraus

ud1(t) = au(t), ud2(t) = −2au(t − t1) e ud3(t) = au(t − t2). Usando o teorema da

superposição, a saída do sistema pode ser esrita omo uma função dos três sinais de

entrada

Y (s) = G(s)Urelay(s) (3.22)

Y (s) = G(s)(Ud1(s) + Ud2(s) + Ud3(s)) (3.23)

Y (s) = G(s)Ud1(s) +G(s)Ud2(s) +G(s)Ud3(s) (3.24)

tomando a transformada inversa de Laplae

y(t) = aK(1− e−
t
T )− 2aK(1− e−

t−t1
T ) + aK(1− e−

t−t2
T ) (3.25)

Como o relé utilizado apresenta histerese, a saída do sistema nas transições é y(t1) = ε

e y(t2) = −ε. Substituindo na Equação 3.25

y(t1) = ε = aK(1 − e−
t1
T ) (3.26)

y(t2) = −ε = aK(1 − e−
t2
T )− 2aK(1− e−

t2−t1
T ) (3.27)

dividindo as Equações 3.26 e 3.27

y(t1)

y(t2)
=

ε

−ε =
aK(1− e−

t1
T )

aK(1− e−
t2
T − 2 + 2e−

t2−t1
T )

= −1 (3.28)

2e−
t2−t1

T − e−
t1
T − e−

t2
T = 0 (3.29)

Não existe uma solução analítia para T na Equação 3.29. Porém um resultado apro-

ximado pode ser alulado por meio da expansão em série de Malaurin da função expo-

nenial, onforme o Teorema 7.

Teorema 7 Uma aproximação para a onstante de tempo T de um sistema de primeira

ordem, pode ser alulada, a partir dos tempos de haveamento t1 e t2 da primeira osi-

lação de um experimento do relé om histerese.

T =
t22 − 4t1t2 + t21

2t2 − 6t1
(3.30)
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Prova. A expansão em série de Malaurin da função exponenial é

ex =

∞
∑

n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
... (3.31)

os termos exponeniais da Equação 3.11 podem ser aproximados omo uma expansão de

segunda ordem onforme

2e−
t2−t1

T ≈ 2(1− (t2 − t1)

T
+

(t2 − t1)
2

2T 2
) (3.32)

e−
t2
T ≈ 1− (t2)

T
+

(t2)
2

2T 2
(3.33)

e−
t1
T ≈ 1− (t1)

T
+

(t1)
2

2T 2
(3.34)

substituindo 3.32, 3.33 e 3.34 em 3.29

2
2T 2 + (2t1 − 2t2)T + (t22 − 2t2t1 + t21)

2T 2
− (3.35)

2T 2 − 2t1T + t21
2T 2

− 2T 2 − 2t2T + t22
2T 2

= 0 (3.36)

T (−2t2 + 6t1) + (t22 − 4t1t2 + t21) = 0 (3.37)

T =
t22 − 4t1t2 + t21

2t2 − 6t1
(3.38)

3.4 De�nição das exitações

Em grande parte das apliações industriais, experimentos longos om sinais omplexos

são inviáveis devido à neessidade de manter a taxa de produção. Dessa forma a maioria

dos experimentos se resumem a entradas do tipo degrau ou pulso (BARENTHIN, 2006).

Nessa seção, serão projetados sinais de exitação pulsados baseados nas estimativas de

atraso e onstante de tempo dominante obtidas na Seção 3.3.

Os métodos de identi�ação propostos no próximo apítulo partem da premissa que o

sinal de exitação apliado ao sistema é formado por uma ombinação de pulsos om uma

determinada on�guração. Primeiramente é de�nido um únio pulso simples, em seguida

sinais mais omplexos são generalizados.
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3.4.1 Pulso Simples

A unidade básia para onstrução dos sinais de entrada é de�nida na Equação 3.39 e

ilustrada na Figura 3.6.

uB(t) =















uB(t) = 0, t < γ

uB(t) = β, γ ≤ t < α+ γ

uB(t) = 0, t ≥ α + γ

(3.39)

onde γ é o atraso iniial do sinal, α é a duração do pulso e β é a sua amplitude. De maneira

geral, α e γ determinam a faixa de frequênia que o sinal vai exitar. É proposto que

esses parâmetros sejam esolhidos omo uma função da onstante de tempo dominante,

estimada na Seção 3.3.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

a

b

g

Figura 3.6: Ilustração do pulso base uB(t)

Proposição 8 Com o intuito de garantir que o estado estaionário seja atingido a ada

transição, é proposto que os parâmetros α = γ = 5T . Assumindo que T é a onstante de

tempo dominante, no instante t = L+5T a saída do sistema será aproximadamente 99%

do regime estaionário.

Prova. A resposta ao degrau de um modelo FOPTD é dada por

y(t) = aK(1− e−
t−L
T ) (3.40)

portanto a razão entre o valor da saída no instante t = L+ 5T e t = ∞ é

y(L+ 5T )

y(∞)
=
aK(1− e−

L+5T−L
T )

aK
= 1− e−5 = 0, 9933 (3.41)
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A matriz de Hankel da entrada UB
1|r é onstruída através de um janelamento de hori-

zonte r no vetor de entrada uB(t). Devido ao formato pulsado da entrada, a matriz de

Hankel pode ser expressa em três termos

UB
1|r =

[

UB∆
1|r | UBΦ

1|r | UBΨ
1|r

]

(3.42)

UB∆
1|r =



















0 .. 0 0 0

0 .. 0 0 β

0 .. 0 β β

.. .. .. .. ..

0 .. β β β



















UBΦ
1|r =



















β .. β

β .. β

β .. β

.. .. ..

β .. β



















UBΨ
1|r =



















β β β

β β 0

β 0 0

.. .. ..

0 0 0



















(3.43)

onde UB∆
1|r ∈ R(r)×(γ)

, UBΦ
1|r ∈ R(r)×(α−r)

e UBΨ
1|r ∈ R(r)×(r−1)

.

3.4.2 Pulsos Compostos

Existem situações em que uma exitação mais ria é neessária, aso seja fundamental

a aptura de dinâmias mais omplexas do sistema em estudo. Partindo do pulso sim-

ples, de�nido na Equação 3.39, é possível onstruir sinais de entrada mais omplexos por

onatenação. Duas possíveis on�gurações são ilustradas nas Figuras 3.7 e 3.8.
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Figura 3.7: Pulso Duplo (aso 1)
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Figura 3.8: Pulso Duplo (aso 2)

Considerando que um sinal genério uM(t) seja formado pela onatenação de uma

série de pulsos base uB(t) om amplitudes e períodos diferentes

uM(t) =























u(t) = uB1(t), t < α1 + γ1

u(t) = uB2(t), α1 + γ1 < t < α2 + γ2

...

u(t) = uBn(t), αn−1 + γn−1 < t < αn + γn

(3.44)

A representação em bloos de Hankel de uM(t), é simplesmente a onatenação dos

bloos de Hankel de ada sinal do tipo uB(t) apliado

UM
1|r =

[

UB1
1|r UB2

1|r .. UBn
1|r

]

. (3.45)

3.4.3 Persistênia das exitações

O oneito de persistênia de exitação está relaionado a ordem que um modelo linear

pode ser estimado. Segundo (LJUNG, 2010), um sinal de entrada om persistênia de

ordem n pode ser utilizado, no máximo, para estimar n variáveis, de forma onsistente.

De�nição 9 Persistênia da Exitação

A sequênia de entrada u(t) é persistentemente exitante de ordem n se a matriz

ovariânia de entrada Ruu tem posto ompleto.(LJUNG, 2010)
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Ruu =













Ru(0) Ru(1) ... Ru(n− 1)

Ru(1) Ru(0) ... Ru(n− 2)

... ... ... ...

Ru(n− 1) Ru(n− 2) ... Ru(0)













= E[U0|n−1U
T
0|n−1] (3.46)

onde Ru(τ) é a função de ovariânia do sinal de entrada

Ru(τ) = lim
N→∞

1

N

N
∑

t=1

u(t)u(t− τ) (3.47)

3.5 Exemplos de simulação

É realizada uma série de simulações para exempli�ar os oneitos de�nidos nesse apítulo.

3.5.1 Exemplo simulado 1

Assumindo um sistema alvo de primeira ordem om atraso, representado pela função de

transferênia

G(s) =
e−0,8s

(5s+ 1)
(3.48)

é realizada a montagem da Figura 3.1 e a primeira osilação do relé é oletada. Foi

utilizado um relé de amplitude a = 1 e histerese ε = 0. Os sinais, amostrados om 0, 01s,

são representados na Figura 3.9
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Figura 3.9: Grá�o dos sinais da primeira osilação do relé do Exemplo 3.5.1
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As transições oorreram respetivamente nos instantes t1 = 0, 81s e t2 = 2, 30s. Dessa

forma, segundo o Teorema 5, o atraso estimado é L = 0, 81s e a onstante de tempo é

T = 4, 982. Um sinal de exitação ompleto, omposto por um pulso simples om α = 5T ,

β = 1 e γ = 4T , é ilustrado na Figura 3.10
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Figura 3.10: Grá�o do sinal de exitação projetado no Exemplo 3.5.1

3.5.2 Exemplo simulado 2

Assumindo um sistema alvo de primeira ordem, representado pela função de transferênia

G(s) =
1

(2s+ 1)
(3.49)

é realizada a montagem da Figura 3.1 e a primeira osilação do relé é oletada. Foi

utilizado um relé de amplitude a = 1 e histerese ε = 0, 2. Os sinais, amostrados om

0, 01s, são representados na Figura 3.11
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Figura 3.11: Grá�o dos sinais da primeira osilação do relé do Exemplo 3.5.2

As transições oorreram respetivamente nos instantes t1 = 0, 50s e t2 = 1, 34s. Dessa

forma, segundo o Teorema 7, a onstante de tempo é T = 1, 983. Um sinal de exitação

ompleto, formado por um pulso omposto om α1 = 5T , α2 = 5T , β1 = 1, β2 = −0, 5,

γ1 = 4T e γ1 = 5T , é ilustrado na Figura 3.12
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Figura 3.12: Grá�o do sinal de exitação projetado no Exemplo 3.5.2
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3.6 Conlusões

Nesse apítulo foi de�nido o formato das exitações que serão utilizadas nos métodos de

identi�ação propostos nessa tese. Assumindo que pouas informações são disponibiliza-

das a priori, foi proposta uma metodologia para estimar a onstante de tempo dominante,

por meio da primeira osilação de um experimento do relé. Essa informação, serve de

parâmetro para o projeto da exitação prinipal, que é omposta por um ou mais pulsos

onatenados.



Capítulo 4

Identi�ação de modelos em espaço de

estados, por meio de exitações

pulsadas

4.1 Introdução

A representação de sistemas em espaço de estados foi largamente popularizada após os

anos 60, devido a uma série de vantagens omo proporionar uma desrição interna de-

talhada dos sistemas, ser apropriada a sistemas multivariáveis, possibilitar a utilização

de ténias numérias e�ientes e viabilizar a apliação de ténias de ontrole avança-

das. Foram revisados, no Capítulo 2, métodos lássios para onstrução de realizações

em espaço de estados, espeialmente o método de Kalman que deu origem as ténias

por subespaços. Os métodos por subespaços têm sido extensivamente investigados nos

últimos anos, porém aspetos importantes, quanto a sua apliação em proessos reais,

ainda não foram ompletamente dominados. Um dos pontos rítios é relativo ao projeto

de exitações. Métodos por subespaços apresentam melhores resultados para sinais de

entrada bastante exitantes, de forma que sua performane é degradada a medida que a

banda dos sinais de entrada é reduzida (QIN, 2006).

O algoritmo original de Kalman, apresentado na Seção 2.3, assume que os oe�ientes

da resposta ao impulso do sistema são onheidos omo passo iniial para a onstrução das

realizações em espaço de estados. Porém medir diretamente a resposta ao impulso de um

sistema é muitas vezes inviável. Amorteimentos de alta frequênia podem resultar em

uma resposta bastante urta à medida que a relação sinal ruído se torna impratiável, além

de que o impulso unitário pode exitar não linearidades de alta frequênia que degradam

41
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a qualidade da estimativa. Realizar a transformada inversa de Fourier da resposta em

frequênia é uma das opções para ontornar essa di�uldade, porém as estimativas dos

parâmetros de Markov somente onvergirão aso o sinal de entrada tenha uma banda

de frequênia larga. Os sinais de entrada utilizados em grande parte dos experimentos

prátios de identi�ação são de banda estreita, portanto em muitos asos o álulo da

resposta em frequênia por inversão do espetro de entrada aentua os ruídos de medição.

Apliações industriais normalmente não possibilitam a apliação de sinais om banda

de frequênia larga. Devido a uma série de restrições operaionais, limitações dos atua-

dores ou eon�mias, muitos dos experimentos prátios são restritos a exitações do tipo

degrau ou pulso. Algumas soluções para esse problema foram desenvolvidas em traba-

lhos omo o de (HELMONT; WEIDEN; ANNEVELD, 1990) e (MILLER; CALLAFON,

2012b), nos quais o problema de realizações é resolvido para resposta ao degrau. Essa

questão também pode ser enarada omo um problema de identi�ação usando segmentos

de dados (NADERI; KHORASANI, 2016), ou um problema de minimização de normas

nuleares (VERHAEGEN; HANSSON, 2014).

É proposto nesse apítulo um novo método para identi�ação de modelos de alta ordem

em espaço de estados a partir da resposta ao pulso de um sistema. A metodologia desen-

volvida é omputaionalmente e�iente e possibilita a estimativa de atrasos de transporte,

assim omo a inserção de onheimentos prévios por meio de um problema de otimização

om restrições via LMI Linear Matrix Inequalities. O onjunto de ténias desenvolvidas

é espeialmente voltado para apliações reais.

4.2 Construção de realizações em espaço de estados uti-

lizando sinais pulsados

O método de identi�ação proposto parte da premissa que o sinal de exitação apliado

ao sistema é formado por uma ombinação de pulsos om uma determinada on�guração.

Primeiramente é exposta a ideia para um únio pulso, em seguida o método é generalizado

para sinais mais omplexos.
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4.2.1 Realizações por pulso simples (RPS)

Sem perda de generalidade, assumindo por um momento que o sistema não apresenta

atraso (td = 0). As matrizes de Hankel das entradas e saída são de�nidas omo

Y1|r =















y(1) y(2) ... y(l)

y(2) y(3) ... y(l + 1)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

y(r) y(r + 1) ... y(l + r)















Y2|r+1 =















y(2) y(3) ... y(l + 1)

y(3) y(4) ... y(l + 2)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

y(r + 1) y(r + 2) ... y(l + r + 1)















(4.1)

U1|r =















u(1) u(2) ... u(l)

u(2) u(3) ... u(l + 1)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

u(r) u(r + 1) ... u(l + r)















U2|r+1 =















u(2) u(3) ... u(l + 1)

u(3) u(4) ... u(l + 2)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

u(r + 1) u(r + 2) ... u(l + r + 1)















(4.2)

onde Y1|r ∈ Rr×l
, Y2|r+1 ∈ Rr×l

, U1|r ∈ Rr×l
, U2|r+1 ∈ Rr×l

.

Considerando somente a parte determinístia do modelo em questão, a equação (2.17)

é estendida para forma de bloos de Hankel onforme

Y1|r = H1|rUa + T0|r−1U1|r (4.3)

Y2|r+1 = H2|r+1Ua + T1|rU1|r (4.4)

onde T0|r−1 e T1|r são matrizes de bloos Toeplitz, U1|r ∈ R(r)×(l)
é a matriz de entrada

de Hankel, Y1|r ∈ R(r)×(l)
é a matriz de saída de Hankel e Ua ∈ R(l)×(l)

é uma matriz

triangular inferior.



Capítulo 4. Identi�ação de modelos em espaço de estados, por meio de exitações pulsadas44

T0|r−1 =















G(0)

G(1) G(0)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

G(r − 1) G(r − 2) ... G(0)















(4.5)

T1|r =















G(1) G(0)

G(2) G(1)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. G(0)

G(r) G(r − 1) ... G(1)















(4.6)

Ua =















u(0) u(1) ... u(l − 1)

0 u(0) ... u(l − 2)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 ... u(0)















(4.7)

O objetivo da ténia é alular uma estimativa para a matriz H1|r e gerar a realização

em espaço de estados por meio do algoritmo de Kalman. Em métodos tradiionais base-

ados em subespaços isso é realizado por meio de uma projeção que separe H1|r e T0|r−1,

omo visto no Teorema 2. Uma das ondições para esse projetor existir é a persistênia

de ordem r do sinal de exitação.

É proposta uma forma de alular analitiamente uma estimativa da matriz H1|r utili-

zando somente os sinais de entrada e saída oletados experimentalmente. Assumindo que

o sistema é exitado om um pulso uB(t) de�nido na Equação 3.39, é possível alular

expliitamente o termo T0|r−1U1|r na Equação 4.3 e isolar H1|r. Se r < α e r < γ, então a

matriz de Hankel da entrada UB
1|r, pode ser expressa em três termos

UB
1|r =

[

UB∆
1|r | UBΦ

1|r | UBΨ
1|r

]

(4.8)

UB∆
1|r =



















0 .. 0 0 0

0 .. 0 0 β

0 .. 0 β β

.. .. .. .. ..

0 .. β β β



















UBΦ
1|r =



















β .. β

β .. β

β .. β

.. .. ..

β .. β



















UBΨ
1|r =



















β β β

β β 0

β 0 0

.. .. ..

0 0 0



















(4.9)

onde UB∆
1|r ∈ R(r)×(γ)

, UBΦ
1|r ∈ R(r)×(α−r)

e UBΨ
1|r ∈ R(r)×(r−1)

.
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Substituindo as Equações 4.5 e 4.8

T0|r−1U
B
1|r =

[

∆ Φ Ψ
]

(4.10)

∆ = β

























0 0 0 .. 0

0 0 0 .. G(0)

0 0 0 .. G(0) +G(1)

.. .. .. .. ..

0 0 G(0) .. G(0) +G(1)..+G(r − 3)

0 G(0) G(0) +G(1) .. G(0) +G(1)..+G(r − 2)

























(4.11)

Φ = β

























G(0) .. G(0)

G(0) +G(1) .. G(0) +G(1)

G(0) +G(1) +G(2) .. G(0) +G(1) +G(2)

.. .. ..

G(0) +G(1)..+G(r − 2) .. G(0) +G(1)..+G(r − 2)

G(0) +G(1)..+G(r − 1) .. G(0) +G(1)..+G(r − 1)

























(4.12)

Ψ = β

























G(0) G(0) .. G(0)

G(0) +G(1) G(0) +G(1) .. G(1)

G(0) +G(1) +G(2) G(0) +G(1) +G(2) .. G(2)

.. .. .. ..

G(0) +G(1)..+G(r − 2) G(1) +G(2)..+G(r − 2) .. G(r − 2)

G(1) +G(2)..+G(r − 1) G(2) +G(3)..+G(r − 1) .. G(r − 1)

























(4.13)

.

Sabe-se que para um sistema linear

y(t) =
∞
∑

k=0

G(k)u(t− k) (4.14)

portanto a matriz T0|r−1U
B
1|r pode ser re-esrita somente omo uma função do sinal de
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saída f(y(t)) da seguinte forma

∆ =

























0 0 0 .. 0

0 0 0 .. y(γ)

0 0 0 .. y(γ+1)

.. .. .. .. ..

0 0 y(γ) .. y(γ+r−2)

0 y(γ) y(γ+1) .. y(γ+r−3)

























(4.15)

Φ =

























y(γ) .. y(γ)

y(γ+1) .. y(γ+1)

y(γ+2) .. y(γ+2)

.. .. ..

y(γ+r−2) .. y(γ+r−2)

y(γ+r−1) .. y(γ+r−1)

























(4.16)

Ψ =

























y(γ) y(γ) .. y(γ)

y(γ+1) y(γ+1) .. y(γ+1) − y(γ)

y(γ+2) y(γ+2) .. y(γ+2) − y(γ+1)

.. .. .. ..

y(γ+r−2) y(γ+r−2) − y(γ) .. y(γ+r−2) − y(γ+r−3)

y(γ+r−1) − y(γ) y(γ+r−1) − y(γ+1) .. y(γ+r−1) − y(γ+r−2)

























(4.17)

onde ∆ ∈ R(r)×(γ)
, Φ ∈ R(r)×(α−r)

e Ψ ∈ R(r)×(r−1)
.

Então hega-se a onlusão de que H1|r e H2|r+1 são funções apenas dos dados de

entradas e saídas onforme as Equações 4.18 e 4.19

H1|r ≈ (Y1|r − T0|r−1U
B
1|r)U

†
a = (Y1|r − f(y(t))1|r)U

†
a (4.18)

H2|r+1 ≈ (Y2|r+1 − T0|r−1U
B
2|r+1)U

†
a = (Y2|r+1 − f(y(t))2|r+1)U

†
a . (4.19)

Essa metodologia também é válida para sistemas multivariáveis, ontanto que o sistema

seja exitado de forma sequenial. Cada entrada é exitada isoladamente enquanto as

demais permaneem em repouso. Essa estratégia gera matrizes de Hankel em que ada

elemento é um bloo om dimensões p×m, onde p é o número de saídas e m o de entradas.

Em suma, a realização em espaço de estados é obtida de aordo om o Algoritmo 4.

Algoritmo 4 Algoritmo de realizações por pulso simples (RPS)



Capítulo 4. Identi�ação de modelos em espaço de estados, por meio de exitações pulsadas47

• De�na o formato do pulso de entrada, (α, β, γ);

• Calule T0|r−1U
B
1|r =

[

∆ Φ Ψ
]

por meio das Equações 4.15, 4.16 e 4.17;

• Calule H1|r e H2|r+1 por meio das Equações 4.18 e 4.19;

• Efetue a SVD de H1|r onforme a Equação 2.21;

• Determine a ordem n do sistema inspeionando os valores singulares de H1|r;

• Calule (Â, B̂, Ĉ, D̂) de aordo om a Tabela 2.1.

4.2.2 Realizações por pulsos ompostos (RPC)

O método RPC é uma extensão direta do RPS quando exitações mais rias são neessá-

rias. Caso seja essenial apturar informações em faixas de frequênia mais abrangentes,

é possível onstruir sinais mais omplexos por onatenação do pulso simples, de�nido na

Equação 3.39. Os parâmetros α e γ estão diretamente ligados ao espetro do sinal gerado.

Considerando que um sinal genério uM(t) seja formado pela onatenação de uma

série de pulsos base uB(t) om amplitudes e períodos diferentes

uM(t) =























u(t) = uB1(t), t < α1 + γ1

u(t) = uB2(t), α1 + γ1 < t < α2 + γ2

...

u(t) = uBn(t), αn−1 + γn−1 < t < αn + γn

(4.20)

a representação em bloos de Hankel de uM(t), é simplesmente a onatenação dos bloos

de Hankel de ada sinal do tipo uB(t) apliado

UM
1|r =

[

UB1
1|r UB2

1|r .. UBn
1|r

]

. (4.21)

Desta forma o método RPC é a extensão natural do método RPS, quando uma sequên-

ia de pulsos base é apliada na entrada.

Partindo da Equação 4.21 é fáil ver que o termo T0|r−1U
M
1|r da Equação 4.3 pode

ser subdividido em n termos, os quais podem ser alulados individualmente onforme a

Equação 4.10

T0|r−1U
M
1|r =

[

T0|r−1U
B1
1|r T0|r−1U

B2
1|r .. T0|r−1U

Bn
1|r

]

. (4.22)

Uma vez que T0|r−1U
M
1|r é alulado, HM

1|r é estimado onforme

HM
1|r ≈ (Y1|r − T0|r−1U

M
1|r)U

†
a (4.23)
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e a realização em espaço de estados é obtida pelo Algoritmo 5.

Algoritmo 5 Algoritmo de realizações por pulsos ompostos (RPC)

• De�na o formato dos n pulsos de entrada, (αn, βn, γn);

• Calule os n termos T0|r−1U
Bn
1|r e monte a matriz T0|r−1U

M
1|r, onforme a Equação

4.22;

• Calule HM
1|r e HM

2|r+1 por meio da Equação 4.23;

• Efetue a SVD de HM
1|r de�nida na Equação 2.21;

• Determine a ordem do sistema inspeionando os valores singulares de HM
1|r;

• Calule (Â, B̂, Ĉ, D̂) onforme a Tabela 2.1.

4.3 Modelos om atraso

Muitos sistemas dinâmios envolvem atrasos, também hamados de tempo morto ou

atrasos de transporte. Tal fen�meno normalmente está relaionado ao transporte de

massa ou energia entre dois pontos de um sistema, masarando a sua resposta dinâmia.

Enontram-se exemplos de atrasos em sistemas térmios, pneumátios, hidráulios, redes

de omuniação et.

A presença de atrasos tende a ausar instabilidade em malha fehada, assim omo torna

o problema de ontrole desa�ador por ausar um desloamento de fase que limita a banda

de atuação do ontrolador. Por esses e outros motivos é importante o desenvolvimento de

ferramentas para estimativa onsistente esse parâmetro.

4.3.1 Classi�ação de métodos para estimativa de atraso

A maioria dos métodos para estimação de atrasos enontrados na literatura pode ser

enquadrada nas seguintes ategorias (BJORKLUND; LJUNG, 2003)

1. Métodos de aproximação por modelos: Os sinais de entrada e saída são repre-

sentados em uma erta base e o atraso é estimado a partir de uma aproximação da

relação entre esses sinais. Existem duas etapas nessa metodologia, estimar o modelo

aproximado, em seguida estimar o atraso a partir do modelo.
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• Domínio do tempo: O atraso é estimado pela deteção do ponto onde a resposta

ao impulso iniia (CARLEMALM et al., 1999);

• Domínio da frequênia: O atraso é estimado pela sua fase (ASTROM; HAG-

GLUND, 2007);

• Domínio de Laguerre: O atraso é obtido pela relação entre os sinais de entrada e

saída representados no domínio de Laguerre (FISCHER; MEDVEDEV, 1999).

2. Métodos onde o atraso é um parâmetro explíito: O atraso é um parâmetro

do modelo

• Métodos de um passo: O atraso assim omo os outros parâmetros são estimados

simultaneamente;

• Métodos de dois passos: Há uma alternânia entre a estimativa do atraso e dos

outros parâmetros;

• Métodos de amostragem: Utilização da amostragem para derivar uma expres-

são para o atraso;

3. Métodos de áreas: Esses métodos utilizam a relação entre o atraso e ertas áreas

abaixo ou aima da resposta ao degrau ou impulso do sistema (ASTROM; HAG-

GLUND, 1995).

Um estudo omparativo entre as prinipais ténias presentes na literatura pode ser

enontrado em (BJORKLUND; LJUNG, 2003) e (RICHARD, 2003).

4.3.2 Estimativa do atraso no domínio do tempo

Nesse trabalho optou-se por estimar o atraso no domínio do tempo, através da deteção

do ponto onde a resposta do sistema se iniia. Qualquer sistema om atraso, representado

por sua resposta ao impulso g(t), pode ser deomposto omo a onvolução entre o sistema

sem atraso gr(t) e um atraso puro δ(t− td), onforme

g(t) = gr(t) ∗ δ(t− td) (4.24)

essa operação é representada gra�amente na Figura 4.1

O Algoritmo Cumulative sum CUSUM originalmente proposto em (PAGE, 1954), é

uma ferramenta de análise de sinais utilizada para detetar mudanças de tendênias.

De�nindo os parâmetros drift ν e threshold h é possível estimar o atraso pelo ponto de

iníio efetivo da resposta do sistema ao sinal de entrada.
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= *

g(t) g (t)r d(t-t )d

td td

Figura 4.1: Representação grá�a da Equação 4.24

Algoritmo 6 CUSUM-TD

Primeiramente é introduzida uma variável auxiliar ρ(t), de modo que t = t̂d aso

ρ(t) > h.

• Obtenha a resposta do sistema s(t);

• De�na drift ν e threshold h;

• ρ(t) = ρ(t− 1) + s(t)− ν;

• ρ(t) = 0 se ρ(t) < 0;

• t̂d = t se ρ(t) > h > 0.

O sinal de teste s(t) é aumulado em ρ(t) até que o threshold h seja superado. Para

evitar que ruídos positivos gerem alarmes falsos, a ada instante de tempo é subtraido ν.

Por outro lado para evitar que ruídos negativos aumentem o tempo de deteção, a soma

é zerada aso ρ(t) < 0 .

Saída

Sinal de teste (rho)

Entrada

h

t  real
d

t  cu
su

m
d

^ t  d
ireto

d
^

Figura 4.2: Exemplo do método CUSUM-TD
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É ilustrado na Figura 4.2 um exemplo da apliação da ténia. Observa-se que para

um mesmo threshold h a estimativa do atraso t̂dcusum é mais preisa do que a estimativa

t̂ddireto obtida pelo sinal original.

4.3.3 Realizações por pulsos ompostos om atraso (RPC-TD)

Foi de�nido nos métodos RPS e RPC que o sinal de entrada seria omposto por um ou

mais pulsos. Dessa forma o atraso pode ser estimado detetando o instante de tempo em

que o sistema omeça a reagir ao pulso iniial. Como visto na Seção 4.3.2 o algoritmo

CUSUM-TD é uma alternativa para estimar esse ponto de transição minimizando o efeito

dos ruídos de medição. O problema então se restringe a sintonizar os parâmetros drift ν

e threshold h.

Os parâmetros do método de busa estão intimamente ligados ao ruído inserido na

saída do sistema. Devido ao formato araterístio do pulso base, de�nido na Equação

3.39, é possível alular uma estimativa do desvio padrão do ruído de medição analisando

a saída do sistema nos instantes t = 0, 1, 2..γ. Assumindo que o ruído tem média zero e

variânia σ2

σ ≈

√

∑γ
t=0 s(t)

2 − 1
γ+1

(
∑γ

t=0 s(t))
2

γ
(4.25)

dessa forma o método é re-parametrizado onforme ν = σ/2 e h = µσ onde µ > 1 india

quantas vezes o threshold é maior do que o desvio padrão do ruído de medição da saída,

no ponto de operação iniial.

Uma vez obtida uma estimativa do atraso (t̂d) omo um múltiplo inteiro do tempo de

amostragem, essa informação pode ser failmente inorporada ao método RPC para gerar

um modelo em espaço de estados om atraso explíito na entrada.

Conforme a Equação 4.24, em um sistema om atraso, os primeiros t̂d oe�ientes da

resposta ao impulso são nulos, de modo que é possível separar as duas dinâmias gr(t)

e δ(t − td) aso essa transição seja onheida. Reorda-se que a matriz H1|r de�nida na

Equação 5 é onstituída pelos oe�ientes da resposta ao impulso organizados em bloos

de Hankel, dessa forma é fáil ver que uma matriz H0
1|r que represente a parela do modelo

sem atrasos pode ser obtida eliminando as t̂d primeiras linhas de H1|r.

Teorema 9 A matriz de oe�ientes da resposta ao impulso H0
1|r orrespondente a om-

ponente sem atraso do modelo, é obtida pela eliminação das t̂d primeiras linhas de H1|r.

H0
1|r = H1|r(td + 1 : r, :) (4.26)
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Prova. A prova vem diretamente da de�nição de H1|r na Equação 2.13.

Algoritmo 7 Algoritmo de realizações por pulsos ompostos om atraso (RPC-

TD)

• De�na o formato dos n pulsos de entrada, (αn, βn, γn);

• Calule os n termos T0|r−1U
Bn
1|r e monte a matriz T0|r−1U

M
1|r, onforme a Equação

4.22;

• Calule HM
1|r e HM

2|r+1 por meio da Equação 4.23;

• Calule σ pela Equação 4.25;

• De�na µ, ν = σ/2, h = µσ e estime o atraso do sistema pelo Algoritmo 6;

• Calule H0M
1|r pela Equação 4.26;

• Efetue a SVD de H0M
1|r onforme a Equação 2.21;

• Determine a ordem do sistema inspeionando os valores singulares de H0M
1|r ;

• Calule (Â, B̂, Ĉ, D̂) onforme a Tabela 2.1.

4.4 Inserção de restrições via Linear Matrix Inequa-

lities (LMI)

Ao identi�ar modelos matemátios por meio de dados experimentais, é muitas vezes de-

sejável que o modelo obtido seja ompatível om algumas araterístias fundamentais

do sistema original. Através de espeialistas ou operadores do sistema, é possível o-

lher requisitos básios tais omo ondições para estabilidade, pontos de operação ou até

prinípios físios que o regem.

Conheimentos prévios do sistema podem ser inorporados ao modelo, mesmo que

a estratégia de identi�ação seja totalmente voltada a dados. Para isso, são realizados

proedimentos de otimização om restrições que impõe ao modelo ertas araterístias

de�nidas a priori.

O método RPC proposto anteriormente pode ser reformulado omo dois problemas

de otimização onvexa sujeita à desigualdades lineares matriiais (LMI) que restringem a

loalização dos seus autovalores e delimitam seu gabarito temporal.
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4.4.1 Regiões LMI

Introduzida por (CHILALI; GAHINET, 1996) uma região LMI é uma região onvexa �,

no plano omplexo, de�nida por uma matriz simétria α e uma matriz quadrada β

� = {z ∈ C : f
�

(z) ≥ 0} (4.27)

onde,

f
�

(z) = α + βz + βT z̄. (4.28)

A função f
�

(z) é denominada função desritiva de �. Em (CHILALI; GAHINET,

1996) é demonstrado que os autovalores de uma matriz A estão ontidos na região � se

e somente se:

ℵ
�

(A, P ) ≥ 0 (4.29)

P = P T ≥ 0

no qual ⊗ representa o produto de Kroneker,

ℵ
�

(A, P ) = α⊗ P + β ⊗ (AP ) + βT ⊗ (AP )T (4.30)

Regiões LMI generalizam a noção de estabilidade de sistemas. Por exemplo, a região

formada pelo diso unitário e seu interior é desrita por:

f
�

(z) =

[

1 0

0 1

]

+

[

0 1

0 0

]

z +

[

0 0

1 0

]

z̄ (4.31)

que resulta na restrição,

ℵ
�

(A, P ) =

[

P AP

PAT P

]

≥ 0 (4.32)

A interseção de duas regiões LMI é também uma região LMI desrita pela função,

f
�1∩�2(z) =

[

f
�1

0

0 f
�2

]

(4.33)

Conforme as informações a priori disponíveis do sistema, pode-se espei�ar uma ou

mais regiões LMI, om o intuito de restringir o posiionamento dos polos do modelo
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obtido. É ilustrada na Figura 4.3 a in�uênia da loalização dos polos no omportamento

temporal da resposta livre do sistema.

Figura 4.3: Mapeamento da in�uênia da loalização dos polos na resposta temporal do

sistema

Em termos gerais, o seguinte omportamento é observado

• Polos reais no interior do írulo unitário impliam em exponeniais deresentes.

Quanto mais próximo da origem mais rápida a taxa de deaimento;

• Polos reais negativos alternam o sentido do ganho;

• Polos reais no exterior do irulo unitário impliam em exponeniais resentes (ins-

tabilidade);

• Polos omplexos om parte imaginária não nula geram um omportamento osila-

tório na saída.

Dessa forma é possível de�nir uma série de regiões de interesse no plano omplexo que

impliquem em um omportamento temporal onheido do sistema real.

Restrição de estabilidade

A região LMI que engloba o diso de raio 1 − δs e ontém todos os números omplexos

ujo |z| ≤ 1− δs tem a seguinte função desritiva,
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αs = (1− δs)I2 βs =

[

0 1

0 0

]

ℵ
s

=

[

(1− δs)P AP

AP T (1− δs)

]

(4.34)

no qual δs é um pequeno inremento para garantir uma margem de estabilidade.

ds

1

Figura 4.4: LMI para restrição de estabilidade

Restrição de autovalores puramente reais

A região LMI que desreve uma pequena faixa em torno do eixo real do plano omplexo,

ujo |Im(z)| ≤ δr é dada por,

αr = δrI2 βr =

[

0 0, 5

−0, 5 0

]

ℵ
r

=

[

δrP 0, 5(AP T − AP )

0, 5(AP − AP T ) δrP

]

(4.35)

o parâmetro δr é um pequeno inremento para tornar o problema omputaionalmente

realizável
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dr

1

Figura 4.5: LMI para restrição de autovalores puramente reais

Restrição de autovalores om parte real positiva

A região LMI que desreve a porção da direita do plano omplexo, ujo Re(z) ≥ δp, tem

omo parâmetros desritivos,

αp = δp

[

2 0

0 −2

]

βp =

[

0 0

0 1

]

ℵ
p

=

[

2δpP 0

0 AP + AP T − 2δpP

]

(4.36)

δp é um pequeno inremento para garantir uma distânia mínima do eixo imaginário.

dp

1

Figura 4.6: LMI para restrição de autovalores om parte real positiva
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4.4.2 Inorporando as restrições nos autovalores

Revisitando o método de Kalman, mais preisamente a Equação 2.3, observa-se que o

resultado Â = Σ
−1/2
n UT

nH2|r+1VnΣ
−1/2
n é referente a minimização de J = ‖Ĥ − H‖2 sem

nenhuma restrição.

O método RPC pode ser então aprimorado adiionando restrições LMI ao problema

de otimização que de�ne o posiionamento dos polos do modelo obtido. O método om

restrições é denominado RPCR (Realizações por pulsos ompostos om restrições). Para

tanto, deve-se reesrever o problema de minimização de�nido na Equação 2.3, para inluir

o termo de ponderação W ,

J0(Â,W ) =
∥

∥

∥
(Γ̂ÂΩ̂− ~H)W

∥

∥

∥

2
(4.37)

W = (Ω̂)†P = VnΣ
−1/2
n P (4.38)

então,

J1(Â, P ) =
∥

∥

∥
UnΣ

1/2
n ÂP − ~HVnΣ

−1/2
n P

∥

∥

∥

2
(4.39)

re-parametrizando omQ = ÂP , tem-se a formulação do primeiro problema de otimização

na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Formulação do problema de otimização dos autovalores de Â

Minimizar; J(Q,P ) =
∥

∥

∥
UnΣ

1/2
n Q− ~HVnΣ

−1/2
n P

∥

∥

∥

2

sujeito a; ℵ
�

(A, P ) ≥ 0 e P = P T ≥ 0

onde; ℵ
�

(A, P ) = diag(ℵ
1

,ℵ
2

...ℵ
i

)

onde ℵ
i

é uma restrição LMI. É demonstrado em (LACY; BERNSTEIN, 2003) que essa

formulação é equivalente a um problema de programação linear onvexa, om restrições de

igualdade, quadrátias e positivas semide�nidas. Uma vez alulados Q e P , Â = QP−1

e Ĉ = Γ (1:l,:).

4.4.3 Inorporando as restrições na resposta temporal

Uma vez determinadas as matrizes Â e Ĉ, pode ser formulado um problema de pro-

gramação quadrátia onvexa adiional para restringir o omportamento do sistema a
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um determinado gabarito temporal. As seguintes araterístias podem ser forçadas ao

modelo:

• Valor em regime permanente ŷ(∞) = y∞;

• Overshoot máximo ŷ(t) ≤ ymax;

• Undershoot máximo ŷ(t) ≥ ymin.

ou seja ymin ≤ ŷ ≤ ymax, ∀t e Ĉ(In − Â)−1B̂ + D̂ = y∞, onforme o exemplo da Figura

4.7.

0 2 4 6 8 10 12
−0.2
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0.4

0.6
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Tempo(s)

A
m
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de

0

y¥

yMIN

yMAX

Figura 4.7: Gabarito temporal para saída do modelo

As matrizes B̂ e D̂ são por �m a solução do problema de otimização de�nido na Tabela

4.2.

Tabela 4.2: Formulação do problema de otimização da resposta temporal

Minimizar; J(θ) = ‖y − ψθ‖2
sujeito a; ψθ ≥ ymin, ψθ ≤ ymax, γθ = y∞

onde;

ψ(t) =
[

∑t−1
k=0 ĈÂ

t−k−1u(k) u(t)
]

γ =
[

Ĉ(In − Â)−1 1
]

ψ =















ψ(0)

ψ(1)
.

.

.

ψ(N)















θ =

[

B̂

D̂

]
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Algoritmo 8 Algoritmo de realizações por pulsos om restrições (RPCR)

• De�na o formato dos n pulsos de entrada, (αn, βn, γn);

• Calule os n termos T0|r−1U
Bn
1|r e monte a matriz T0|r−1U

M
1|r, onforme a Equação

4.22;

• Calule HM
1|r e HM

2|r+1 por meio da Equação 4.23;

• Determine a ordem do sistema inspeionando os valores singulares de HM
1|r;

• De�na a região ℵ
�

que os autovalores do modelo estarão ontidos e alule Â e B̂

resolvendo o problema de minimização da Tabela 4.1;

• De�na os limites do gabarito temporal da resposta ao degrau do modelo e alule Ĉ

e D̂ onforme a Tabela 4.2.

4.5 Exemplos de simulação

Uma série de simulações são apresentadas para exempli�ar e omparar as ténias dis-

utidas nos apítulos 2, 3 e 4. É de�nido na Equação 6.1 o índie NRMSE (Normalized

root mean square error) para avaliação das respostas dos modelos identi�ados. Tal índie

varia de −∞%, para um ajuste pobre até 100% quando a resposta do modelo identi�ado

é idêntia a real.

NRMSE = (1− ‖xref − x‖2
‖xref − x̄ref‖2

)100% (4.40)

onde xref é o vetor de referênia, x é o vetor de dados a ser testado e o operador (̄·) india
o valor médio dos elementos de um vetor.

Para �m de omparação entre os tempos de exeução das rotinas utilizadas, todos os

álulos foram realizadas no ambiente do Matlab

© em um omputador om proessador

Intelr Core

TM
i7 e 4GB de memória ram.

4.5.1 Exemplo simulado 1

Assumindo que o sistema alvo tem função de transferênia G(s) e é livre de ruídos

G(s) =
e−1s

4s+ 1
(4.41)
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seu equivalente disreto om um segurador de ordem zero e período de amostragem Ts =

0, 1s é G(z)

G(z) =
0, 0247

z − 0, 975
z−10

(4.42)

Seguindo a metodologia do Capítulo 3, foi apliada uma osilação realimentada por

um relé, seguida por um pulso simples. As transições do sinal de ontrole oorreram nos

instantes t1 = 1, 02s e t2 = 2, 82s, o que resultou em uma aproximação da onstante de

tempo T = 4, 21s. Conforme a Proposição 8, os parâmetros do pulso foram de�nidos

omo α = γ = 5T e β = 1 e a amplitude do relé a = 1. Os sinais de entrada e saída são

representados na Figura 4.8.
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Saída do sistema

Figura 4.8: Grá�o dos sinais de entrada e saída do exemplo 4.5.1

O Algoritmo 7 RPC-TD é empregado om r = 20. Como o sistema apresenta atraso

mas não é ontaminado por ruídos, é apliado um threshold in�nitesimal, resultando na

estimativa t̂d = 1s. O sinal auxiliar rho é ilustrado na Figura 4.9.
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Tempo (s)
0 5 10 15 20 25 30

A
m

pl
itu

de

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Entrada de controle
Saída do sistema
rho

Figura 4.9: Grá�o dos sinais para busa do atraso do exemplo 4.5.1

Na Figura 4.10 é representada gra�amente a sequênia de valores singulares alulada.

Como o exemplo não apresenta ruídos, e é de primeira ordem, somente o primeiro valor

singular é não nulo.
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Figura 4.10: Sequênia de valores singulares do exemplo 4.5.1
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Finalmente o modelo identi�ado em espaço de estados é dado por

x(t + 1) =
(

0, 975
)

x(t) +
(

−0, 127
)

u(t− 10) (4.43)

y(t) =
(

0, 193
)

x(t) +
(

0, 000
)

u(t− 10) (4.44)

Como esperado, para o exemplo sem ruídos, a representação entrada-saída do modelo

identi�ado G(z)RPS−TD é idêntia ao sistema real G(z).

G(z)RPS−TD =
0, 0247

z − 0, 975
z−10

(4.45)

As respostas de ambos os modelos foram oinidentes, onforme a Figura 4.11.
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Figura 4.11: Simulação dos modelos identi�ados no Exemplo 4.5.1

4.5.2 Exemplo simulado 2

Assumindo que o sistema alvo tem função de transferênia G(s) e é ontaminado por um

ruído aditivo de variânia σ2 = 0, 01

G(s) =
1

(s+ 1)(0, 2s+ 1)
(4.46)

seu equivalente disreto om um segurador de ordem zero e período de amostragem Ts =

0, 02s é G(z)

G(z) =
0, 020(z + 0.819)

(z − 0, 905)(z − 0, 606)
(4.47)
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Seguindo a metodologia do Capítulo 3, foi apliada uma osilação realimentada por

um relé, seguida por um pulso simples. As transições do sinal de ontrole oorreram nos

instantes t1 = 0, 58s e t2 = 1, 42s, o que resultou em uma aproximação da onstante de

tempo T = 1, 47s. Conforme a Proposição 8, os parâmetros do pulso foram de�nidos

omo α = γ = 5T e β = 1, a amplitude do relé a = 1 e a histerese ε = 0, 3. Os sinais de

entrada e saída são representados na Figura 4.12.
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Figura 4.12: Grá�o dos sinais de entrada e saída do exemplo 4.5.2

O Algoritmo 7 RPC-TD é empregado om r = 15 e µ = 2. A análise do estado

estaionário iniial india um desvio padrão de σ = 0, 007 portanto o drift e o threshold

alulados são respetivamente ν = 0, 0035 e h = 0, 014. Observa-se na Figura 4.13 que o

atraso estimado é t̂d = 0, 2s.
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Figura 4.13: Grá�o dos sinais para busa do atraso do exemplo 4.5.2

Na Figura 4.14 é representada gra�amente a Sequênia de valores singulares alu-

lada. Observa-se que existe uma mudança de amplitude entre os índies 2 e 3, levando a

rer que o sistema pode ser representado por um modelo de segunda ordem.
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Figura 4.14: Sequênia de valores singulares do exemplo 4.5.2
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Finalmente o modelo identi�ado em espaço de estados é dado por

x(t + 1) =

(

0, 873 0, 317

0, 247 −0, 541

)

x(t) +

(

−0, 275

0, 072

)

u(t− 2) (4.48)

y(t) =
(

−0, 326 0, 206
)

x(t) +
(

0, 000
)

u(t− 2) (4.49)

assim omo a sua representação equivalente entrada-saída é

G(z)RPS−TD =
0, 104(z + 0.133)

(z − 0, 926)(z − 0, 595)
(4.50)

A título de omparação foram estimados dois outros modelos utilizando o toolbox de

identi�ação do Matlab. Um modelo, por subespaços, utilizando a ponderação MOESP,

assim omo outro modelo ARX de ordem 2. As urvas das saídas dos modelos obtidos

são representadas na Figura 4.15.
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Figura 4.15: Simulação dos modelos identi�ados no exemplo 4.5.2

Veri�a-se na Tabela 4.3 que o método proposto apresentou o menor índie de erro

assim omo foi o de exeução mais rápida. Tal fato se deve a estrutura da entrada ser

�xada previamente omo um pulso simples, eliminando a neessidade do álulo de uma

deomposição qr adiional.
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Tabela 4.3: Comparativo entre os modelos identi�ados no exemplo simulado 4.5.2

Ténia NRMSE (%) Tempo de exeução (ms)

RPS-TD 91,1 10

Moesp 75,0 3159

ARX 90,6 871

4.5.3 Exemplo simulado 3

Assumindo que o sistema alvo tem função de transferênia G(s) e é ontaminado por um

ruído aditivo de variânia σ2 = 0, 002

G(s) =
(6s+ 1)(3s+ 1)

(10s+ 1)(8s+ 1)(s+ 1)
e−0,3s

(4.51)

seu equivalente disreto om um segurador de ordem zero e período de amostragem Ts =

0, 1s é G(z)

G(z) =
0, 021(z − 0, 983)(z − 0, 967)

(z − 0, 990)(z − 0, 987)(z − 0, 904)
z−3

(4.52)

Seguindo a metodologia do Capítulo 3, foi apliada uma osilação realimentada por

um relé, seguida por um pulso simples. As transições do sinal de ontrole oorreram nos

instantes t1 = 2, 83s e t2 = 7, 79s, o que resultou em uma aproximação da onstante de

tempo T = 13, 90s. Conforme a Proposição 8, os parâmetros do pulso foram de�nidos

omo αn = γn = 5T e βn = {1,−1}, a amplitude do relé a = 1 e a histerese ε = 0, 3. Os

sinais de entrada e saída são representados na Figura 4.16.
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Figura 4.16: Grá�o dos sinais de entrada e saída do exemplo 4.5.3

O Algoritmo 7 RPC-TD é empregado om r = 15 e µ = 2. A análise do estado

estaionário iniial india um desvio padrão de σ = 0, 0017 portanto o drift e o threshold

alulados são respetivamente ν = 0, 0008 e h = 0, 0034. Observa-se na Figura 4.17 que

o atraso estimado é t̂d = 0, 3s.
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Figura 4.17: Grá�o dos sinais para busa do atraso do exemplo 4.5.3

Na Figura 4.18 é representada gra�amente a sequênia de valores singulares alulada.

Observa-se que o sistema apresenta fortes araterístias de primeira ordem, porém valores
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singulares om índies 2 e 3 também são onsideráveis. Para apturar todas as dinâmias

relevantes, serão identi�ados modelos de tereira ordem.
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Figura 4.18: Sequênia de valores singulares do exemplo 4.5.3

Finalmente o modelo identi�ado em espaço de estados é dado por

x(t + 1) =









0, 977 0, 035 −0, 006

0, 124 0, 581 −0, 288

0, 161 −0, 557 −0, 725









x(t) +









−0, 002

−0, 038

0, 000









u(t− 3) (4.53)

y(t) =
(

−1, 947 0, 432 −0, 112
)

x(t) +
(

0, 000
)

u(t− 3) (4.54)

assim omo a sua representação equivalente entrada-saída é

G(z)RPS−TD =
−0, 012(z − 1, 280)(z + 0.871)

(z + 0, 839)(z − 0, 988)(z − 0, 683)
z−3

(4.55)

A título de omparação foram estimados dois outros modelos utilizando o toolbox de

identi�ação do Matlab. Um modelo, por subespaços, utilizando a ponderação MOESP,

assim omo outro modelo ARX de ordem 3. As urvas das saídas dos modelos obtidos

são representadas na Figura 4.19.
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Figura 4.19: Simulação dos modelos identi�ados no exemplo 4.5.3

Veri�a-se na Tabela 4.4 que o método proposto apresentou o menor índie de erro

assim omo foi o de exeução mais rápida. As ténias MOESP e ARX apresentaram um

ajuste similar, porém om um tempo de exeução muito maior.

Tabela 4.4: Comparativo entre os modelos identi�ados no exemplo simulado 4.5.3

Ténia NRMSE (%) Tempo de exeução (ms)

RPS-TD 93,7 45

Moesp 88,4 3573

ARX 93,5 1237

4.5.4 Exemplo simulado 4

Considere o sistema alvo de tereira ordem disreto, representado pela função de transfe-

rênia

G(z) =
0, 0075(z − 0, 6)

(z − 0, 9)(z − 0, 85)(z − 0, 8)
(4.56)

é apliado um pulso simples om α = 10s, β = 1 e γ = 3, 1s. A saída do sistema é

orrompida por um ruído aditivo de média zero e variânia σ2 = 0, 1. Ambos os sinais,

amostrados om 0, 1s, são ilustrados na Figura 4.20.
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Figura 4.20: Grá�o dos sinais de entrada e saída reais do exemplo 4.5.4

Conforme uma eventual experiênia anterior no sistema, imagine que sabe-se de ante-

mão que o proesso não é osilatório e apresenta uma saída estaionária y(∞) = 1. Com

base nessas informações é utilizado o Algoritmo 8, om r = 30.

Na Figura 4.21 é representada gra�amente a sequênia de valores singulares. Observa-

se que a partir do índie 4 a amplitude dos valores singulares se torna onstante e des-

prezível, levando a rer que o sistema pode ser representado por um modelo de tereira

ordem.
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Figura 4.21: Sequênia de valores singulares do exemplo 4.5.4
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Para garantir que o modelo será estável e não apresentará omportamentos osilatórios

é de�nida a região LMI ℵ
�1
, omposta da interseção das regiões apresentadas na Seção

4.4.1. Considerando δs = 0, 01, δr = 0, 01 e δp = 0, 01, ℵ
�1

é dada por

ℵ
�1

=

























0, 99P Q 0 0 0 0

Q′ 0, 99P 0 0 0 0

0 0 0, 01P 0, 5(Q′ −Q) 0 0

0 0 0, 5(Q−Q′) 0, 01P 0 0

0 0 0 0 0, 02P 0

0 0 0 0 0 Q+Q′ − 0, 02P

























(4.57)

É mostrada na Figura 4.22 a representação grá�a da região LMI ℵ
�1

1

Im(z)

Re(z)

sSsP

sR

Figura 4.22: Região LMI ℵ
�1

O modelo obtido, após a resolução do problema de otimização, é �nalmente dado por

x(t + 1) =









0, 898 0, 047 −0, 052

0, 095 0, 814 0, 090

−0, 142 0, 188 0, 690









x(t) +









−0, 060

0, 044

0, 216









u(t) (4.58)

y(t) =
(

−1, 327 −0, 303 −0, 313
)

x(t) +
(

0, 001
)

u(t) (4.59)

assim omo a sua representação equivalente entrada-saída é

G(z)RPS−TD =
0, 001(z − 0, 836)(z − 1, 28 + 4, 16i)(z − 1, 28− 4, 16i)

(z − 0, 571)(z − 0, 935)(z − 0, 897)
(4.60)
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A título de omparação foram estimados dois outros modelos utilizando o toolbox de

identi�ação do Matlab. Um modelo, por subespaços, utilizando a ponderação MOESP,

assim omo outro modelo ARX de ordem 3. As urvas das saídas dos modelos obtidos

são representadas na Figura 4.23.
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Figura 4.23: Grá�o dos sinais de saída do exemplo 4.5.4

Veri�a-se na Tabela 4.5 que o método proposto apresentou o menor índie de erro

porém devido à neessidade da resolução de um problema de otimização omplexo, de-

mandou maior tempo de exeução. O método ARX teve desempenho e tempo de exeução

intermediários, já o Moesp obteve menor preisão porém maior agilidade na exeução.

Tabela 4.5: Comparativo entre os modelos identi�ados no exemplo simulado 4.5.4

Ténia NRMSE (%) Tempo de exeução (ms)

RPSR 78,0 6884

Moesp 74,9 1350

ARX 77,1 5392

Por �m é ilustrado na Figura 4.24 que o método proposto foi o únio ujos polos

respeitaram a região delimitada por ℵ
�1

(retângulo inza).
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Figura 4.24: Polos dos modelos identi�ados no exemplo 4.5.4

4.5.5 Exemplo simulado 5

Nesse exemplo, a ténia de identi�ação proposta é apliada em um proesso MIMO om

duas entradas e duas saídas. A representação entrada saída do sistema real é dada por

[

Y1(s)

Y2(s)

]

=

[

1
s+1

4
4s+1

3
3s+1

2
2s+1

][

U1(s)

U2(s)

]

(4.61)

O sistema disretizado om um segurador de ordem zero e período de amostragem

Ts = 0, 1 é dado por

[

Y1(z)

Y2(z)

]

=

[

0,095
z−0,904

0,098
z−0,975

0,098
z−0,967

0,097
z−0,951

][

U1(z)

U2(z)

]

(4.62)

O sistema MIMO é abordado om uma estratégia sequenial. É apliado um pulso

por vez em ada uma das duas entradas, de forma que a entrada não exitada permanee

em repouso. Os sinais apliados são representados na Figura 4.25.
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Figura 4.25: Simulação dos modelos identi�ados no exemplo 4.5.5

Na Figura 4.26 é representada gra�amente a sequênia de valores singulares alulada.

Observa-se que o sistema apresenta valores singulares onsideráveis até o índie 4.
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Figura 4.26: Sequênia de valores singulares do exemplo 4.5.5
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Finalmente o modelo identi�ado em espaço de estados é dado por

x(t+ 1) =













0, 97 0, 00 −0, 07 −0, 00

0, 00 0, 98 0, 02 0, 01

0, 07 −0, 04 0, 49 −0, 40

−0, 02 0, 00 0, 38 0, 78













x(t) +













−0, 23 −0, 30

0, 13 −0, 06

0, 23 0, 12

0, 04 −0, 01













u(t)(4.63)

y(t) =

(

−0, 28 −0, 10 −0, 30 0, 05

−0, 26 0, 14 −0, 34 −0, 11

)

x(t) +

(

0, 00 0, 00

0, 00 0, 00

)

u(t) (4.64)

A título de omparação, foi estimado outro modelo utilizando a ténia MOESP. As

urvas das saídas dos modelos obtidos são representadas na Figura 4.25. Veri�a-se na

Tabela 4.6 que os métodos apresentaram índies de erro semelhantes, porém o método

proposto foi o de exeução mais rápida.

Tabela 4.6: Comparativo entre os modelos identi�ados no exemplo simulado 4.5.5

Ténia Saída NRMSE (%) Tempo de exeução (ms)

RPS-TD 1 82,3 311

RPS-TD 2 92,0 311

Moesp 1 87,3 979

Moesp 2 91,6 979

4.5.6 Exemplo simulado 6

Nesse exemplo, a ténia de identi�ação proposta é apliada a um modelo simpli�ado

de uma oluna de destilação om duas entradas e duas saídas. Ambas as saídas são

orrompidas por ruídos de medição de média zero e variânia σ2 = 1. A representação

entrada saída do modelo da oluna é dada por

[

Y1(s)

Y2(s)

]

=

[

12,8
16,7s+1

e−s − 18,9
21s+1

e−3s

6,6
10,9s+1

e−s − 19,4
14,4s+1

e−3s

][

U1(s)

U2(s)

]

(4.65)

O sistema disretizado om um segurador de ordem zero e período de amostragem
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Ts = 0, 2 é dado por

[

Y1(z)

Y2(z)

]

=

[

0,152
z−0,988

− 0,179
z−0,990

0,120
z−0,981

− 0,267
z−0,986

][

U1(z − 5)

U2(z − 15)

]

(4.66)

O sistema MIMO é abordado om uma estratégia sequenial. É apliado um pulso

por vez em ada uma das duas entradas, de forma que a entrada não exitada permanee

em repouso. Os sinais apliados são representados na Figura 4.27.
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Figura 4.27: Simulação dos modelos identi�ados no exemplo 4.5.6

Na Figura 4.28 é representada gra�amente a sequênia de valores singulares alulada.

Observa-se que o sistema apresenta valores singulares onsideráveis até o índie 2.
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Figura 4.28: Sequênia de valores singulares do exemplo 4.5.6

Finalmente o modelo identi�ado em espaço de estados é dado por

x(t + 1) =

(

0, 98 0, 00

−0, 00 0, 98

)

x(t) +

(

−0, 25 0, 43

0, 09 0, 17

)[

u1(t)

u2(t)

]

(4.67)

y(t) =

(

−0, 50 0, 22

−0, 53 −0, 20

)

x(t) +

(

0, 00 0, 00

0, 00 0, 00

)[

u1(t)

u2(t)

]

(4.68)

A título de omparação, foi estimado outro modelo utilizando a ténia MOESP. As

urvas das saídas dos modelos obtidos são representadas na Figura 4.27. Veri�a-se na

Tabela 4.7 que os métodos apresentaram índies de erro semelhantes, porém o método

proposto foi o de exeução mais rápida.

Tabela 4.7: Comparativo entre os modelos identi�ados no exemplo simulado 4.5.6

Ténia Saída NRMSE (%) Tempo de exeução (ms)

RPS-TD 1 85,4 436

RPS-TD 2 83,6 436

Moesp 1 86,2 2673

Moesp 2 84,3 2673
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4.6 Conlusões

Nesse apítulo foi apresentado um método para identi�ação de sistemas em espaço de

estados utilizando sinais de entrada pulsados. Foi omprovado experimentalmente que

para o tipo de entrada proposta, tal ténia apresenta performane similar à métodos

tradiionais por subespaços, porém possui maior simpliidade numéria, resultando em

um menor tempo de exeução.

Também foram desenvolvidas variações do método para tratar sistemas om atraso de

transporte, assim omo inserir informações onheidas a priori do sistema. A ténia de

análise de tendênias CUSUM foi adaptada para forneer estimativas do atraso mesmo

em um ambiente ruidoso. O únio parâmetro de ajuste informado pelo usuário é a relação

(µ) entre o threshold e o desvio padrão do ruído.

Por �m, informações onheidas a priori podem ser inseridas no modelo por meio de

restrições nos seus polos. Tais restrições são modeladas omo regiões LMI que dão origem

a um problema de otimização onvexa.



Capítulo 5

Obtenção de modelos FOPTD a partir

da redução de modelos balaneados

5.1 Introdução

Modelos simpli�ados são largamente utilizados no projetos de sistemas de ontrole. Em

muitos asos, somente as araterístias prinipais do sistema são relevantes. Quando

o modelo identi�ado aptura dinâmias desneessárias ao projeto de ontrole, se torna

neessária a utilização de meanismos de redução de modelos.

Uma das metodologias mais populares na literatura são as ténias de redução baseadas

em representações balaneadas em espaço de estados. Tais métodos são fundamentados

na eliminação dos estados om baixa ontribuição na relação entrada/saída. O problema

onsiste em enontrar um modelo simpli�ado Gr a partir do modelo ompleto G

G = Gr +△a (5.1)

onde △a é um resto de aordo om a norma in�nita

inf deg(Gr)≤r‖G−Gr‖∞. (5.2)

Nesse apítulo é desenvolvida uma ténia para obtenção de modelos FOPTD a partir

de realizações balaneadas em espaço de estados. A ténia proposta inlui, na onstante

de tempo, a ontribuição de ada estado de maneira proporional a sua importânia na

relação entrada/saída.

79
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5.2 Equações de Lyapunov

As equações de Lyapunov são utilizadas para testar de forma indireta a estabilidade,

ontrolabilidade e observabilidade de modelos

A∗X +XA+H = 0 (5.3)

dadas as matrizes A e H reais, X é uma solução únia se λi(A) + λ̄j(A) 6= 0 , ∀i, j =

1, 2, ...n. X está diretamente ligado a estabilidade de A.

Lema 1 Se A é estável, então:

• X =
∫∞

0
eA

∗tHeAtdt

• (X > 0 seH > 0) e (X ≥ 0 seH ≥ 0)

• Se H ≥ 0 então (H,A) é observável se e somente se X > 0

Como onsequênia direta do Lema 1, dada uma matriz A estável, o par (C,A) é

observável se e somente se a solução da equação de Lyapunov for positiva de�nida

A∗Q+QA + C∗C = 0 (5.4)

onde Q é de�nido omo o Gramiano de Observabilidade;

O par (A,B) é ontrolável se e somente se a solução da equação de Lyapunov for

positiva de�nida

AP + PA∗ +BB∗ = 0 (5.5)

onde P é de�nido omo o Gramiano de Controlabilidade;

Lema 2 Supondo que X é a solução da equação de Lyapunov A∗X +XA+H = 0

• Reλi(A) ≤ 0 se X > 0 e H ≥ 0

• A é estável se X > 0 e H > 0

• A é estável se X ≥ 0, H ≥ 0, (H,A) é detetável

5.3 Realizações Balaneadas

Embora existam in�nitas representações em espaço de estados para uma mesma matriz de

funções de transferênia, algumas realizações se mostram mais onvenientes para a utili-

zação em problemas de ontrole, dentre elas as realizações balaneadas (ZHOU; DOYLE;
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GLOVER, 1995). Nessa araterização, é obtida uma representação em espaço de esta-

dos tal que os gramianos de observabilidade e ontrolabilidade são iguais e diagonais. A

diagonal do gramiano de�ne um onjunto de parâmetros invariantes hamados de valores

singulares de Hankel σi.

Supondo [A|B
C|D

] uma realização não balaneada e estável de um sistema G, os gramianos

de ontrolabilidade P e observabilidade Q são obtidos omo a solução das equações de

Lyapunov

A∗Q +QA+ C∗C = 0 (5.6)

AP + PA∗ +BB∗ = 0

Onde P ≥ 0 e Q ≥ 0

além disso, o par (A,B) é ontrolável se e somente se P > 0 e (C,A) é observável se e

somente se Q > 0.

Considerando que a realização é mínima e o modelo é ontrolável e observável, os

valores singulares de Hankel (σi) são de�nidos omo a raiz quadrada dos autovalores do

produto PQ

σi = (λi(PQ))
1/2. (5.7)

Portanto uma realização balaneada [ Â|B̂

Ĉ|D̂
] pode ser obtida por meio da transformação

de similaridade x̂ = Tx que resulte em uma representação em espaço de estados om

gramianos de ontrolabilidade e observabilidade iguais e diagonais P̂ = Q̂ = Σ.

G =









TAT−1 | TB

−− + −−
CT−1 | D









=









Â | B̂

−− + −−
Ĉ | D̂









(5.8)

onsiderando a realização mínima, os novos gramianos são obtidos por

P̂ = TPT ∗
(5.9)

Q̂ = T ∗−1QT (5.10)

P̂ = Q̂ = Σ =















σ1

σ2
.

.

.

σn















(5.11)

note que P̂ Q̂ = Σ2 = TPQT−1
, portanto os autovalores do produto dos gramianos (valores
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singulares) permaneem invariantes a transformações de estado.

Como P é positivo de�nido, pode-se fatorar P = R∗R e diagonalizar RQR∗ = UΣ2U∗

resultando na transformação

T = Σ−1/2U∗R−∗
(5.12)

T−1 = R∗UΣ1/2
(5.13)

Essa nova realização om P̂ = Q̂ = Σ é hamada de Realização Balaneada e os termos

σ1 > σ1 > ... > σ1 ≥ 0 são denominados Valores Singulares de Hankel.

5.4 Redução de Modelo por Trunagem Balaneada

Considerando um sistema estável G ∈ RH∞, suponha que a realização G = [A|B
C|D

] é

balaneada (gramianos iguais e diagonais, representados por Σ)

A∗Σ + ΣA+ C∗C = 0 (5.14)

AΣ + ΣA∗ +BB∗ = 0

partiionando o gramiano e o sistema balaneado obtém-se:

Σ =

[

Σ1 0

0 Σ2

]

G =













A11 A12 | B1

A21 A22 | B2

−− −− + −−
C1 C2 | D













(5.15)

Teorema 10 Caso Σ tenha valores singulares distintos então todos os possíveis subsiste-

mas [Aii|Bi

Ci|D
] são assintotiamente estáveis.

Prova. A prova se enontra em (ZHOU; DOYLE; GLOVER, 1995).

Por de�nição, os valores singulares de Hankel são agrupados em ordem deresente, de

tal forma que quanto maior o índie i de σi menor a relevânia do estado orrespondente

na representação entrada saída do modelo.

Σ1 = diag(σ1Is1, σ2Is2, ...σrIsr) (5.16)

Σ2 = diag(σr+1Isr+1, σr+2Isr+2, ...σNIsN) (5.17)

σ1 > σ2 > ... > σr > σr+1 > σr+2 > ... > σN (5.18)
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de forma que é possível trunar o modelo G onsiderando somente os r estados mais

relevantes. O modelo trunado é balaneado e assintotiamente estável

Gr ≈









A11 | B1

−− + −−
C1 | D









(5.19)

ainda pode-se de�nir o limite máximo do erro de trunagem em função dos valores singu-

lares desartados

‖ G(s)−Gr(s) ‖∞≤ 2(σr+1 + σr+2 + ...σN ). (5.20)

O Algoritmo 9 resume o método de trunagem balaneada.

Algoritmo 9 Redução de modelos por trunagem balaneada

• Calule a transformação linear T e obtenha uma representação balaneada do sis-

tema;

• De�na a ordem do modelo reduzido e partiione a representação em espaço de es-

tados onforme a Equação 5.15;

• De aordo om o Teorema 10 o modelo reduzido em espaço de estados é dado por

[Aii|Bi

Ci|D
].

5.5 Redução de Modelo por Residualização Balaneada

Na residualização balaneada, o termo derivativo dos estados irrelevantes ẋ2 é substituído

por zero, ou seja, os estados desprezados são assumidos omo in�nitamente rápidos. No

tempo disreto x2(k + 1) = x2(k).

[

x1(k + 1)

x2(k)

]

=

[

A11 A12

A21 A22

][

x1(k)

x2(k)

]

+

[

B1

B2

]

u(k) (5.21)

y(k) =
[

C1 C2

]

[

x1(k)

x2(k)

]

+Du(k)
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simpli�ando a equação 5.21 obtém-se o modelo de ordem reduzida

x1(k + 1) =
[

A11 + A12(I − A22)
−1A21

]

x1(k) +
[

B1 + A12(I −A22)
−1B2

]

u(k) (5.22)

y(k) =
[

C1 + C2(I − A22)
−1A21

]

x1(k) +
[

D + C2(I −A22)
−1B2

]

u(k) (5.23)

Essa metodologia proporiona ao modelo reduzido um ganho DC igual ao modelo de alta

ordem original. O erro de aproximação por sua vez é o mesmo da trunagem balaneada,

na ótia da norma in�nita.

‖ G(s)−Gr(s) ‖∞≤ 2(σr+1 + σr+2 + ...σN ) (5.24)

O Algoritmo 10 resume o método de residualização balaneada.

Algoritmo 10 Redução de modelos por residualização balaneada

• Calule a transformação linear T e obtenha uma representação balaneada do sis-

tema;

• De�na a ordem do modelo reduzido e partiione a representação em espaço de es-

tados onforme a Equação 5.15;

• De�na x2(k + 1) = x2(k) e alule a realização em espaço de estados onforme a

Equação 5.22.

5.6 Método proposto para redução de modelos

Foi proposto pelo autor em (LIMA; BARROS, 2014) uma metodologia para obtenção de

modelos de primeira ordem om atraso, a partir de um modelo RPC-TD de alta ordem.

A redução do modelo é obtida por uma série de operações de trunagem balaneada,

ombinada om a avaliação do modelo na frequênia zero.

A primeira etapa do proedimento é obter o equivalente ontínuo da representação

em espaço de estados disreta [Ac|Bc

Cc|Dc
]. A representação ontínua é alulada por uma
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aproximação do tipo zero-order-hold (zoh)









Ad | Bd

−− + −−
Cd | Dd









=⇒









Ac | Bc

−− + −−
Cc | Dc









(5.25)

L = Tskd (5.26)

onde L é o atraso em tempo ontínuo e Ts é o tempo de amostragem.

O modelo ontínuo é então onvertido em uma realização balaneada por meio da

transformação de similaridade xB = Tx, que torna os gramianos de ontrolabilidade e

observabilidade iguais e diagonais (P = Q = Σ).









T−1AcT | T−1Bc

−− + −−
CTc | Dc









=









AB | BB

−− + −−
CB | DB









=

























a11 a12 .. a1n | b1

a21 a22 .. | b2

.. .. .. | ..

an1 .. .. ann | bn

− − − − + −
c1 c2 .. cn | d

























(5.27)

Conforme o Teorema 10, aso os valores singulares de Σ não se repitam, todos os

subsistemas gerados por uma trunagem da realização balaneada serão estáveis. Portanto

é possível gerar n modelos de primeira ordem que representem a ontribuição prinipal

de ada estado do sistema.

Gi(s) =

cibi
aii

1
aii
s− 1

+ d , onde aii < 0 e i = {1, 2..n} (5.28)

A magnitude dos valores singulares de Σ india a ontribuição do estado na relação

entrada/saída do proesso. Portanto uma maneira direta de obter um modelo médio

de primeira ordem (GM) é proposta omo a média ponderada em relação aos valores

singulares de Hankel.

GM(s) =
k

τs + 1
e−sL

(5.29)
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5.6.1 Cálulo da onstante de tempo

A onstante de tempo do modelo médio de primeira ordem é alulada omo a média

ponderada das onstantes de tempo individuais obtidas na Equação 5.28. Onde os fatores

de peso são os valores singulares de Hankel.

τ = −
∑n

i=1
1
aii
σi

∑n
i=1 σi

(5.30)

5.6.2 Calulo do ganho

O ganho do modelo médio é obtido ao tomar o limite em t → ∞ do modelo balaneado

de alta ordem. Partindo do modelo em espaço de estados

x = Ax+Bu (5.31)

y = Cx+Du (5.32)

p/ ẋ = 0

Ax = −But→∞ (5.33)

x = −A−1But→∞ (5.34)

yt→∞ = (−CA−1B +D)ut→∞ (5.35)

k =
yt→∞

ut→∞
= −CA−1B +D (5.36)

5.6.3 Cálulo do atraso

O atraso do sistema é obtido pelo Algoritmo 6

L = Tstd (5.37)

O Algoritmo 11 resume o método proposto para obtenção de modelos FOPTD a partir

de modelos de alta ordem em espaço de estados.

Algoritmo 11 Método proposto para obtenção de modelos FOPTD

• Obtenha o equivalente ontínuo do modelo em espaço de estados [Ac|Bc

Cc|Dc
];

• Calule a transformação linear T e obtenha uma representação balaneada do sis-

tema;
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• Calule a onstante de tempo do modelo τ = −
∑n

i=1
1

aii
σi

∑n
i=1

σi
;

• Calule o ganho do modelo k = −CA−1B +D;

• Adiione o atraso de transporte L = Tstd.

5.7 Exemplos de simulação

Uma série de simulações são apresentadas para exempli�ar e omparar as ténias dis-

utidas nesse apítulo.

5.7.1 Exemplo simulado 1

Assumindo que o sistema alvo tem função de transferênia G(s) e é livre de ruídos

G(s) =
1

(s+ 1)4
(5.38)

uma possível realização em espaço de estados é dada por

ẋ =













−0, 07 −0, 46 −0, 12 0, 07

0, 34 −0, 40 −0, 83 0, 19

−0, 12 0, 65 −1, 12 1, 06

−0, 04 0, 19 −0, 88 −2, 40













x+













−1, 11

1, 46

−0, 95

−0, 35













u(t) (5.39)

y =
[

−0, 11 −0, 12 −0, 07 0, 02
]

x+
[

0, 00
]

u(t) (5.40)

A transformação xB = Tx foi apliada no modelo, tornando-o balaneado

T =













−0, 28 0, 03 −0, 01 −0, 00

−0, 01 −0, 29 0, 04 0, 01

0, 00 −0, 01 −0, 30 0, 04

−0, 00 0, 00 −0, 01 0, 31













(5.41)

Foram então apliadas três ténias de redução de modelos: trunagem balaneada,

residualização balaneada e a ténia proposta. As respostas dos modelos no tempo e na

frequênia são representadas respetivamente nas Figuras 5.1 e 5.2.
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Figura 5.1: Grá�o da resposta ao degrau do exemplo 5.7.1
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Figura 5.2: Grá�o de bode do exemplo 5.7.1

São mostrados na Tabela 5.1 os índies de desempenho no tempo e na frequênia
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dos modelos identi�ados. Observa-se que o método proposto apresentou os melhores

índies, salientando que foi adiionado um atraso de 1, 04s, obtido através dó Algoritmo

6. A residualização balaneada obteve boa representatividade no tempo, porém possui o

inonveniente de um ganho direto. Já a trunagem balaneada obteve um melhor ajuste

na frequênia, porém o ganho DC divergiu muito do modelo original.

Tabela 5.1: Comparativo entre os modelos reduzidos do exemplo simulado 5.7.1

Ténia NRMSE Tempo (%) NRMSE Freq. (%) Modelo

Residualização 95,2 48,8

1,4
2,93s+1

− 0, 4

Trunagem 41,1 75,3

1,4
9,70s+1

Proposta 96,5 93,6

1
3,75s+1

e−1,04

5.7.2 Exemplo simulado 2

Na Seção 4.5.4 foi identi�ado um modelo de tereira ordem disreto representando o

sistema alvo dado pela Equação 4.56. O Algoritmo 11 é apliado om o intuito de obter-

se uma representação de primeira ordem, para um posterior projeto de sistema de ontrole

lássio.

O equivalente ontínuo do modelo identi�ado é dado por

ẋ =









−1, 16 0, 64 −0, 70

1, 23 −2, 23 1, 26

−1, 98 2, 60 −3, 94









x+









−0, 57

0, 38

2, 49









u(t) (5.42)

y =
[

−1, 32 −0, 30 −0, 31
]

x+
[

0, 001
]

u(t) (5.43)

A transformação xB = Tx foi apliada no modelo, tornando-o balaneado

T =









1, 38 0, 48 0, 00

0, 73 0, 24 0, 39

0, 02 0, 65 −0, 18









(5.44)

Foram então apliadas três ténias de redução de modelos: trunagem balaneada,

residualização balaneada e a ténia proposta. As respostas dos modelos no tempo e na

frequênia são representadas respetivamente nas Figuras 5.3 e 5.4.
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Figura 5.3: Grá�o da resposta ao degrau do exemplo 5.7.2
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Figura 5.4: Grá�o de bode do exemplo 5.7.2

São mostrados na Tabela 5.2 os índies de desempenho no tempo e na frequênia dos

modelos identi�ados. Observa-se que o método proposto apresentou o melhor índie

no tempo e na frequênia. A residualização balaneada obteve melhor ajuste nas baixas

frequênias, assim omo a trunagem se mostrou mais e�az para as altas frequênias.



Capítulo 5. Obtenção de modelos FOPTD a partir da redução de modelos balaneados91

Tabela 5.2: Comparativo entre os modelos reduzidos do exemplo simulado 5.7.2

Ténia NRMSE Tempo (%) NRMSE Freq. (%) Modelo

Residualização 98,0 93,4

1,14
1,86s+1

− 0, 14

Trunagem 88,9 97,1

1,14
3,11s+1

Proposta 98,1 99,4

1
2,33s+1

5.8 Conlusões

Nesse apítulo foi introduzido o oneito de realizações balaneadas, em seguida foram

apresentadas algumas ténias para redução de modelos. Foi exposto o método de trun-

agem balaneada, adequado para uma faixa de frequênia mais elevada assim omo a

residualização balaneada adequada para baixas frequênias.

Por �m foi proposta uma ténia para obtenção de modelos de primeira ordem om

atraso adequada a baixas e médias frequênias. A ténia inorpora mais informações do

modelo de alta ordem do que a trunagem balaneada, assim omo iguala o ganho em

regime estaionário tal qual a residualização balaneada. Em resumo, a ténia proposta

inlui a ontribuição de ada estado de maneira proporional a sua importânia na relação

entrada/saída.



Capítulo 6

Apliações Experimentais

Nesse apítulo, os métodos desenvolvidos na tese serão validados em uma série de apli-

ações experimentais. Será utilizada uma planta didátia termoelétria, um troador de

alor e uma planta de vazão e nível om quatro tanques aoplados. Detalhes adiionais

sobre plataformas didátias são enontrados em (LIMA; DIAS; BARROS, 2014), (LIMA

et al., 2014), (BARROSO; LIMA; BARROS, 2014), (SILVA et al., 2015) e (MOREIRA

et al., 2016).

Mais uma vez é utilizado o índie NRMSE (Normalized root mean square error) para

avaliação das respostas dos modelos identi�ados. Tal índie varia de −∞%, para um

ajuste pobre até 100% quando a resposta do modelo identi�ado é idêntia a real.

NRMSE = (1− ‖xref − x‖2
‖xref − x̄ref‖2

)100% (6.1)

onde xref é o vetor de referênia, x é o vetor de dados a ser testado e o operador (̄·) india
o valor médio dos elementos de um vetor.

Para �m de omparação entre os tempos de exeução das rotinas utilizadas, todos os

álulos foram realizadas no ambiente do Matlab

© em um omputador om proessador

Intelr Core

TM
i7 e 4GB de memória ram.

6.1 Planta didátia termoelétria

O efeito termoelétrio tem sido amplamente utilizado para o ontrole de temperatura

em diversas áreas, tais quais, sistemas miroeletr�nios, teleomuniações, equipamen-

tos ótios e apliações aeroespaiais. As prinipais vantagens desse tipo de tenologia

estão relaionadas a uma estrutura físia ompata, om alta on�abilidade, ausente de

vibrações que proporiona uma onversão direta entre energia elétria e térmia. O maior

92
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impedimento para o uso de módulos termoelétrios é sua baixa e�iênia energétia, o que

restringe suas apliações em situações em que o forneimento de energia é rítio (ZHAO;

TAN, 2014).

O aumento da utilização de módulos termoelétrios, em ambientes industriais, vem

motivando o apareimento de diversas ténias de modelagem e ontrole de tais sistemas

(CHEN; LIAO; HUNG, 2012) (JEONG, 2014).

6.1.1 Desrição da planta

Foi projetada e desenvolvida uma planta didátia omposta por dois elementos peltier

aionados separadamente. Cada pastilha peltier possui uma fae aoplada a um dissipador

de alor de um ooler, om o objetivo de melhorar a troa de alor om o ambiente. A

outra fae é aoplada termiamente a uma peça ilíndria de alumínio sólido, omposta

por 3 disos de diâmetros diferentes. Nesta peça de alumínio, estão �xados dois sensores

de temperatura do tipo LM35. Conforme a Figura 6.1, pode-se ver que a temperatura

em qualquer ponto do ilindro de testes é in�ueniada de maneira distinta pela tensão

apliada em ada uma das pastilhas peltier, araterizando um sistema multivariável de

duas entradas e duas saídas. Devido aos diferentes diâmetros dos disos, são evideniadas

quatro dinâmias distintas entre as tensões de alimentação das pastilhas e os dois pontos

de medição de temperatura.

Pel er 2

Sensor de

Pel er 1 Temperatura 2

Sensor de

Temperatura 1

Figura 6.1: Módulo de temperatura
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Figura 6.2: Foto da planta didátia termoelétria

Com os atuadores em potênia máxima, a montagem atinge temperaturas na faixa de

0− 100oC. As variáveis de interesse são araterizadas na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Variáveis de interesse da planta

Variável Carat. Unidade Valor Min Valor Máx

Tensão Peltier 1 Entrada 1 Volts 0 (0%) 12 (100%)

Tensão Peltier 2 Entrada 2 Volts 0 (0%) 12 (100%)

Temp. Sensor 1 Saída 1

o

C 0 100

Temp. Sensor 2 Saída 2

o

C 0 100

A planta piloto é omposta pelo módulo de temperatura om duas pastilhas peltier,

iruitos de aionamento em ponte H, ampli�adores para o sensor de temperatura, uma

fonte de alimentação ATX, um miro ontrolador arduino e um PC, onforme a Figura

6.3. A omuniação entre o PC e o arduino é baseada em uma arquitetura liente OPC

(OLE for proess ontrol). Mais detalhes em (LIMA; DIAS; BARROS, 2014) e (LIMA et

al., 2015).
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Figura 6.3: Diagrama da planta didátia termoelétria

6.1.2 Resultados experimentais

Malha TIC1-1

• Entrada: Tensão apliada no módulo Peltier 1;

• Saída: Temperatura aferida no sensor 1.

A malha TIC1-1 relaiona a tensão de entrada do módulo peltier 1 e a temperatura

aferida pelo sensor 1. Seguindo a metodologia do Capítulo 3, foi apliada uma osilação

realimentada por um relé, seguida por um pulso simples. As transições do sinal de ontrole

oorreram nos instantes t1 = 5, 2s e t2 = 14, 8s, o que resultou em uma aproximação da

onstante de tempo T = 38, 6s. Conforme a Proposição 8, os parâmetros do pulso foram

de�nidos omo αn = γn = 5T e βn = {40, 60}, a amplitude do relé a = 10 e a histerese

ε = 0, 15. Os sinais de entrada e saída, amostrados om 0, 2s são representados na Figura

6.4.
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Figura 6.4: Grá�o dos sinais de entrada e saída da Malha TIC1-1

O Algoritmo 7 RPC-TD é empregado om r = 16 e µ = 2. A análise do estado

estaionário iniial india um desvio padrão de σ = 0, 018 portanto o drift e o threshold

alulados são respetivamente ν = 0, 009 e h = 0, 036. Observa-se na Figura 6.5 que o

atraso estimado é t̂d = 0, 2s.
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Figura 6.5: Grá�o dos sinais para busa do atraso da Malha TIC1-1

Na Figura 6.6 é representada gra�amente a sequênia de valores singulares alulada.

Observa-se que a partir do índie 2 os valores singulares são desprezíveis, levando a rer
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que o sistema pode ser representado por um modelo de primeira ordem.

Índice dos valores singulares
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Figura 6.6: Sequênia de valores singulares da Malha TIC1-1

Finalmente o modelo identi�ado em espaço de estados é dado por

x(t+ 1) =
(

0.981
)

x(t) +
(

−0, 058
)

u(t− 1) (6.2)

y(t) =
(

−0, 114
)

x(t) +
(

0, 000
)

u(t− 1) (6.3)

assim omo a sua representação equivalente entrada-saída é

G(z)RPS−TD =
0, 008

(z − 0, 981)
z−1

(6.4)

A título de omparação foram estimados dois outros modelos utilizando o toolbox de

identi�ação do Matlab. Um modelo, por subespaços, utilizando a ponderação MOESP,

assim omo outro modelo ARX de ordem 1. As urvas das saídas dos modelos obtidos

são representadas na Figura 6.7.
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Figura 6.7: Simulação dos modelos identi�ados da Malha TIC1-1

Veri�a-se na Tabela 6.2 que o método proposto apresentou o ritério de erro seme-

lhante ao MOESP, porém foi o de menor tempo de exeução. O modelo ARX apresentou

um ajuste inferior, além de um tempo de exeução maior.

Tabela 6.2: Comparativo entre os modelos identi�ados para malha TIC1-1

Ténia NRMSE (%) Tempo de exeução (ms)

RPS-TD 85,9 28

Moesp 86,9 3161

ARX 79,0 993

Malha TIC1-2

• Entrada: Tensão apliada no módulo Peltier 1;

• Saída: Temperatura aferida no sensor 2.

A malha TIC1-2 relaiona a tensão de entrada do módulo peltier 1 e a temperatura

aferida pelo sensor 2. Seguindo a metodologia do Capítulo 3, foi apliada uma osilação

realimentada por um relé, seguida por um pulso simples. As transições do sinal de ontrole

oorreram nos instantes t1 = 5, 2s e t2 = 14, 8s, o que resultou em uma aproximação da
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onstante de tempo T = 150, 2s. Conforme a Proposição 8, os parâmetros do pulso foram

de�nidos omo αn = γn = 5T e βn = {40, 60}, a amplitude do relé a = 10 e a histerese

ε = 0, 20. Os sinais de entrada e saída, amostrados om 0, 2s, são representados na Figura

6.8.
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Figura 6.8: Grá�o dos sinais de entrada e saída da Malha TIC1-2

O Algoritmo 7 RPC-TD é empregado om r = 50 e µ = 2. A análise do estado

estaionário iniial india um desvio padrão de σ = 0, 008 portanto o drift e o threshold

alulados são respetivamente ν = 0, 004 e h = 0, 016. Observa-se na Figura 6.9 que o

atraso estimado é t̂d = 1, 0s.
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Figura 6.9: Grá�o dos sinais para busa do atraso da Malha TIC1-2

Na Figura 6.10 é representada gra�amente a sequênia de valores singulares alulada.

Observa-se que a partir do índie 2 os valores singulares são desprezíveis, levando a rer

que o sistema pode ser representado por um modelo de primeira ordem.
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Figura 6.10: Sequênia de valores singulares da Malha TIC1-2
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Finalmente o modelo identi�ado em espaço de estados é dado por

x(t+ 1) =
(

0.986
)

x(t) +
(

−0, 024
)

u(t− 5) (6.5)

y(t) =
(

−0, 088
)

x(t) +
(

0, 000
)

u(t− 5) (6.6)

assim omo a sua representação equivalente entrada-saída é

G(z)RPS−TD =
0, 002

(z − 0, 986)
z−5

(6.7)

A título de omparação foram estimados dois outros modelos utilizando o toolbox de

identi�ação do Matlab. Um modelo, por subespaços, utilizando a ponderação MOESP,

assim omo outro modelo ARX de ordem 1. As urvas das saídas dos modelos obtidos

são representadas na Figura 6.11.
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Figura 6.11: Simulação dos modelos identi�ados da Malha TIC1-2

Veri�a-se na Tabela 6.3 que o método proposto apresentou o melhor ritério de erro

assim omo foi o de menor tempo de exeução. O modelo ARX apresentou ajuste e tempo

de exeução intermediários. Já o MOESP se mostrou lento e pouo preiso.
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Tabela 6.3: Comparativo entre os modelos identi�ados para malha TIC1-2

Ténia NRMSE (%) Tempo de exeução (ms)

RPS-TD 80,4 51

Moesp 2,5 2948

ARX 65,0 856

Malha TIC12-12

• Entradas: Tensões apliadas nos módulos Peltier 1 e 2;

• Saídas: Temperaturas aferidas nos sensores 1 e 2.

A malha multivariável TIC12-12 relaiona as tensões apliadas nos módulos peltier 1

e 2 e as temperaturas aferidas pelos sensores 1 e 2. O experimento é exeutado de forma

sequenial e os atrasos são negligeniados. É apliado um pulso por vez em ada uma das

duas entradas, de forma que a entrada não exitada permanee em repouso. Os sinais

apliados são representados na Figura 6.12.
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Figura 6.12: Simulação dos modelos identi�ados da Malha TIC12-12
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Na Figura 6.13 é representada gra�amente a sequênia de valores singulares alulada.

Observa-se que o sistema apresenta valores singulares onsideráveis até o índie 2.
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Figura 6.13: Sequênia de valores singulares da Malha TIC12-12

Finalmente o modelo identi�ado em espaço de estados é dado por

x(t + 1) =

(

0, 98 0, 01

0, 00 0, 98

)

x(t) +

(

0, 0002 −0, 0002

0, 0001 0, 0001

)

u(t) (6.8)

y(t) =

(

16, 42 27, 61

−8.32 32, 12

)

x(t) +

(

0, 00 0, 00

0, 00 0, 00

)

u(t) (6.9)

A título de omparação, foi estimado outro modelo utilizando a ténia MOESP. As

urvas das saídas dos modelos obtidos são representadas na Figura 6.12. Veri�a-se na

Tabela 6.4 que o método proposto apresentou o ritério de erro semelhante ao MOESP,

porém foi o de menor tempo de exeução.
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Tabela 6.4: Comparativo entre os modelos identi�ados para malha TIC12-12

Ténia Saída NRMSE (%) Tempo de exeução (ms)

RPS-TD 1 90,6 403

RPS-TD 2 92,1 403

Moesp 1 80,2 2360

Moesp 2 93,0 2360

6.2 Troador de alor

Foi projetada e onstruída uma planta piloto de troa de alor om o intuito de simular a

operação de várias malhas de ontrole, usando os mesmos equipamentos e proedimentos

adotados na indústria de proessos. Uma foto da montagem �nal da planta é ilustrada

na Figura 6.14

Figura 6.14: Foto do Troador de alor
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6.2.1 Desrição da planta

A planta didátia é subdividida em duas regiões relaionadas a sua temperatura.

• O iruito quente: O �uido é bombeado a partir do tanque quente, passa pelo

aqueedor elétrio, é parialmente resfriado no troador de alor, vai para o tanque

de nível e retorna para o tanque quente.

• O iruito frio: O �uido é bombeado a partir do tanque frio, é aqueido no troador

de alor, é resfriado no radiador e volta para o tanque frio.

São monitoradas as temperaturas de entrada e saída do troador, assim omo a vazão

do iruito quente e o nível do tanque de nível. Uma representação grá�a do funiona-

mento da planta é ilustrada na Figura 6.15.
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Figura 6.15: Diagrama esquemátio da planta de troa de alor

Foi esolhido um troador de alor do tipo serpentina, onforme ilustrado na Figura

6.16. Graças a sua estrutura ompata e alto oe�iente de troa de alor, troadores
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do tipo serpentina são largamente utilizados em apliações alimentíias, usinas termoelé-

trias, usinas nuleares, refrigeração, sistemas de reuperação de energia, et (JAYAKU-

MAR, 2012).

Entrada do
Tubo

Saída do
Tubo

Entrada do
Casco

Saída do
Casco

Figura 6.16: Troador de alor do tipo serpentina

A planta é ontrolada por um CLP 1769 Compatlogix da Rokwell Automation e to-

dos os atuadores são onetados via 4-20mA. A aquisição de dados é realizada através de

uma rede WirelessHART dediada. Essa rede sem �o é omposta por quatro transmisso-

res de temperatura Rosemount 648, dois transmissores difereniais de pressão Rosemount

3051 e um gateway. A omuniação entre os diferentes fabriantes é atingida por meio de

uma arquitetura liente/servidor OPC-DA. Para mais informações sobre a instrumenta-

ção, veja (ROCKWELLAUTOMATION, 2016) e (EMERSONPROCESS, 2016).

O volume dos tanques é muito maior do que o do troador de alor, portanto as

temperaturas de saída são onsideradas onstantes. O radiador mantém o tanque frio

em temperatura ambiente e um ontrolador PID atua na resistênia de aqueimento,

mantendo a temperatura do tanque quente em um determinado setpoint. Existe também

um PID seundário para ontrolar o nível do tanque de nível através da válvula de saída

H . O ponto de operação utilizado é desrito na Tabela 6.5.

6.2.2 Resultados experimentais

Os resultados experimentais foram obtidos em torno do ponto de operação desrito na

Tabela 6.5. Todos os sinais são amostrados a ada 16 segundos, equivalente a taxa máxima

dos transmissores WirelessHART.

Malha TIC1

• Entrada: Frequênia da Bomba H;
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Tabela 6.5: Ponto de operação

Variável Valor Unidade Tipo

Temp Hin 42,7

oC Saída

Temp Hout 29,2

oC Saída

Temp Cin 26,2

oC Saída

Temp Cout 30,6

oC Saída

Vazão H 15 l/min Saída

Nível L 0 mm Saída

Bomba H 32 Hz Entrada

Bomba C 26 Hz Entrada

Resistênia 88 Volts Entrada

Valvula H 100 % Entrada

• Saídas: Temp Cout e Temp Hout.

Assumindo que uma estimativa da onstante de tempo mais lenta da malha já era

onheida previamente, foi apliado um pulso simples om γ = 464s, α = 1296s e β = 1.

O Algoritmo 7 RPC-TD é empregado om r = 10 e µ = 1, 5. Observa-se na Figura 6.17

que o atraso estimado para a saída Temp Cout é 64s e para saída Temp Hout é 48s. A título

de omparação foram estimados dois outros modelos utilizando o toolbox de identi�ação

do Matlab. Um modelo, por subespaços, utilizando a ponderação MOESP, assim omo

outro modelo ARX. As urvas das saídas dos modelos obtidos são representadas nas

Figuras 6.18 e 6.19. A ordem dos modelos foi seleionada baseada nos valores singulares

representados na Figura 6.23.
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Figura 6.17: Estimativa dos atrasos da malha TIC1
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Figura 6.18: Resultados para Bomba H x Temp Hout
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Figura 6.19: Resultados para Bomba H x Temp Cout

É mostrado na tabela 6.6 que o método proposto apresentou um dos melhores índies

de erro, assim omo foi o de exeução mais rápida.
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Tabela 6.6: Comparativo entre os modelos identi�ados para Malha TIC1

Método Saída NRMSE (%) Tempo de Cálulo (s)

ARMAX Temp Hout 39.8 0.88

MOESP Temp Hout 51.1 3.11

RPS-TD Temp Hout 51.5 0.21

ARMAX Temp Cout 78.8 0.87

MOESP Temp Cout 62.6 3.24

RPS-TD Temp Cout 77.0 0.22

Malha TIC2

• Entrada: Frequênia da Bomba C;

• Saídas: Temp Cout e Temp Hout.

Assumindo que uma estimativa da onstante de tempo mais lenta da malha já era

onheida previamente, foi apliado um pulso duplo om γ1 = 176s, α1 = 880s, β1 = −1.5,

γ2 = 416, α2 = 560s e β2 = 0.5.

O Algoritmo 7 RPC-TD é empregado om r = 10 e µ = 1, 5. Observa-se na Figura 6.20

que o atraso estimado para a saída Temp Cout é 48s e para saída Temp Hout é 48s. A título

de omparação foram estimados dois outros modelos utilizando o toolbox de identi�ação

do Matlab. Um modelo, por subespaços, utilizando a ponderação MOESP, assim omo

outro modelo ARX. As urvas das saídas dos modelos obtidos são representadas nas

Figuras 6.21 e 6.22. A ordem dos modelos foi seleionada baseada nos valores singulares

representados na Figura 6.23.
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Figura 6.20: Estimativa dos atrasos da malha TIC2
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Figura 6.21: Resultados para Bomba C x Temp Hout
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Figura 6.22: Resultados para Bomba C x Temp Cout

Nesse aso o NRMSE do método proposto foi similar às ténias omparadas, porém

o tempo de exeução foi muito inferior. O RPC-TD foi 4 vezes mais rápido do que o ARX

e era de 10 vezes mais rápido que o MOESP
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Tabela 6.7: Comparativo entre os modelos identi�ados para Malha TIC2

Método Saída NRMSE (%) Tempo de Cálulo (s)

ARMAX Temp Hout 85.4 0.87

MOESP Temp Hout 86.6 3.17

RPC-TD Temp Hout 86.2 0.20

ARMAX Temp Cout 84.1 0.88

MOESP Temp Cout 85.7 3.18

RPC-TD Temp Cout 80.0 0.25
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Figura 6.23: Sequênia de valores singulares das Malhas TIC1 e TIC2

6.3 Planta om quatro tanques aoplados

Foi utilizada a planta piloto de tanques aoplados ilustrada na Figura 6.24
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Figura 6.24: Foto da planta de tanques aoplados

6.3.1 Desrição da planta

A planta piloto é omposta por quatro tanques om diferentes tamanhos, duas bombas

entrífugas aionada através de inversores de frequênia, duas válvulas globo elétrias,

seis transmissores difereniais de pressão, um CLP e um omputador om um sistema

SCADA (Supervisory Control and Data Aquisition).

Os transmissores difereniais de pressão são interligados no artão de entrada analógia

do CLP utilizando o padrão de omuniação 4-20mA. Quatro transmissores são utilizados

para medição do nível de líquido em ada um dos tanques. A tomada de pressão para

medição do nível é feita no fundo do tanque. Como os tanques não são pressurizados, a

pressão de referênia é a atmosféria. Os outros dois transmissores são utilizados para

medição de vazão de líquido. O elemento primário para medição de vazão é a plaa de

orifíio.

Na Figura 6.25 é apresentado um diagrama esquemátio do proesso de quatro tanques
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aoplados.

Figura 6.25: Diagrama da planta om quatro tanques aoplados

O algoritmo de ontrole pode ser implementado diretamente no CLP ControlLogix da

Allen-Bradley ou no Matlab. A omuniação entre o CLP e o Matlab é realizada através

do padrão de omuniação OPC (OLE for Proesso Control).

O operador do proesso pode fazer todas as alterações de referênias, parâmetros

do ontrolador e visualização das variáveis de interesse através da tela do supervisório

implementado no software Intouh ou através da IHM físia instalada no proesso.

O arranjo das válvulas manuais permite seleionar diferentes on�gurações omo tan-

ques em asata, aoplados, om realimentação entre outras possíveis. Isso possibilita a

realização de experimento SISO, TITO e MIMO.

De maneira geral existem dois tipos de malhas de ontrole na planta:

• Malhas de vazão: A vazão de entrada dos tanques é ontrolada por meio da atuação

nas bombas através dos inversores de freqüênia;
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• Malhas de nível: O nível dos tanques é ontrolado por meio da sua vazão de entrada

e é perturbado através da variação do perentual de abertura das válvulas de saída.

6.3.2 Resultados experimentais

Malha LIC1

• Entrada: Frequênia da bomba 1;

• Saída: Nível do Tanque 2.

A malha utilizada onsiste no monitoramento do nível em um tanque que é alimentado

por uma bomba trifásia ontrolada por um inversor de frequênia. A saída do tanque

é por gravidade, através de uma válvula proporional, operando om a abertura �xa. É

apresentada na Figura 6.26 uma representação grá�a da malha utilizada.

Figura 6.26: Diagrama esquemátio da malha de nível LIC1

É apliado um sinal de entrada uB(t) om α = 6000s, β = 10Hz e γ = 2500s.

Ambos os sinais, amostrados om 50s, são ilustrados na Figura 6.27. Devido as próprias

araterístias da planta, observa-se pouo ruído de medição.
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Figura 6.27: Grá�o dos sinais de entrada e saída reais da malha LIC1

O Algoritmo 7 RPC-TD é empregado om r = 30. A análise do estado estaionário

iniial india um ruído de medição desprezível. Como pode-se ver na Figura 6.28 o atraso

estimado também é nulo.
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Figura 6.28: Grá�o dos sinais para busa do atraso da malha LIC1

Na Figura 6.29 é representada gra�amente a Sequênia de valores singulares al-

ulada. Observa-se que existe uma predominânia muito aentuada do primeiro valor

singular, levando a rer que o sistema pode ser representado por um modelo de primeira

ordem.
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Figura 6.29: Sequênia de valores singulares da malha LIC1

Finalmente o modelo obtido é dado por

x(t+ 1) =
(

0, 954
)

x(t) +
(

−0, 0001
)

u(t) (6.10)

y(t) =
(

−1561
)

x(t) +
(

0, 000
)

u(t) (6.11)

A título de omparação também foram identi�ados dois outros modelos. Foi utilizado

o Algoritmo 3 om a ponderação Moesp assim omo foi estimado um modelo ARMAX de

segunda ordem, utilizando o toolbox padrão do Matlab. As urvas das saídas dos modelos

identi�ados são representadas na Figura 6.30.
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Figura 6.30: Grá�o dos sinais de saída da malha LIC1
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Veri�a-se na Tabela 6.8 que o método proposto apresentou o segundo melhor índie de

erro assim omo foi o de exeução mais rápida. O método ARMAX teve pior desempenho

e tempo de exeução mais longo, já o Moesp obteve ligeira melhora na preisão porém

tempo de exeução intermediário.

Tabela 6.8: Comparativo entre os modelos identi�ados para malha LIC1

Ténia NRMSE (%) Tempo de exeução (ms)

RPS-TD 96,6 87

ARMAX 95,5 1601

Moesp 96,9 103

Malha FIC1

• Entrada: Frequênia da bomba 1;

• Saída: Vazão após a bomba 1.

A malha utilizada onsiste na aferição da vazão logo após a saída de uma bomba

trifásia que por sua vez é ontrolada por um inversor de frequênia. Uma representação

grá�a da malha utilizada é apresentada na Figura 6.31.

Figura 6.31: Diagrama esquemátio da malha de vazão FIC1

É apliado um sinal de entrada uB(t) om α = 8, 8s, β = 20% e γ = 4, 5s. Ambos os

sinais, amostrados om 0, 1s, são ilustrados na Figura 6.32.
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Figura 6.32: Grá�o dos sinais de entrada e saída reais da malha FIC1

O Algoritmo 7 RPC-TD é empregado om r = 30. A análise do estado estaionário

iniial india um ruído de medição desprezível. Como pode-se ver na Figura 6.33 o atraso

estimado é t̂d = 0, 4s.
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Figura 6.33: Grá�o dos sinais para busa do atraso da malha FIC1

Na Figura 6.34 é representada gra�amente a Sequênia de valores singulares alu-

lada. Observa-se que não existe uma queda brusa entre os índies. Para �ns didátios,

será esolhido um modelo de quarta ordem.
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Figura 6.34: Sequênia de valores singulares da malha FIC1

Finalmente o modelo obtido é dado por

x(t+ 1) =













0, 766 0, 406 −0, 072 −0, 195

−0, 404 −0, 056 0, 331 −0, 515

−0, 078 −0, 316 −0, 898 −0, 207

−0, 195 0, 517 −0, 196 0, 399













x(t) +













−0, 405

−0, 426

−0, 127

−0, 044













u(t− 4)(6.12)

y(t) =
(

−0, 507 0, 535 −0, 151 −0, 054
)

x(t) +
(

0, 000
)

u(t− 4) (6.13)

A título de omparação também foram identi�ados dois outros modelos. Foi utilizado

o Algoritmo 3 om a ponderação Moesp assim omo foi estimado um modelo ARMAX de

quarta ordem, utilizando o toolbox padrão do Matlab. As urvas das saídas dos modelos

identi�ados são representadas na Figura 6.35.
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Figura 6.35: Grá�o dos sinais de saída da malha FIC1

Veri�a-se na Tabela 6.9 que o método proposto apresentou o melhor índie de erro

assim omo foi o de exeução mais rápida. O método ARMAX teve pior desempenho

e tempo de exeução mais longo, já o Moesp obteve preisão intermediária e tempo de

exeução intermediário.

Tabela 6.9: Comparativo entre os modelos identi�ados para malha FIC1

Ténia NRMSE (%) Tempo de exeução (ms)

RPS-TD 94,1 61

ARMAX 81,6 1673

Moesp 93,8 90

Foi identi�ado um modelo de quarta ordem om atraso representando a malha alvo

de vazão. O Algoritmo 11 é apliado om o intuito de obter-se uma representação de

primeira ordem, para um posterior projeto de sistema de ontrole lássio.
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O equivalente ontínuo do modelo identi�ado é dado por

ẋ =



















0, 17 7, 86 0, 82 2, 05 3, 73

−7, 87 −8, 43 2, 51 −12, 1 −5, 92

0, 68 −2, 63 −2, 03 1, 61 31, 6

2, 03 12, 11 1, 82 −0, 22 7, 71

−3, 49 −5, 06 −29, 9 −7, 32 −1, 06



















x+



















−1, 57

−7, 83

0, 39

3, 96

−4, 05



















u(t− 0, 4) (6.14)

y =
[

−0, 51 0, 54 −0, 15 −0, 30 −0, 05
]

x+
[

0, 00
]

u(t− 0, 4) (6.15)

A transformação xB = Tx foi apliada no modelo, tornando-o balaneado

T =



















0, 34 0, 08 −0, 02 0, 01 0, 02

−0, 02 0, 24 0, 13 −0, 05 −0, 12

0, 01 −0, 03 0, 20 −0, 05 0, 18

0, 01 −0, 10 0, 14 0, 07 −0, 16

0, 02 −0, 06 0, 00 −0, 32 −0, 07



















(6.16)

Foram então apliadas três ténias de redução de modelos: trunagem balaneada,

residualização balaneada e a ténia proposta. As respostas dos modelos no tempo e na

frequênia são representadas respetivamente nas Figuras 6.36 e 6.37.
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Figura 6.36: Grá�o da resposta ao degrau da malha FIC1
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Figura 6.37: Grá�o de bode da malha FIC1

São mostrados na Tabela 6.10 os índies de desempenho no tempo e na frequênia

dos modelos identi�ados. Observa-se que o método proposto e a residualização balan-

eada apresentaram os melhores índies no tempo. A residualização balaneada obteve

melhor ajuste nas baixas frequênias, assim omo o método proposto se mostrou mais

representativo nas baixas e médias frequênias.

Tabela 6.10: Comparativo entre os modelos reduzidos da Malha FIC1

Ténia NRMSE Tempo (%) NRMSE Freq. (%) Modelo

Residualização 97,8 83,2

1,39e−0,4

0,39s+1
− 0, 24

Trunagem 83,7 64,5

1,39e−0,4

0,91s+1

Proposta 98,4 73,1

1,15e−0,4

0,60s+1



Capítulo 7

Conlusões e Sugestões para trabalhos

futuros

7.1 Conlusões

Nesse trabalho de tese foram apresentadas ontribuições na área de identi�ação de sis-

temas representados em espaço de estados. Foi proposta uma metodologia ompleta para

estimação de modelos que representem as prinipais dinâmias de proessos industriais.

Foram abordados todos os passos em um proedimento identi�ação, desde o projeto das

exitações, a de�nição do ritério de ajuste para modelos em espaço de estados, até a

redução de modelos de primeira ordem om atraso.

No Capítulo 1 foi apresentada uma breve revisão do estado da arte de identi�ação de

sistemas, seguida pelas prinipais ontribuições do trabalho de Tese.

No Capítulo 2 foram apresentadas ténias lássias para onstrução de realizações

em espaço de estados. Foi feita uma revisão bibliográ�a desde o método de Kalman,

baseado na resposta ao impulso do sistema, seguindo aos métodos por subespaços, até a

utilização de ténias mais modernas de otimização por normas nuleares para obtenção

de uma realização de posto mínimo.

No Capítulo 3 foi de�nido o formato das exitações utilizadas na Tese. Assumindo que

pouas informações são disponibilizadas a priori, foi proposta uma metodologia para esti-

mar a onstante de tempo dominante, por meio da primeira osilação de um experimento

do relé. Essa informação, serve de parâmetro para o projeto da exitação prinipal, que é

omposta por um ou mais pulsos onatenados. Essa metodologia possibilita uma estima-

tiva rápida de parâmetros básios, em uma situação de projeto onde não há informações

anteriores sobre a planta.
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No Capítulo 4 foi apresentado um método para identi�ação de sistemas em espaço de

estados, utilizando sinais de entrada pulsados. Foi omprovado experimentalmente que

para o tipo de entrada proposta, tal ténia apresentou performane similar a métodos

tradiionais, porém possui maior simpliidade numéria, resultando em uma redução do

tempo de exeução em até dez vezes. Também foram desenvolvidas variações do método

para tratar sistemas om atraso de transporte assim omo inserir informações onheidas

a priori do sistema. A ténia de análise de tendênias CUSUM foi adaptada para forneer

estimativas do atraso mesmo em um ambiente ruidoso. Por �m, informações onheidas

a priori foram inseridas no modelo por meio de restrições nos seus pólos. Tais restrições

são modeladas omo regiões LMI que dão origem a um problema de otimização onvexa.

No Capítulo 5 foi proposta uma ténia para obtenção de modelos de primeira ordem

om atraso, adequada a baixas e médias frequênias. A ténia inorpora mais informações

do modelo de alta ordem do que a trunagem balaneada, assim omo iguala o ganho em

regime estaionário tal qual a residualização balaneada. Em resumo, a ténia proposta

inlui a ontribuição de ada estado de maneira proporional a sua importânia na relação

entrada/saída.

No Capítulo 6 as ténias desenvolvidas ao longo da Tese são validadas experimental-

mente em uma série de plantas didátias em esala piloto. São utilizadas malhas térmias,

de vazão e nível.

7.2 Sugestões para trabalhos futuros

Alguns pontos explorados de forma parial ou inexplorados nesse trabalho de Tese podem

ser utilizados omo sugestão para desenvolvimentos posteriores. Entre eles destaam-se:

• Re�nar a ténia de identi�ação proposta utilizando os oneitos de normas nule-

ares;

• Expandir o método de redução de modelos para ontemplar sistemas de segunda

ordem om atraso;

• Caraterizar a in�uênia de não linearidades na qualidade dos modelos identi�ados;

• Inluir onsiderações sobre a direção do ganho no projeto de exitações de sistemas

MIMO;

• Propor métodos de sintonia de ontroladores PID a partir dos modelos identi�ados

em espaço de estados;
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• Analisar a apaidade de predição k passos a frente dos modelos identi�ados. Ca-

raterístia neessária para o projeto de ontroladores preditivos



Apêndie A

Coneitos auxiliares

A.1 Subespaços

Dado um subonjunto não vazio S de um espaço vetorial V sobre F . Caso S seja também

um espaço vetorial e portanto satisfaça as ondições das equações A.1 e A.2 então S é um

subespaço de V (MEYER, 2000).

x, y ∈ S =⇒ x+ y ∈ S (A.1)

x ∈ S =⇒ αx ∈ S∀α ∈ F (A.2)

Geometriamente um subespaço é representado omo uma super�ie plani�ada que

passa pela origem do espaço vetorial base.

A.1.1 Espaço imagem

O espaço imagem R(A) de uma matriz A ∈ Rm×n
é de�nido na equação A.3.

R(A) = {Ax|x ∈ R
n} ⊆ R

m
(A.3)

R(A) pode ser geometriamente enarado omo o espaço gerado pela ombinação linear

das olunas da matriz A, também hamado de espaço oluna de A. Caso o espaço seja

formado pelas linhas de A, é denominado espaço linha.
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A.1.2 Espaço nulo

O espaço nulo N(A) de uma matriz A ∈ Rm×n
é de�nido na equação A.4 omo o onjunto

de todas as soluções do sistema homogênio Ax = 0.

N(A) = {xn×1|Ax = 0} ⊆ R
n

(A.4)

A.2 Pseudoinversa (Moore-Penrose)

A matriz pseudoinversa de Moore-Penrose é uma generalização do oneito lássio de

inversa de matrizes. É largamente utilizada quando os números de linhas e olunas, da

matriz a ser invertida, são diferentes.(MEYER, 1973)

Quando as linhas de A ∈ Rm×n
são linearmente independentes (m ≤ n), a pseudoin-

versa de A segue a equação A.5. Onde A†
é a inversa de A pela direita: AA† = Im

A† = A∗(AA∗)−1
(A.5)

A.3 Projeções

Em algebra linear, uma projeção é nada menos do que uma transformação linear P de

um espaço vetorial para ele mesmo, onde P = P 2
(MEYER, 2000). É ilustrado na Figura

A.1 um exemplo de projeção ortogonal.

Figura A.1: A transformação P é a projeção ortogonal na linha m
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A.3.1 Propriedades

Considera-se U e V subespaços de W representando o espaço imagem e o espaço nulo de

P .

• P é o operador Identidade em U : ∀x ∈ U : Px = x.

• Tem-se a soma direta W = U ⊕ V . Ou seja ada vetor x pode ser uniamente

deomposto segundo x = u+ v: u ∈ U, v ∈ V . A deomposição é da seguinte forma

u = Px e v = x− Px = (I − P )x.

O espaço imagem e o espaço nulo de uma projeção são omplementares (P +Q = I).

P e Q são projetores de modo que o espaço imagem de um é o espaço nulo do outro e

vie-versa. P é a projeção ao longo de V em U e Q é a projeção ao longo de U em V .

A.3.2 Projeções Ortogonais

Uma projeção é ortogonal quando seu espaço imagem U e seu espaço nulo V são subes-

paços ortogonais, a ondição neessária e su�iente para tal fato é P = P T
. Se x e y são

vetores no domínio da projeção, Px ∈ U e y−Py ∈ V então seu produto esalar deve ser

nulo para satisfazer a ondição de ortogonalidade:

〈Px, y − Py〉 = (Px)T (y − Py) = xT (P T − P TP )y (A.6)

Portanto aso uma projeção seja ortogonal P T − P TP = 0 ou P = P T
e P = P 2

.

O aso mais simples é a projeção ortogonal numa linha gerada por um vetor unitário

u. Nesse aso o projetor é P = uuT , P anula qualquer vetor perpendiular a u e mantém

invariável vetores em sua direção. Uma maneira simples de provar tal fato é onsiderando

um vetor x omo a soma de duas omponentes, uma na direção de u e outra perpendiular

x = x‖ + x⊥, apliando a projeção:

Pux = uuTx‖ + uuTx⊥ = u|x‖|+ u0 = x‖ (A.7)

Esse oneito pode ser generalizado para projeções em subespaços de qualquer dimen-

são. Caso os vetores u1u2..uk sejam uma base ortonormal para o subespaço Uc e as olunas

da matriz Ac sejam ompostas desses mesmos vetores, o projetor ortogonal em Uc é dado

pela equação A.8.

PAc = AcA
T
c (A.8)
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Se as olunas de Ac não formarem uma base ortonormal, é neessário o termo de

normalização (AcA
T
c )

−1
, e o novo projetor é indiado na equação A.9.

PAc = Ac(A
T
c Ac)

−1AT
c (A.9)

Seguindo esse mesmo raioínio, é possível onstruir o projetor ortogonal PAl que

projeta vetores linha ortogonalmente ao subespaço Ul, que por sua vez é gerado a partir

da ombinação linear das linhas da matriz Al.

PAl = AT
l (AlA

T
l )

−1Al (A.10)

Portanto a projeção ortogonal do subespaço gerado pelas linhas de B, no subespaço

gerado pelas linhas de Al, é de�nido na equação A.11.

B/Al , B.PAl (A.11)

A.3.3 Projeções Oblíquas

A projeção ortogonal é um aso partiular de projeção oblíqua. Projeções oblíquas são

de�nidas pelos seus espaço imagem e espaço nulo. Considere que os vetores u1u2..uk

representados omo olunas da matriz Ac, são uma base para o espaço imagem de Pc.

O espaço imagem e o espaço nulo são omplementares logo dim(nullspace) = n − k.

De�nindo-se que os vetores v1v2..vk, representados omo olunas da matriz Bc, formam

uma base para o omplemento ortogonal do espaço nulo, então o projetor é dado pela

equação A.12:

Pc = Ac(B
T
c Ac)

−1BT
c (A.12)

Mais uma vez o resultado da projeção pode ser extendido para o aso em que as

matrizes Al e Bl são geradas pelo empilhamento de vetores linha. O projetor Pl é então

dado pela equação A.13.

Pl = BT
l (AlB

T
l )

−1Al (A.13)

Segundo (OVERSCHEE; MOOR, 1996), a projeção oblíqua do espaço linha de C ao

longo do espaço linha de B no espaço linha de A pode também ser de�nida pela equação

A.14.
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C/BA , [C/B⊥].[A/B⊥]†.A (A.14)

A.4 Deomposição QR

Em algebra linear, a deomposição QR de uma matriz A é de�nida omo a fatorização

de A em um produto de duas matrizes A = QR, onde Q é uma matriz ortogonal e R

uma matriz triangular superior. Em suma, as primeiras k olunas de Q formam uma base

ortonormal para o span das k primeiras olunas de A, k <no de olunas independentes de

A. (KATAYAMA, 2005)

A projeção ortogonal do subespaço gerado pelas linhas da matriz A no subespaço

gerado pelas linhas de B é, segundo a seção A.3.2, de�nida na equação A.15.

A/B = ABT (BBT )†B (A.15)

Ao fazer a deomposição QR de A = RAQ
T
e B = RBQ

T
a projeção pode ser repre-

sentada onforme a equação A.16. (OVERSCHEE; MOOR, 1996)

A/B = RAR
T
B[RBR

T
B]

†RBQ
T

(A.16)

A.5 Deomposição em valores singulares (SVD)

A deomposição SVD de uma matriz A é de�nida na equação A.17 omo o produto de

três matrizes. (TREFETHEN; BAU, 1997)

SV D(A) , UΣV T =
[

U1 U2

]

[

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

][

V T
1

V T
2

]

, (A.17)

Onde A ∈ Rm×n
é uma matriz real, U ∈ Rm×m

e V ∈ Rn×n
são matrizes ortogonais e

Σ ∈ Rm×n
uma matriz diagonal. As olunas de U e V são denominadas vetores singulares

a esquerda e direita respetivamente, já os elementos da diagonal de Σ são os valores

singulares de A. Os valores singulares σi de A são normalmente ordenados de forma

deresente na diagonal de Σ portanto onveniona-se que Σ22 abriga a parela de Σ onde

os valores singulares são nulos.

Essa deomposição fornee uma maneira prátia para a representação do espaço ima-

gem e espaço nulo de A. As olunas de U1 formam uma base para o espaço imagem de

A assim omo as olunas de V2 formam uma base para o seu espaço nulo. O número de
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elementos na diagonal de Σ11 por sua vez india o posto de A.

A deomposição SVD também pode ser utilizada para o álulo da pseudoinversa de

uma matriz onde:

A† = V Σ†UT
(A.18)
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