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Resumo

Defeitos topoldgicos sao solugoes de equagoes diferenciais que conectam configura-
coes distintas de um sistema. Para modelos unidimensionais essas solugoes sao chamadas
de kinks. Com isso, neste trabalho vamos estudar as solugoes do tipo tor¢ao, denominadas
twistons topoldgicos e também investigaremos o comportamento de férmions na presenca
de estruturas do tipo kink. Primeiramente estudaremos os twistons topoldgicos presentes
no polietileno cristalino que representam uma torcao de 180° na cadeia de C'Hy causando
também uma contracao do comprimento da molécula. Pretendemos entao construir um
modelo efetivo de dois campos que nao contenha degenerescéncia na energia através da
aplicacao do chamado Método de Extensao, buscando também obter solugoes analiticas
desse modelo. Apods este estudo, voltaremos nossas investigagoes para a analises de férmi-
ons na presenca de kinks com o objetivo de obter um controle da energia de limiar (gap

de energia onde residem os estados ligados) usando dois campos escalares.

PALAVRAS-CHAVE: Defeitos Topolégicos, Twistons, Férmions
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Abstract

Topological defects are solutions of differential equations that connect distinct con-
figurations of a system. For one-dimensional models these solutions are called kinks. In
this work we will study the twist-like solutions, called topological twistons and also in-
vestigate the behavior of fermions in the presence of kink-like structures. First we will
study the topological twistons present in the crystalline polyethylene which represent a
180° twist in the C'Hy chain also causing a contraction of the length of the molecule. We
intend to construct an effective model of two fields that does not contain degeneracy in
the energy through the application of the so called Extension Method, also seeking to
obtain analytical solutions of this model. After this study, we will turn our investigations
for fermion analyzes in the presence of kinks in order to control of the threshold energy

(energy gap where bound states reside) using two scalar fields.

KEY WORDS: Topological Defects, Twistons, Fermions



Capitulo 1

Introducao

Campos escalares tém sido usados de varias formas em diversos ramos da Fisica.
Eles representam regioes no espaco em que cada ponto dessa regiao esta relacionado com
um escalar. Em Teoria de Campos eles sao associados a particulas de spin 0, que podem
ser descritas pela equacao de Klein-Gordon. O campo de Higgs, que faz parte do meca-
nismo gerador de massa das particulas, também é um campo escalar. Podemos entender
campos escalares também como solucoes de equacoes de movimento de um determinado
sistema Fisico. Se essas solugoes fizerem conexoes entre configuracoes desse sistema, sao
denominadas de defeitos. Caso essas conexoes sejam entre pontos de minimo distintos
(ou vécuos) de um potencial, sdo chamadas de defeitos topolégicos. Para sistemas unidi-
mensionais esses defeitos topoldgicos recebem o nome de kinks. Em (2+1) dimensdes os
defeitos chamados de vértices e em (3+1) dimensoes podem ser monopolos e skyrmions.
Defeitos topoldgicos podem ser estudados, por exemplo, em cosmologia [1], na dinamica
da molécula de DNA [2], em twistons topoldgicos (no estudo da dinamica da molécula
de polietileno cristalino) e também no comportamento de férmions quando imersos em
estruturas do tipo kink. Dentre as aplicagoes de defeitos topoldgicos citadas, voltaremos
nossos esforcos para o estudo dos twistons topoldgicos e também do comportamento dos
férmions imersos em kinks.

Twistons topoldgicos foram primeiramente estudados por Mansfield e Boyd [3] e
representam uma torcao de 180° sobre grupos formados por C'H; em uma molécula de
polietileno cristalino, causando também uma contracao do comprimento de uma unidade
de C'Hy. A partir de entao, varios trabalhos surgiram com o intuito de descrever o com-

portamento dos twistons no polietileno cristalino, como por exemplo [4, 5, 6, 7]. Ha



também estudos em polimeros organicos, como o poliacetileno [8, 9], onde se investigou a
sua condutividade. Os trabalhos de [4, 6] mostram como pode ser feita a conexao entre a
dinamica molecular e a teoria classica de campos que descreve as solugoes tipo torcao, ou
twistons. Nesses trabalhos os autores apresentam um modelo para descrever os twistons
topologicos onde um campo é responsavel pelo movimento de torcao e outro campo é
responsavel por contrair a cadeia. Os autores calcularam também a energia associada aos
twistons topoldgicos. Entretanto, esse modelo apresenta uma degenerescéncia na energia
que permite que a cadeia de C'H, possa ser quebrada sem nenhum gasto energético adici-
onal. Essa questao foi investigada por [5] onde foi encontrada uma maneira de contornar
essa degenerescéncia inserindo uma perturbagao ao modelo, apresentando, entretanto,
apenas solucoes numéricas. Diante disto, buscamos encontrar um caminho alternativo
para minimizar o problema da degenerescéncia do modelo citado e obter também solugoes
analiticas para o modelo, como pode ser visto em [10], através da aplicacao do chamado
Método de Extensao.

Nossa segunda linha de pesquisa se trata de férmions na presenca de campos es-
calares. As primeiras investigagoes de férmions na presenca de estruturas topoldgicas se
inciaram com o importante trabalho desenvolvido nos anos 1970 por Jackiw e Rebbi [§],
que teve como importante contribuicao para a Fisica a fracionalizagao do ntimero fermio-
nico. Mais tarde, Jackiw e Schrieffer [11] estudaram as conexoes entre matéria condensada
e teoria de campos relativistica, que surgiram daquele primeiro trabalho, investigando po-
limeros organicos. Trabalhos recentes tém estudado o comportamento de férmions na
presenga de campos escalares em 141 dimensoes [12, 13, 14, 15] e também em 241 di-
mensoes [16, 17] onde observam o modo zero fermionico, estados fermionicos ligados e
também o comportamento do gap de energia (energia de limiar) que contém os estados
ligados. Nesse contexto de férmions em campos escalares, nosso objetivo é, usando os
modelos propostos por [14], observar o comportamento da energia de limiar colocando o
campo fermionico na presenca de dois campos escalares. Mais precisamente, pretendemos
controlar esse gap de energia, aumentando ou diminuindo o mesmo.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2 estudamos a
teoria basica para campos escalares reais unidimensionais. Iniciamos nossa revisao apre-
sentando um modelo para um unico campo escalar e em seguida estudamos o Método

BPS (Bogomol'nyi-Prassad-Sommerfield) desenvolvido por [18, 19] que permite encontrar



as equacoes de primeira ordem de um determinado sistema minimizando a tarefa de se
resolver uma equacgao de movimento de segunda ordem, além de possibilitar encontrar a
energia do sistema sem necessariamente conhecermos as solucoes das equagoes de movi-
mento, utilizando apenas os minimos (ou vacuos) do potencial. Aplicamos essas técnicas
em dois modelos conhecidos, o modelo ¢* e 0 modelo ¢* invertido, com o intuito de discutir
os defeitos do tipo kink e lump, respectivamente. Discutimos também o chamado Método
da Deformagao, proposto por [20], que tem como objetivo fazer um mapeamento entre
dois modelos conhecendo apenas um deles. Em seguida apresentamos um modelo para
dois campos escaleres reais, onde também aplicamos o Método BPS. Por fim, estudamos
o Método de Extensao desenvolvido por [21] que permite que possamos criar um modelo
de dois campos escalares efetivo (com interagao entre os campos) a partir de dois modelos
de um campo escalar.

No Capitulo 3 discutimos os Twistons Topoldgicos. Iniciamos o capitulo mos-
trando como é feita a conexao entre a dinamica molecular e a teoria classica de campos.
Apresentamos um modelo para descrigao de Twistons proposto por [4, 6] e em seguida
buscamos uma solugao, usado o Método de Extensao, para o problema da degenerescéncia
na energia que o modelo proposto apresenta.

No Capitulo 4 voltamos nossos estudos para os férmions na presenca de campos
escalares, ou, na presenca de kinks, revisando os trabalhos de [12, 13, 14]. O capitulo
comeca com uma breve revisao sobre a construcao da Equacao de Dirac bem como suas
solugoes e finalizamos com o spin que a particula descrita pela Equacao de Dirac apre-
senta. Mostramos também a teoria por traz do acoplamento dos férmions com campos
escalares por meio do acoplamento de Yukawa e finalizamos nossos estudos investigando o
comportamento dos férmions imersos em dois campos escalares através de dois diferentes
acoplamentos.

No ultimo capitulo do trabalho sao apresentadas as conclusoes e perspectivas.

Adotaremos neste trabalho a assinatura (4, —, —, —) para a métrica de Minkowski

e também faremos uso do sistema de unidades naturais ¢ = h = 1.



Capitulo 2

Campos Escalares Realis

Campos escalares sao regioes finitas ou infinitas do espaco em que cada ponto
dessa regiao estd associado a uma quantidade escalar continua [22]. Em Teoria Quantica
de Campos, por exemplo, campos escalares estao associados com particulas de spin 0, que
podem ser descritas pela Equagao de Klein-Gordon. O campo de Higgs, que faz parte
do mecanismo gerador de massa das particulas do Modelo Padrao, também é um campo
escalar. Campos escalares podem ser entendidos também como solucoes de equagoes de
movimento associadas a um sistema Fisico. Caso estas solugoes facam uma conexao entre
configuragoes do sistema (sejam minimos ou méximos locais de um potencial) sao chama-
das de defeitos. Para solucoes estaveis que conectem minimos distintos de um potencial,
estes defeitos sao ditos topoldgicos e para solugoes instaveis associadas a maximos locais
de um determinado potencial, os defeitos sao chamados de nao-topoldgicos. Se estivermos
tratando de um sistema unidimensional, o defeito topolégico é chamado de kink e o defeito
nao-topoldgico recebe o nome de lump.

Neste capitulo abordaremos de forma breve a teoria basica para campos escalares
reais. Inicialmente traremos o modelo para um campo escalar, onde tomaremos como
exemplos de solucoes os defeitos do tipo kink e lump. Apresentaremos também o modelo
para dois campos escalares reais. Traremos também alguns métodos necessarios para o
desenvolvimento do trabalho, tais como, Método BPS, Método da Deformagao e Método

de Extensao de um modelo de um campo para dois campos.



2.1 Modelos de um Campo Escalar Real

De modo geral, modelos de um campo escalar real sao descritos pela seguinte

densidade de lagrangiana

L= 10,000~ V(9). 2.1)

onde a agao pode ser escrita como

S = / d*zL(p,0,0). (2.2)
Para sistemas em (14 1) dimensoes podemos determinar a equagao de movimento
(ou equagao de Euler-Lagrange) a partir da minimizagao da agao, isto é, fazendo 65 = 0,

resultando em

¢ —¢" + 3 =0 (2.3)

onde ¢ = §2¢/0t> e ¢" = 9*¢/dz>. Considerando solucdes estéticas, ¢ = ¢(x), a equacio

ov
0

de movimento anterior toma a forma

//_ﬂ
=0

Podemos realizar uma primeira integral na equagao acima multiplicando ambos os

(2.4)

lados por ¢’ da seguinte maneira

av
! 1" —_ / 25
d
@ " — _Vﬁj (2.6)
dx do dx
d (¢ av
— = =—. 2.7
dz ( 2 ) dx (2.7)
Agora, integrando ambos os lados desta ultima equagao obtemos
12
—+ca=V+oe, (2.8)

2

ou, unindo as constantes ¢; e ¢y em uma unica constante e explicitando ¢’, podemos

escrever



¢ =+V2V + C, (2.9)

onde C é dependente das condigoes de contorno. As solugoes da equagao (2.9) também
resolvem a equagao de segunda ordem (2.4), entretanto, nem todas as solugoes da equagao
(2.4) satisfazem a equagao de primeira ordem pois estas fazem parte de um conjunto maior
de solugoes.

Esta mesma equacao de primeira ordem (2.9) pode ser obtida de forma alternativa

utilizando um procedimento conhecido como Método BPS.

2.2 Método BPS

O procedimento BPS (Bogomol'nyi-Prassad-Sommerfield) foi desenvolvido por Bo-
gomol'nyi [18] e também por Prasad e Sommerfield [19] e tem como um de seus objetivos
encontrar solugoes para as equagoes de movimento de segunda ordem a partir de equagoes
de primeira ordem que minimizem a energia do sistema, como veremos a seguir. Ou seja,
este importante procedimento permite a reducao da ordem da equacgao de movimento a
ser resolvida. Para isso, precisamos escrever a densidade de energia (ou densidade de
hamiltoniana) de um determinado sistema que pode ser obtida através da transformagao

de Legendre

E=np—L="H, (2.10)

onde m = 9L/ dé ¢ o momento canonicamente conjugado. Podemos reescrever a densidade
de lagrangiana (2.1) como
q'bQ ¢/2
L="—"F+— 2.11
e substituindo em (2.10) obtemos a densidade de energia
(bQ 2

E=+5 +V(©), (2.12)

que, para campos estaticos, se reduz a
¢/2

£="T+V(e) =L (2.13)



Podemos agora integrar a densidade de energia e assim obter a energia total do sistema,

que fica na forma

+o0
E= / Edz, (2.14)

e no caso de campos estédticos em (1 + 1) dimensdes temos

o /_m dr(—L) /dm (72 + v<¢)>. (2.15)

o0

O passo seguinte do método BPS consiste em completar um quadrado perfeito no inte-

grando da equagao (2.15) de forma a obter

E= /+oo dx B (¢’ ¥ W)Q + \/Was’} , (2.16)

—00

onde podemos observar que a minimizagao da energia total exige que

¢ = V2V, (2.17)

de forma que (2.16) se resume a

E = / m dzV2V . (2.18)

o0

Vamos supor que o nosso potencial V(¢) seja escrito em termos de uma funcao W !, da

seguinte maneira

W2
V=—2 (2.19)
2
onde W, = OW (¢)/0¢. Dessa forma, a energia (2.18) fica
+o0
Epps = Wod'de = [Wp(+oo)] — Wp(—o0)]| = AW, (2.20)

onde Eppg é a menor energia nao trivial do sistema e a equacao de primeira ordem (2.17)

agora se torna

¢ = £W,(9). (2.21)

!Esta funcio W vem da supersimetria e é chamada de superpotencial. Quando um potencial é es-

crito em termos de W o modelo de campo escalar pode ser visto como a parte bosénica de uma teoria

supersimétrica [23]



Verificamos entao que ao fazermos uso do Método BPS encontramos as equagoes
de primeira ordem do sistema, cujas solugoes também satisfazem as equacoes de segunda
ordem. A vantagem da aplicacao desse procedimento reside no fato de que resolver equa-
¢oes diferenciais de primeira ordem pode ser uma tarefa mais facil que resolver equagoes
de segunda ordem. E também importante lembrar que, a aplicacao do método sé é bem

sucedida ao trabalharmos com potenciais positivos definidos.

2.3 Defeitos do Tipo Kink

Para ilustrar as técnicas vistas nas secoes anteriores, vamos considerar o seguinte

potencial unidimensional

V(g)= 51— &), (222

Figura 2.1: Potencial do modelo ¢*

conhecido como ¢*, cuja forma pode ser vista na Figura 2.1. A densidade de lagrangiana

do sistema fica escrita como

L= 10,000 - - g (2.23)

Aplicando a equacao (2.19) no nosso potencial obtemos que

Wy =1- ¢ (2.24)

e de acordo com (2.21) a equagao de primeira ordem fica



¢ = £(1—¢%). (2.25)
Notemos que ¢ = +1 e ¢ = —1 sao solugoes estaticas da equagao de primeira ordem (2.25)
com energia zero, uma vez que nesse contexto £ = —L = 0. Dessa forma, o sistema possui
duas configuracao distintas de energia minima que sao os vacuos do potencial. Existem

outas solugoes estéticas nao-triviais para a equagao de primeira ordem (2.25), sao elas

¢+ (r) = £ tanh(x). (2.26)

Em relagao ao comportamento assintético das solugoes, veja que, a partir da Figura 2.2,
para x — +oo, ¢ — +1, que s@o os pontos de minimo do potencial. A regiao entre
esses dois minimos é denominada de setor topoldgico. Assim, solugbes que conectam
essas duas configuracoes distintas do sistema, ou esses dois vacuos, sao chamadas de
kinks. Na equagao (2.26) temos um kink, quando ¢ = + tanh(z) e um anti-kink quando
¢ = — tanh(x).

Figura 2.2: Solugoes apresentadas na equagao (2.26): kink, curva azul e anti-kink, curva

vermelha.

Podemos ainda calcular a energia das solugoes estaticas (2.26) usando a equagao

(2.15), obtendo

E = /joo (5, - V(¢)) dr = /joo sech*(z)dx = %. (2.27)

o0 o0

Essa mesma energia poderia ser calculada mesmo se nao soubéssemos a forma da solucao
da equagao de primeira ordem (2.25), apenas aplicando a energia BPS nos minimos do

potencial. Usando a equagao (2.24) escrevemos
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3
W = /W¢d¢ - % (2.28)

e substituindo esse resultado na equacao (2.20), onde os limites de integracdo agora sao

os minimos do potencial, obtemos que

sl
Epps = (6— 2 (- Z — - 2.29
ws=(o-5)_ (%)= (2.20)

2.4 Defeitos do Tipo Lump

Vamos considerar um outro potencial unidimensional, semelhante ao ilustrado an-

teriormente, dado por

1

V(9) = 50°(1 - ¢%), (2.30)

que é conhecido como ¢* invertido, cuja forma pode ser vista na Figura 2.3.

Vi(g)
0.2

/1.0 -05 L 0.5 1.

-01F
-02F
~03Ff

-04F

-050C

Figura 2.3: Potencial do modelo ¢* invertido

Podemos ver que, de acordo com (2.19)

Wy = o(1— ¢%)2, (2.31)

e consequentemente a equacao de primeira ordem fica dada por

¢ =W, = £o(1 - ¢?)2, (2.32)

que tem como solucao estatica

10



¢+(x) = £sech(x), (2.33)

cuja forma é mostrada na Figura 2.4.

Figura 2.4: Solugoes apresentadas na equacao (2.33): solucdo positiva, curva azul e solugao

negativam curva vermelha.

Veja que ¢ = 0 e ¢ = £1 sao pontos de equilibrio do potencial V' (¢). Entretanto,
diferentemente do modelo tipo kink, ¢ = £1 nao formam um setor topolégico pois sao
pontos de equilibrio instaveis e apenas ¢ = 0 configura um vacuo do potencial. Com isso,
nao existem duas configuragoes distintas com mesma energia para serem conectadas, mas
apenas uma. Como podemos ver na Figura 2.4, quando x — +00, a solugdo (2.33) parte
da sua posicao de equilibrio ¢ = 0, evolui até o ponto de equilibrio instavel ¢ = +1 e
retorna para sua configuragao inicial. Solugdes com essa caracteristica sao chamadas de
lumps.

Semelhantemente ao caso visto na secao anterior, podemos calcular a energia total

do lump usando a equagao (2.15), como

E= /m (¢_2 + %&(1 - ¢2)> dx = /+Oo sech?(r) tanh®(z)dx = g (2.34)

—00 2 —00
Entretanto, ndo podemos usar equagao (2.20) para calcular a energia do lump.

Vejamos que para este potencial temos

W(g) =—(1-¢")?, (2.35)



e assim

3
2

Njw

+-(1-0)2| =< —

=0, (2.36)

Wl
W[
Wl

Epps = [W[6(+00)] ~ W[p(~o0)]| = (1~ 0)

que ¢é um resultado diferente do que foi calculado anteriormente em (2.34). Uma alterna-

tiva para calcular a energia BPS do lump é definir

EBPSim, = [W[d(+00)] + Wp(—o00)]|. (2.37)

2.5 Modelos de Dois Campos Escalares Reais

Vamos agora estender nossas discussoes para um sistema descrito por dois campos

escalares reais. Para isso, considere a densidade de lagrangiana

1 1
L= 50u00"¢ + 50.,x0"x = V(#,X), (2.38)

cujas equagoes de movimento em (1 + 1) dimensoes sao dadas por

6—¢"+ V=0, xX—x"+V,=0, (2.39)

onde Vy = 0V/0¢ e V,, = OV/Ox. Se considerarmos campos estéticos, isto é ¢ = ¢(x), e

X = x(x), as equagoes de movimento se resumem a

/! = V¢7 X// = VX' (240)

Buscaremos novamente equacgoes de primeira ordem através do método BPS. Vimos que

a energia total é escrita como

+oo
E = / dx€, (2.41)
e também que para campos estaticos £ = —L permitindo-nos escrever
+o0 ¢/2 X/2

Caso nosso potencial V' (¢, x) seja definido como

12



Vg, x) = -~ + 5, (2.43)

a energia (2.42) é reescrita da seguinte maneira

400 ¢/2 2 W2 W2
X @ X
E = dr | — +~—+ —+—2 ). 2.44

/_mx<2+2+2+2) (244)

Para aplicar o método BPS, basta que completemos quadrados perfeitos no integrando
da equacao (2.44) semelhante ao que foi feito anteriormente para o caso de apenas um

campo escalar real. Assim, completando os quadrados temos

I
B=y [ dold WP+ (X F WP £ 26We £ 2], (2.45)

—00

de forma que

¢ =xWy(d,x) e x ==EWy(,x), (2.46)

minimizam a energia total e agora podemos escrever a energia BPS como

+00 too g
Bans= | da(@W,z Wy = [ 1N, (2.47)
—00 —00 L
e portanto
Epps = [W[b(+00), x(+00)] = Wp(—00), x(—00)]| = AW. (2.48)
Podemos ainda unir as equagoes em (2.46) da seguinte maneira
1 do
P w_B_We (2.49)
X Xdy W,

cuja solugao é conhecida como equacao de dérbita. Sua importancia reside no fato de
que esta oOrbita desacopla, sempre que possivel, as equacoes de primeira ordem obtidas

anteriormente.
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2.6 Método da Deformacao

O método da deformacao, proposto por Bazeia e colaboradores [20] consiste na
geracao de novos modelos com solucao do tipo defeito topoldgico a partir de um modelo
cujas caracteristicas sejam previamente conhecidas. A conexao entre o modelo de partida
e o modelo de chegada (desconhecido) é feita por uma fungao chamada fun¢do de defor-
macao. Para desenvolver o método, vamos considerar a seguinte densidade de lagrangiana

em (14 1) dimensoes

L= 30,00~ V(9), (2.50)

que serd nosso modelo de partida, o qual nos é conhecido. Como vimos anteriormente, a

equacao de movimento para solucoes estaticas é do tipo

"=V, (2.51)

que ao ser integrada uma vez nos da uma equacao de primeira ordem na forma

¢ = V2V, (2.52)

Se considerarmos que o potencial V (¢) pode ser escrito como

W2
V() = 7¢7 (2.53)
a equacao de primeira ordem fica dada por
& = £Wy(6). (2.54)

Consideremos também um outro modelo, também em (1 + 1) dimensdes, expresso
pela seguinte densidade de lagrangiana
1

La=50.x9"x = U(x), (2.55)

que serd o nosso sistema de chegada, cujas informacoes sao desconhecidas. Semelhan-
temente ao que foi feito em (2.50), para solugoes estaticas temos a seguinte equacao de

primeira ordem para (2.55)

14



X' = +vaU, (2.56)

e se consideramos novamente que o potencial U(x) pode ser escrito como

U(x) = %Wi, (2.57)

a equagao (2.56) se torna

X' = Wy(x)- (2.58)

Vamos agora definir as relagoes entre os campos ¢ e x que fardao a ponte entre os

dois modelos. Essas relagoes sao dadas por

o=rf(x); x=["(9), (2.59)

sendo f(x) uma funcao inversivel chamada de fungao de deformagao. Sabemos que ¢’ =
d¢/dx e usando que ¢ = f(x) podemos escrever uma relagao entre as equagoes de primeira
ordem na forma

dif ()] _ df dx

o et /
¢ = dr  dydx fx (2:60)

Wy(o) = fox(X)a (2.61)
ou ainda
W) = Wj;w) . (2.62)
X le—=f(x)

Substituindo este resultado na equagao (2.57) escrevemos

1w
U=-= ¢’§¢> : (2.63)
2 f X lo—=fx)
e identificando nesta tltima a equagao (2.53) obtemos por fim
V(e
U(x) = ;2) . (2.64)
X le—=f(x)
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2.7 Método de Extensao de um Modelo de um Campo
para Dois Campos

Nesta secao, abordaremos o método de extensao de um modelo de um campo
escalar para um modelo de dois campos escalares proposto por Bazeia e Colaboradores
[21]. A ideia principal do método é gerar a partir de um dado modelo de um campo outro
modelo também de um campo através do procedimento de deformacao e em seguida
acopla-los de forma a gerar um modelo efetivo de dois campos.

Vimos no final da segao 2.5 que podemos relacionar os campos ¢ e y através da
expressao

d¢ _ We(9, x) (2.65)

dy — Wyld,x)'

Podemos também considerar dois modelos de um campo, dados pelas densidades de la-

grangiana

1 1
L= 50.00"0 - V(g); L= 50X x — V(x), (2.66)

cujas equacgoes de primeira ordem sao escritas como

o' =Ws(e); X' =W(x), (2.67)
como foi visto em secoes anteriores. Aplicando o método da deformacao podemos relaci-
onar essas equacoes de forma a obter

daf

,_df _ 4
¢ = oy Wy(o) = dx

semelhante ao que vimos nas equagoes (2.60) e (2.62) na segao 2.6. Das relagoes anteriores,

Wi (x), (2.68)

podemos ainda escrever

a _ ¢ _do _ Wy(9)

dx X dx  Wy(x)’

que é semelhante & (2.65) para dois campos. A chave desse método estd em reescrever a

(2.69)

relagdo (2.69) usando o método da deformagao, obtendo uma equacao do tipo

dé _ Ws(¢,X)
dX Wx(ﬁf% X>7

16
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com o intuito de que sua solucao relacione um modelo de dois campos efetivo.
Para construir esse modelo efetivo de dois campos inicialmente escreve-se a equagao

de primeira ordem para ¢(x) de trés maneiras diferentes porém equivalentes, como

¢ =Ws(0), ¢ =Wolx), ¢ =Ws(ex), (2.71)

onde, na segunda equagao usa-se a funcao de deformacao e substitui-se ¢ — f(x) em
todos os termos de W, resultando em W,(x) dependendo apenas do campo X, e na
terceira equagao a deformagao é feita de forma parcial, ou seja, troca-se ¢ — f(x) de uma
determinada maneira que resulte em Wy com dependéncia tanto no campo ¢ quanto no
campo . O mesmo procedimento pode ser feito na equacao de primeira ordem para o

campo Y onde obtém-se

X' =W(x), X =W9), x' =W x) (2.72)

Em seguida define-se os parametros a;, b; e ¢;, com o indice ¢ = 1,2,3 e também com
os vinculos a; +as +a3 =1, by + by +b3 =1 e ¢; + ca + c3 = 0. Essas contantes estao
relacionadas com as diferentes formas de escrever ¢’ e x presentes nas equagoes (2.71) e
(2.72), de maneira que troca-se Wy por a;Wy(x) + aaWy(p, x) + asWy(¢) e também W,
por by Wy (x) + baWy (6, x) + bsW,(¢) e por fim rescreve-se (2.70) como

do W (x) + aWo(9, X) + asWs () + c1g(x) + 29(¢, x) + ¢39(9)
dx bW (X) + b2 Wi (9, X) + bsWi (9) .

(2.73)

Assim como as diferentes formas de escrever Wy e W, foram construidas através da fungao
de deformagao assim também é a fungao contra-pesa g(x) = g(¢, x) = g(¢). Esta fungao
levara ao modelo final o acoplamento entre os dois campos. Para encontrar g usa-se outro

vinculo que aparece de uma propriedade das derivadas de W (¢, x) que diz

Wy = Wi, (2.74)

Como podemos ver na equacao (2.73), substitui-se Wy por

ar W (x) + aaWo (@, x) + asWy(9) + c19(x) + c29(, X) + c39(¢) (2.75)

e W, por
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BV, () + bo W (6, X) + balV (6). (2.76)

Dessa forma, aplicando-se o vinculo (2.74) tem-se

a1 Wy (X) + a2Wey (0, X) + c19x(X) + €29: (0, X) = DoaWis (0, X) + bsWyg(0),  (2.77)

de onde calcula-se a funcao contra-peso g e em seguida determina-se o superpotencial
efetivo W (¢, x). Posteriormente aplicaremos este método no estudo de Twistons Topol6-

gicos, Capitulo 3, de forma que o funcionamento do mesmo sera melhor exemplificado.
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Capitulo 3

Twistons Extendidos

Twistons topoldgicos sao defeitos topologicos do tipo kink que foram primeiramente
propostos por Mansfield e Boyd [3] como sendo uma tor¢ao de 180° que se estende de forma
suave sobre varios grupos de C'H, em uma molécula de polietileno cristalino causando
também uma contracao do comprimento da unidade de C'H; na cadeia polimérica [4, 5, 6],
como ilustrado na Figura 3.1. Neste capitulo apresentaremos o modelo proposto por
Bazeia e colaboradores [4] para descrever twistons topoldgicos e buscaremos um caminho
para contornar o problema da degenerescéncia que aparece no mesmo usando o chamado

método de extensao desenvolvido por [21] que foi visto na Segao 2.7 do capitulo anterior.

..:}_i;-_q--ﬁ---—;- Z '*{ﬁ;l?“ “;'_{_‘]Z

[
R

Figura 3.1: Movimento de torcao seguido de um deslocamento longitudinal em uma cadeia

de CH2
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3.1 Twistons Topolégicos

Primeiramente vamos entender de que forma é feita a conexao entre dinamica
molecular e teoria classica de campos, estudada anteriormente por [4, 5, 6]. Suponhamos
que estamos tratando de um grupo molecular rigido que pode ser descrito por coordenadas

cilindricas. Assim, sua energia cinética fica caracterizada por

1 .
_ 2202 | 22
T = g™ E [rn + .0, + zn] , (3.1)
n
onde m é a massa associada ao grupo molecular C'Hy. Podemos reescrever essa energia

Ccomo

z—mro Z [@b +— Xn+pn], (3:2)

onde ry é a posigao de equilibrio da coordenada radial, ¢ é a distancia longitudinal entre

os grupos moleculares consecutivos e definimos

T
O = O —[1=-(=1)]5, (3.3a)
Xn = Z”;nc, (3.3b)
- m —To
Pn = — (3.3¢)

Desprezando o grau de liberdade radial, que é uma boa aproximacao na descricao de

tunstons no polietileno cristalino, a energia cinética se torna

= —mro Z [¢2 + —2xn} , (3.4)

As coordenadas ¢,, e Y, correspondem aos graus de liberdade torcional e longitudinal,
respectivamente.

Assim, a Lagrangiana para cada cadeia apresenta a forma usual

L=T—U(¢n,Xn), (3.5)

onde U ¢ o potencial intermolecular. No limite continuo as coordenadas ¢, e Y, podem

ser vistas como campos reais ¢(x,t) e x(z,t). Portanto, a dinamica dos twistons pode
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ser modelada por uma densidade de lagrangiana relativistica classica contendo esses dois

campos escalares, como vimos na Secao 2.5 Equacao (2.38), que tem a forma

1 1
L=50u00"¢+50,x0"x = V(é,X), (3.6)
Com o intuito de encontrar defeitos topolégicos analiticos responsaveis por um
movimento de torgao, assumimos que nosso potencial V (¢, y) é positivo definido e o
escrevemos em termos de um superpotencial, isto é
1

Ve, x) = §W¢% +

1
§W§’ (3.7)
como vimos na Segao 2.5.

Um possivel modelo introduzido por Bazeia e colaboradores [4, 6] para descrever

este problema, estudado também por [5], consiste no seguinte potencial

V=2 Mo ) +uox’] 45 (non)” (3.8)

onde A e 1 sao constantes reais. Como podemos ver na Figura 3.2, este potencial apresenta
uma linha de zeros em ¢ = 0. As equacoes diferencial de primeira ordem para este
potencial sao

do

_ 2 _ 2 2 dx 5
%—Mﬁ(qﬁ )+ ppx; il AP (3.9)

cujas solugoes analiticas sao dadas por

o(x) = :EW\/% (1 —tanh(un?z)); x(x) = iﬂw/%— 1 \/% (14 tanh(pmw2?z)).

(3.10)

Essa solugoes tém validade apenas enquanto A\/p > 1, como mostram [4, 6] que também
foram responsaveis por calcula-las.

Para descrever esse modelo analitico o superpotencial usado é

W(o.x) = 50’ <¢—2—w2) + 507X, (3.11)
que por sua vez é construido a partir das equagoes de primeira ordem (3.9). Com o intuito
de calcularmos a energia do modelo, vamos invocar o método BPS aplicado a dois campos
escalares visto na Segao 2.5. Nesta se¢ao, vimo que para calcular a energia BPS, equagao

(2.48), tomamos
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Figura 3.2: Potencial V, equacao (3.8), para A = 7.3071 2 e p = 0.67. O grafico mostra

uma linha de zeros para ¢ = 0 entre dois vacuos em ¢ = 7 e x = 0.

Epps = [W[p(+00), x(+00)] = Wp(—00), x(—00)]| = AW. (3.12)

Substituindo o superpotencial (3.11), juntamente com as solugoes analiticas (3.10), na
equagao (3.12), chegamos a energia BPS
A

EBPS = Z7T4. (313)

Essa energia BPS foi calculada em [6], usando |A\|7? = 7.30, baseando-se em um dado
experimental apresentado em [3] para a contribuigao energética da regiao torcida. Esta
restricdo experimental leva a E = 17.99 kcal/mol como a energia para os twistons topo-
l6gicos.

Um aspecto importante a ser notado na Figura Figura 3.2 é a linha de zeros que
o potencial apresenta.Como vimos, o campo ¢ desempenha o papel de torcer a cadeia
molecular por um multiplo inteiro de m e o campo x € responsavel por movimentar a
cadeia longitudinalmente por uma unidade de C Hs.

Esse deslocamento longitudinal realizado pelo campo x deve ser da ordem da dis-
tancia longitudinal entre os grupos moleculares adjacentes, isto é, ¢ = 1.27A. Entretanto,
sabendo que a linha de zeros apresenta degenerescéncia na energia, seja qual for o valor de
Xu,ist0 nos revela que seria possivel romper a cadeia sem qualquer custo extra de energia
[5].

Na referéncia [5] foi proposto um caminho para resolver o problema da energia

degenerada através da insercao de uma perturbacao no potencial original. Apesar de ter
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funcionado bem, as solugoes para os campos sao apenas numéricas.

3.2 Método de Extensao Aplicado a Twistons Topo-
l6gicos

Com o intuito de contornar o problema da degenerescéncia no modelo proposto
por [4, 6] e manter uma descri¢ao analitica para os twistons, vamos fazer uso do Método
de Extensdo,visto na Se¢ao 2.7, na construcao de outros modelos de dois campos [10] que
apresentem vacuos bem definidos para o campo . Para isso, vamos considerar agora dois

modelos de um campo que obedecem as equacoes diferenciais de primeira ordem

2
& = Wy() = ud(¢® — %), ¥ = Wi(x) = px <7r2 + Mﬂié A) 7 (3.14)

que sao satisfeitos pelos defeitos analiticos (3.10). Dessas solugbes, podemos ver que o
1

mapeamento entre os campos ¢ e x é feito pela seguinte fungao de deformacao * e sua

mversa

2

o o 2 X _ 1 _ M_A 2 _ 2
¢o=[f(x)= toon X (o) o (¢ ). (3.15)

Agora, podemos escrever as equagoes de primeira ordem (3.14) de trés formas distintas,

porém equivalentes. Para o campo ¢, temos

W(x) = no(¢® — ), (3.16a)

Wy(9) = i%  + M“ii, (3.16h)
(X

Ws(0,x) = ¢ (M = A) : (3.16¢)

Para o campo y, obtemos

Ver Secao 2.6 sobre método da deformacao.
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Wi (x) = px (wQ + %) : (3.17a)

— A
Wy(¢) = iu¢2\/%(¢2 — ), (3.17h)
Wy(¢, x) = po*x. (3.17¢)

Observando as novas formas de escrever Wy e W, , dadas respectivamente por

Wy = a1Ws(x) + aaWy(d, x) + asWy(9) + c19(x) + c29(, X) + c39(d) (3.18)

Wy = bWy (x) + b2 Wy (0, x) + bsWi (9), (3.19)

vemos que para evitar o aparecimento de raizes quadradas no nosso potencial final, deve-
mos escolher a; = b3 = 0, de forma que tenhamos os vinculos as + a3 =1 e by + by = 1.
Escolhemos também ¢; = 0, implicando em ¢; + ¢3 = 0. Usando o vinculo Wy, = W,

(veja a equagao (2.74) da Sec@o 2.7), encontramos a seguinte expressao para g, (¢, x)

295 (0, X) = 2p0x (b2 - ;ﬁi) : (3.20)

Integrando a equacao anterior em relagao a x obtemos

c2g(d, x) = pox’ (b2 = M“fzk) : (3:21)

e usando a fungao de deformagao inversa x = f~'(¢) em (3.15) encontramos

29(¢) = ¢(¢° — ) [(1n — X) — pag). (3.22)

Substituindo estes resultados para a funcao contrapeso g em 3.18 e 3.19 e escolhendo

as=1—as, by =1 — by e co = —c3, encontramos que

Wy = bapdx® — bao(6? — 1) (1t = A) + (9 — 1) (3.23)
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Figura 3.3: Em (a) mostramos o potencial V para A = 7.307 2, u = 0.67 e by = 0. Em
(b) mostramos um contorno de V', onde as curvas vermelhas solida e pontilhada sao as

6rbitas analiticas que conectam os campos ¢ e .
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Figura 3.4: Em (a) mostramos o potencial V para A = 7.307 =2, = 0.67 ¢ by = 2. Em
(b) mostramos um contorno de V', onde as curvas vermelhas solida e pontilhada sdo as

orbitas analiticas que conectam os campos ¢ e Y.

2
W = (= b (L2 ) o b (3:24)

Integrando (3.23) em relacao a ¢ e (3.24) em relagao a x obtemos o seguinte superpotencial
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efetivo

W(, x) = 5(1 —ba) (ux2 (2(5—911) + WQ)) - %bz (%2 - WQ) ¢* (1 — )

1 1 2
+ 5banx’0” + pd” <¢ - WQ) :

N | —

(3.25)
2
Podemos encontrar o potencial efetivo V(¢, x) usando o fato de que V(¢, x) pode ser

escrito em termos de Wy, e W, , isto é
w2 W2
V(¢, X) = 7¢ + TX, (326)

e com isso obtemos

1 (A (b = 1) = ba¢?) (= A) + (b — Diux?)”
V(¢7 X) Y 2
2 (A=p) (3.27)
1
+ §(¢(¢2 — 1) (b2 (A = ) + 1) + bapix’)?.
Como podemos ver em (3.10) a amplitude do movimento longitudinal é dada por
A
| — — 1, 3.28
. (3.28)
e de acordo com [4], é necessdrio ajustar essa amplitude a unidade, isto é,
A
m——1=1, 3.29
. (3.29)

para torna-la compativel com o fato de que quando a cadeia molecular gira em 180° e
volta para seu registro cristalino, o movimento longitudinal muda em ¢ = 1.27&, que é a
distancia entre dois grupos moleculares consecutivos. Isto nos retorna, a partir de (3.29),

uma restricao nos parametros A e p de forma que

7T2

A.
1+ 72

= (3.30)

2 encontramos u ~ 0.67, resultando em uma

Consequentemente, escolhendo A = 7.307~
familia de potenciais fisicos que podem descrever naturalmente o comportamento da tor-
¢ao. Podemos observar as caracteristicas desses potencias nas Figuras 3.3 e 3.4 onde

mostramos como o parametro b, altera a forma do potencial, interferindo inclusive no
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nimero de vacuos do mesmo. Na Figura 3.3 plotamos o potencial (3.27) para by = 0 que
para este caso apresenta nove vacuos, sendo quatro deles conectados por orbitas analiticas.
Na figura, a orbita vermelha sélida representa o conjunto de solugoes analiticas positivas
presentes na equagao (3.10) e a érbita vermelha pontilhada representa o conjunto de solu-
¢oes analiticas negativas de (3.10). Observamos também o comportamento do potencial V'
para b, = 2 que nos traz um novo conjunto de vacuos, a saber, cinco vacuos. Novamente,
quatro deles sdo conectados pelas drbitas presentes em (3.10). No caso em que fazemos
b = 1, o potencial retorna a forma analisada por [4, 6], como podemos ver na Figura
3.2. Um fato interessante de se ressaltar é que essa nova familia de modelos apresenta a

mesma energia BPS encontrada por [4, 6], a saber,

A
Epps = Zw‘* = 17.99, (3.31)

e isso confirma ainda mais a validade da nova familias de modelos.

Pela primeira vez um modelo de twiston com solugoes analiticas foi construido
através de uma combinacgao de dois sistemas de um campo onde hé interacao entre eles.
As solugoes analiticas usadas satisfazem uma familia inteira de dois modelos de campo
escalar, cujos potenciais nao apresentam uma linha de zeros. Conclui-se entao que esses
novos modelos concordam com um deslocamento longitudinal fisicamente consistente para
a cadeia molecular, que deve ser proporcional a distancia entre os grupos moleculares

adjacentes.
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Capitulo 4

Férmions na Presenca de Campos

Escalares Reais

Os primeiros estudo sobre férmions imersos em campos escalares, mais especifica-
mente na presenca de solugdes do tipo kink, foram feitos por Jackiw e Rebbi [8]. Um
resultado importante obtido nesse trabalho foi a fracionalizacio do nimero fermionico .

Trabalhos recentes téem utilizado o modelo de Jackiw e Rebbi acoplado ao modelo
At [12] e também a outras estruturas do tipo kink [13] com o intuito de observar o
comportamento dos férmions nesses campos em 1 + 1 dimensao e ha também estudos
desse comportamento em 2 + 1 dimensoes [16].

Neste capitulo vamos estudar o comportamento dos férmions quando imersos em
campos escalares reais. Estudaremos como se comporta o gap de energia (energia de
limiar) onde residem os estados ligados fermiénicos e também a possibilidade de controlar
esse gap, aumentando ou diminuindo sua largura. Para isso, faremos uma breve revisao
sobre a construcao da equacao de Dirac, de suas solucoes e também sobre o spin da
particula de Dirac. Em seguida revisaremos o acoplamento entre o campo fermionico e
o campo escalar (campo bosonico) e também a forma da densidade de Lagrangiana para
este tipo de acoplamento. Por fim observaremos o comportamento dos férmions imersos

em dois campos escalares reais usando dois diferentes acoplamentos.

1O nimero (ou carga) fermionico é uma quantidade conservada que esté ligada a uma transformagao
de simetria do grupo U(1) aplicada a uma lagrangiana com férmions de Dirac. Geralmente, no vicuo,

esse numero fermibnico é zero [24].
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4.1 Equacao de Dirac

Uma das primeiras tentativas de estabelecer uma teoria que descrevesse sistemas
quanticos e também relativisticos veio com a equacgao de Klein-Gordon. Esta, por sua vez,
apresentava derivadas temporais de segunda ordem que levava a uma densidade de proba-
bilidade com derivadas temporais de primeira ordem. Este fato, unido a possibilidade da
equacao de Klein-Gordon apresentar estados com energias negativas, gera uma densidade
de probabilidade que pode ser tanto positiva quanto negativa e isto esta em desacordo
com a defini¢do de densidade de probabilidade [25] e por essas razoes esta equagao foi
descartada [26]. Este problema representava uma limitacao para que Dirac construisse
uma teoria relativistica para o elétron. Entao, ele observou que a equagao de Schrédinger
nao-relativistica nao continha densidades de probabilidade negativas pelo fato de sua de-
rivada temporal ser de primeira ordem, o que nao acontecia na equacgao de Klein-Gordon
[27].

Dirac partiu da equacao de Einstein

cuja raiz quadrada tem a forma

E = /% +m? (4.2)

que estd longe de ser uma relagao linear. Embora essa raiz quadrada nao leve a uma
relagao linear entre a energia e o momento, uma raiz quadrada matricial pode levar a essa
relacao e essa foi a proposta de Dirac para contornar esse problema. Vamos reescrever a

equacao Einstein como

E? — p? =m? ou p® = plp, = m?> (4.3)

Vamos considerar isto como uma relagao matricial, isto é, uma matriz identidade naxn
multiplicando ambos os lados. Vamos supor ainda que existam 4 matrizes v* n X n
linearmente independentes, com p = 0,1, 2, 3, que sao independentes do espago-tempo de

tal modo que

P=7"pu (4.4)
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representa a raiz quadrada matricial de p?. Se isso é verdade, entdo, por definicao, nés

temos

pp =11 (4.5)

ou ainda

1 v v
57+ )y = p°L, (4.6)

onde 1 denota a matriz identidade (no espago matricial apropriado, neste caso, de dimen-
sional n) e usamos o fato de que as matrizes v sao constantes para mové-las através dos
operadores momento. Para a relagao (4.6) ser verdadeira, é necessario que as matrizes y*

satisfacam uma &algebra, que tem a forma

YA+ At = {4} = 2nt L. (4.7)
Esta algebra é conhecida como Algebra de Clifford. Vemos que se podemos encontrar
um conjunto de 4 matrizes independentes do tempo satisfazendo a Algebra de Clifford,
entdao, podemos obter a raiz quadrada matricial de p? que seria linear na energia e no
momento. Antes de buscarmos uma representacao para as matrizes v , vamos olhar as

consequencias dessa possibilidade. Neste caso, as solugoes da equagao

P = mb, (4.8)

satisfariam automaticamente a equacao de Einstein, ou seja,

plpo) =mpy  ou  p'p=m. (4.9)

Além disso, uma vez que a nova equacao ¢é linear nas variaveis energia e momento, sera,
consequentemente, linear nas derivadas do espaco e do tempo. Isto é o que se espera para
uma definicao consistente para a densidade de probabilidade, contornando o problema de
Klein-Grodon. A equagao (4.8) (ou sua representagao nas coordenadas) ¢ conhecida como
Equagao de Dirac.

Para determinarmos as matrizes, v*, e sua dimensionalidade, notemos que a Alge—

bra de Clifford em (4.7)
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{v*. "} =2 (4.10)

pode ser reescrita explicitamente como

(v")? = —1, (para qualquer i = 1,2,3)
P Y =0,
VA = 0. (i #)) (4.11)

Pode-se escolher qualquer uma das matrizes para ser diagonal e sem perda de generalidade,

escolhe-se

b 0 0
0 b ... 0

SA R (4.12)
0 0 bn

Do fato de que (7°)? = 1, concluimos que um dos elementos da diagonal de 7% deve ser
+1, isto é

bo =+1. (a=1,2,...,n). (4.13)

Usando as relagoes da Algebra de Clifford em (4.7), para i fixo, obtemos

Try'y%y' = Try' (—=9"°) = =Tr(v')*° = Try”. (4.14)

Por outro lado, a propriedade ciclica do traco que diz que

TrABC = TrCAB, (4.15)

leva a

Try'y%9" = Try'y*q° = Tr(7")?y° = —Try°. (4.16)
Assim, comparando (4.14) e (4.16), obtemos
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Try'y% = Try? = —Tr°

ou Try’ = 0. (4.17)

Para isso ser verdade, concluimos que 7° deve ter tantos elementos diagonais com valor
+1 quantos com —1. Consequentemente as matrizes v* tem dimensao par.

Vamos assumir que n = 2N. A estrutura matricial ndo-trivial mais simples surgiria
para N = 1 quando as matrizes devem ser bidimensionais (matrizes x2). Sabemos que
as 3 matrizes de Pauli junto com a matriz identidade definem uma base completa para as
matrizes 2x2. Entretanto elas nao satisfazem a Algebra de Clifford. Ou seja, se definimos

ot = (1,7), entao,

{o#, 0"} # 20" 1. (4.18)

De fato, em duas dimensoes, nao podem existir 4 matrizes anticomutantes.

A préxima escolha é N = 2 para a qual as matrizes serao quadri-dimensionais
(matrizes 4x4). Neste caso, podemos encontrar um conjunto de 4 matrizes constantes
linearmente independentes que satisfaca a Algebra de Clifford. Um escolha particular

dessas matrizes, por exemplo, tem a forma

N = . (i=1,2,3) (4.19)

onde cada elemento das matrizes 4 x4 representam uma matriz 2x2 e as g; correspondem
as trés matrizes de Pauli. Essa escolha particular das matrizes de Dirac é comumente
conhecida como representagao de Pauli-Dirac.

Para obter a hamiltoniana para a equacao de Dirac, vamos para a representacao

das coordenadas onde a equagao de Dirac (4.8) toma a forma (lembre que i = 1)

(i —m)p = ("0 —m)yp = 0
ou, (i’ +i7-V—m)p = 0. (4.20)
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Multiplicando +° pela esquerda e usando o fato de que (7°)?* = 1, temos

O

iy = (—=i7°7 - V 4+ ma)y = 0. (4.21)

Por convencao, denota-se

B=7" a=9"7. (4.22)

Em termos dessas matrizes, entao, podemos escrever (4.21) como

i, = (—id V+mB) = (@- 7+ Bm)y. (4.23)
Esta é uma equagao de primeira ordem (na derivada temporal) do mesmo modo que a

equagao de Schrodinger e podemos identificar a hamiltoniana da equacao de Dirac como

H=a-p+ Bm. (4.24)

Em uma representacgao particular das matrizes v* na equacao (4.19), podemos notar que

, 10
f=v" = :
0 -1
. 10 0 & 0 &
a=v75 = = (4.25)
0 -1 —a 0 g 0

Agora é possivel determinar a partir das equacoes (4.22) e (4.7) ou da prépria represen-
tagao explicita na equagao anterior que as matrizes a e 3 satisfazem as seguintes relagoes

de anti-comutacao

{a', 0/} = 2691, (4.26)
{a', 8} = 0,

sabendo que 32 = 1. Podemos checar diretamente a partir de (4.25) que tanto a quanto
[ sao matrizes hermitianas. Entretanto, independentemente, podemos notar também da

prépria hamiltoniana (4.24) que, para que ela seja hermitiana, devemos ter
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gt= 8, (4.27)

Em termos das matrizes v* isto pode ser escrito como

B = 1"=0""=4" (4.28)

7 =07 =al.

QL
Il

De maneira equivalente podemos escrever

() =1,
' ‘ (4.29)
(V)'=—".
Isto significa que , independente da representacao, as matrizes v* devem sempre satisfazer

as propriedades de hermiticidade vistas anteriormente na equagao (4.29).

4.2 Solucoes da Equacao de Dirac

A equacao de Dirac em (4.20) também pode ser escrita na representacao do mo-

mento, na forma

(p—m) = ('p,—m)p =0 (4.30)

Esta equacgao , como vimos, define um conjunto de equagoes matriciais. Uma vez que as

matrizes y* sao matrizes 4 x 4, as fungoes de onda, neste caso, sao matrizes coluna de

4 componentes (vetores coluna). Para entender que tipo de particulas sdo descritas pela
equacao de Dirac, olhemos as solucoes de onda plana da equacao.

Vamos denotar a fungao de onda de 4 componentes como (z significa ambos espago

e tempo)

, (4.31)



com

Volx) = e PPy (p), (a=1,2,3,4). (4.32)

Substituindo isto de volta na equagao de Dirac (4.30), obtemos

(p — m)u(p) =0, (4.33)

onde a funcdo de 4 componentes u(p) tem a forma

£

(p)
2 (P)
(p)

p

1

<

u(p) = (4.34)

I

3
u4(p)
Vamos simplificar os calculos restringindo o movimento ao longo do eixo z. Em outras

palavras, definimos

Il
i

P1 = D2 (4.35)

Neste caso, a equacao de Dirac fica

("*po + v'pi)u(p) = (Y°po + 1 + 722 + ¥Pp3)u(p) = (1°po + 3ps)u(p) = 0.  (4.36)

Tomando a representacao particular das matrizes v* em (4.19), podemos escrever esta

ultima equagao como

Po—m 0 D3 0 u1(p)
0 -m 0 — U
Do p3 2(19) —0 (4.37)
—P3 0 —(po +m) 0 u3(p)
0 2] 0 —(po+m) u4(p)

Este é um segundo conjunto de 4 equacoes lineares homogéneas e uma solugoes nao-trivial
existe apenas se o determinante da matriz dos coeficientes for zero. Assim, é necessario

que
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0 -m 0 —
det bo bs =0, (4.38)
] 0 —(po +m) 0
0 D3 0 —(po +m)
donde obtemos
pa—ps —m? =0. (4.39)

Com isso, vemos que uma solugao nao-trivial de onda plana para a equagao de Dirac

existe apenas para os valores de energia

po = £E = £/p3 +m?2 (4.40)

Podemos obter as solucoes da equagao de Dirac resolvendo diretamente o conjunto
de equagoes acopladas em (4.37). Alternativamente, podemos introduzir fungoes de onda

de duas componentes @(p) e 0(p) e escrever

u(p) = , (4.41)

onde

i) = | e aw=| . (4.42)
us(p) uy(p)

Notamos que, para as solucoes com energia positiva, isto é,

po=E; =FE=/p5+m?, (4.43)

o conjunto de equacoes acopladas toma a forma

(B, —m)1 o3p3 u(p)
—03p3 —(Ey +m)l o(p)

= 0. (4.44)

Escrevendo explicitamente a equacgao anterior, temos
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(B4 —m)u(p) + o3psd(p) = 0, (4.45)

A fungao de duas componentes 9(p) pode ser resolvida em termos de @(p) e obtemos

da segunda relacao em (4.44)

(p) = —%a@). (4.46)

Vemos aqui que a primeira relagdo em (4.44) também leva a mesma relagao (4.46). Por-
tanto, a solugdo com energia positiva é completamente dada pela relagao (4.46).

Escolhendo as duas solucoes independentes para @ como

u(p) = e a(p)= ; (4.47)

= ES*’” (4.48)
0
w={ (4.49)

Similarmente, para as equagoes com energia negativa escrevemos

po=FE_=FE=—\/p3+m? (4.50)

e o conjunto de equagoes (4.44) se torna

(E- —m)u(p) + ospsv(p) = O, (4.51)

o3pst(p) + (E- +m)o(p) = 0.

podemos resolver isso (da primeira rela¢do) e obter

i(p) = — o). (4.52)
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Escolhendo novamente solugoes independentes como

o(p) = e  O(p) = , (4.53)

ap)=| = (4.54)
0
0

u(p) = " : (4.55)

e essas determinam as duas solucoes da equacao de Dirac com energia negativa.
As fungoes de onda de duas componentes independentes em (4.47) e (4.47) sugerem
estados de spin up e down de um espinor de duas componentes. Assim, do fato de que

podemos escrever

we - W I B T
— 7 u(p) o(p)

as solucoes com energia positiva e negativa tém as formas explicitas

1 0
o= ‘o= (457)
u+ p 3 ) U+ p ) .
_E++m O
_E,pim 0
0 s
ul (p) = 1 : ut (p) = E_o : (4.58)
0 1

A notacao é sugestiva e implica que a funcao de onda corresponde a uma particula de

spin 1/2.
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4.3 Spin da Particula de Dirac

Como vimos, a estrutura das solucoes de onda plana da equacao de Dirac sugere o
fato de que a particula descrita pela equagao de Dirac tem spin 1/2. Vamos definir uma

generalizacao quadridimensional das matrizes de Pauli como

=1 . (i=1,2,3). (4.59)

0 —0;
Pode-se verificar que isso estd relacionado as matrizes «; definidas em (3.22) e (3.25)

através da relacao

onde

0 1
p= : (4.61)
1 0

Notemos que p? = 1, entao podemos inverter a definigao (4.60) e escrever

poy = pPra; — pa; = dj, (4.62)

O = pa; = opP.

Da estrutura das matrizes «; e @; concluimos que

[di, d]] = Qieijkdk. (463)

Isso mostra que %di satisfaz a dlgebra do momento angular (lembre que A = 1) e isso
é porque chamamos as matrizes, ¢;, a generalizacao das matrizes de Pauli. Além disso,

notemos que

i, ] = 2iegpa, (4.64)

e também que

6, B] = 0. (4.65)
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Com essas relagoes a nossa disposicao, vamos observar a hamiltoniana livre de Dirac em

(4.24)

H=ada- -p+ pm = a;p; + Bm. (4.66)

O operador momento angular é dado por

Li = €ijkT;iPk, (ivja k= 17 2a 3) (467)

Calculando o comutador deste operador com o hamiltoniano de Dirac, obtemos

[Li, H] = ieijkoszk. (468)

Assim, notamos que operador momento angular orbital ndo comuta com o hamiltoniano
de Dirac. Consequentemente, o momento angular que comutaria com o hamiltoniano deve
conter também uma parte de spin. Para determinar o momento angular de spin, notamos

que

[di, H] = —2ieijkajpk. (469)

Entao, combinando esta relagdo com (4.68) obtemos

1 1, . .
[LZ + 50&1, H] = [Ll, H] + 5[041 =, H] = Zeijkoszk — Zeijkoszk = O (470)

Em outras palavras, o momento angular total deve comutar com o hamiltoniano, se as

rotacoes sao uma simetria do sistema, podemos identificar que

1

Neste caso, portanto, podemos identificar o momento angular de spin como

Note, em particular que

1
8= 503 =5 , (4.73)
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que tem autovalores duplamente degenerados i%. Portanto, concluimos que a particula

descrita pela equagao de Dirac corresponde a uma particula de spin 1/2.

4.4 Acoplamento Férmion-Bdéson

Como foi visto na secao 4.1, a equagao de Dirac para uma particula massiva de

spin 1/2 tem a seguinte forma

(iv*0, —m)y = 0. (4.74)

A densidade de lagrangiana que d& origem a esta equacao e também a sua adjunta,

@(i'y“gu +m) =0 [25], é dada por

L = (ir'Op — m) = i) — miy, (4.75)
onde podemos ver claramente que as equacoes de Euler-Lagrange sao obtidas da densidade

de probabilidade anterior, ou seja

oL .
9 = (iv"9, — m)y =0, (4.76)
e
O 05— — (i) = B0, +m) = 0. (4.77)

dad. Sl
0b " 0(0u)

Com o intuito de estudarmos o comportamento de campos fermionicos imersos em
campos escalares reais, necessitamos de uma densidade de lagrangiana que contenha um
acoplamento entre esse campos. Para isso, é preciso utilizar o acoplamento de Yukawa.
Este tipo de acoplamento foi proposto por Hideki Yukawa com o objetivo de investigar
as interagoes nucleares entre nicleons (1) e pions (¢) (méson 7). Em teorias modernas
de particulas, o Modelo Padrao contém termos de acoplamento de Yukawa entre o campo
escalar de Higgs com quarks e léptons [28].

O acoplamento de Yukawa é dado por gi)F(¢)y onde F(¢$) é uma funcio que de-
pende do campo escalar real e g é uma constante que tem o papel de regular a intensidade
da interacao entre o os campos chamada de constante de acoplamento. A densidade de
lagrangiana total serd entao composta por uma parte fermionica, uma parte bosonica

(campo escalar real) e também pelo acoplamento de Yukawa, isto é
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LTotal = LBosénica + ['Fermiénica - Q@F(@w; (478)

onde temos explicitamente que

1 - _
»CTotal - 5 uqﬁaugb - V(¢) + ¢<27H8u - m) - 9¢F(¢)¢ (479)
Analogamente, para o caso de sistemas em que o campo fermionico estd imerso em dois

campos escalares reais, ¢ e x, a densidade de lagrangiana total se torna

1 1 - _
L= 50009 + 50,x0"X = V(, X) + ¥(in"0, — m) — g F (¢, x)¥. (4.80)

onde a forma de F(¢, x) pode nos retornar acoplamentos usuais de Yukawa ou acopla-

mentos tipo-Yukawa.

4.5 Férmions em Dois Campos Escalares Nao Inte-
ragentes

Nesta secao, faremos uma revisao sobre férmions nao massivos na presenca de
um campo escalar usando as referéncias [12, 13, 14]. Nestes estudos observou-se que o
comportamento do campo fermionico estd ligado a forma do campo escalar. A depender
da forma do potencial escalar em que o campo fermionico esta imerso ha um aumento
ou diminuicdo do numero de estados ligados. A forma da energia onde é possivel ter
estados ligados (energia de limiar) também muda de potencial para potencial. Pensando
nisso, vamos investigar a possibilidade de alterar a forma da energia de limiar usando
dois campos escalares ao invés de um, utilizando um acoplamento do tipo F(¢, x) = ¢x

e outro do tipo F(¢,x) = ¢ + x-

4.5.1 Acoplamento F(¢,x) = ¢x

Podemos escrever a densidade de lagrangiana (4.80) para férmions nao massivos,

fazendo g = 1, da seguinte maneira

L= % PO + %auxaﬂx — (V(¢) +V(x)) + gwaw —VF (¢, X)), (4.81)
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onde F(¢, x) = ¢x, representando um acoplamento tipo-Yukawa. Desta lagrangiana tem-

se a parte bosonica

1 1 1 1
lembrando que
w?2 W2
V(p) = 7¢ e V=" (4.83)
A parte fermionica fica dada por
1 - -
Ly = i@ —voxy. (4.84)
Da lagrangiana (4.82) obtém-se as equagoes de movimento
gb" - W¢W¢¢ =0 € X” - WXWXX = 0, (485)

cujas equacgoes de primeira ordem obtidas via método BPS tém a forma abaixo

P=W, e X =W, (4.86)

A partir da lagrangiana (4.84) chega-se na equagao de movimento para o campo fermiénico

(id — 26x)¢ = 0, (4.87)

com

§ = "0, (4.88)

Dado o seguinte ansatz para o campo fermionico

. )z
Y(z,t) = e V) (4.89)
Y ()
e substituindo-o na equagao de movimento (4.87) obtém-se
) d )
By + id— —2¢x | Y =0. (4.90)
x

E possivel ainda obter uma equacgao tipo Schrodinger a partir da equacao anterior, que

fica na forma
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onde o potencial Ugy)(z) é dado por

d
Ui () = 222 4 gy (492)
Pode-se reescrever a equagao (4.91) como
QT Y™ = E?®), (4.93)
onde
d
T =+— +2¢yx. 4.94
Q 7o T 20x (4.94)

Para encontrar o modo zero fermi6nico resolve-se Q*(* = 0 obtendo

U5 = cpe¥2 oxde, (4.95)

Tomando o limite x — oo na equagao (4.90) chega-se na energia de limiar (threshold

energy)

Eth - 2¢m7anmina (496)

onde Pmin € Xmin indicam os minimos (ou vacuos) do potencial. Essa energia de limiar
representa a interface entre a regiao espectral compativel com estados ligados e a regiao
dos estados de espalhamento.

Consideremos dois modelos bosonicos, presentes em [14].

Wo =1 i 3 od(@,A), (4.97)
_2en’(x/2,1) — (1= p)
W, = ) . (4.98)

Podemos observar que os modelos sao escritos em termos das fungoes elipticas de Jacobi
onde A e p sdo parametros reais que pertencem ao intervalo [0,1]. As solugoes obtidas

para os modelos (4.97) e (4.98) sdo dadas por
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é(z) = sn~t <tanh ($> ,A) (4.99)

x(z) = 2s¢7! (\/gtanh (%ﬂz) ,u) . (4.100)

Como podemos ver na Figura 4.1, as solugoes (4.99) e (4.100) representam configuragoes
topoldgicas (kinks), como vimos na Segao 2.1. Ao passo que alteramos os valores dos
parametros A e p a transigao entre dois diferentes estados do sistema se torna mais suave

ou mais abrupta, sendo que para o modelo (4.99) essa caracteristica é mais acentuada.

d(x) X(x)
X 3

(a) (b)
Figura 4.1: Forma das solugoes (4.99) em (a) e (4.100) em (b). Em (a): A =0, 0.5 0.75

nas curvas preta, azul e vermelha, respectivamente. Em (b): =0, 0.5 e 0.75 nas curvas

preta, azul e vermelha, respectivamente.

Dadas essas solugdes podemos observar o comportamento do potencial (4.92) para

diferentes valores dos parametros A e u que nesse caso fica dado por

st (/1% tanh (3oy/T=0) ) od fon” (bamh (525) 2) )

A—1
2(p — 1),/%\/1 — p2snt (tanh (%), A)
it — cosh <\/1 —p?x)

De imediato podemos perceber, através das Figuras 4.2 e 4.3, que o potencial nao ¢é

2 2
1 1
U =16sc7! ( 1 +Ztanh (595\/1 — /ﬂ) ,u) sn~! (tanh < v )\) ,)\) +

— (4.101)

simétrico (nao possui simetria de reflexdo). Entretanto, essa assimetria diminui conforme
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aumentamos os valores dos parametros. Em ambos fixamos um parametro e modificamos
o outro. Na figura 4.2 fixamos o parametro A nos valores 0, 0.25, 0.5 e 0.75 em (a) ,(b)
,(¢) e (d), respectivamente, e variamos o parametro p também em 0, 0.25, 0.5 e 0.75 para
cada um dos valores de A. Observamos também que a medida que aumentamos os valores
dos parametros a profundidade do poco do potencial aumenta e sua largura sofre poucas

alteracoes, permanecendo praticamente a mesma.

100

80
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40

20 [

100

80
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40

20 1

-6 -4 -2 2 4 6 -6 -4 -2 2 4 6
(a) A=0 (b) A=0.25
U_ u_
120 150 1
100 |
80 I 100
60 f
40 [ 50 f
20 f
P T4 -2 2 4 6 * 6 4 -2 2 4 6
(¢) A=05 (d) A=0.75

Figura 4.2: Potencial U_ mostrado para u = 0, 0.25, 0.5 ¢ 0.75 em (a), (b), (c) e (d) nas

curvas vermelha, verde, azul e preta, respectivamente.

Ja na figura 4.3 fixamos o parametro p nos valores 0, 0.25, 0.5 ¢ 0.75 em (a) ,(b) ,(c)
e (d), respectivamente, e variamos o parametro A também em 0, 0.25, 0.5 e 0.75 para cada
um dos valores de pu. Aqui verificamos um comportamento semelhante ao caso anterior,
onde fixamos A, entretanto vemos que a profundidade do poco aumenta de forma mais
abrupta. A largura do potencial por sua vez sofre também pequenas alteracoes conforme
aumentamos os valores dos parametros.

Vamos agora observar o comportamento da energia de limiar. Para as solugoes
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Figura 4.3: Potencial U_ mostrado para A = 0, 0.25, 0.5 ¢ 0.75 em (a), (b), (c) e (d) nas

curvas vermelha, verde, azul e preta, respectivamente.

(4.99) e (4.100) a energia de limiar (4.96) tem a seguinte forma

1
By = 4dsc! (, /1+—“,u> sn(1, ). (4.102)
—

Na Figura 4.4 representamos a energia de limiar (4.102) em fungao do parametro
i para A = 0, 0.25, 0.5, 0.75 e 0.9. Também representamos a mesma energia na Figura
4.5 agora em funcao de A, fixando os valores de p em 0, 0.25, 0.5, 0.75 e 0.9. Podemos
verificar que é possivel, combinando os parametros dos modelos, alterar a forma da energia
de limiar, aumentando ou diminuindo a regiao onde os estados ligados sao possiveis. Em
consequencia dessa alteracao o nimero de estados ligados também pode aumentar ou
diminuir. Percebemos também, que esse controle do gap de energia ¢ mais evidente

quando tomamos a energia em funcao de \.
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Figura 4.4: Energia E,;, representada para A = 0,0.25,0.5,0.75 e 0.9 nas curvas preta,

vermelha, verde, azul e laranja respectivamente.
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Figura 4.5: Energia E,;, representada para p = 0,0.25,0.5,0.75 e 0.9 nas curvas preta,

vermelha, verde, azul e laranja respectivamente .

Nas Figuras 4.6 e 4.7 mostramos o comportamento do modo zero fermionico, equa-

¢ao (4.95), para diferentes valores de A e p. Na Figura 4.6 vemos a forma do modo zero
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fixando os valores de A em 0, 0.5, 0.75 e 0.95 e variando p em 0, 0.25, 0.5 e 0.75 para
cada um dos valores de A. Vemos que quando A cresce hd uma diminui¢ao da largura e
um aumento na altura do modo zero. Vemos também que o modo zero fica mais loca-
lizado. Para a Figura 4.7, fixamos os valores de p e variamos \. Percebemos outra vez
uma diminuicao da largura e aumento de altura, causando novamente um modo zero mais

localizado.

Yo Yo

(c) A=0.75 (d) A =0.95

Figura 4.6: Modo zero ilustrado para p = 0, 0.25, 0.5 ¢ 0.75 em (a), (b), (c) e (d) nas

curvas vermelha, verde, azul e preta, respectivamente.
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Yo Yo

(¢) p=0.75 (d) p=0.95

Figura 4.7: Modo zero ilustrado para A = 0, 0.25, 0.5 ¢ 0.75 em (a), (b), (c) e (d) nas

curvas vermelha, verde, azul e preta, respectivamente.

Vimos que para este acoplamento podemos construir um potencial fermionico U_,
apesar do mesmo possuir uma assimetria em sua forma, e obter ainda modos zeros fermi-
onicos bem definidos. A energia de limiar por sua vez, apresentou um bom controle, no
sentido de que nos permite fazer variacoes significativas conforme alteramos os parame-
tros do modelo. Essas variacoes sao mais acentuadas se fixarmos o parametro A\ e menos

acentuadas se fixarmos o parametro pu.

4.5.2 Acoplamento F(¢,x) = ¢+ x

Vamos considerar agora acoplamentos usuais de Yukawa na forma F'(¢, x) = ¢+ x

e com isso reescrever a lagrangiana (4.81) como

L— % G + %ayxaﬂx ~ V() + V() + %Ww — g — xd. (4.103)
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A equacao de movimento para o campo fermionico toma a forma

(i — 2(¢ + x))¥ = 0, (4.104)

e ao aplicarmos o ansatz (4.89) chegamos com facilidade em

Ey® 4 (i% —2(¢p + x)) P = 0. (4.105)

Como para o caso anterior, podemos escrever também uma equagao tipo Schrodinger a

partir de (4.105) como

d2
<_@ + U (x)) P® = By, (4.106)

onde o potencial U (x) ¢ dado por

d
U () = iz—(gbdj; 4

Para encontrar o modo zero fermionico seguimos os mesmos procedimentos vistos

+4(¢ + x)* (4.107)

anteriormente e reescrevemos (4.106) na forma da equacao (4.93), onde

d
QF :i%+2(gz5+x), (4.108)

e resolvendo Q*¢™*) = 0 obtemos

Y5 = caeT2 /@0 (4.109)

Tomando novamente o limite © — oo na equagao (4.105) chegamos em

que ¢ a energia de limiar.
Vamos utilizar os mesmos modelos vistos no caso anterior, a saber, os modelos

(4.97) e (4.98). Neste caso, o potencial (4.107) tem a forma
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2
1 1
U_. =4 (280_1 ( llL—i_” tanh (éx\/l — ;ﬂ) ,u) +snt (tanh (L> ,A)) +

1—A
Q(M _ 1)\/%ﬂnd (sc—l ( KL fany <%xﬂ) ,u) ,u> )
it — cosh (ﬂx)
2(3d (srf1 (tanh (ﬁ) ,)\) ,)\)

1—A '

(4.111)

Podemos ver o comportamento desse potencial nas Figuras 4.8 e 4.9 para diferentes valores
de X e p. Diferentemente do caso anterior, esse potencial apresenta simetria de reflexao.
Na figura 4.8 fixamos o valor do parametro A em 0, 0.25, 0.5 ¢ 0.75 em (a) ,(b) ,(c) e (d),
respectivamente, e variamos o parametro g também em 0, 0.25, 0.5 e 0.75 para cada um
dos valores de X\. Vemos que a medida que aumentamos o valor de A aumenta-se também

a profundidade do pogo do potencial e sua largura sofre poucas alteragoes.

100 7 1007
80 80
60 60
40 40
20 20
6 “a 2 N 2 4 s X e —4 -2 N 2 4 6
(a) A=0 (b) A=10.25
u_ U

o

I I M
/ 2 4

(€) A=0.5 (d) A= 0.75

Figura 4.8: Potencial U_ mostrado para p = 0, 0.25, 0.5 e 0.75 em (a), (b), (c) e (d) nas

curvas vermelha, verde, azul e preta, respectivamente.
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Semelhantemente, na Figura 4.9, fixamos o valor de g em em 0, 0.25, 0.5 e 0.75
em (a) ,(b) ,(c) e (d), nessa ordem, e variamos A em em 0, 0.25, 0.5 e 0.75 para cada um
dos valores de p. Podemos ver que quando aumentamos os valores de p a profundidade
do potencial também aumenta, de forma mais abrupta que o caso anterior, entretanto
podemos uma alteragao mais acentuada em sua largura, em oposicao ao que observamos

na Figura 4.8.

(d) p=0.75

Figura 4.9: Potencial U_ mostrado para A = 0, 0.25, 0.5 e 0.75 em (a), (b), (c) e (d) nas

curvas vermelha, verde, azul e preta, respectivamente.

Para este acoplamento, observamos também como se comporta o modo zero fer-
mionico normalizado. Através da equagao (4.109) geramos as Figuras 4.12 e 4.13. Em
ambas, podemos observar que a funcao de onda para o modo zero mantém sua altura e
fica mais estreita conforme aumentamos os valores de A e

A energia de limiar, a equagao (4.110), toma a forma

Ey =2 (2 sc! (\/g u) + sn_l(l,/\)) : (4.112)
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Representamos essa energia na Figura 4.10 em fungao do parametro p para A = 0, 0.25,
0.5, 0.75 e 0.9. Na Figura 4.11 podemos ver a mesma energia em funcao de A fixando
os valores de p em 0, 0.25, 0.5, 0.75 e 0.9. Novamente podemos perceber que é possivel
controlar esse gap de energia a proporcao que alteramos os valores dos parametros dos
modelos. Entretanto, a mudanca é mais suave e o controle mais limitado que no caso
anterior, levando em conta o intervalo de variacao dos parametros A e p, mas permanece

a caracteristica mais visivel quando tomamos a energia como funcao de .

Etn

Figura 4.10: Energia FEy, representada para A = 0,0.25,0.5,0.75 e 0.9 nas curvas preta,

vermelha, verde, azul e laranja respectivamente .

Etn

Figura 4.11: Energia Ey, representada para pu = 0,0.25,0.5,0.75 e 0.9 nas curvas preta,

vermelha, verde, azul e laranja respectivamente .

o4



Nas Figuras 4.12 e 4.13 o comportamento do modo zero fermionico, equacao
(4.109), é mostrado para diferentes valores de A e pu. Na figura 4.12 podemos ver o
comportamento do modo zero fixando os valores de A em 0, 0.5, 0.75 e 0.95 e variando
em 0, 0.25, 0.5 e 0.75 para cada um dos valores de A\. Vemos que quando A cresce hd uma
diminuigao da largura e um aumento na altura do modo zero. Quanto maior o valor de A
mais proximas ficam as curvas. No caso da Figura 4.13 fixamos os valores de p e variamos
A. Observamos novamente uma diminui¢ao da largura e aumento de altura, entretanto,
nao ha uma proximidade tao grande do modo zero quanto no caso anterior. Portanto,

variar p e manter A fixo afeta mais o modo zero fermionico do que o contrario.

Yo Yo

(¢) A=0.75 (d) A =0.95

Figura 4.12: Modo zero ilustrado para p = 0, 0.25, 0.5 e 0.75 em (a), (b), (c) e (d) nas

curvas vermelha, verde, azul e preta, respectivamente.
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Yo Yo

(¢) p=0.75 (d) p=0.95

Figura 4.13: Modo zero ilustrado para A = 0, 0.25, 0.5 ¢ 0.75 em (a), (b), (c) e (d) nas

curvas vermelha, verde, azul e preta, respectivamente.

Diferentemente do acoplamento anterior, o potencial observado para este caso apre-
senta simetria de reflexao. Observamos também que o controle na energia de limiar perma-
nece e suas variagoes ainda sao significativas. Novamente as variagoes sao mais acentuadas

quando fixamos o parametro A e variamos o parametro f.
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Capitulo 5

Conclusoes

Nossos estudos se concentram em dois temas principais, a saber, twistons topo-
logicos e férmions na presenca de campos escalares. Para realizar nossas investigagoes,
iniciamos o trabalho fazendo uma revisao sobre campos escalares reais unidimensionais
para modelos de um e dois campos. Revisamos também alguns métodos que auxiliaram
no desenvolvimento do trabalho como, Método BPS [18, 19], Método da Deformagao [20]
e Método de Extensao [21].

Inicialmente estudamos os twistons topoldgicos em uma cadeia de moléculas de
polietileno cristalino utilizando o modelo proposto por [4, 6] para descrever esse tipo de
solugao. Entretanto, esse modelo apresenta uma linha de zeros, causando degenerescéncia
em sua energia o que permite que a cadeia possa ser rompida sem custo adicional de
energia. Uma solucao foi proposta por [5] para eliminar essa degenerescéncia na energia,
entretanto, as solugoes apresentadas eram apenas numéricas. Com o intuito de contornar
o problema da degenerescéncia do modelo e ao mesmo tempo encontrar solugoes analiticas
aplicamos o Método de Extensao ao modelo estudado.

Com isso, construimos pela primeira vez um modelo para twistons através de uma
combinagao nao trivial de dois sistemas de um campo e que também possui solugoes
analiticas. O novo modelo representa uma familia de novos potencial que nao apresentam
a linha de zeros existente no modelo estudado inicialmente. A energia calculada para
esse novo modelo é a mesma encontrada no modelo inicial de estudo, o que corrobora
a validade do mesmo. Pretendemos aplicar estes procedimentos para descrever twistons
usando trés campos escalares e também revisar descricoes do polietileno cristalino via

modelos baseados em potenciais do tipo seno-Gordon.
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Nossa segunda etapa deste trabalho se concentra no estudo do comportamento dos
férmions na presenga de campos escalares, em particular, no controle da energia de limiar
onde residem os estados ligados. Nos trabalhos desenvolvidos por [12, 14] é mostrado que
a energia de limiar permanecia inalterada para os modelos aplicados, onde os férmions
estavam acoplados a somente um campo. Em especial, nos modelos apresentados por [14],
o numero de estados ligados aumentava, diminuia ou permanecia o mesmo a depender
da forma do campo escalar no qual os férmions estavam imersos. Baseando-se nisto,
conseguimos controlar a energia de limiar colocando o campo fermionico na presenca de
dois campos escalares, utilizando modelos trazido por [14]. Percebemos ainda uma ligeira
vantagem no acoplamento do tipo F(¢,x) = ¢ + x, por apresentar um potencial com
simetria de reflexao, que esta de acordo com os modelos estudados. Por fim, nossas
analises sobre o espectro fermionico do sistema de dois campos nos permite conjecturar
que o aumento do numero de campos pode ser interpretado como um mecanismo de
controle que nos permite aumentar o nimero de estados ligados, uma vez que, ele altera
a energia de limiar do espectro. Pretendemos confirmar nossa conjectura através de uma

analise numérica do espectro de energia fermionico.
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