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RESUMO 

Baseado no avanco crescente da robotica na mecatronica e da necessidade de 

tecnicas de controle otimo para robos, onde uma localizacao exata e essencial para o 

desempenho correto das tarefas que estao a eles estao destinadas. E, sabendo que este 

problema nao e de resolucao elementar principalmente quando se pretender evitar custos 

elevados. Este trabalho apresenta o Filtro de Kalman Discreto (FKD) e o Filtro de Kalman 

Estendido (FKE) como tecnicas de controle preditivo, implementado como um sistema 

estimador para correcao da posicao do Robo, para obtermos uma boa estimacao da posicao 

do robo, bem como, quando necessario, a correcao de sua posicao. Para exemplificar estas 

tecnicas apresentamos uma trajetoria linear para o FKD, e duas trajetorias - circular e 

eliptica - para o FKE, implementadas computacionalmente no Matlab®, onde conseguimos 

bons resultados. Alem disso, apresentamos metodos de averiguacao da validade do modelo 

e construcao do filtro. Tambem demos enfoque ao fato de que para o FK, uma escolha nao 

adequada dos parametros do sistema, bem como dos ruidos da observacao e da estimacao, 

pode gerar divergencias no FK. 
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1. In troducao 

A mecatronica inicialmente foi uma mistura das ciencias mecanica e eletronica, porem 

atualmente com o desenvolvimento cientffico e tecnologico atual, ela inclui outras ciencias, entre 

elas, a eletrotecnica, a automacao e a Informatica. 

O sistema automatizado de maior uso na mecatronica e a manufatura integrada pelo 

computador que integra muitos equipamentos mecatronicos na automacao de todo o sistema de 

manufatura (robos, CNCs, CLPs, etc). Dentre eles, a parte da mecatronica mais desenvolvida nos 

ultimos anos e a robotica. 

A mecanica contribui com os componentes e a estrutura dos robos, a eletricidade e 

eletronica com seus sensores, atuadores e equipamento de controle, a automacao com os 

algoritmos e estrategias de controle espacial e a informatica com sua programacao e supervisao. 

Assim, uma definicao completa da Robotica poderia ser: 

"A robotica e uma ciencia da engenharia aplicada que e tida como uma 
combinacao da tecnologia de mdquinas, de operadores e da ciencia da 
computacao. Inclui campos aparentemente tao diversos quanto projeto de 
mdquinas, teoria de controle, microeletronica, programacao de computadores, 
inteligencia artificial, fatores humanos e teoria da producao. " 

Os robos podem ser classificados em funcao do seu uso: Robos Seqiienciais (2 a 4 graus 

de liberdade); Robos Programaveis (4 a 6 grau de liberdade); Robos Inteligentes (Robos 

industrials especiais, Robos moveis para aplicacoes espaciais, medicina, etc.), entre outros. 

O uso dos robos industrials tern diversas vantagens por seu amplo campo de aplicacao, 

mas podem ser resumidas nos seguintes fatores: 

S Fatores tecnicos 
• Flexibilidade na gama de produtos fabricados. 
• Incremento da precisao, robustez, rapidez, uniformidade e suporte a 

ambientes hostis. 
• Incremento dos indices de qualidade e de peĉ as rejeitadas. 

S Fatores economicos 
• Utilizacao eficiente de unidades de producao intensiva. 
• Aumento de produtividade (inexistencia de interrupcoes, absentismos, 

etc.). 
• Reducao do tempo do WIP (Work in Process) e do tempo de preparacao 

da fabrica. 

Groover, Mikel P., Weiss, Mitchell. "Robotica: Tecnologia e Programacao". McGrawHill, S3o Paulo. 1989 
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S • Fatores sociologicos 
• Reducao do numero de acidentes. 
• Afastamento do ser humano de locais perigosos para a saude. 
• Reducao de horarios de trabalho. 
• Aumento do poder de compra. 

Os avancos na automatica que influem no desenvolvimento dos robos e o incremento do 

uso dos mesmos nas industrias, deve-se a alguns s fatores: 

S. Robotica 
• - Reducao no custo de 5-8%. 
• - Aumento no custo de mao de obra de 5%. 

S . Tecnologia de Sensores 
• - Ganho em preco/desempenho de 10-15%. 

S . Tecnologia de Controle 
• -Melhor iade 15-20%. 

Na robotica movel, e podemos incluir tambem os satelites, uma localizacao exata e 

essencial para o desempenho correto das tarefas que estao destinadas aos Robos. Este problema 

nao e de resolucao elementar principalmente quando se pretender evitar custos elevados. Por esse 

motivo a localizacao de robos moveis e motivo de uma intensa investigacao cientifico-

tecnologica. 

Existe uma diversidade grande de tecnicas baseadas em diferentes principios fisicos e 

diferentes algoritmos para localizacao. As tecnicas baseadas em sistemas de visao apresentam, 

hoje em dia, custos muito interessantes e e possivel a identificacao de diversos elementos visuais 

da imagem. 

Alem destas, a implementacao de algoritmos matematicos estocasticos como meio de 

processamento de sinais discretos em sistemas de comunicacao, tern permitido a melhoria da 

coordenacao e o controle dos procedimentos de atividades de forma consideravel. Assim, 

especificamente se observa que o uso de algoritmos inteligentes fundamentados no modelo 

matematico de filtros discretos de Kalman em sistemas de comunicacao de robotica industrial, 

onde se tern como objetivo cientifico realizar a estimacao, medicao e localizacao da trajetoria de 

movimentos realizados pelos mesmos, tern sido bastante satisfatorios. 

Para esta problematica propomos implementar um sistema estimador para correcao da 

posicao do Robo baseado num Filtro de Kalman Estendido. Com esta proposta espera-se como 

beneficio uma boa estimacao da posicao do robo, bem como, quando necessario, a correcao de 

sua posicao. 



• Sistema de Controle da Trajetoria de um Robo Usando o Filtro de Kalman 5 

2. Fundamcntacao Teorica 

2.1 Filtro de Kalman 

0 Filtro de Kalman foi criado por Rudolph E. Kalman em 1960, o Filtro de Kalman foi 

desenvolvido inicialmente como uma solucao recursiva para filtragem linear de dados discretos. 

Para isto, utiliza equacoes matematicas que implementam um estimador preditivo de estados, 

buscando corrigir interativamente a resposta de um determinado sistema atraves de multiplas 

variaveis relacionadas a ele. 

Suas areas de aplicacao sao muito diversificadas, tais como: processamento de imagem, 

supervisores de eventos discretos, processamento de sinais, sistemas de inferencia, etc. A 

estrutura original do filtro de Kalman esta baseada no modelo de espaco de estados (MEE) 

desenvolvido, inicialmente, para sistemas lineares. Este modelo busca definir a relacao entrada-

saida de um sistema linear indiretamente, por meio de um conjunto de variaveis internas k x 

denominadas estados. Os estados sao influenciados por seus proprios valores passados e pelas 

entradas do sistema, que por sua vez influenciam as saidas do sistema. 

O problema da estimacao do estado de sistemas estocasticos dinamicos, a partir de 

observacoes da saida afetadas por ruido, e de grande importancia na engenharia. O interesse neste 

problema data de aproximadamente dois seculos atras. 

Em relacao a formulacao do Filtro de Kalman para sistemas lineares faremos a seguinte 

consideracao: A estimativa do estado do sistema e corrigida quando se processa uma observacao 

com base nos residuos. Estes residuos podem ser utilizados para medir o desempenho do filtro, 

como mostramos mais adiante. 

O Filtro de Kalman pode ser derivado da regua de Bayes. Considere o sistema geral a 

seguir. Onde cada passo do sistema de estados evolui de acordo com: 

x(k + \)= Ax(k) + Bu(k)+v 

A ideia e fazer uma previsao do estado de acordo com a equacao de diferenca 

estocastica acima, podemos determinar a (funcao densidade de probabilidade) p.d.f. da previsao 

como: 
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Isto se torna a nossa previsao para o proximo passo. Agora fazemos uma medida e dela 

determinamos funcao da probabilidade: 

Podemos agora computar a densidade posterior combinando com o valor previsto e a 

probabilidade. Nossos resultados precedentes nos mostram que este sera normal, e terao media e 

covariancia: 

que sao as equacoes de atualizacao do Filtro de Kalman. A ultima e vista mais frequentemente na 

forma: 

2.2 Filtro de Kalman de tempo discreto 

2.2.1. Pressupostos Basicos 

O problema que nos estamos dispondo a resolver e a estimacao continua de um conjunto 

de parametros cujos valores mudam com o tempo. A atualizacao e encontrada por um conjunto 

de observacoes ou medidas, z(t), as quais contem informacao do sinal de interesse * ( / ) . A tarefa 

do estimador e providenciar uma estimativa x(/ + r ) e m algum instante do tempo (t + r). Se 

r > 0, nos temos um filtro de previsao, se o contrario, se r < 0 teremos um filtro de alisamento 

(ou, um Filtro de suavizacao - smoothing filter) e se r = 0, a operacao e simplesmente chamada 

de Ultra"cm. 

Lembramos que um estimador nao polarizado de variancia minima (MVUE) e um 

estimador que nao e polarizado e que minimiza o erro medio quadratico: 

O Termo E x—i l l , chamado de variancia do erro, demonstrado pela matriz de 

+ + = i(ifc + l | A : ) + P ( * + l | * + 1 ) HR 1 [z(k + 1 ) - m(k + 1 |jfc)] 

Especificamente, o erro de covariancia de erro da 
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Notacoes 

As notacoes seguintes serao utilizadas: 

Simbolo Signif icado Definicao matemat ica A v a l i a c a o 

Vetor estado do sistema no instante tk . x * = ( I ) * x * - i + M ' * Vetor de dimensao n. 

h Instante da k-esima medida Escalar. 

k indice das medidas no tempo discreto Inteiro. 

Vetor de observacocs no instante k. z * = H * x , +v^ 
Vetor de dimensao 
m. 

Matriz transicao de saida Matriz mxn. 

Matriz Covariancia de ruido da medicao. R*=E(v 4 v / ) Matriz mxm. 

Vetor ruido da medicao. 
Variavel aleatoria com media gaussiana 

zero e com a Covariancia da matriz R Vetor de dimensao n 

Matriz de transicao do sistema linear dinamico do 
Matriz nxn 

instante r,_, para /, 
Matriz nxn 

W A Vetor ruido do processo (ou sistema, ou planta). 
Variavel aleatoria com media gaussiana 

zero e com a Covariancia da matriz Q 
Matriz nxn. 

Q* 
Matriz Covariancia do ruido do processo (ou sistema 
ou planta). 

Q * = E ( w , w/) Matriz nxn. 

P* Matriz Covariancia do erro de x, condicionado a Zk . Pk=E[(xk-xk){xk-xk)'\Zk] Vetor de dimensao n. 

M , 
Matriz Covariancia do erro de condicionado a 

M* = E[(xk ~ ?* )(xt ~ *t f ] Vetor de dimensao n 

Estimativa de x , no instante tk condicionado a Zk . x*=E(x t |Z t) Vetor de dimensao n. 

Estimacao de X no instante k baseada sobre o 
instante /'. k> /. 

Vetor de dimensao n. 

Erro de estimacao: \ k ] k - \ k (notacao t i l ) . Vetor de dimensao n. 

F . Matriz transi9ao de estado. Matriz mxn. 

Gk 
Matriz transicao de entrada (controle). Matriz mxn. 

K * Matriz Ganho de Kalman. Matriz mxm 

"* InovaQao (Residuo) no instante k. 

s, 
Matriz Covariancia de inovac3o (Residuo) no instante 
k. 
Matriz transicao de estado. 

Matriz transicao de entrada (controle). 

z* 
Conjunto de observacSes ate (e incluindo) o instante 
k. Z t ={*,,*,,*,,...,*,} Conjunto de Vetores 

de dimensflo m 

Matriz de Covariancia do Erro de Covariancia da 
medida inicial. 

P.= E[{x.-*„){x0-x0)T] Matriz nxn 
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2.2.2. Sistema e modelo de observacao 

Agora comecamos a analise do Filtro de Kalman. Observe a Figura 01. Supomos que o 

sistema pode ser modelado por uma equacao de transicao de estado, 

x*+> = F * X * + G * U * + W * 2.1 

Em que xk e estado do sistema no instante k, uk e um vetor entrada de controle, wk e um 

ruido aditivo do sistema, G A e a matriz de transicao de entrada e F , e a matriz de transicao de 

estado. 

Supomos que as observacoes do estado sao feitas atraves de medidas do sistema, as quais 

sao representadas por uma equacao linear na forma, 

z * = H A x A + v , 2.2 

Em que z 4 e a observacao ou medida feita no tempo k, xk e estado no instante k, Hk e a 

matriz de observacao e \ k e o ruido aditivo da medicao. 

Figura 01 - Modelo no Espaco de Estados 
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2.2.3. Hipotese de Trabalho 

Faremos as hipoteses seguintes: 

• 0 ruido no sistema, wk, e o ruido na observacao, \ k , sao processos aleatorios nao 

correlacionados, brancos, com media zero e com covariancias conhecidas. Entao: 

£ [ w . w , J = < >; 2.3 
* / J [0, k*l\ 

E[wkvj ] = 0, para todo k, I . 2.5 

• Em que Qk e Rk sao matrizes simetricas positivas e semi-definidas. 

• O estado inicial do sistema, x0, e um vetor que e nao correlacionado com ambos os 

ruidos. 

• O estado inicial do sistema tern um valor medio conhecido e uma matriz de covariancia. 

*o/o = e ^o/o = £[(*o/o —-*o)(*o/o — *o) ] 2.6 

Dadas as hipoteses acima a tarefa e determinar, dado um conjunto de observacoes 

zl,...zk+n um filtro de estimacao que no um dado instante de tempo seguinte, k + \ , gere uma 

estimativa otima do estado xk+l, o qual sera denotado por xk+], que minimiza a expectancia2 do 

erro medio (funcao de custo/perdas), 

m * M l l 2 ] = ^ * + . -xM)T(xk+1 -xM)] 2.7 

2.2.4. Desenvolvimentos 

Considere a estimativa de estado xk+l baseadas sob as observacoes ate o instante de 

tempo k, zx,...zk+l, isto e x / z k . Esta estimativa e chamada de predicao um passo a frente, ou 

simplesmente de uma predicao (Previsao). Agora, a solucao que minimiza a eq. (1.7) e a 

2 Esperanca matematica. 
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expectancia do estado no instante de tempo k +1 condicionada as observacoes feitas ate o instante 

k. Assim, 

Xk+i{k=^.Xk+l\zl,.,.9zk] = E[xk+l\Zk] 2.8 

Entao a predicao de estado e dada por 

= l ^ * ] = m * k +Gkuk +wk\Zk] 

xk+llk=E[Fkxk\Zk] + E[Gkuk\Zk] + E[wk\Zk] 

xk+llk=VkE[xk\Zk] + GkE[uk\Zk) + E[wk\Zk] 

xk+]lk='Fkxklk+Gkuk 2.9 

Onde usamos o fato que o ruido do processo tern o valor medio zero e uk e conhecido 

precisamente. 

Observe que E[wk \ Zk ] = 0 e E[uk \Zk] = uk. 

A variancia da estimativa, Pk+«k, e o erro medio quadratico da estimativa xk+vk: 

Entao, usando o fato de que wk e xk]k nao sao correlacionados: 

= E[(xk+\ ~ *k+\\k )(xk+\ ~ *k+\\k) I % ] 

^ + H* = EKFkxk +Gk"k +wk~ Fkxk\k-Gkuk)(Fkxk +Gkuk +wk- Fkxk]k-Gkuk)' \ Zk] 

Pk+Mk = EKFkxk +wk~ Fkxk\k )(FkXk +wk~ Fkxk\k ) ' I z * ] 

* U = E[(Fk(xk -xklk) + wk)(Fk(xk -xk]k) + wk)' | Zk] 

P A + V = F , £ [ ( * , - x k l k ) ( x k - i k ] k ) r I 2*]F/ + E[wkw'k | Z A ] 

P M I = E[(xk+{-xk+]lk)(xk+l -xk+m)T | Z*] = F J % F / + Q , 2.10 

Tendo obtido uma estimativa preditiva, xk+l]k, suponha que agora obtemos uma outra 

observacao zk+]. Podemos utiliza-la supondo que a nova estimativa (atualizacao) e uma soma 

linear ponderada da predicao xk+u e da nova observacao. Como e descrita na equacao (2.11). 

= Kk+ixk+M

 + K-k+izk+\ 2.11 
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Onde os pesos, ou matrizes de ganho, sao denotados por K'k+l e Kk+]. Nosso problema e 

determinar K'k+l e K A + 1 de modo a minimizar o erro medio quadratico da estimacao, onde o erro 

de estimacao e dado por: 

*A+1|*+1 = - ^ A + I I A + I — * A + I 2.12 

2.2.5. Condicao de nao tendenciosidade 

Para que o filtro seja nao tendencioso e necessario que E[xk+l]k+}] = E[xk+i]. Supomos que 

xk.k e uma estimativa nao tendenciosa. Substituindo a equacao (2.2) na equacao (2.11) e 

aplicando o operador esperanca, temos: 

£[**+n*+. ] = E[K'k+ixk+u + Kk+l(Hk+lxk+l + v A + l ) ] 

El W . ] = K™ E ^ 1+ K ^ H * « E ^ 1 + K^ ] 2.13 

Como o valor medio do ruido e zero: E[xk+l]k+l] = K'k+]E[xk+m] + Kk+lHk+lE[xk+l]. 

Aplicando o operador de expectancia na eq. (2.9) e observando a condicao de nao 

tendenciosidade, temos: 

E[xk+u] = ¥kE[xklk] + Gkuk=E[xk+,] 2.14 

Combinando as equacoes (2.13) e (2.14) temos: 

£ [ * A + I I A + i ] = K i + i Eixk+i ] + K * + > H *+. ^ K + i 1 

Observe que a condicao de nao tendenciosidade exige que: 

K ; t l + K J + l H t t , = I ou 

• C , = I - K W H W 2.15 

Aplicando este ultimo resultado a equacao (2.11), temos: 

^d+IIA+l
 = K-k+\Hk+\)Xk+\\k + ^k+\Zk+l 

= + K*+ i ( z *+ i ~r^k+\xk+i\k) 2.16 

A constante K e conhecida como Ganho de Kalman. 
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Note que o termo Hk+Xxk+U pode ser interpretado como uma previsao da observacao 

zk+\ ( v e J a figura !)• Assim poderemos interpretar a equacao (2.16) com a soma da previsao mais 

uma fracao da diferenca entre a observacao e a sua predicao. 

2.2.6. Determinando a covariancia do erro 

Determinamos a covariancia do erro da Predicao pela equacao (1.10). Faremos agora, a 

atualizacao do erro da covariancia. 

P * + I I * + I = E[(*k+i\k+\)(Xk+i\k+\) \Z ] 

P A + I I * + I
 = E[(xk+\ ~xk+\\k+\)(xk+\ ~~xk+\\k+\) \Z ] 

= ( I - K , + I H 4 J E [ ^ ^ 

Tomando: 

E[xk+\\kvL~] = ° 

Obtivemos, 

P A + 1 | A + I = ( I _ K A + | H * + l ) P * + l | A ( l ~ K A + l H A + l ) + K * + l R * + l K L l 2.17 

Assim a estimativa atualizada da covariancia e expressa em termos da predicao da 

covariancia Pk+llk, do ruido da observacao Rk+} e da atriz ganho Kalman Kk+]. 

2.2.7 Escolhendo o Ganho de Kalman 

Nosso objetivo e agora minimizar o erro de media quadratica condicional da estimativa 

com respeito ao ganho de Kalman, K. 

L = min £ [ x [ + 1 | A + 1 x A + 1 | A + 1 | Z * + 1 ] 

L = min trace (E[\k+,lk+ixk+l]k+l\Zk+l]j 

L = min trace (P 4 + , ^ + l ) 2.18 
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Para qualquer matriz A e uma matriz simetrica B: 

- ( t race(ABA r ) ) = 2 A B 
_d_ 
dA 

(para isto, consideramos escrever a linha como ^ aTBa. onde a, sao as colunas de A T , e entao 

diferenciamos com respeito a aj). 

Combinando as equacoes (17) e (18) e diferenciando a respeito da matriz de ganho 

(usando a relacao acima) e igualando-a a zero resulta: 

= 2 ( I _ K A + l H * + l ) P * + p H A + l + 2 K * + I R A + I 

Re-organizando temos a seguinte matriz de ganho: 

K M = P . + , i * H L , [ H , T L P 1 „ j l H L , + R 1 + L ] " ' 2.19 

Junto com a equacao 16, isto define a media-quadratica linear otima do erro do estimador. 

2.2.8 Resumo das Equacoes Chaves 

Previsao: Tambem conhecido como tempo de atualizacao. Ele prediz o estado 

e a variancia do instante k+1 dependendo da informacao do instante k. 

2.20 

Atualizacao: Tambem conhecido como medida da atualizacao. Ele 

atualiza o estado e a variancia usando a combinacao do estado de previsao e da observacao 

X * + l | * + l = X A + l | * + K * + l [ Z * + l ~ H A + 1 X * + 1 | * ] 2 ' 2 2 

onde a matriz de ganho e determinada por, 

Junto com as condicoes iniciais na estimativa e sua matriz de covariancia do erro 

(equacao 2.6), a matriz de ganho define a seqiiencia discreta no tempo, um algoritmo recursivo 

para determinar a estimativa de variancia minima linear conhecida como Filtro de Kalman. 
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2.2.9 Interpretando o Filtro de Kalman 

Olharemos agora, com mais detalhes, para o algoritmo global do Filtro de Kalman. A 

Figura 02 resume as fases do algoritmo na forma de um diagrama de bloco. 

Medida 

A " Medida 
. Prevista 

Residuo 

Corregao 
K 

v • G 

Estado 
Estimado 

Estado 
Previsto 

"Mistura" 

atraso 
F H unitario F H 

Figura 02 - Diagrama em Blocos do Filtro de Kalman Discreto no Tempo 

A inovacao (innovation - whitening), vk+], e definida como a diferenca entre a 

observacao (medida) Zk+] e a previsao zk+^k feita com baseada na informacao avaliada no 

instante k. Isto e uma medida da nova informacao dada pela soma da outra medida no processo de 

estimacao. 

Dado que, 

.x* + l +v A + 1 |Z*] 2.25 

A inovacao, vk+] pode ser expressa por, 

2.26 V A + 1 ~ Z * + l _ H * + | X A + | | A 

A inovacao ou residuo e uma medida importante da performance do estimador. Por 

exemplo, pode ser usado para validar uma medida antes dela ser incluida como parte da 

seqiiencia de observacao (mais posteriormente). 
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O processo de transformacao de zk+] em vk+] pode ser alcancado diretamente pelo 

Filtro de Kalman Branco. Isto se deve ao fato de que o residuo forma uma sequencia nao-

correlacionada ortogonal do ruido branco do processo V* + l com o equivalente estatistico das 

observacoes Z * + l . Isto e importante porque como zk+x e geralmente estatisticamente 

correlacionada, o residuo vk+] e nao correlacionado, entao, efetivamente isto nos da uma nova 

informacao ou "inovacao" (que chamamos de residuo). 

O residuo tern media zero, entao: 

E z*+i zk+\\k M 
= £ [ z i + l | z ' ] - z 

] 
k + \\k 2.27 

= 0 

E a variancia do Residuo Sk+l e dado por: 

= E ^ A + l X * + l | A ) ( Z * + I " * + l X * + l | * 2.28 

Usando as equacoes 26 e 28 podemos reescrever a atualizacao de Kalman em termos do 

residuo e da variancia, como segue: 

PA+l|A+l ~~ E 

P — F 
rk+\\k+\ ~ a 

X*+1XA+1|A ^-k+\Vk+\)[Xk+\Xk+-

(X*+ L - X A + . | * ) ( x * + 1 - K ^ [ v * + i v L ] 

2.29 

Onde, da equacao 19: 

PA+I|*+I ~ P A+1|* ^ - * + l ^ * + I ^ A + l 

K A + I - P A + l | * H L l S A + l 

2.30 

2.31 

S*+ 1 -Hk+iPk+^U'k+] + R k+l 2.32 

Esta e uma forma conveniente do Filtro de Kalman, usada frequentemente em analises. 

Embora o algoritmo do Filtro de Kalman seja usado principalmente como um "estimador de 
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estados", ele pode ser usado tambem para estimar outros parametros do vetor de estados. 

Ilustrados na Figura 2. 

1. Se aplicado para estimar TLk+x,k e chamado de Filtro de Medida. 

2. Se aplicado para estimar x A + 1 ^ e chamado de Filtro de Previsao. 

3. Se aplicado para estimar vk+] e chamado de Filtro de Branco. 

4. Se aplicado para estimar x A + 1 | A + | e chamado de Filtro de Kalman. 

O Filtro de Kalman envolve uma seqiiencia de equacoes recursivas como foi determinado 

acima, para £=0,1,2,..., Logo abaixo temos um exemplo de um codigo de programa no Matlab 

que implementa o Filtro de Kalman para uma . 

1. Ambos, Kk+X e Pk+]\k+] tendem para os valores constantes como k —> oo (estado-fixo). 

2. A estimativa xk+l^+] tende a seguir a medida avalia bastante de perto. Realmente desde 

que K e que uma funcao de pesagem que age na medida isto esta clara que este efeito e 

mais proeminente quando K for alto. 

% c a l c u l a as predicoes i n i c i a i s 
f unction [xpred, Ppred] = p r e d i c t ( x , P, F, Q) 

xpred = F*x; 
Ppred = F*P*F' + Q; 

% funcao que a t u a l i z a as predicoes 
function [nu, S] = innovation(xpred, Ppred, z, H, R) 

nu = z - H*xpred; 
S = R + H*Ppred*H'; 

%% a t u a l i z a c a o 
%% a t u a l i z a c a o de c o v a r i a n c i a 

%funcao [xnew, Pnew] = a t u a l i z a c a o do residuo (xpred, Ppred, nu, S, H) 
K = Ppred*H'*inv(S); %% Ganho de Kalman 
xnew = xpred + K*nu; %% novo estado 
Pnew = Ppred - K*S*K'; %% nova c o v a r i a n c i a 

Quadro 01 (a) - Codigo fonte do Matlab que implementa o Filtro de Kalman para 
representar a estimativa e observacao de uma trajetoria 
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%%% Documento O r i g i n a l do Matlab para s i m i l a r dados e processos usando o 
F i l t r o de Kalman 

delT = 1; 

F = [ 1 delT 
0 1 ] ; 

H = [ 1 0 ] ; 
Q = [ 1 1 

i i ] ; 
R = [ 1 ] ; 

%Matriz t r a n s i c a o de estado 

%Matriz transigao de s a i d a . 
%Matriz C o v a r i a n c i a de ruido do processo 

%Matriz Covariancia de ruido da medigao 

z = [0.0 2.5 1 4 2.5 5.5 ] 
x = z e r o s ( 2 , 6 ) ; 
P = zer o s ( 2 , 2 , 6 ) ; 

%Vetor de observacoes no i n s t a n t e K 
%Vetor estado do sistema no i n s t a n t e k. 
%estimacao da Co v a r i a n c i a no i n s t a n t e k 

x ( : , l ) = [ 0 ;10]; %Estimagao de x no i n s t a n t e k baseada sobre 
o i n s t a n t e i , k>i 

P ( : , : , l ) = [ 10 0; 0 10 ] ; %Matriz C o v a r i a n c i a 
for i=2:6 % c a l c u l o das e s t i m a t i v a s para o sistema 

[xpred, Ppred] = p r e d i c t ( x ( : , i - 1 ) , P ( : , : , i - 1 ) , F, Q); 
[nu, S ] = innovation(xpred, Ppred, z ( i ) , H, R) ; 
[ x ( : , i ) , P ( : , : , i ) ] = innovation_update(xpred, Ppred, nu, S , H); 

end 
%Saida r e a l e estimada do sistema 
p l o t ( z ( 2 : 6 ) , ' b ' ) ; 
hold on; 
plot(x(1,2:6) , 'r') ; 
a x i s ( [ 0 5 0 6 ] ) ; 

Quadro 01(b) - Codigo fonte do Matlab que implementa o Filtro de Kalman para 
representar a estimativa e observacao de uma trajetoria 

O resultado do Programa apresentado no Quadro-01 pode ser visto na Figura 03. A 

observacao e a estimativa seguem o mesmo padrao. 

6i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

5 

4 

3 

2 

1 

° 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 

Figura 03 - Medidas (o) e estimativas (+) dos estados de uma trajetoria. 
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2.3 Desempenho do F i l t r o de K a l m a n 

Neste topico consideramos como avaliar o desempenho de um Filtro de Kalman. 

Focamos-nos no entendimento dos seguintes problemas: 

1. Como um Filtro de Kalman de um sistema perfeitamente modelado se comporta com o 

ruido perfeitamente estimado. 

2. O efeito que as mudancas nos valores das fontes de ruido tern no desempenho global de 

um filtro Kalman. 

3. Como reconhecer se as suposicoes do filtro estao de acordo com a pratica. Isto e 

particularmente importante em muitas situacoes praticas desde que muitos sistemas 

reais nao sao bem representados por um modelo linear e a medida de ruido do sistema e 

nao-Gaussiana. 

Para o ponto (3), consideramos como descobrir um problema com um Filtro de Kalman. 

Consideramos tambem, como modificar o Filtro de Kalman para acomodar as nao linearidades do 

processo, e, modelos de medida e ruidos nao-Gaussianos na parte final. 

2.3.1 Desempenho sob condicoes de modelagem ideal 

Consideramos primeiro o desempenho do Filtro de Kalman sob condicoes de modelagem 

ideais significando que se conhece o modelo do sistema precisamente da forma dos modelos do 

processo e do ruido. 

Na figura 04 mostramos a trajetoria da posicao alcancada aplicando o Filtro de Kalman. 

Na figura 04(a) mostramos as posicoes preditas e calculadas junto com as medidas para a 

trajetoria completa. A trajetoria inicial e mostrada de perto na Figura 04(b). A questao chave que 

notamos aqui e que a estimativa atualizada xk+l[k+l sempre se situa entre a predicao e a medida 

zk+i. Isto segue do fato que a atualizacao e uma soma ponderada do prognostico e da medida. 

Na figura 04(c) mostramos de perto do estimador quando esta no estado estacionario. 

Neste caso, os pesos (i.e. o ganho de Kalman) usados na atualizacao sao aproximadamente 

constantes. Na figura 05 mostramos a trajetoria da velocidade alcancada aplicando o Filtro de 

Kalman. Nenhuma medida e feita do estado de velocidade, assim sao produzidas estimativas pela 

correlacao cruzada entre a velocidade e posicao (i.e. por P). 





Sistema de Controle da Trajetoria de um Robo ( sando o Filtro de Kalman 20 

2.3.1.1 Desempenho do estado estacionario 

Mostramos na figura 06 as covariancias de erro predito e estimado para posicao e 

velocidade. Em particular, note que eles tendem a valores constantes quando k e grande. 

fai 

z . 

I * 

Figura 06: (a) covariancia do erro de posicao; (b) covariancia do erro de velocidade. 

O desempenho no estado estacionario depende dos valores escolhidos para o processo e as 

medidas das matrizes de covariancia do ruido, Q e R. 

Dado que 

2.33 

p * | * = P * | * - l _ P * | A - 1 H I [ H * P A | * - I H I + R * ] H * P * | * - 1 

Temos 

P*+l|A = F * PA|A-I ~ P A | A - I H * [ H * P * | * - I H 1 + R * ] H A P * | A -

A equacao 2.33 e conhecida como Equacao Matricial de Ricatti discreta no tempo. Se, o 

sistema e invariante no tempo- (i.e. F , G e H sao constantes), e a medida do ruido do processo 

sao estacionarios (Q e R sao constantes) entao como k - > co a solucao para equacao 2.33 

converge para uma matriz definida positiva P contanto que o modelo de sistema seja 

completamente observavel e completamente controlavel. A matriz de ganho correspondente 

K=PH r S" 1 tambem sera constante e chamada o ganho em estado estacionario. 

A importancia deste resultado e que em algumas aplicacoes voce pode assumir que o 

Filtro de Kalman trabalha sob condicoes de estado estacionario. Neste caso voce fixa o valor de 

P e consequentemente K desde o comeco e condicoes iniciais nao precisam ser especificadas. 

Uma vez que K e agora fixo significa que podem ser feitas economias computacionais 

consideraveis desde que K nao tenha que ser recomputado a cada passo de tempo. 
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2.3.1.2 Inicializacao 

Recorde que parte das exigencias para um Filtro de Kalman e a especificacao das 

condicoes iniciais. Entao, ao considerar a implementacao de um Filtro de Kalman uma 

preocupacao importante e como Fixar (supor) valores para x 0 | 0 e P 0 | 0 ja que eles nao sao 

conhecidos. A pergunta obvia e o quanto sua suposicao e boa (ou ruim)? 

Uma possibilidade e inicializar o vetor de estado das medidas 

X0|0 zn -z -1 

At 

e um modo simples para inicializar a matriz de covariancia de estado e Fixar isto para ser um 

multiplo R da matriz de ruido do processo 

P0|0 = RQk 

Onde R e uma constante (tipicamente R = 10) 

Na figura 07 ilustramos o efeito que a mudanca dos parametros de inicializacao tern sobre 

o desempenho do Filtro de Kalman por completo. Note que sem considerar os valores iniciais de 

x e P eles tendem a valores constantes em poucas iteracoes. 

Figure 07: (a) Efeito de usar valores de inicializacao de posicao diferentes;b) efeito de mudar R 

para inicializar P m 

Mais formalmente, pode ser mostrado que contanto que o sistema seja observavel e 

controlavel o erro devido a inicializacao tende a zerar quando A:-»co. Finalmente note que 

embora boa inicializacao seja desejavel para um Filtro de Kalman linear nao e essencial (o 

estimador apenas leva muito mais tempo para se estabilizar). Porem, uma boa inicializacao e 

critica na implementacao de filtros de Kalman para modelos de sistemas nao-lineares. 
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2.3.1.3 C on sis tone in de verificacao 

Desde que na pratica nao podemos medir o desempenho com respeito a medidas de erro 

de estado, uma vez que nao sabemos os verdadeiros valores de estado, como conferimos que o 

filtro esta executando corretamente? A resposta e que podemos definir medidas de desempenho 

do filtro em termos da inovacao (residuo). 

Sabemos que se o filtro esta trabalhando corretamente entao vk tern media zero e e branco 

com uma covariancia Sk. Assim podemos verificar que o filtro e consistente aplicando os dois 

procedimentos seguintes. 

1. Cheque que o residuo e consistente com sua covariancia verificando que a 

Teste 1 - teste do limite de magnitude do residuo: Na figura 08 mostramos o residuo 

junto com os limites ±<re ±2crem sua magnitude. A figura pareceria indicar que o residuo e 

imparcial e aproximadamente 95% dos valores se situam dentro do limite como exigido. Este 

simples teste as vezes e suficiente para conferir a consistencia do filtro. Porem, na pratica e 

tambem mais habitual aplicar o proximo teste discutido. 

magnitude do mesmo e limitada por ±2 

2. Verifique que o residuo e imparcial e branco. Isto pode ser verificado usando 

teste de hipotese ( tes te / 2 ) . 

Figure 08: Residuo e limites de desvio - padrao do residuo. 
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Teste 2 - Teste % normalizado quadratico dos residuos: para testar para 

imparcialidades computamos os residuos normalizadas quadradas. 

para uma seqiiencia de i tentativas de um Filtro de Kalman. Se as suposicoes de filtro sao 

conhecidas entao o <^ + 1(/)sao cada % 2 em m graus de liberdade, onde m = 1 em nosso caso (a 

dimensao do vetor de medidas). Assim, 

E[qk+l] = m 2 3 5 

Isto prove o teste para imparcialidade. Para estimar o significado precisamos ter N 

amostras independentes de qk+] ( / ) , / = 1,...,N. A media desta seqiiencia, 

1 r 

/=i 

Que pode ser usada como uma estatistica de teste uma vez que Nqk+ie %2 com Nm 

graus de liberdade. 

Em nosso caso, porem, podemos explorar o fato que o residuo e ergodico3 para calcular 

o significado da amostra da media de tempo para uma seqiiencia longa (isto e, a media do 

movimento) em lugar de uma media de conjunto. Assim, podemos calcular a media como, 

1 
q=—VV 2.36 

de um unico periodo do Filtro de Kalman. Com a Figura 09 mostramos o residuo normalizado e a 

mudanca media do mesmo. O posterior tende para 1.0 a medida que k cresce. Para testar a 

imparcialidade precisamos verificar que q se situa no intervalo de confianca [ r p r 2 ] definido pela 

hipotese Ho que Nq e Xn distribuido com probabilidade \ - a . Assim, precisamos encontrar 

[ r , , r 2 ] de tal forma que 

P(Nqe[rl,r2]\H0) = \-a 2.37 

3 Hipotese ergodica. (Fis.) - Qualquer hipotese que permita provar a coincidencia entre a media de uma variavel de um sistema fechado tomada 
sobre o tempo e a media da mesma variavel caleulada no espaco de fase. 



Figure 09: Residuo normalizado e media de movimento 

Para o exemplo, estamos considerando N = 100, q = 1.11, e faca a = 0.05 (isto e, definido 

para regiao de confianca 95% bi-lateral). Usando tabelas estatisticas achamos que, 

[n,r2] = [xL (0.025), (0.975)] = [74.22,129.6] 

A hipotese realmente e aceitavel para este exemplo. 

Teste 3 - Teste do Residuo Branco (auto-correlacao): Para testar a clareza precisamos 

provar que. 

£ [ v f v y ] = S,^ 2.38 

Podemos testar isto conferindo todos os pontos, exceto /* = j, a estatistica definida pela 

Equacao 2.9 e zero dentro de erro estatistico permissivel. Novamente, podemos explorar a 

ergodicidade para redefinir a estatistica de teste como uma correlacao tempo-medio. 

A auto-correlacao e normalizada normalmente por r(0). 

Na Figura 10 mostramos a auto-correlacao normalizada do residuo para o exemplo que 

foi considerado. Note que os picos em r = 0 e em todos os outros lugares e distribuido 

aleatoriamente em torno de zero. Podemos testar que as oscilacoes aproximadamente zero sao 

aleatorias calculando a variancia da estatistica de teste. Para grandezas ate N podemos assumir 

que r ( r ) e normalmente distribuido com zero medio e variancia \/N. Entao podemos computar 
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a janela 2er como ± 2/VA 7 e checar que em pelo, menos 95% dos valores caem dentro desta 

regiao de confianca. Novamente em nosso exemplo a auto-correlacao satisfaz a hipotese. 

2.3.2 Validacao do modelo 

Ate agora consideramos apenas o desempenho de um Filtro de Kalman quando o 

modelo do sistema e o ruido do processo forem precisamente conhecidos. Um Filtro de Kalman 

pode nao executar corretamente se houver modelagem ou erro de estimativa de ruido ou ambos. 

Aqui discutimos as causas e identificamos a maioria das tecnicas importantes usadas para 

controlar um Filtro de Kalman de divergencia. Consideramos dois tipos de erro e as suas 

caracteristicas; 

1. Erro no processo e na especificacao da observacao do ruido. 

2. Erro na modelagem dinamica do sistema (modelo de processo). 

Observacoes gerais: 

S Se a relacao do processo e ruido da medida e muito baixa, a seqiiencia do residuo se torna 

correlacionado. 

•S Os valores absolutos do processo e do ruido da medicao podem ser fixados ajustando seus 

valores de forma que o teste do residuo seja satisfeito. 

S No exemplo mostrado aqui, ajustar e muito mais sensivel para as mudancas no ruido da 

medida que ao ruido processo. Neste exemplo, isto ocorre porque ruido da medida afeta a 

posicao e o ruido do processo so afeta a velocidade. 

Figure 10: Auto-correlacao para o residuo 
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2.3.2.1 Detectando erros de modelagem do processo 

Consideramos agora o que acontece se tentarmos aplicar um estimador da medida de 

dados que nao se ajustam ao modelo. O problema e denominado de Filtro mat combinado. 

Especificamente, consideramos o caso de usar o Filtro de Kalman com uma velocidade 

constante para localizar uma particula que tern uma verdadeira trajetoria de movimento definida 

por um modelo de aceleracao constante. Assim, o verdadeiro movimento e descrito pela equacao 

de transicao: 

2.40 

Escrevendo a matriz de transicao de estados 

1 AT AT2 

AT 

1 

2.4 

Com 

Q»=E[w, w / ] > * 
A r 5 / 2 0 AT4/S A T 3 / 6 

A r 4 / 8 AT3/3 AT2/2 

AT3/6 AT2/2 AT 

2.42 

2.4 Filtro de Kalman Estendido 

Esta secao trata de uma variacao do Filtro de Kalman discreto que e util quando 

algumas das suposicoes da estrutura convencional do Filtro de Kalman nao funcionam. 

Recordemos que os tres pontos chaves do problema para um Filtro de Kalman sao: 

1. Inicializacao: Supomos que o vetor do estado inicial e sua matriz de covariancia do erro 

sao conhecidos. 

2. Modelagem: Supomos que temos um modelo linear exato do sistema do processo e da 

medida. 

3. Ruido: Supomos que o ruido do processo e das medicoes sao Gaussianos. 

Nesta secao veremos como tratar do cada um destes problemas. 
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O Filtro de Kalman estendido e aplicado a modelos de sistema nao lineares. Supomos 

que o sistema pode ser representado por um modelo nao-linear do de espaco de estado discreto no 

tempo. 

2.43 

zk=h(xk,k) + vk 2.44 

Onde f ( . , . , £ ) e uma matriz nao-linear da transicao de estado e h( . , £ ) e uma matriz 

nao linear da observacao. Supomos que os ruidos do processo e da medicao sao Gaussianos, nao 

correlacionados e com zeros nao significativos, assim: 

£ [ w 4 ] = 0 

E[yk] = 0 

£ [ w , v 7 ; ] = 0 

2.4.1 Predicao 

Como no caso linear, supomos que temos no tempo k 

* » | . = £ [ X ' I Z ' ] ' p * 

Para gerar a predicao expandimos a equacao 4.10 em series de Taylor sobre a predicao x^ em 

termos de primeira ordem: 

2.45 

Assim o jacobiano de f e avaliado para x^ . Fazendo os calculos da equacao 2.45 e 

ignorando requisitos dos primeiros termos, podemos supor xk^k e aproximadamente igual a media 

condicional do o ruido do processo. 

= f ( v u * > * ) 

2.46 
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A covariancia do estado pode ser encontrada como segue. O erro da predicao e dado 

primeiramente por: 

x *+ i | * = x * + i - x *+ i | * 

= f ( x ^ , u „ * ) + £ [ x * - x ^ ] + e [ [ x * - i ^ ] 2 ] + w J t - - f ( i f t | , , u , , ^ ) 

[x*"x*|*] 
df 

dx 
+ w , 

df r~ i 
x*+ll* dx L x * i * . 2.47 

A covariancia da predicao e encontrado entao fazendo exame da expectativa do produto 

do erro da predicao: 

^k+\\k - E j^XA + l | * X * + l | * 

dt 

dx k k 
v _ 

df_ 

dx K k 

df' 
E _ X * | * X * | A | Z * _ 

df' 

_dx_ 
_ X * | * X * | A | Z * _ + 

p I = • k+\\k 
df_ 

dx k\k 
df_ 
dx +Qk 2.48 

Note que a covariancia da predicao tern a mesma que seu equivalente linear com o 

Jacobiano com o papel de matriz de transicao Fk 

2.4.2 Predicao e residuo da observacao 

A observacao z pode ser escrito como uma serie de Taylor expandida sobre a predicao 

X*+1|A • 

Z * + l = h ( X A + . | * ) + 

Truncando os termos de primeira ordem e fazendo um exame de expectativas sobre as 

observacoes 
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O residuo e encontrado entao como 

v * + >=z* + >-h (x M *) 

E a covariancia do residuo e encontrada como segue: 

= E ( z * + | - h ( x i + I | , ) ) ( z , + 1 - h ( x i + | | j l ) ) 

( X A + l | * _ X A + l ) + W * + l ( X *+ l |A _ X * + I ) 
dh dh 

dx 
+ w 

k I I 

ah ah ah 

_dx_ _dx_ 
+ R A -I 

29 

2.50 

2.51 

Onde o jacobiano h e avaliado para x , . Note outra vez que a equacao 4.18 esta no 

mesmo formato que suas contrapartes lineares exceto por 
ah 

dx 
que substituiu H* +1« 

2.4.3 Atualizacao 

Pelo raciocinio similar ao feito para o caso linear e possivel derivar dos primeiros 

principios as equacoes para o ganho do filtro, a atualizacao do estado e o atualizacao da 

covariancia. 

an 

dx 

-a 
2.52 

A atualizacao do estado e dado por 

x*+i|*+i ~ x *+ i | * t + i - h ( x * + . | * ) 2.53 

E A atualizacao da covariancia e dado por 

2.54 
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2.4.4 Resumo das Equacoes 

30 

Predicao: 

Atualizacao: 

Onde, 

e, 

X H * = f ( x * | * ' u * ' A : ) 

"df" df' "df" df' 

fa. dx 
p = 
• k+l\k 

X *+l |A+l Xk+l\k+^k+] z * + i " h ( x 

_ ^k+\\k 
dh 
dx 

ah 
P. ,u 

ah" 

.fa. k+\\k dx 

-1/ 
+ R 

2.55 

2.56 

2.57 

2.58 

2.59 

2.60 

Alguns comentarios gerais 

1. Osjacobianos df 
dx 

dh 
dx 

sao as funcoes do estado e do tempo; nao sao constantes; 

2. Estabilidade: Desde que estamos tratando dos modelos de perturbacao das matrizes do 

estado e da observacao sobre a predicao da trajetoria, e importante que as predicoes sejam 

proximas dos estados verdadeiros, pois do contrario o filtro possivelmente divergira. 

3. Iniciacao: Ao contrario do caso linear, temos que ter um cuidado especial ao inicializar o 

Filtro de Kalman Estendido. 

4. Peso computacional: O Filtro de Kalman Estendido e computacionalmente mais 

significativamente pesado que os filtros lineares. Isto limitou seu uso nas aplicacoes. 

Entretanto, hoje as execucoes computando em tempo real do EKF podem ser conseguidas 

usando recursos computacionais moderados. 
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2.4.5 Divergencia no Filtro 

Os ruidos tem uma importancia fundamental no que tange ao comportamento dos 

processos de estimacao. Inumeros trabalhos tem sido desenvolvidos de maneira a elucidar a 

influencia dos ruidos no processo de estimacao do filtro. 

Ressaltamos aqui um dos problemas principals abordados nestes trabalhos: a divergencia. 

Diz-se que ocorre divergencia quando, apos um certo periodo de operacao, os erros na estimativa 

eventualmente divergem dos valores reais preditos pelas equacoes do filtro. A explicacao mais 

frequente para este fenomeno e que as covariancias calculadas dos erros nas estimativas podem 

tornar-se muito pequenas. Como resultado a predicao atraves do modelo torna-se mais importante 

na estimativa do que as medidas subsequentes, causando uma degradacao significativa na 

precisao. Este efeito pode ser devido a uma infinidade de causas; em geral a imprecisao na 

modelagem ou mesmo o procedimento computacional adotado podem fazer com que o calculo da 

matriz de covariancia se torne um tanto quanto irreal. 

A escolha de um nivel apropriado para os elementos da matriz dos ruidos de entrada do 

sistema e heuristica, dependendo em grande parte do conhecimento sobre as aceleracoes nao 

modeladas. 

Dada a nao linearidade do problema em questao, tornou-se necessario o recurso a um 

Filtro de Kalman Estendido. Nao ha, portanto, garantias teoricas de otimizacao e nem de 

convergencia deste metodo. Por isso, procuramos implementar um modelo de simulacao que 

permite, debaixo de condicoes proximas da realidade verificar o desempenho desta tecnica. O 

metodo apresentado nao faz uma localizacao absoluta instantanea mas medidas sucessivas levam 

a que o estado estimado convirja para o estado real do robo. 
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3 Implementacao e Resultados 

A questao da implementacao e similar a do Filtro linear de Kalman e voce pode testar o 

desempenho do filtro usando todas as tecnicas apresentadas na secao 2. 

Em particular, temos que ter o cuidado de fazer um estudo e verificar se o processo do 

sistema e do ruido estao modelados corretamente. Ha obviamente alguns erros introduzidos 

usando a linearizacao do modelo. 

Um ponto importante adicional para notar e que a matriz de covariancia do estado e so 

uma aproximacao da media quadratica do erro e nao uma covariancia verdadeira. Lembrando que 

P*+i|*+i determina o peso dado a medidas novas no procedimento de atualizacao. Assim, se 

P * h | * h e escolhido de modo errado e fica pequeno, as medidas sao pequenas e afetam na 

estimacao o que provavelmente fara com que o EKF venha a divergir. 

3.1 Modelo do Robo 

Vamos considerar um robo com tracao diferencial e que nao ha escorregamento de 

qualquer tipo, nomeadamente lateral, ou seja, que a velocidade das rodas, no ponto de contacto 

com o chao e sempre perpendicular ao seu eixo. 

31 

r Xi> (a) origin x 

Figura 11: (a) Representacao grafica do estado associado ao Robo. (b) Geometria de um 
veiculo-robo, explicitando o observador. 

(b) 



Jjjjf Sistema de Controle da Trajetoria de um Robo I sando o Filtro de Kalman 33 

Considere a descricao do movimento de um veiculo robotico ilustrado na Figura 11. 

Consequentemente, o estado do Robo, em termos de posicionamento e velocidade, pode ser 

representado por: 

*(')=[*(') y(<) <>(<) v(0 « . ( / ) ! 3.1 

Em que x(t) e y(t) representam a posicao do ponto C no piano (Figura 11(a)), 0(/) a 

atitude do Robo, v(/) a velocidade tangencial do ponto C e ©(/) a velocidade angular, isto e, a 

velocidade de rotacao do Robo segundo o eixo vertical que passa por C. Entretanto, queremos a 

priori controlar a trajetoria, entao, separando a parte cinematica de fora, podemos reescrever a 

equacao 3.1 para o dominio discreto. O estado simplificado e agora descrito no tempo discreto 

como x^ = [xk,yk9$k] • O controle e provido por um vetor de controle de entrada que determina a 

velocidade da viagem uk = [Vk,<pk]T, entao nosso sistema sera: 

xk+AtVkcos(+k+pk) 

yk+AtVks\n(<{>k+<pk) 
y 

3.2 

Onde, A / e o intervalo de tempo entre as medidas. B e a linha de base da roda, qk e o 

vetor do ruido que combina erros de modelagem do processo e do controle. 

Supomos que medidas da escala (profundidade) e o rolamento e feito a um jogo das 

localizacoes fixas em B, =[JSf„l^] , i = 1,... 9N. O modelo nao-linear da observacao e 

consequentemente: 

\j(X-xk)2+(Y-yk): 

tan - l Y-yk 

X-xk 

3.3 

-A 

Onde rke o erro na medicao. 
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Predicao 

Da equacao 2.46 o estado de predicao xk+],k e dado por: 

x k+\\k 
A 

y^\\k 

k 

yk\k+AtVks'™{A\k+<Pk) 

V i \ 
**+~B A / S i n K * ) 

A predicao da matriz de covariancia e: 

A+l A 

Xk\k+AtVkCOS(tk\k+<Pk) 

P , = " A+IA 

"ar" df' "ar" 
P.i. 

_dx_ A | A 
_dx_ 

+ Q i 

Onde, 

a f 

ax 

I 0 - A i ^ s i n ( ^ + ^ ) 

0 1 +AtVkcos(jk]k+(pk) 

0 0 1 

Atualizacao: 

As equacoes para atualizar o estado da covariancia sao: 

[A+I|A+1 ~ XA+I|A + ^ A + l ' ! I ( X A + . | A ) 

^A+I|A+I ~ ^A+1|A ^ A + l ^ A + I ^ A + 1 

Onde. 

c. 

dh 

dx 

s t + l = 
a n 1 p " a h 

_dx_ 
rA+l|A 

L a x _ 

'A+l 

+ R A+l 

Onde tambem. 

ah 

dx 

Onde ^ = v ( * ~ W + ( y ~ ^ ) 2 -

3.2 

3.3 

3.4 

3.5 

3.6 

3.7 

3.8 
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3.2 Implementacao do Filtro de Kalman no Matlab para as Trajetorias 
Circular e Eliptica 

Baseado nas equacoes do Filtro de Kalman Estendido apresentadas na secao anterior, 

escolhemos dois tipos de trajetoria para nosso Robo, a primeira, uma trajetoria circular; a outra, 

uma generalizacao da primeira, uma trajetoria eliptica. A trajetoria circular foi escolhida por ser 

simples e abrir caminho para a implementacao da eliptica, que tem bastante uso na area da 

robotica, um exemplo e o controle de satelites em orbita, que geralmente cumprem uma trajetoria 

eliptica, e, em muitos casos o controle e feito atraves do Filtro de Kalman. Tomamos como base 

para descrever as trajetorias do robo as equacoes parametricas da circunferencia. 

Figura 12 - circunferencia. 

Definida por: 

onde, x = rcos(p 
y = rsin (p 

Podemos obter a elipse partindo de suas equacoes parametricas: 

D 
Figura 13 - Elipse 

Definida por: 

+1 — = 1 - Elipse centrada na origem. Definimos sua equacoes parametricas como: 

onde, a e b sao os semi-eixos da elipse. 



^jj^. S i s t e m a Controle da Trajetoria de um Robo Usando o Filtro de Kalman 36 

Ou ainda, "achatando" um lado da circunferencia, que neste caso, e o mais interessante 

a fazer, ja que ja dispomos da implementacao feita para a circunferencia. 

No quadro abaixo apresentamos a rotina do Matlab® que implementa um filtro de 

Kalman para o controle de uma trajetoria circular de um robo. 

% nome do arquivo twodim_nonlin: sistema modelado por t r e s graus de li b e r d a d e 
c l e a r a l l ; 
c l o s e a l l ; 
c l c ; 

% d e f i n i c a o de parametros 
% i n t e r v a l o e ntre os passos 
delT = 1; 
% ve t o r i n i c i a l de estado do si s t e m a 
x = [ 0; -2; 0 ] ; 
% v e t o r velocidade de c o n t r o l e 
u = [ -1; 0.1 J ; 
% posic a o do s i n a l i z a d o r 
XB = [5, 5 ] ; 

% mat r i z de c o v a r i a n c i a do ruido no sistema 
Q = [0.1 0 0 

0 0.1 0 
0 0 0.0002]; 

% m a t r i z de c o v a r i n a n c i a do ruido na medicao 
R = [ 0.01 0 

0 0.00001 1; 
%% Posicao i n i c i a l 
xhat = [0; -2; 0 ] ; 

% mat r i z de c o v a r i a n c i a da p r e v i s a o 
P = 10*Q; 

% Geracao do Estado " R e a l " 
f o r i = l : 3 2 

w = gennormal([0;0;0], Q); % ruido gaussiano 
x = robot(x, u) + 0.01*w; % a t u a l i z a c o e s , modelo do sistema 

x ( l : 2 ) 
p l o t ( x ( l ) , x ( 2 ) , ' * k ' ) ; 
p l o t r o b o t ( x , ' b ' ) ; 
hold on; 
plot<XB(1),XB(2),'ok'); 
a x i s ( [ - 1 0 10 -10 1 0 ] ) ; 
p a u s e ( 1 ) ; 

% GERACAO DAS MEDIDAS 
v = gennormal([0;0], R ) ; 
z = beacon(x,XB) + v; % simulacao das medigSes 

% observe que o x e obtido do modelo do si s t e m a 
% PREVISAO 

[xpred, Ppred] = p r e d i c t n o n l i n ( * r o b o t *, xhat, u, P, Q); 
p l o t ( x p r e d ( 1 ) , x pred(2),'+k'); 
p l o t c o v a r ( x p r e d ( 1 : 2 ) , P p r e d ( 1 : 2 , 1 : 2 ) , ' g ' ) ; 
p a u s e ( 1 ) ; 

% ATUALIZACAO 
[xhat, P] = update_nonlin(xpred, Ppred, z, 'beacon*, XB, R ) ; 
p l o t ( x h a t ( 1 ) , x h a t ( 2 ) , * * k ' ) ; 
p l o t c o v a r ( x h a t ( 1 : 2 ) , P ( 1 : 2 , 1 : 2 ) , * r ' ) ; 
p a u s e ( 1 ) ; 

Quadro 02 - Filtro de Kalman para controle de um robo em uma trajetoria circular.4 

Ver no Quadro 01: implementâ o das funsoes: predict, innovation 
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%%% fungao robot - Geracao de uma matr i z de estado estimado, xnew exibe informagdes 
f u n c t i o n [xnew, xdf] = robot(x, u) 
B = 0.5; % l a r g u r a do pneu 
%%% 
xnew(l) = x ( l ) + u ( l ) * c o s ( x ( 3 ) + u ( 2 ) ) ; 
xnew(2) = x(2) + u ( 1 ) * s i n ( x ( 3 ) + u ( 2 ) ) ; 
xnew(3) = x(3) + u ( 1 ) / B * s i n ( u ( 2 ) ) ; 
B o Q 
xdf = [1, 0, - u ( l ) * s i n ( x ( 3 ) + u ( 2 ) ) , 

0, 1, u ( l ) * c o s ( x ( 3 ) + u ( 2 ) ) , 
0, 0, 1J; 

Quadro 03 - Codigo que gera o estado do robo realizando uma trajetoria circular. 

O codigo do quadro 02 foi usado para simular o comportamento (estado) de um robo em 

tres circunstancias: estado esperado (desejado), estado medido (observado) e estado previsto 

(estimacao atraves do Filtro de Kalman), quando o robo exerce uma trajetoria circular. O modelo 

acrescenta ruido gaussiano ao sistema medido para faze-lo mais proximo do que acontece 

realmente, alem do ruido na previsao. Lembrando que a avaliacao do filtro e feita atraves do 

residuo. E no quadro-03 geramos a matriz de estados do robo, que define sua trajetoria, neste 

caso circular. 

A figura 14 foi gerada pelo Matlab® atraves do codigo apresentado no quadro-02, 

representamos as posicoes: desejada (simbolicamente representada por - o) junto com um 

retangulo que representa nosso robo; observada (simbolicamente representada por - +) e prevista 

pelo Filtro de Kalman (simbolicamente representada por - * ) , ambas com elipses a volta 

representando sua covariancia. 

Figura 14 - Trajetoria circular: Desejada (o), Observada (+) e Prevista pelo Filtro de 
Kalman (*), cortada antes de divergir. 
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No quadro abaixo apresentamos a rotina do Matlab® que implementa um filtro de 

Kalman para o controle de uma trajetoria eliptica de um robo, baseada na rotina anterior, para a 

trajetoria circular e evidenciando neste modelo o estado desejado, observado e previsto. 

% nome do arquivo twodim_nonlin 
% sistema modelado por t r e s graus de libe r d a d e 
c l e a r a l l ; 
c l o s e a l l ; 
c l c ; 

% d e f i n i g a o de parametros 
% i n t e r v a l o e n t r e os passos 
delT = 1; 
% v e t o r i n i c i a l de estado do si s t e m a : 
% gera uma matr i z coluna v e t o r estado do si s t e m a no i n s t a n t e k . a l t e r a d o de 2 p 3 
x = [ 0; -3; 0 ] ; 
% v e t o r velocidade de c o n t r o l e 
u = [ -1; 0.1 ] ; % gera uma matr i z coluna 
XB = [7, 7 ] ; %posicao do observador a l t e r a d a de 5 para 7 
% mat r i z de c o v a r i a n c i a do ruido no sistema/processo 
Q = [0.1 0 0 

0 0.1 0 
0 0 0.0002]; 

% m a t r i z de c o v a r i n a n c i a do ruido na medicao 
R = [ 0.01 0 

0 0.00001 ] ; 
%% Posicao i n i c i a l 
xhat = [0; -2; 0 ] ; 

% matriz de c o v a r i a n c i a da p r e v i s a o 
P = 10*Q; 
% Geracao do Estado " R e a l " 
f o r i = l : 3 0 

w = gennormal([0;0;0], Q); 
x = robot (x, u ) ; %+ w; 
x ( l : 2 ) 
p l o t ( x ( l ) , x ( 2 ) , 'ok') ; % 
p l o t r o b o t ( x , ' b ' ) ; 
hold on; 
p l o t (XB(1) ,XB(2), 'ro*) ; 
a x i s ( [ - 1 2 12 -12 1 2 ] ) ; 
p a u s e ( 1 ) ; 

% GERACAO DAS MEDIDAS 
v = gennormal([0;0], R ) ; 
z = beacon(x,XB) + v; % simulacao das medicdes 

% observe que o x e obtido do modelo do sistema 

% PREVISAO 
[xpred, Ppred] = p r e d i c t _ n o n l i n ( ' r o b o t *, xhat, u, P, Q); 
p l o t ( x p r e d ( 1 ) , xpred(2),'+k'); 
p l o t _ c o v a r ( x p r e d ( 1 : 2 ) , P p r e d ( 1 : 2 , 1 : 2 ) , ' g ' ) ; 
p a u s e ( 1 ) ; 

% ATUALIZACAO 
[xhat, P] = update_nonlin(xpred, Ppred, z, 'beacon', XB, R); 
p l o t ( x h a t ( 1 ) , x h a t ( 2 ) , ' * k ' ) ; 
p l o t c o v a r ( x h a t ( 1 : 2 ) , P ( 1 : 2 , 1 : 2 ) , ' r ' ) ; 
p a u s e ( 1 ) ; 

end 

Quadro 04 - Filtro de Kalman para controle de um robo em uma trajetoria eliptica.5 

% Numero de i t e r a c o e s , usado tambem com 23. 
% geracao de ruido gaussiano no processo 
% a t u a l i z a g a o dos estados 

5 Ver no Quadro 01: implementacao das funcSes: predict, innovation. 
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%%% funcao robot - Geracao de uma matr i z de estado estimado, xnew exibe informagoes 
f u n c t i o n [xnew, xdf] = robot(x, u) j 
B = 0.5; % l a r g u r a do pneu I 
%%% Criamos uma E l i p s e alongando a c i r c u n f e r e n c i a em 65% no eixo-x l 
xnew(l) = x ( l ) + u ( l ) * 1 . 6 5 * c o s ( x ( 3 ) + u ( 2 ) ) ; 
xnew(2) = x(2) + u ( 1 ) * s i n ( x ( 3 ) + u ( 2 ) ) ; 
xnew(3) = x(3) + u ( 1 ) / B * s i n ( u ( 2 ) ) ; 

xnewdot = [ 1 0 - u ( 1 ) * s i n ( x ( 3 ) + u ( 2 ) ) I 
j 0 1 u ( l ) * c o s ( x ( 3 ) + u ( 2 ) ) 

0 0 1 J ; 

Quadro 05 - Codigo que gera o estado do robo realizando uma trajetoria eliptica. 

O codigo do quadro 04 foi usado para simular o comportamento (estado) de um robo em 

tres circunstancias: estado esperado (desejado), estado medido (observado) e estado previsto 

(estimacao atraves do Filtro de Kalman), quando o robo exerce uma trajetoria circular. O modelo 

acrescenta ruido gaussiano ao sistema medido para faze-lo mais proximo do que acontece 

realmente, alem do ruido na previsao. Lembrando que a avaliacao do filtro e feita atraves do 

residuo. E no quadro-05 geramos a matriz de estados do robo, que define sua trajetoria, neste 

caso eliptica. 

A figura 15 foi gerada pelo Matlab® atraves do codigo apresentado no quadro-04, 

representamos as posicoes: desejada (simbolicamente representada por - o) junto com um 

retangulo que representa nosso robo; observada (simbolicamente representada por - +) e prevista 

pelo Filtro de Kalman (simbolicamente representada por - * ) , ambas com elipses a volta 

representando sua covariancia. 

Figura 15 - Trajetoria Eliptica: Desejada (o), Observada(+) e Prevista pelo Filtro de 
Kalman (*), cortada antes de divergir. 
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E muito importante notar que para ambas as trajetorias [Figuras 14 e 15] a estimativa do 

percurso do filtro de Kalman e as medidas geradas pelo Matlab® acompanham muito bem as 

trajetorias propostas ate 75% do percurso. A figura 15 foi criada com 23 iteracdes, parando antes 

de divergir; enquanto que a figura 16 foi criada com 30 iteracoes, e mostra claramente o ponto 

onde comecam a divergir. 

Figura 16 - Trajetoria Eliptica: Desejada (azul), Observada (verde) e Prevista pelo Filtro 
de Kalman (vermelho), divergindo. 

Como dissemos na secao 2 os ruidos sao extremamente importantes para a descricao e 

controle do comportamento dos processos de estimacao. Uma escolha nao adequada dos ruidos 

de medicao e previsao (no caso de simulacoes, ja que na pratica os ruidos de medicao nao sao 

controlaveis, mas podem bem identificados e compensados). 

A explicacao mais provavel para a divergencia no nosso caso e que as covariancias 

calculadas dos erros nas estimativas podem estar muito pequenas. Por isso, o resultado da 

predicao atraves do modelo torna-se mais importante na estimativa do que as medidas 

subseqiientes, causando uma degradacao significativa na precisao. Este efeito pode ser devido a 

uma infinidade de causas; em geral a imprecisao na modelagem ou mesmo o procedimento 

computacional adotado podem fazer com que o calculo da matriz de covariancia se torne um 

tanto quanto irreal. 
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4. Conclusao 

O uso de robos vem crescendo largamente dentro da industria juntamente com a 

necessidade de eficiencia de sistemas integrados de automacao industrial. Com isso a 

mecatronica ganha novas areas de trabalho. Neste projeto nos focamos na robotica movel, no 

controle da localizacao exata e desempenho correto das tarefas que estao destinadas aos Robos. 

Para isso, nos focamos no estudo e aplicacao do Filtro de Kalman, ou seja, na 

implementacao de algoritmos matematicos estocasticos para o processamento de sinais discretos. 

Implementamos um sistema estimador para correcao da posicao do Robo baseado num Filtro de 

Kalman Estendido, para duas trajetorias, circular e eliptica. Tambem demos enfoque a questao da 

divergencia, para o caso de sistemas cujas modelagens nao atendem ao que era pedido, o que 

resulta em um projeto fraco. 

Os conceitos relativos a estimacao e correcao de posicao foram validados via simulacao 

usando o Matlab®. Foi utilizado um conjunto de codigos para representar o sistema integrado 

interno de medicao do manipulador. 

Caracterizamos as medida matematicamente e demonstramos a importancia da fusao de 

informacao para reunir toda a informacao valida. Como o modelo e nao linear, foi utilizado um 

Filtro de Kalman Estendido para a fusao de informacao de autocorrelacao dos erros da medida e 

da estimacao. Nao ha portanto, a priori, garantias teoricas de otimizacao e nem da convergencia 

deste metodo. 

Por isso, procuramos implementar um modelo de simulacao, que permitisse condicoes 

proximas da realidade, para verificar o desempenho desta tecnica. Um outro fator extremamente 

importante foi a caracterizacao das covariancias dos sinais presentes no sistema. 

Os resultados da simulacao confirmaram que esta tecnica e valida e promissora para o 

controle de trajetorias para robos, ja que corrigirem a sua localizacao considerando o erro minimo 

quadratico das suas covariancias. 

A fusao de dados relativos a velocidade do robo movel e do movimento do mesmo e 

conseguido, existindo convergencia durante todo o processo por aproximadamente 75 a 80% dos 

percursos que propomos. O metodo apresentado nao faz uma localizacao absoluta instantanea, 

mas medidas sucessivas levam a que o estado estimado convirja para o estado real do robo. 

Assim, com essa pesquisa e desenvolvimento, comprovamos a eficacia do Filtro de Kalman 

Estendido para o controle de trajetorias roboticas. 



Sistema de Controle da Trajetoria de um Robo Usando o Filtro de Kalman 42 

5. Referencias Bibliograficas 

ANDREWS, A.P., GREWAL, M.S., "Kalman Filtering: Theory and Pratice Using 
M A T L A B " - Seconde Edition. EUA, John Wiley & Sons, Inc. -2001. 

D A U M , Fred, "Kalman Filtering" - The Electrical Engineering Handbook, p.p.435-445. 
EUA-2000. 

GROOVER, Mikel P., Weiss, Mitchell. "Robotica: Tecnologia e Programacao". 
McGrawHill, Sao Paulo. 1989. 

H A Y K I N , Simon, "Kalman Filtering and Neural Networks". EUA, John Wiley & Sons, 
Inc. -2001. 

H A R V E Y , A C . "Structural Time Series Models and the Kalman Filter". Cambridge 
University Press, Cambridge, 1989. 

HENRIQUES, R.V.B., "Controle de posicao de manipuladores: compensacao atraves do 
filtro de Kalman". Sao Paulo, 1996. 115p. Dissertacao (Mestrado) - Escola Politecnica 
da Universidade de Sao Paulo. Departamento de Engenharia Eletronica. 

JULIER, Simon J. & UHLMANN, Jeffery K. , "A New Extension of the Kalman Filter to 
nonlinear Systems." In The Proceedings of AeroSense: The 11th International 
Symposium on Aerospace/Defense Sensing,Simulation and Controls, Multi Sensor Fusion, 
Tracking and Resource Management II, SPIE, 1997. 

REID, Ian., Term, Hilary. "Estimation I" . Class Notes. Dep. o f Engineering Science. Oxford 
University, 2001 .pp.01-36 

REID, Ian., Term, Hilary. "Estimation II with a discrete time Kalman filter". Class Notes. 
Dep. o f Engineering Science. Oxford University, 2001.pp.04-44. 

SIMON, I).. "Optimal state estimation: Kalman, H-infinity, and nonlinear approaches." 
John Wiley & Sons, 2006. (web site at: http://academic.csuohio.edu/simond/estimation/) 

SOUSA ,A.J.M. de; COSTA, P.J.G. da; MOREIRA, A.P.G.M., "Sistema De Localizacao De 
Robos Moveis Baseado em Filtro de Kalman Extendido". Paper - Faculdade de 
Engenharia, Universidade do Porto, Portugal. 2002. 

Websites: 

http://www.princeton.edu/~stengel/OptConEst.html 

http://www.cs.unc.edu/~tracker/media/pdf/SIGGRAPH2001 CoursePack 08.pdf 

http://www.cs.unc.edu/~welch/media/pdf/kalman intro.pdf 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Filtre de Kalman 

http://pt.wikipedia.org/wiki/Elipse 

http://academic.csuohio.edu/simond/estimation/
http://www.princeton.edu/~stengel/OptConEst.html
http://www.cs.unc.edu/~tracker/media/pdf/SIGGRAPH2001
http://www.cs.unc.edu/~welch/media/pdf/kalman
http://fr.wikipedia.org/wiki/Filtre
http://pt.wikipedia.org/wiki/Elipse

