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Resumo

Os defeitos topoldgicos sdo caracterizados como solugdes estaveis de equacdes de
movimento em uma ou mais dimensdes espaciais e desempenham papel importante na ciéncia
nao-linear. Neste trabalho de dissertacao, damos €nfase a defeitos em (1+1) e (2+1) dimensdes
espaco-temporais. No primeiro caso, abordamos configuracdes conhecidas como twistons
(solugdes topoldgicas tipo kink) presentes em cristais de polietileno. Nessa primeira abordagem,
revisitamos trabalhos anteriores e, a partir do método de extensdo, construimos novas familias de
potenciais que descrevem bem sistemas desse tipo. Apresentamos solu¢des topoldgicas analiticas
e que ndo possuem problemas de degenerescéncia infinita. No segundo caso, estudamos estruturas
conhecidas como skyrmions com base na sua descricdo em materiais magnéticos, em que sao
denotados como configuragdes da magnetizacdo em nanoescala e topologicamente estaveis.
Recorremos novamente ao método de extensao e apresentamos um potencial, funcdo de dois
campos escalares acoplados, a partir do qual conseguimos modelar essas estruturas magnéticas.
Além disso, o novo modelo de dois campos tem solu¢des analiticas conhecidas, permitindo
andlises interessantes como a determinac¢ao de uma quantidade topoldgica conservada, estudo
das diferentes configuracdes da magnetizagdo e cdlculo do raio médio de matéria.

PALAVRAS-CHAVE: Defeitos Topolégicos, Twistons, Skyrmions.
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Abstract

Topological defects are characterized as stable equation of motion solutions in one or
more spatial dimensions and play an important role in nonlinear science. In this study, space-time
(1 + 1) and (2 + 1) dimension defects are emphasized. In the first case, configurations known
as twistons (kink-like topological solutions) present in polyethylene crystals are assessed. In
this first approach, previous works were reviewed and new families of potentials that adequately
describe these types of systems were constructed from the extension method, presenting analytical
topological solutions that do not display infinite degeneracy problems. In the second case,
structures known as skyrmions were studied based on their description in magnetic materials,
where they are denoted as topologically stable nanoscale magnetization configurations. The
extension method was applied and a potential from which such magnetic structures can be
modelled, function of two coupled scalar fields was presented. In addition, the new two-field
model possesses known analytical solutions, allowing for interesting analyses, such as the
determination of a conserved topological quantity, the study of the different magnetization
configurations and calculation of mean matter radius.

KEY WORDS: Topological Defects, Twistons, Skyrmions.



Capitulo 1

Introducao

Os solitons foram descobertos pela primeira vez em 1834 por J. Scott Russel, um
engenheiro escocés. Na ocasido, ele observava o movimento de um barco que era puxado
rapidamente, ao longo de um canal estreito, por um par de cavalos. Quando o barco parou
de repente, ele notou que uma massa de dgua acumulou-se ao redor da proa do barco e, em
seguida, rolou para a frente rapidamente assumindo a forma de uma grande elevacdo solitaria. O
interessante é que essa elevacao preservou sua forma e velocidade durante uma ou duas milhas,
quando Scott a perdeu nos meandros do canal [1].

Dado esse exemplo, podemos entender o conceito de sélitons como configuracdes de
campo com energia finita que preservam sua forma e velocidade. Esse tipo de configuracao é
tipico de teorias de campos ndo-lineares e possui aplicagdes em hidrodinamica, Gtica, fisica de
particulas, cosmologia, dentre varias outras areas.

Existem ainda solugdes de equagdes de campo ndo-lineares chamadas ondas solitdrias,
cuja principal caracteristica é que a densidade de energia p(z, t) (se considerarmos uma dimensio
espacial apenas) é localizada. Ou seja, p(z, t) € finita em alguma regido finita do espaco e vai a
zero no infinito espacial suficientemente rdpido para ser integravel [2]. Mais ainda, a densidade
de energia deve se mover sem distor¢des com velocidade constante.

Diferentemente dos sélitons observados por Russel, ondas solitdrias ndo necessariamente
preservam sua identidade apés o espalhamento, podendo dissipar sua energia em colisdo e até
mesmo aniquilar completamente [3]. Um exemplo de onda solitdria, em uma dimensao espacial,
¢ a estrutura topoldgica chamada kink. Essa estrutura € classificada como defeito topolédgico e

ocorre quando ha uma transicao de fase ap6s uma quebra espontanea de simetria. Além disso, os



kinks possuem uma base topolégica ! que estd ausente em sélitons hidrodinAmicos.

No contexto da fisica da matéria condensada, podemos estudar sistemas nos quais
solugdes tipo kink descrevem bem o comportamento do fendmeno em questdo. Esse € o caso de
estruturas conhecidas como twistons, presentes em cristais de polietileno.

A existéncia de twistons em cristais de polietileno foi primeiramente postulada por
Mansfield e Boyd em 1978 [6]. Essas configuracdes se referem a tor¢oes de 180° que se
estendem suavemente em vérios grupos de CHs no plano ortogonal a direcdo da cadeia. Essas
configuragdes aparecem no polietileno cristalino como um resultado de sua larga flexibilidade
torcional. Desde entdo alguns estudos foram feitos no intuito de apresentar um modelo solitdnico
que descreva bem sistemas desse tipo.

O que existe na literatura é desde modelos mais gerais, que consideram os graus de liber-
dade radial, torcional e longitudinal do sistema [7], até modelos mais simples, que consideram
apenas 0 movimento torcional ao longo da cadeia [8].

ApOs esses, temos os trabalhos de Bazeia, Ventura e Simas (1999 [9] e 2000 [10]), nos
quais foram modificados alguns pressupostos apresentados na referéncia [7]. Nesses trabalhos
mais recentes, foi apresentado um formalismo baseado em dois campos escalares reais (¢ e x)
acoplados, responsdveis pelo movimento torcional e longitudinal, respectivamente, através dos
quais € possivel comparar seus resultados com os publicados anteriormente e verificar que eles
estdao de acordo.

Apesar dos bons resultados apresentados pelos modelos mais atuais, verificamos que
a forma explicita encontrada para o potencial que especifica o sistema ainda ndo é a mais
satisfatoria, uma vez que em sua estrutura de vacuos hd uma linha de zeros, ocasionando uma
energia degenerada para qualquer valor do campo x (veja [11]). O que ocorre, basicamente, €
que a mesma energia utilizada para a cadeia fazer um deslocamento unitério € a necessdria para
quebrar a cadeia.

Na tentativa de solucionar esse problema, verificamos que uma saida possivel é o chamado
método de extensao [12], que a permite a criagdo de modelos efetivos de dois campos com
solucOes analiticas, partindo de modelos de um campo. Com base nisso, nossa proposta €

construir um novo potencial, que dé conta das soluc¢des topoldgicas analiticas conhecidas, mas

I'Se tratando do significado da palavra topologia, ela se refere ao ramo da matemdtica interessado em estudar
as formas e propriedades do espaco que sdo invariantes sob deformacdes continuas [4]. No caso de solucdes
topoldgicas do tipo kink, a evolucdo do tempo € um exemplo de uma deformacao continua para a qual a energia

permanece finita, e essa é a razdo fundamental para a estabilidade dessas solugdes [5].



que tenha uma estrutura de minimos que ndo tenha problemas de degenerescéncia infinita. E
isso € o que pretendemos desenrolar em algum dos préximos capitulos.

Em duas dimensdes espaciais, encontramos, dentre outros, o estudo de defeitos conheci-
dos como skyrmions.

A definicao de skyrmion foi originalmente proposta por Tony Skyrme (1962) no contexto
da fisica de particulas. Em sua ideia original [13], ele utilizou o conceito matematico de
particulas, hoje chamadas de skyrmions, em uma certa teoria de campo nado-linear para explicar
hadrons em fisica nuclear. Essas particulas sdo topologicamente protegidas, caracterizadas por
um inteiro topolégico que nao pode ser alterado por uma deformagao continua da configuragao
do campo [14].

No decorrer dos anos, o estudo de skyrmions tem se tornado relevante em sistemas da
matéria condensada, como por exemplo, cristais liquidos [15], efeito hall quantico [16], super-
condutores [17], condensados de Bose [18] e em diversas outras dreas da Fisica. Embora Skyrme
tenha considerado uma versao tridimensional de skyrmions, a mesma nocao foi generalizada para
dimensdes arbitrarias: pode-se definir um skyrmion como uma configuragdo de campo suave,
topologicamente estavel, descrevendo um mapeamento nao-trivial de um espaco de coordenadas
para um espaco de parametros de ordem com uma topologia ndo-trivial [19]. Sdo propriedades
de skyrmions: carga conservada, vorticidade e helicidade [20].

Nesta dissertacdo, estamos interessados na formagao de skyrmions em materiais mag-
néticos [14]. Consideramos entdo excitagcdoes magnéticas localizadas. Como pode ser visto em
[21], dependendo do tipo de material, as excitacdes localizadas podem aparecer como estruturas
isoladas ou como matrizes ou redes organizadas espacialmente.

Em 2009, foi feita a primeira observacao experimental de um rede de skyrmion em um
material de magnético quiral formado por silicio de manganés (MnSi) [22]. Desde entdo, tendo
aumentado as pesquisas tedricas e experimentais nessa area, mais observagdes tém sido feitas,
como por exemplo, skyrmions isolados foram demonstrados experimentalmente em filmes finos
magnéticos com interacao Dzyaloshinsky-Moriya [23]. Além disso, o estudo dessas estruturas
tem intensificado a possibilidade de desenvolver solucdes para miniaturizagdo de dispositivos e
aplicacdes na spintronica [24, 25].

Conforme visto em [21], a maneira padriao de descrever sistemas, tais como as configura-
coes de magnetizacdo que iremos considerar, € baseada em escrever uma densidade de energia

livre, que geralmente € decorrente das interagdes de Dzyaloshinsky-Moriya [26, 27] a fim de



obter as equagdes de movimento para os principais graus de liberdade. No entanto, essa linha
de investigacdo leva a equagdes diferenciais ndo lineares de segunda ordem acopladas, cuja
forma especifica depende do modelo levado em consideragdo e geralmente requer investigagcoes
numéricas.

Sendo assim, Bazeia, Doria e Rodrigues (2016) [21] propuseram uma maneira alternativa
a linha de investigacdes numéricas, focando principalmente na construgdo de resultados analiticos.
Em nossas investigacdes, iremos trabalhar sob a perspectiva dos dltimos autores citados.

Como pode ser visto em [21, 28, 29], os autores trazem modelos de um campo que podem
retratar diferentes configuragdes das excitacoes magnéticas. Nesse sentido, objetivamos propor
um modelo de dois campos, também com solucdes topoldgicas analiticas, que nos dé outras
possibilidades no estudo dessas estruturas do tipo skyrmion. Isso € o que desenvolveremos mais
a frente, onde esperamos contribuir com mais informacdes a respeito desses sistemas.

Dito isso, vamos relatar agora como a estrutura da dissertacdo serd organizada. No
capitulo 2, discorremos sobre aspectos gerais da teoria de campos envolvendo configuragdes
unidimensionais. Primeiro apresentamos sistemas de um campo, aplicando o método BPS
[30, 31] para encontrar equagdes de primeira ordem. Classificamos também as solu¢des quanto
a topologia mostrando defeitos do tipo kink e lump. Seguimos apresentando um procedimento
importante para gerar novos modelos de um campo, que é o método da deformacdo [32].
Finalizamos entdo o capitulo apresentando a teoria que descreve modelos de dois campos
escalares reais, expondo também sobre uma técnica para constru¢do de modelos de dois campos
chamada método de extensao [12].

No capitulo 3 fazemos a aplicagdo de vdérias técnicas mostradas no capitulo anterior
considerando o estudo de twistons no polietileno cristalino. Mostramos os resultados de alguns
estudos realizados ao longo dos anos e construimos, através do uso do método de extensdao, um
novo modelo de dois campos que pode descrever melhor sistemas dessa natureza.

Iniciamos o capitulo 4 discutindo sobre o teorema de Derrick [3] que diz que modelos
de um campo escalar real representados pela densidade de lagrangiana usual ndo suportam
defeitos topolégicos a menos que em dimensdo espacial igual a 1. Apresentamos entio a
alternativa proposta em [33] para contornar o problema e assim discorremos sobre a teoria que
descreve configuragdes de um campo em duas dimensdes espaciais apresentando simetria radial.
Finalizamos o capitulo explanando sobre skyrmions em materiais magnéticos e trazendo dois

exemplos importantes enunciados em [21, 28].



No capitulo 5, iniciamos fazendo uma breve explanacdo de como descrever sistemas
planares com simetria radial na presenca de dois campos. Apds isso, enunciamos um potencial
de dois campos acoplados que é capaz de descrever configuracdes magnéticas do tipo skyrmion.
Finalizamos o capitulo fazendo diversas anélises sobre a natureza das estruturas descritas pelo
novo modelo.

Concluimos a dissertacdo, no capitulo 6, relembrando os principais resultados e objetivos
alcancados ao longo de trabalho, apresentando também quais sdo as perspectivas futuras sobre

os temas abordados.



Capitulo 2

Teoria de Campos Escalares para

Configuracoes Unidimensionais

Neste capitulo, apresentaremos as teorias que descrevem modelos de um e dois campos
escalares reais. Aqui trabalharemos em (1, 1) dimensdes. Mostraremos as principais caracteris-
ticas desses modelos, tais como: equagdo de movimento, energia, suas solugdes topoldgicas e
ndo-topoldgicas e alguns métodos que permitem a criacdo de novos modelos.

Frisamos que neste capitulo, e em toda a dissertacdo, serd utilizado o sistema de unidades
naturais, assim, nas equagdes apresentadas, ¢ = 1, sendo c a velocidade da luz no vicuo. Além
disso, por se tratarem de teorias de campo relativisticas, utilizaremos a métrica de Minkowski com
a convencdo g"” = diag(+, —, —, —) para descrevé-las, que em (1, 1) dimensdes é simplesmente

diag(+, —).

2.1 Teoria para Um Campo Escalar Real

A teoria para um campo escalar real ¢ = ¢(x, t) pode ser descrita pela seguinte densidade

de lagrangiana
1
L= B 100" ) = V(0), 2.1

onde, para o caso unidimensional, ¢ = 0,1 e V(¢) é o potencial que especifica o modelo

estudado. Podemos entdo reescrever a densidade de lagrangiana como

1
£ = 50,09" 0,6 =V (9) 2)



Uma vez que g"* = g,,, = 0 quando u # v e, sabendo também que, 2° = ¢t e 2! = z, entdo

obtemos que £ € dada por

_ Lo (100)° 1 1 (00
5—59 (EE) +t39 (%) V(). (2.3)

No entanto, como destacamos no comego deste capitulo, estamos utilizando o sistema de unidades

naturais e a métrica de Minkowski com a assinatura diag(+, —). Dessa forma, a densidade de

1[99\ 1 (067
5_5(5) —5(%) — V(). (2.4)

A ac@o para o campo € dada por

lagrangiana resulta em

S[g] = / dtdrL (¢, 8,0). (2.5)

A partir da minimizagao da acdo, 65 = 0, encontramos a equa¢ido de movimento para

L(¢,0,¢), que é dada por
oL 5 oL
99 "0(0,9)

de forma que, substituindo (2.1) em (2.6), a equagdo de movimento pode ser reescrita como

=0, (2.6)

8,0"¢ + V= 0, 2.7)

em que V, € a derivada parcial de V' com relagdo a ¢. Mais ainda, podemos escrever a equacio
acima como

¢o—¢" +Vy=0, (2.8)

onde ¢ ¢ a derivada parcial do campo com relagdo ao tempo, e ¢’ é a derivada parcial do campo
com relacdo a posicao.

Para calcularmos a energia dessa configuracdo precisamos escrever a densidade de
hamiltoniana ou densidade de energia p. Para isso, podemos efetuar uma transformada de

Legendre, na forma

oL .
~%i (2.9)
=39 ¢
a partir da qual podemos finalmente escrever a energia total como
+oo +oo ¢2 ¢/2
E:/ dxp:/ dz 7+7—|—V(¢) . (2.10)




2.2 Solucao do Tipo Kink

As solugdes para as equacdes de movimento sdo o que chamamos de defeitos e podem ser
classificadas como topoldgicas ou ndo-topoldgicas. Em (1, 1) dimensdes, que é o caso abordado
neste capitulo, essas solucdes sao chamadas kinks e lumps, nessa ordem e, como veremos, 0 que
nos permite especificar esses dois tipos de solucdes € a corrente topoldgica.

As solucdes que conectam diferentes vacuos do potencial sdo conhecidas genericamente
como kinks, um nome sugerido pela forma do campo escalar quando plotado como uma fungao
de z [5]. Os kinks sdo caracterizados por uma carga topoldgica que, como veremos, € uma quan-
tidade que se conserva. Vamos focar aqui em solugdes estaticas, ¢ = ¢(z), ou equivalentemente

estar no mesmo referencial da solucdo. Assim a equacdo de movimento (2.8) se torna
" = V. (2.11)

Usando alguma manipulagdo algébrica, € possivel transformar a equacao acima em uma
equacdo diferencial de primeira ordem, mas vamos apresentar aqui um método conhecido como
BPS que carrega consigo importantes justificativas fisicas.

O método BPS foi descoberto separadamente por Bogomol’nyi (1976) [30], Prasad e
Sommerfield (1975) [31], dai o nome. Esse procedimento parte do calculo da energia do sistema.
Portanto, para o caso estatico, podemos reescrever (2.10) como

+o0 ?
= /_oo dz {7 + V(qs)] | 2.12)
O segundo passo da aplicacdo do método consiste em manipular o integrando de forma

que ele possa ser reescrito como um quadrado perfeito, ou seja
+o00 1 2
E= / dr li <¢’ - \/2v) + \/QVQb’} . (2.13)

Dai entdo, podemos reconhecer uma energia minima e nao-trivial do sistema, que ocorre ao

considerarmos

¢ = +V2V. (2.14)

Esta € uma equacao de primeira ordem e sua solu¢do também satisfaz (2.11). A essa energia

minimizada chamamos Egpg, € ela tem a forma

+00
Epps = / d [i%ﬁqs’] 2.15)

o0



Podemos definir o potencial V' (¢) como sendo

1

Vo) =5

w2, (2.16)

onde W = W (¢) é uma fung@o suave do campo ¢ e é denominada "superpotencial”, além disso

Wy = %—‘Z. Utilizando essa nova defini¢do, podemos reescrever (2.11), (2.14) e (2.15) como

¢ = WyWys, (2.17)
¢ =Wy (2.18)
c
+oo +o0 AW
Bors= [ doWoo) = [ as —Wieeo) - Wo(-0),  @19)

respectivamente, com Wy = %27‘2/. Assim,
|Epps| = |[AW]. (2.20)

E importante ressaltar que o superpotencial W, utilizado para reescrever o potencial na
equacio (2.16), € um termo emprestado dos estudos de supersimetria [34]. Conforme frisado em
[35] o modelo de campo escalar em questdo pode ser visto como a parte bosonica de um teoria
supersimétrica, sendo que os estados BPS, solucdes das equacdes de primeira ordem, conservam
parcialmente a supersimetria.

Observe que de (2.17) e (2.18) € possivel perceber claramente que as solu¢des da equacio
de primeira ordem resolvem a equacdo de movimento. Além disso, € importante notar que a
eficiéncia do método BPS se dd na escolha de potenciais positivos definidos, pois, por construgao,
o método se baseia em V' (¢) > 0 e, como veremos, para lumps o método retribui sempre o valor
zero para energia, o que, usando a hamiltoniana, verificamos que ndo é verdade.

Como j4 foi dito, o que caracteriza uma solu¢ao quanto a topologia € a corrente topoldgica,
que nos permite determinar a carga topoldgica dessas solugdes. Uma das maneiras de escrevermos
essa corrente € considerando

Jh = e, W (), 2.21)

que uma vez mais utiliza o superpotencial I/, usado nos estudos de teorias supersimétricas.
Nesse caso, u,v = 0,1 e ¥ € o tensor de Levi-Civita antissimétrico € em duas dimensdes
(" =1= —¢'9¢% = 0 = €Y. Por causa da antissimetria de ¢, fica claro que J* é uma
quantidade conservada, ou seja

oJ" = 0. (2.22)
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E importante ressaltar que a conservacdo da corrente ndo surge do teorema de Noether (veja [1]),
a partir de uma simetria da teoria, mas porque € trivialmente conservada, visto que € o divergente

de um tensor antissimétrico. Assim, para solugdes estdticas, a carga topologica € dada por

+oo
Q= / dxJ°, (2.23)

que também é uma quantidade conservada.

W
Note que J° = T entio
x
Q = AW = Eppg, (2.24)

ou seja, essa definicdo de corrente nos permite ter uma carga conservada idéntica a energia
BPS e cuja existéncia depende do comportamento nas condi¢des de fronteira do sistema dado.
Tais correntes e leis de conservagdo sdo chamadas de topoldgicas, uma vez que surgem de
propriedades topoldgicas de configuragdes de campo e ndo diretamente de simetrias da teoria
[36].

A carga (2.24) classifica as solucdes estaticas em dois grupos: solugdes topoldgicas
(kinks), quando o seu valor ¢ diferente de zero, e solugdes ndo topoldgicas (lumps), quando o seu
valor € igual a zero.

A fim de exemplificar uma solucdo tipo kink tomemos o potencial ¢, plotado na figura
2.1, que em unidades adimensionais é dado por

1

= 51— (2.25)

V(9)

(¢)

1

/\ v

-1 1

Figura 2.1: Potencial ¢*

A partir do potencial acima, podemos utilizar (2.16) para obter a forma do superpotencial,
que é

W(g)=¢— . (2.26)



Utilizando (2.17) podemos escrever a equagdo de movimento para esse sistema, que €
¢" = 2¢(¢" — 1), (2.27)
e, partindo de (2.18), vemos que a equacdo de primeira ordem pode ser escrita na forma
¢ =£(1-¢%). (2.28)

Observe que duas possiveis solugdes para esse sistema é ¢ = +1. No entanto, esses
tipos de solugdes sdo bastante triviais. Elas indicam os vacuos cldssicos do sistema e nos conduz

a uma energia nula. Portanto vamos considerar solu¢des nao-triviais, que sdo dadas por
¢+ (r) = £+ tanh(x). (2.29)

Essas solugdes sdo denominadas kinks (com sinal positivo) e anti-kinks (com sinal
negativo), respectivamente. Na figura 2.2 podemos observar que essas solucdes apresentam
limites assintéticos diferentes, portanto sdo ditas topoldgicas e conectam os minimos do potencial,

além disso essas solugdes também sdo conhecidas como estados BPS.

#(x)
1k

AL

Figura 2.2: Solugdes. (kink - linha vermelha; anti-kink - linha azul)

Os kinks podem ser imersos em duas ou mais dimensdes espaciais. Quando isso ocorre,
chamamos de paredes de dominio e sua energia se transforma em densidade de energia.

Utilizando (2.12) podemos calcular a energia das solugdes (2.29), assim

+o00 ¢/2 1 . +oo . 4
E = / dx {— +-(1—9¢) ] = / dx sech(z)" = -, (2.30)
o 2 2 o 3
que € a mesma energia BPS
¢3 +00 4
Bars = IW6(o)) - Wo(-0)| =|o- 5| =3, @31
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Nesse exemplo, fica clara a eficiéncia do método BPS, pois, além de nos retribuir equacdes
de primeira ordem, que s@o estados BPS com energia minima (em geral mais simples de resolver
que as de segunda ordem), ele também nos permite calcular a energia do sistema mesmo sem

conhecer as solugdes, usando apenas I (¢) e os minimos do potencial correspondente.

2.3 Solucao do Tipo Lump

Para exemplificar solu¢des do tipo lump, podemos considerar o potencial
1
V(9) =5(1-¢%)9" (2.32)

Esse € o conhecido “potencial ¢* invertido” e estd esbocado na figura 2.3. A partir da definicio

(2.16) podemos escrever W (¢) associado a esse potencial, que é

3
2

W() = —%(1 - ). (2.33)

V(9)

O~ TN,

=

Figura 2.3: Potencial ¢* invertido

Utilizando os mesmos procedimentos que na se¢do anterior, obtemos a equagio de

movimento referente a esse novo potencial, que € dada por
@ = ¢ —26°. (2.34)
Da mesma forma, podemos obter as equacdes de primeira ordem, que sao
¢ =1 — )2 (2.35)
A partir dai podemos encontrar as solugdes ndo-triviais desse sistema, que t€ém a forma
¢(x) = £sech(x), (2.36)
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#(x)

Figura 2.4: Solucao tipo lump (solugdo positiva - linha vermelha; solu¢do negativa - linha azul)

esbocadas na figura 2.4.

Como € possivel perceber através do esbogo da solugdo, as solucdes do tipo lump se
iniciam em algum valor do campo em x — —o0 , e suavemente crescem (decrescem) e decrescem
(crescem) até atingir o mesmo valor de campo em x — oo. Esse comportamento caracteriza
uma solucdo ndo-topoldgica e, de fato, a energia BPS (carga topoldgica) dessa configuracao €
nula, pois

+oo

Fops = [W(S(@)7% = |5(1 - sech(z)i| =0 2.37)

—0o0

Dai podemos ver que defeitos do tipo lump estdo relacionados com Orbitas que conectam
o mesmo ponto de minimo. Além disso, o fato de sua energia BPS ser zero é também um
indicativo de instabilidade dessas solucdes.

Como ja foi dito, o método BPS nao € eficiente no calculo da energia para potenciais que
ndo sdo positivo definidos, como € o caso desse (2.32). Por isso, para sabermos de fato a energia
dessa configuracdo € necessdrio integrar a densidade de energia, ou seja, utilizarmos (2.12), que
nos da

[ L el [T ) ) _2
E = / dx [— +-(1—9¢")¢ } = / dx sech(z)” tanh(z)” = -. (2.38)
oo 2 2 o 3

Na figura 2.5, temos esbogadas as densidades de energia das solucdes tipo kink e lump.

Podemos compara-las e notar que a energia do kink é concentrada em torno do seu centro,

enquanto que o mesmo nao ocorre para lumps.
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Figura 2.5: Densidades de energia (para kink - linha azul; para lump - linha vermelha)

2.4 Método da Deformacao

O método da deformacdo € um procedimento introduzido por Bazeia, Losano e Malbouis-
son (2002) [32] que permite a constru¢do de muitas outras novas teorias analiticas, com solucao
tipo defeito, a partir de uma teoria original bem conhecida. O método conecta dois modelos de
um campo através de uma funcdo f, chamada funcdo de deformacao.

Para mostrar como o método funciona, vamos considerar os modelos de um campo

descritos pelas densidades de lagrangiana

L= 20,600~ V(0) (239

1
Ly= 3 X0 x — U(x), (2.40)

ambas em (1, 1) dimensdes, sendo £ a densidade lagrangiana referente ao modelo ja conhecido
e L4 referente ao novo modelo, que sera gerado a partir da fungdo de deformacdo. Além disso,
V(¢) e U(x) sdo os respectivos potenciais dos modelos acima.

Associada a cada modelo temos uma equacdo de movimento, que para o caso estitico é
"=V, e X" =U,, (2.41)

respectivamente, onde U, € a derivada parcial de U com relagdo ao campo .
Podemos definir também cada potencial como fun¢do do respectivo superpotencial, ou
seja

V(p) = — e Uly) = —==. (2.42)
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Finalmente, cada modelo possui equacdes de primeira ordem associadas, dadas por
¢ =EWs(0) e UK)==Wy(x) (2.43)
Para que o método seja eficaz € necessdrio que haja uma fun¢do de deformacdo f, tal que

f=rx)=9¢ (2.44)

e admite uma inversa
x=r"0). (2.45)

Observe que ¢’ = fl—i. Entdo, utilizando (2.44), teremos que
¢ = fuX, (2.46)

com f, = %. Mas, dadas as equagdes (2.43), podemos escrever

i, = Welo = 1)

Assim, utilizando as relacdes para o potencial descritas em (2.42), temos finalmente uma relacao

: (2.47)

para U(x), na forma
Ulx) = V(e ;;f(x)))
X

que especifica a nova teoria, criada a partir da fun¢do deformadora, que tem como solucao

(2.48)

analitica
x(@) = fH(o(x)). (2.49)

Ou seja, tendo um modelo bem conhecido e uma fun¢ao deformadora, € possivel criar um
novo modelo, diferente do primeiro, que ja carrega consigo pelo menos uma solucao analitica
conhecida.

No capitulo 3, realizaremos uma aplicagcdo desse método, onde ficard mais claro como

ele funciona.

2.5 [Estabilidade Linear

Dada uma solug@o estdtica ¢ = ¢4(x), podemos investigar a sua estabilidade linear. Para

1$s0, vamos considerar o campo escalar

¢(I7t) - ¢s(x) + 77(%75)7 (2.50)
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em que 7)(z, t) € uma pequena perturbacao, ou flutuacdo, ao redor da solugdo estética ¢, ().
Escrevendo a equacdo de movimento da densidade de lagrangiana que descreve o campo

¢(z,t) obtemos

Po(x,t)  Po(a,t) N dV

— =0 2.51
ot? Ox? do y—p. ’ 2.51)
de forma que substituindo (2.50) em (2.51) chegamos a
dV
ii—¢,—n"+—-—  =0. (2.52)
d¢ ¢:¢s

E preciso ressaltar que estamos considerando perturbacdes muito pequenas, de forma que apenas

as contribui¢des lineares em 7 serdo relevantes. Sabendo isto, a equa¢do de movimento se torna

No entanto, conforme visto em (2.11), podemos reconhecer na expressao acima dois termos
correspondentes a uma equagdo de movimento para configuragdes estaticas, que, portanto, irdo a

zero. Assim, encontramos finalmente
77 — 77// + T]V¢S¢S = 0 (254)

Desse resultado, vemos que as caracteristicas da solu¢do 7 irdo depender da forma do potencial
e da solugdo estética ¢,. Para resolver essa equacdo de segunda ordem, podemos recorrer ao

método de separacdo de varidveis. Como a solugdo estética s6 depende de =, podemos considerar

n(x,t) = Z N () cos(wnt). (2.55)
n=0

Substituindo a equagdo (2.55) em (2.54), notamos que esta ultima pode ser reescrita como uma

equacao do tipo

Hnn () = win (), (2.56)
sendo H dado por
d2
= _@ + V¢S¢S. (257)
Além disso, podemos utilizar a defini¢do do potencial V' em termos do superpotencial
W2
V(gs) = =, (2.58)
para reescrever H como
d? 9
7‘[ = -+ W¢S¢S + W¢S W¢S¢S¢S. (259)

dz?
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Podemos ainda redefinir  em termos das quantidades a e a'

H = a'a, (2.60)
onde elas sdo dados por
d
=——+4+W, 2.61
a=——+ W (2.61)
al = a + W, (2.62)
- dﬂj ¢s¢s' *
Assim, reescrevemos (2.56) como
atan, = w’n,. (2.63)

Observe que essa € uma tipica equacdo de autovalores e que, para manter nossa suposicao
de perturbacdes pequenas, nao devemos admitir a existéncia de autovalores negativos. Caso
contrério, o cosseno em (2.55) portaria um argumento imaginario, implicando ndo mais em
solugdes estaveis.

Considerando a inexisténcia de autovalores negativos, podemos procurar por uma solugao
tipo modo-zero chamada 7. Para isso, vamos assumir que essa solucdo 7y(x) corresponde ao

estado em que wy = 0, assim

d
any = <—% + W¢S¢S) 1o =0, (2.64)
ou seja,
dno
— =W ) 2.65
I ¢ssTI0 (2.65)

Integrando a equagdo acima em ambos os lados obtemos finalmente
no(x) = Aet S aWosos (2.66)

sendo A uma constante de normalizagio.

Observe que W, pode ser reescrito na forma

d
Woo. = o [log(Ws, )], (2.67)

assim, substituindo a informacao acima em (2.66), obtemos
no(z) = AWy, (2.68)

A partir da andlise do modo-zero de oscilagdo, é possivel constatar que as solugdes
instaveis serdo aquelas em que o modo-zero (wy = 0) apresenta nd, cruza o zero em z = 0,
nao representando, de fato, um estado fundamental. Além disso, essas solucdes instdveis

correspondero a autovalores w? < 0.
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2.6 Teoria para Dois Campos Escalares Reais

Vamos agora generalizar o formalismo revisado anteriormente para modelos que en-
volvem dois campos. Para isso, tomemos dois campos escalares reais em (1, 1) dimensdes,
» = ¢(x,t) e x = x(z,t). Esses modelos podem ser descritos a partir da seguinte densidade de
lagrangiana

1 1
L= 5 PO ) + 5@»@‘% — V(g x), (2.69)

onde V (¢, x) é o potencial que especificard o modelo de dois campos a ser estudado.

As equacdes de movimento dessa configuracdo sao dadas por
d—¢" +Vy=0 e X—x"+V,=0, (2.70)
que no regime estatico, ¢ = ¢(z) e x = x(x), sdo
"=V, e X' =V, (2.71)

Por meio de uma transformada de Legendre podemos escrever a densidade de energia

relacionada, que para o caso estatico nos da

¢/2 /

portanto, podemos calcular a energia total, na forma

“+o0o +o0 ¢/2 /

Assim como aplicamos o método BPS para modelos de um campo, podemos fazé-lo para
o caso atual. Para isso, vamos definir

w2 w?
V(g x) = == 5 +7 (2.74)

sendo W = W (¢, x) o superpotencial. Dessa defini¢do podemos reescrever as equacdes de

movimento (2.71) como sendo
QZ5” = WyWsye + W, W, 4 e X” = WyWy + W, W,,. (2.75)

Além disso, (2.73) se torna

po [Ta L e WY (2.76)
_/ 2+2+2+2 '

—00
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e entdo podemos completar os quadrados do integrando, que nos d4

1 +oe / / / /
E= 5/ dx [(¢' F Ws)? + (X' F Wy)? £2¢0'Wy £ 2X'W,] . (2.77)

Observe que para obtermos a energia minima nao-trivial do sistema € necessario que

¢ =W, e X = £W,, (2.78)

que sdo agora nossas relacdes para as equagdes de primeira ordem. Com isso, podemos finalmente

escrever a energia BPS para modelos de dois campos escalares reais, que é dada por

+00 +oo
EBPS = :l:/ dl‘(¢/W¢ + X/Wx) = i/ d.l?cfi—W, (279)
ou seja,
Epps = [W(¢(00), x(00)) — W(¢(—00), x(—00))|. (2.80)

Desde que Wy, = W, 4, que € uma condigdo necessaria para que Wy € W, sejam bem
definidas, podemos verificar que as equagdes de primeira ordem (2.78) satisfazem as equagdes
de movimento (2.75).

Podemos ainda analisar os minimos globais do modelo através do estudo das equagdes de
primeira ordem. Isso se dd ao fazermos W, = 0 e W, = 0. O conjunto de minimos globais pode
ser caracterizado por v; = (¢, x;) comi = 1,2, ... . A partir disso, podemos definir um setor

topoldgico, que € caracterizado por cada par de minimo v; e v;. Esse setor € dito BPS quando a

energia B pg = |W; — W;|, com W; = W(¢;, x;), é ndo-nula. Caso contrério, esse setor ¢ dito
nao-BPS.
Da mesma forma que para modelos de um tinico campo, modelos de dois campos também

possuem associados a eles uma corrente topoldgica, que pode ser definida como
JH =€e"0,W (o, x), (2.81)

que também € uma quantidade conservada, a partir da qual podemos definir uma carga topoldgica
conservada, dada por

“+o00
Q= / dzJ’ = AW = Eppg. (2.82)

E interessante notar também que modelos de dois campos sdo, em geral, muito mais
dificeis de resolver que os de um. Isso se da porque as equagdes de primeira ordem sdo acopladas.
Considerando as equacdes (2.78), é possivel determinar a equacao da orbita, que relaciona os

campos ¢ e x, que € dada por
do _ Wy(6,%)

dX Wx(ﬁf% X) ’
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dai fica claro que sdo necessdrias técnicas especiais para desacoplar essas equacoes.

Sendo assim, encontramos que dois métodos sdo bastante utilizados na literatura e sio
eles: o método das Orbitas tentativas [37] e o método do fator integrante [38]. Mais a frente no
capitulo 3, trabalharemos com um modelo de dois campos e como podemos conferir em [11], o
método do fator integrante foi utilizado pelos autores a fim de encontrarem solugdes mais gerais

para o mesmo modelo que estudaremos.

2.7 Meétodo de Extensao

O procedimento, proposto por Bazeia, Losano e Santos (2013) [12], propicia a constru¢io
de modelos de dois campos a partir de modelos de um campo. Em linhas gerais, para efetivacao
do método, € necessario um dado modelo de um campo e uma fung@o deformadora. Esta fungao
gerard outro modelo de um campo, que € obtido do modelo inicial. Tendo os dois modelos de um
campo, eles sdo acoplados de uma forma ndo-trivial, gerando assim um modelo de dois campos
efetivos que ja carrega consigo algumas solucdes topoldgicas explicitas.

Para ponto de partida, vamos considerar um modelo inicial, bem conhecido, como
descrito por (2.39) e uma fun¢@o deformadora, tal como (2.44). A partir da acdo de f no modelo
inicial teremos um segundo modelo de um campo, dado por (2.40), de forma que cada modelo
possui suas respectivas equacgdes de primeira ordem, como dadas por (2.43). Apesar disso,

relembremos que, se

o' =fHx e Wy(o—=x) = AW(X), (2.84)

entdo podemos escrever

d'(x) _d¢ _ Ws(x)
X'(x)  dx  Wylx)

Como ¢€ possivel notar, a equacao acima tem uma estrutura semelhante a apresentada em

fr = (2.85)

(2.83), que € a equacio da 6rbita para um modelo de dois campos. Percebendo essa semelhanca,
encontramos também a inspiracdo dos autores de [12] para introduzir a ideia chave do método,

que depende do uso de uma funcido deformadora para reescrever a equacao acima como

do _ We(¢,x) 5 86
X~ Wy (2:80)

resultando finalmente em uma relagdo de 6rbita para o modelo de dois campos, que é a proposta

do método.
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O primeiro passo para efetivar a ideia é reconhecer que a equagdo de primeira ordem

¢ = Wy(¢) pode ser reescrita de trés formas equivalentes

¢ = Wy(9), (2.87a)
¢ = Wy(x), (2.87b)
€ ¢/ - W¢(¢7 X)a (2870)

onde, na segunda expressao, foi mudado ¢ — f(y) em todos os lugares e na terceira expressao
utilizamos ¢ — f(x) de forma parcial. No dltimo caso, esse procedimento deve ser feito de
uma forma particular tal que W, seja uma fung¢ao especifica dos dois campos, acoplando ambos.
Digamos que em W, (¢) contém o termo ¢°, entdo podemos escrever ¢° = ¢ x ¢* e entdo
efetuamos a mudanga ¢ x f?() ou f(x) x ¢?, levando a dois modelos distintos.

O mesmo pode ser feito para x’ = W, (), nos dando

X = Wy(x), (2.882)
X' =Wy(9), (2.88b)
e X' =Wy(ox) (2.88c)

O segundo passo € utilizar um mecanismo construido para controlar o método. Para isso,
os autores introduziram trés conjuntos de trés parametros reais, ay, as, as, by, by, bg € ¢y, ca, C3,

vinculados de forma tal que

ay + as + ag = 17 (289&)
by 4 by + by = 1, (2.89b)
e ¢ +cy+c3=0. (2.89¢)

Utilizando esses pardmetros, podemos efetuar as mudangas: Wy — a1 W, (x)+a2 Wy (o, x)+
asWy(p) e Wy — bW, (x) + boWy (0, x) + bsW,.(¢), de forma a escrevermos

do Wy _ aiWe(x) + aaWs (o, x) + asW(9) + c1g9(x) + c29(4, X) + c39(¢)

. (2,90
dX Wx b1Wx<X) + b2Wx(¢> X) + bSWX(¢) ( )

onde g(x) = g(¢, x) = g(¢) é, em principio, uma fungdo arbitraria construida utilizando os
mesmos procedimentos feitos para W, e W,. E importante ressaltar que o termo c19(x) +
c29(, X) + c39(¢) também poderia ter sido adicionado ao denominador, ao contrrio do que

fizemos em (2.90). Isso apenas mudaria o papel entre os dois campos ¢ € .
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A forma especifica de g pode ser obtida ao tirarmos proveito de uma condi¢do que o

superpotencial para um modelo de dois campos W (¢, y) obedece, que é
Wox = Wy (2.91)
Da expressao (2.90), vemos que

Wx — leX(X) + bQWX(¢, X) + b3WX<¢) (292)

Wy = arWy(x) + aaWy (o, x) + asWy () + c19(x) + c29(9, X) + c39(). (2.93)

Entdo utilizando as equagdes acima e impondo (2.91), temos finalmente o vinculo

baWio (0, X) + 03Wys(9) = ar Wiy (X) + a2Wy (0, X) + c1gx(X) + c29x (0, x),  (2.94)

que € usado para calcular a funcdo g. Feito isso, podemos finalmente determinar a formal final
de W (¢, x), que define um modelo de dois campos, e que, por construcdo, ja apresenta um par
de solugdes.

Como sera visto no préximo capitulo, faremos uso das técnicas e procedimentos aqui

citadas, de forma a solidificar todos os conceitos vistos.
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Capitulo 3

Twistons no Polietileno Cristalino e o

Meétodo de Extensao

Neste capitulo, apresentaremos uma nova maneira de descrever twistons topoldgicos no
polietileno cristalino. Iniciaremos abordando um modelo que vem sendo estudado ao longo
dos anos e tem apresentado bons resultados. No entanto, veremos que ainda ndo ha uma forma
explicita para um potencial que descreva bem a teoria € a0 mesmo tempo ndo apresente um
numero infinito de estados degenerados. Nesse sentido, nosso objetivo aqui serd construir
explicitamente, utilizando o método de extensao, um novo potencial que apresente 0 mesmo
conjunto de solu¢des analiticas ja encontradas, mas que nao tenha problemas com linhas de

minimos.

3.1 Resultados Anteriores

A existéncia de twistons em cristais de polietileno foi primeiramente postulada por
Mansfield e Boyd (1978) [6], como sendo tor¢des suaves de 180°. Essas tor¢des se prolongam
em varios grupos de CH, no plano ortogonal a dire¢do da cadeia, causando também uma
contracdo do comprimento da unidade de CHs. Essa configuracdo pode ser ilustrada na figura
3.1.

A fim de descrever o sistema em questdo, vamos admitir que estamos lidando com um

grupo molecular rigido, que pode ser descrito utilizando coordenadas cilindricas. De forma que
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Figura 3.1: Ilustragdo dos movimentos torcional e longitudinal ao longo de uma cadeia de CHas.

Figura adaptada da referéncia [6].

a energia cinética da cadeia € tal que
T = —1 mra E (;52 + —52 )’(2 3.1
2 0 - n T% n| > .

onde m é a massa associada ao grupo molecular C'Hs, r € a posicdo de equilibrio da coordenada
radial, s € a distancia longitudinal entre os grupos moleculares adjacentes, conforme descrito
em [9, 10, 11]. Além disso temos que ¢,, € x,, correspondem aos graus de liberdade torcional
e longitudinal, respectivamente. Nessa abordagem, estamos desprezando o grau de liberdade
radial, que é uma boa aproximacgao para descrever twistons no polietileno cristalino [9].

Sendo assim, a lagrangiana para a cadeia pode ser escrita como

L=T- Uintra(d)n» Xn) - Uinter(Qbm Xn)7 (32)

sendo Ujptrq € Uinter 08 potenciais que descrevem as interagdes intramoleculares e intermolecu-

lares, respectivamente.

O potencial intramolecular pode ser descrito por

1 1
Uintra = 5 Z ki(fni1 — dn)* + 3 Z ki(Xnt1 — Xn)%, (3.3)

em que k; e k; sdo constantes tipo mola relacionadas com os graus de liberdade torcional e

longitudinal, respectivamente.
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Desde que as coordenadas estejam variando lentamente, podemos tomar o limite continuo.

Nesse limite, podemos escrever

> = / %‘r; bn — (2, 1); Pna1 = Oz +5,1) = d(z,1) + s¢' (3.4)

Xn = X(2,1); Xnt1 = X(x 4+ 5,1) = x(x,t) + sx'. (3.5)

Dessa forma, temos que a densidade de lagrangiana é dada por

X - —k’ZSX Uinter(¢7 X) (36)

Aqui as coordenadas ¢, e x,, se comportam como campos reais ¢(x,t) e x(z,t). Esse modelo
geral carrega um potencial que € usado para especificar o modelo particular de interesse. Observe
que hd uma semelhanca direta entre a equacdo acima com a densidade de lagrangiana relativistica

para dois campos escalares interagindo

1 1
L= 50,00"0 + 50,x0"x — V(o, x)- (3.7)

E importante lembrar que estamos considerando o sistema de unidades naturais, onde ¢ = 1, e a
métrica de Minkowski com a assinatura diag(+, —).

Nessa perspectiva, em [9, 10] os autores abordaram a dinamica dos twistons através de
um modelo de dois campos escalares reais, considerando campos estéticos. Sendo assim, a partir

do superpotencial dado por
Lyofl o 2 L5 2
W(d,x) = 5Ad" ( 50" — 7" | + S X", (3.8)
2 2 2
podemos escrever o potencial que descreve as interacoes intermoleculares [9] que €
1 1
V(9 X) = 5A8(6° = %) + uon)” + 5 (1d™x)”. (3.9)

Sua forma pode ser vista na figura 3.2. Observe que ha uma linha de zeros para ¢ = 0 e também
outros dois vdcuos, que ocorrem quando ¢ = 7 e x = 0. Veja que a linha de zeros apresenta
energia degenerada para qualquer valor de Y, isso significa que a mesma energia utilizada para
fazer um deslocamento unitério (da ordem da distancia entre os grupos moleculares adjacentes) é
também a energia necessdria para realizar deslocamentos maiores que o comprimento da cadeia,
por exemplo, podendo assim romper a sua estrutura.

Utilizando (2.78) encontramos também que as equacdes de primeira ordem sdo dadas por

¢ = Ap* — TN + X e X = px¢’, (3.10)
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Figura 3.2: Potencial V para A = 1.1e u = 1.

aqui o’ representa a derivada parcial com rela¢do a coordenada z. Além disso, podemos obter

¢_7T\/% (1 — tanh (72px)) e X_M/% - 1\/% (tanh (72px) +1),  (3.11)

twistons analiticos, solugdes das respectivas equacgdes de primeira ordem. Uma vez que ¢ é o

campo responsdvel pelo movimento torcional, vemos que sua solu¢do possui amplitude 7, que é
o angulo que a cadeia gira para formar o twiston. J4 o campo Y, responsavel pelo movimento
longitudinal, tem sua amplitude dada por 7[(\/p) — 1]2. Além disso, as solugdes sdo validas
apenas se A/ > 1.

Sendo o superpotencial W conhecido, a partir dele podemos calcular a energia total

usando o método BPS, conforme visto em (2.80), assim

1
Egpg = ZM4' (3.12)

Para quantificar o valor acima, os autores em [10] utilizaram que |\|7? = 7.30 kcal/mol. Essa
quantidade foi baseada em dados experimentais para a contribui¢cdo de energia da regido de
twistons localizados [6]. Utilizando esse dado, obtemos £/ = 17.99 kcal/mol como sendo a
energia para os twistons topologicos. Além disso, esse € um resultado que estd de acordo com o
obtido utilizando outros métodos para descrever twistons, veja [6, 7, 39].

Mais recentemente esse mesmo modelo foi revisitado por Dutra, Santos e Winter (2010)
[11] apresentando um grupo de solu¢des bem mais geral que o mostrado em [9, 10]. Além
disso, os autores apontaram que o potencial proposto por Bazeia e colaboradores (1990; 2000)
possuia uma degenerescéncia infinita, ou seja, infinitas configuracdes de campo que apresentam
a mesma energia, conforme pode ser visto na figura 3.2. Sendo assim, os autores realizaram
uma perturbagdo no potencial e conseguiram eliminar o efeito citado. No entanto, os resultados

obtidos utilizando essa abordagem foram numéricos.

26



Visto que o resultado encontrado em [11] resolve o problema, mas ndo apresenta uma
forma explicita para o potencial, nosso objetivo serd construir explicitamente um novo modelo de
dois campos acoplados, que abranja as solugdes previamente encontradas e isso é 0 que veremos

na secdo a seguir.

3.2 Novos Modelos para Twistons

Os resultados que apresentaremos a seguir podem ser vistos também em [40], onde
reunimos essas discussdes em um trabalho que ja se encontra em submissao.

A fim de construir novos modelos de dois campos, vamos fazer uso do método apresentado
na secao 2.7 do capitulo anterior. Para isso, precisamos de um modelo de um campo e uma
fun¢do deformadora.

Consideremos entdo o modelo de um campo (¢) cuja equacdo de primeira ordem é dada

por
¢ =Wy = pe(¢” — ), (3.13)
e tem como solugao analitica
1
o(r) = 7T\/§(1 — tanh(72ux)). (3.14)
Além disso, vamos considerar também a seguinte funcdo de deformacdo
y2
fx)=¢=|m—-= com inversa o) = x =y/72 — ¢2, (3.15)
g
sendo

7:,/3—1. (3.16)
W

E 1til lembrar que, como visto na se¢do 2.4, onde abordamos o método da deformacgao,
uma vez que temos um modelo bem conhecido e uma func¢io de deformagdo, podemos gerar um

novo modelo. Assim utilizando a equacao (2.47) chegamos em

XQ

X/:WX:/’LX (7.‘-2_?) y (3.17)

que € a equagdo de primeira ordem para o novo modelo de um campo Y.
Além disso, uma vez que conhecemos a solug@o ¢(x) (3.14) e a fungdo de deformacio

(3.15), podemos encontrar a solugdo para o campo x diretamente de (3.17), ou seja,

x(x) = W”Y\/%(l + tanh(m2ux)). (3.18)
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Agora que temos os dois modelos de um campo e a funcdo de deformacao, vamos
finalmente aplicar o método de extensao, conforme a prescricao abordada na secio 2.7. Primeiro

vamos escrever as respectivas equacdes de primeira ordem na forma

Wy(9) = po(¢® — m2), (3.192)
2 2
Wo(x) = Fy /7 = % (%) , (3.19b)
Wy(¢, x) = Ap(¢* — ) + pux’o (3.19¢)
c
X2
Wy(x) = px < 2 — ?) : (3.20a)
Wy (¢) = £pg*yy/m2 — ¢2, (3.20b)
W0, x) = pxe”. (3.20c)

Como ndo queremos que o potencial a ser construido contenha raizes, vamos eliminar os
termos que as possuam. Isso equivale a considerar a; = b3 = 0 na equagdo (2.89). Além disso,

vamos escolher ¢; = 0, assim conseguiremos determinar a funcdo g. Desse modo obtemos os

vinculos
as =1—as (3.21a)
by =1—10 (3.21b)
Cy = —Cs. (3.21¢)

Usando a propriedade W, = W, 4, conforme exposto na equacdo (2.94), obtemos

Cagx (@, X) = 2u(ba — az)x¢ (3.22)

e podemos, por integraco direta, determinar g(¢, x), que tem a forma

29(¢, ) = by — a2)x*o. (3.23)

Utilizando a deformacdo (3.15) e substituindo-a na equacao acima, podemos finalmente

determinar g(¢), que é dada por

029(9) = py* (b — az)(x* — ¢%)¢. (3.24)

Substituindo as equagdes acima em (2.93) e (2.92) e utilizando as equagdes de vinculo

(3.21), obtemos que
Wy =¢ = (bs7" + ) (6° = 7°) ¢ + bapux* (3.25)
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2

Wy =x"= (1 —ba)ux (WZ - %) + bopix ¢’ (3.26)
Finalmente, fazendo integracdes diretas das equagdes acima com respeito a ¢ e X,

respectivamente, obtemos o superpotencial efetivo para o novo modelo de dois campos

¢2
?_

2

W(o,x) = %(1 — ba)p (79 - ;7) X - %(W + 1) e’ (

1
7T2> + §b2,ux2¢2. (3.27)
Utilizando (2.74), podemos finalmente escrever o potencial a partir das equagdes de

primeira ordem. Assim

MQ ,u2 X2 2
Vg, x) = 5 ¢°[(02y* + 1) (¢* = 7°) & + bax’]* + b [(1 — bo)x (WQ — ?) + bzx¢2]

2
(3.28)
€ o novo potencial encontrado, cujas suas equacdes de movimento sao satisfeitas por (3.14) e
(3.18).
A fim de encontrarmos modelos consistentes com o movimento longitudinal da cadeia
vamos analisar qual a relacdo entre ;e A\. De (3.18) vemos que a amplitude do movimento

longitudinal é dada por

T A 1. (3.29)
I

No entanto, na cadeia de polietileno, temos que ajustar a amplitude da solu¢do (3.18) a unidade
para tornd-la compativel com o fato de que, quando a cadeia gira em 180° e se volta para
seu registro cristalino, 0 movimento longitudinal desloca em uma distancia s [9]. Assim,

normalizando Y, = =£1, encontramos que

w2 1
= ou = —.
1+ 72 i T

“ (3.30)

Assim, escolhendo A = 7.30/7? encontramos que p ~ 0.67, produzindo uma familia de
potenciais fisicos que podem descrever o comportamento dos fwistons naturalmente.

Na figura 3.3, podemos ver o comportamento do potencial (3.28) para o caso em que
b, = 0, observe que o potencial gerado para esse valor especifico de by possui 9 vacuos dos quais
4 sdo conectados por Orbitas analiticas. A linha sélida vermelha consiste nas solucdes (3.14) e
(3.18), enquanto a linha vermelha pontilhada representa o conjunto de solugdes negativas, dado

por

o(x) = —71'\/%(1 — tanh(m2pux)) e x(x) = —71"7\/%(1 + tanh(—2ux)). (3.31)

Devido a simetria do potencial, a 6rbita acima também satisfaz suas equacdes de movimento.
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Figura 3.3: Esquerda: potencial V para A = 7.30/72, u = 0.67 e by = 0. Direita: contorno de

V', onde a curva sélida e a pontilhada representam as 6rbitas analiticas que conectam os campos

pex.

Figura 3.4: Esquerda: potencial V para A = 7.30/72, u = 0.67 e by = 2. Direita: contorno de

V', onde a curva sélida e a pontilhada representam as Orbitas analiticas que conectam os campos

pex.

Na figura 3.4, temos o grafico do potencial considerando b, = 2. Observe que ao
mudarmos o valor desse pardmetro gera-se um novo potencial com um novo conjunto de vicuos,
nesse caso 5 vacuos. Além disso, observamos também que 4 deles sdo conectados pelas Orbitas
(3.14) - (3.18) e (3.31).

E interessante notar que ao tomarmos o caso by = 1 recuperamos o potencial proposto
por Bazeia e colaboradores em [9] e [10], também expressado na equacao (3.9).

Utilizando a equacao (2.80), podemos calcular a energia BPS do modelo, obtendo assim
Ay
EBPS = Z’/T = 1799, (332)
que € a mesma energia encontrada em [9] e [10] e consequentemente estd de acordo com os
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resultados previamente encontrados a partir da utilizacdo de outros métodos.

Finalmente, vemos que da utilizagdo do método de extensdo foi possivel construir
novas familias de potenciais fisicos que descrevem o comportamento dos twistons, tendo como
bonus solucgdes analiticas ja conhecidas. Além disso, conseguimos produzir potenciais que nao

apresentam degenerescéncia infinita.
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Capitulo 4

Teoria para Configuracoes Planares de Um

Campo e Skyrmions

Neste capitulo, apresentaremos a teoria que descreve campos escalares reais em (2, 1)
dimensdes. Aqui vamos considerar sistemas com simetria radial, discorrendo sobre os principais
aspectos de modelos de um campo, tais como: equacdes de movimento, solugdes, energia,
método BPS e andlise de estabilidade. Além disso, iremos aplicar os conhecimentos citados no

estudo de defeitos chamados skyrmions, numa perspectiva como a presente em [21, 28, 29].

4.1 Argumento de Derrick e Dimensoes Espaciais Maiores
que 1

Se levarmos em conta o argumento de Derrick, abordado com detalhes em [3], veremos
que modelos de um campo escalar real nao suportam defeitos topolégicos (com solucdes nao
triviais, independentes do tempo e de energia finita) a menos que estejamos trabalhando em (1, 1)
dimensdes. Apesar disso, hd maneiras de contornar o teorema, como pode ser visto em [41].
Nessa referéncia, os autores abordam o modelo de baby-skyrme que se dd pela adi¢do de termos
a densidade lagrangiana do modelo o nao-linear (veja [42]) e com isso conseguem descrever
fendmenos em (2, 1) dimensdes.

Outra forma de contornar o teorema pode ser encontrada em [33], onde Bazeia e colabo-
radores (1995) assumem uma forma especifica para o potencial, que consiste na dependéncia
explicita da distancia, e isso € o que discorreremos abaixo.

Para descreverem modelos em (D, 1) dimensdes, os autores [33] consideraram a seguinte
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densidade de lagrangiana

1
L= 50,00"¢ — U(z?; ¢) (4.1)
onde ¢ é o campo escalar real, 2* = x,2* e o potencial U € descrito por
9 1
Ua*;:¢) = — P(0)- 4.2)
A métrica aqui usada é (+, —, ..., —), com x, = (zg, Z1, ..., xp), r = (22 + 22 + ... + 232,

P(¢) é um polindmio que ndo contém termos com derivada em ¢ e N é um pardmetro a ser
determinado.

A equagdo de movimento pode ser escrita como

1 0P

8,0 ¢ + g~ 0. 4.3)

Vamos considerar que solugdes do tipo ¢ = ¢(r), com r € [0,00), resolvem a equacdo
de movimento. Podemos também escrever a energia total, que em D dimensodes, utilizando

coordenadas hiper-esféricas, pode ser escrita como

EP = QD/ P drp = QD/ rP=tdr B(V(Jﬁ)z + TLNP(@ ) 4.4)
0 0

sendo D a dimensio espacial e {1 o fator angular, que depende da respectiva dimensao. Observe

que a energia total pode ser dividida em um termo gradiente EgD e um potencial E}? , ou seja
EP = EP+ ED, (4.5)
com
EP—ap [ P ar [L(vey EP—ap [ #Plar | Lp 4.6
g—DOT T§(¢) € p—DOT TT—N(¢)~(-)

Agora entdo vamos realizar o procedimento de Derrick, que consiste em reescalonar
o campo, através de um relagdo ¢(r) — ¢*(r) = ¢(\r) e apbs isso satisfazer condi¢des de

minimizacao da energia. Entdo aplicando a mudanga em (4.4) obtemos

EP = QP / T L (ve) + —2pg) 4.7
g T | = .
A o AP |2 rNA-N ’
ou seja,
EY = NPEP + \WPED. (4.8)
Derivando em relagdo a A\, obtemos
By _ = (2-D)EP+(N-D)EP =0 (4.9)
d\ r=1 g o '
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Efetuando a segunda derivada com respeito a A\, temos que

d*EP
dN2 a=1

>0 = (2-D)(1—-D)EP+(N—D)(N—-D-1)E} >0. (4.10)

Essa condi¢do de que a derivada segunda da energia deve ser positiva é usada para garantir
configuracdes de campo estaveis.

Observe que as condi¢des citadas impdem restricdes em N e D. Considerando D =1
e N = 0 temos o caso Eg1 = E;, em que a energia é compartilhada igualmente entre ambas as
partes. Este € um caso padrao, que compreende modelos tais como os apresentados no capitulo
2, de fato nesse caso especial sO existem solucdes estdveis para D = 1 (veja em [3], se¢do 1.3).

No entanto, agora que foi proposto um potencial cuja forma € peculiar (4.2), podemos
obter muitos outros casos que suportam solucdes tipo defeito. A partir das equagdes (4.9) e
(4.10), vemos na tabela 4.1 como serdo as restricdes para /N e D e quais suas implicacdes na

relacdo entre as partes da energia.

N | Dimensdo D | Relagdo entre £ ¢ EJ

[\]

2 Nenhuma relacao

N=2(D—1) >3 EP = EP

Tabela 4.1: Restricdes para N e D

Com isso, para o caso particular em que estamos interessados, que € o estudo de potenciais
em duas dimensdes espaciais (D = 2), obtemos que N = 2 e esse € o resultado que ser4 utilizado

nas proximas secoes.

4.2 Generalidades

Tendo em vista os argumentos supracitados podemos reescrever as equagdes, conside-
rando D = 2, para que possamos apresentar efetivamente uma teoria que descreva modelos de
um campo escalar em (2, 1) dimensdes espaco-temporais.

Os modelos de um campo para configuragdes planares podem ser descritos pela seguinte

densidade de lagrangiana, vide (4.1)

£=%¢2—%V¢-V¢—U<¢>, (4.11)
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onde V é o gradiente no plano (r, #), uma vez que trabalharemos com coordenadas cilindricas, e
U =U(r; ¢) tem a forma

U(r6) = 5 P(6). “.12)

Observe que a defini¢do acima vem de (4.2), ja considerando N = 2. Vamos entdo considerar

uma configuragdo radial e independente do tempo, ¢ = ¢(r). A sua equagdo de movimento é

1d [ do 1 dP(9)
——— | r— ———=0 4.13
rdr (Tdr)+r2 do ’ +13)
obtida utilizando a equagdo de Euler-Lagrange. Note que é uma equacio do tipo VZ¢ = g—g e

portanto tivemos o cuidado de escrever o laplaciano em coordenadas cilindricas

Podemos ainda, de (4.4) calcular a energia dessa configuragdo. Assim

2w 00
E:/ d@/ rdrp(r), (4.14)
0 0

sendo a integral em df o fator angular correspondente e p = —L a densidade de energia. Dai

oo [e's) 2
E = 27T/0 rdrp(r) = 27r/0 rdr [% (%) + T%P(qb)] (4.15)

¢ a energia total para o sistema apresentado.

entao

4.2.1 Método BPS

Assim como para os casos unidimensionais apresentados anteriormente, modelos com
configuracdes planares também podem admitir solu¢des BPS. Para encontré-las, escolhemos

uma fungdo suave do campo W = W (¢), que estd relacionada com o potencial U na forma

P(¢) = —-, (4.16)

_ow
=

Definida a equagdo acima, podemos reescrever a energia, completando os quadrados,

com W,

como prescreve o método BPS [30, 31]. Assim

1 o0
E = —27r/ rdr
2 Jo

dp 1. \?* 2do

Do resultado acima podemos ver que a equagdo que minimiza a energia de forma nao-
trivial é

9 _ L, (4.18)



que sdo as equacoes de primeira ordem do sistema. Além disso, nao € dificil mostrar que as
solucdes dessas equagdes também satisfazem a equacao de movimento (4.13). Esse mesmo
resultado pode ser encontrado em [33], onde € generalizado para DD dimensdes espaciais.

Considerando a minimizacdo, a energia, chamada BPS, é dada por

< d
EBPS = 27T/ dT—¢W¢, (419)
0 dr
que finalmente pode ser escrita como
Epps = 2n[W (p(r — o0)) — W(o(r = 0))] = 27|AW|. (4.20)

Lembremos que o W € o mesmo superpotencial sobre o qual falamos anteriormente, que tem

relacdo com a teoria supersimétrica [34].

4.2.2 Estabilidade Linear

Anteriormente, investigamos a estabilidade linear de solu¢des unidimensionais. Aqui
veremos que o mesmo pode ser feito para o caso de configuragdes planares. Assim sendo,
poderemos inferir se as solucdes estaticas apresentadas sdo estdveis sob flutuagcdes radiais.

Vamos considerar entdo, uma solugdo do tipo
S(r,1) = ds(r) + Y mi(r) cos(wit), 4.21)
k

conforme feito em [33], onde ¢, € a solugdo estdtica conhecida e o segundo termo 7(r,t) é
uma pequena flutuacdo em torno da soluc@o. Substituindo a expressdo acima na equacao de
movimento (4.13) encontramos que
L _doe  JOP e (4.22)
r dr drr — r2de? ,_,.
Observe que assim como feito para configuragdes unidimensionais, estamos considerando
apenas as contribui¢des lineares em 7(r). Além disso, a equag¢@o acima toma essa forma pois

reconhecemos termos que configuram uma equacao de movimento para solugdes estdticas, que

portanto vai a zero. Assim, podemos reescrever a equagao acima como

1 d°P
(—V2 t e, ) Mi(r) = wine(r). (4.23)

Note que considerando soluc¢des do tipo BPS, utilizando o proposto em (4.16), podemos

recscrever a expressﬁo acima como
Hnr(r) = wine(r), (4.24)
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sendo H = SiSi, dado por
1 d d
== |-r—FW — F Wy | - 4.25
H r2< " T ¢>¢>> (Tdrqc ¢¢) (4.25)
Como ja foi dito, a estabilidade das nossas solu¢des depende da inexisténcia de autovalores
negativos. Por isso vamos considerar que o estado mais baixo é o modo zero, que ocorre quando

wo = 0. Considerando isso, obtemos

dno(r)
dr

Hno(r) =0 = r = EWyeno(r), (4.26)

ou seja, temos uma equagao diferencial de primeira ordem que pode ser resolvida separando as

varidveis e integrando em ambos os lados, resultando finalmente em
no(r) = A/ driWoo (4.27)

sendo A uma constante de normaliza¢do que pode ser obtida fazendo f rdrngno = 1. Finalmente
podemos escrever

no(r) = AWy, (4.28)

que satisfaz a equacao de autovalores para wy = 0.

Estabilidade Linear a partir do Comportamento da Energia Total

Conforme pode ser visto em [21, 28, 29, 36] uma maneira alternativa de analisar a
estabilidade das solugdes € observando o comportamento da energia total. Para isso, vamos

considerar uma solucao do tipo
o(r) = ¢s(r) + en(r), (4.29)

sendo ¢4(r) a solugdo estética conhecida, e uma constante real de valor muito pequeno e 7(r) a

flutuacdo em torno da solugdo estdtica, que obedece a seguinte condi¢do de contorno
n(0) = n(oco) = 0. (4.30)

Como pode ser visto em [42], a condi¢ao acima é dada a fim de garantir que ¢(r) serd bem
comportada nos extremos.

Vamos entdo relembrar, que para configuracdes estdticas planares, a energia total € escrita

o0 1 /dp\?> 1
E:27r/0 rdrlg(ﬁ) +t3 (¢)
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de forma que substituindo (4.29) na energia total, temos

> 1 d¢s 2 1 d77 2 9 d¢s dn 1
be=2 a3 s\ —+ 5P L @3
€ 7T/0 rr[2<dr> +2(dr>e+€drdr+7“2 (¢s + €n) (4.32)
Observe que P(¢s + €n) pode ser expandido em torno de ¢ = ¢, na forma
L € d"P(¢p)
P9 =20 " 4.33
(¢ + 677) nzg ! d¢” ¢:¢S77 ( )

ou seja, abrindo a expansao até segunda ordem temos que

P(¢) e d*P(9)
de ¢:¢sn+ 2 de* 4y,

Substituindo a expansio na equacao (4.32), podemos agrupar os termos de mesma ordem em e,

P(s+ en) = P(6)ps, + " 7+ O). (4.34)

de forma que teremos uma equagdo do tipo
E.=Ey+€eE, +Ey + ..., (4.35)

sendo £, comn = 1,2, 3, ... a contribuicdo para a energia até a ordem n em e. Verificamos

entdo que F, tem a mesma forma de (4.31) com ¢ = ¢4 e F; e E, sdo iguais a

oe do dn 1dP }
E, =27 rdr | — — 4+ —=— (4.36)
! /0 [dr mgndr 12 d
© 2
> dn 1 d*P
E :ﬂ/ rdr <—) +—-—= 20, 4.37)
S A [ dr) " 2dgr, )"

respectivamente. Mas, uma vez que podemos reescrever o primeiro termo de ££; como

dop  dn do do 426
=l g2 e (sl
" p=¢, dr Var d=s dr ¢=¢, T b=0s

n) ndr, (4.38)

notamos a existéncia um termo de superficie que, tendo em vista as condi¢des de contorno

consideradas, vai a zero quando integrado. Substituindo os demais termos em £, obtemos

o0 1dé 26 1 dP
B =2 dr |--=2 27 = . 43
' 7T/o " { rdre=g, dr?g—¢, T do 45—, K (339

Observe que o integrando é composto pela mesma expressao (4.13), que € igual a zero, portanto
E; =0. (4.40)
Note também que, usando (4.13), E5 pode ser reescrito na forma
>0 1dP1 \? < (1dP 1
B, — d r_ - - dl =——n? 4.41
o [T (=) o [a(GGar) e
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sendo’:d%e
© /1dP 1 o0 1 &P 1dPn\> _1dP1
d{==—=n*) = dr | ——n*— [ =—= 2—— —n'|. @442
/ <rd¢¢'") [ |z (r?dw')*r?dw"”] 442

No entanto, observamos que a integral acima é um termo de superficie e, dadas as condicdes de

contorno (4.30), vai a zero. Portanto

e 1dP1 \?
Egzﬂ/o rdr( /_E%E”) . (4.43)
A condi¢do de minimo para a energia acima, £y = 0, é dada quando
1dP 1
= =—— 4.44
n TZ d¢ ¢/17’ ( )
assim, resolvendo essa equacgdo diferencial para 7, obtemos que
n(r) = Ael "7 (4.45)

com A sendo uma constante de normalizag¢ao. Dessa forma, encontramos o campo perturbativo
P

da solugdo ¢(r), sendo ele o modo-zero 7y(r). Observe que, de fato, ao reescrevermos @ =
ir%Wd,d,, temos a mesma solucdo obtida em (4.27).

Como pode ser visto em [36, 42, 43, 44], a condi¢ao E> = 0 representa a invariancia
translacional do sistema. Veja que se ¢(r) é uma solugio da equagdo de movimento (4.13), entdo
é(r + r9) também serd. Expandindo o termo ¢(r + o) = ¢(r) + ro¢’ e comparando com (4.29),
vemos que ¢’ é uma pequena flutuagéo.

Uma vez que o campo perturbativo foi encontrado, devemos averiguar qual serd o primeiro
termo de contribui¢io para energia diferente de zero. E claro que os termos podem variar, a
depender do potencial utilizado. Além disso, sabemos que as integrais calculadas podem resultar
em valores positivos, negativos ou nulos. O primeiro caso nos diz que a solugdo & estavel sob
pequenas flutuagdes. O segundo caso, traz a informacao de que a solugao € instavel. J4 o caso

nulo ndo traz informacao alguma, sendo necessario o cdlculo do préximo termo da expansdo. A

verificacdo da estabilidade de solucdes serd feita na se¢do 4.4 para alguns potenciais.

4.3 Skyrmions Magnéticos em (2, 1) Dimensées

Nesta secdo, descreveremos excitagdes topoldgicas em sistemas magnéticos considerando

um unico campo escalar real, conforme proposto em [21, 28].
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Os autores consideraram, assim como na maneira usual, um sistema magnético sobre o
qual supde-se que a magnetizacdo é homogénea ao longo da direcdo 2 e tem mddulo constante,

de foma que o vetor magnetiza¢do normalizado € escrito como
M = M3 + Mo + M;2, (4.46)

com a restri¢ao

M (2, y) + M3 (z,y) + Mj(z,y) = 1, (4.47)

reduzindo o problema para dois graus de liberdade. Nesse caso, o vetor de magnetiza¢ao sé
depende de coordenadas planares, ou seja, M =M (z,y).

O problema pode ainda ser reduzido para um grau de liberdade se supormos que a
magnetizagdo M (dada em coordenas cilindricas) € ortogonal a dire¢do radial 7, ou seja M7 =0,
Dessa forma, o modelo agora apresenta um perfil helicoidal (tipo parede de Bloch), em que
M é sempre perpendicular a coordenada r. O perfil helicoidal investigado nas referéncias
citadas, cujos modelos veremos abaixo, foi inspirado em [45]. Esse tipo de estrutura aparece,
por exemplo, em metais como MnSi [46, 47].

Em coordenadas cilindricas, o vetor magnetizacdo pode ser escrito como
M = My(r,0)% + M,(r, )0, (4.48)

obedecendo a

M (r,0) + My (r,0) = 1. (4.49)

A fim de modelar a situagc@o acima, vamos utilizar a magnetizacao, conforme descrita em
[21], que é

~

M = sen®©(r)2 + cos O(r)6), (4.50)

onde ©(r) é dado por
6(r) = 56(r) +4. 4.51)

sendo ¢ o campo escalar, que pode variar no plano (7, §) e J é uma constante de fase, que pode
ser usada para controlar o valor da magnetizacao assintoticamente ou no centro da estrutura
magnética [29]. Observe que o campo escalar real ¢ ¢ uma quantidade adimensional e pode ser
estudado utilizando a teoria para sistemas planares apresentada na se¢io anterior.

Se tratando de configuragdes do tipo skyrmion, ¢ comum introduzir a quantidade topol6-

gica conservada, também chamada nimero de skyrmion. Essa quantidade conservada é derivada
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de um vetor densidade de corrente topoldgica que pode ser escrito como [48]
— ]_ — — —
Ja == S—GQBWEWMG@BM;,@MC, (452)
m

sendo € o tensor de Levi-Civita. Além disso, os indices gregos variam como «, 5,7 = 0, 1, 2,
sendo as componentes do espaco-tempo, e os indices latinos variam na forma a,b,c = 1,2, 3,
representando as componentes cartesianas do vetor de magnetizacao.
Assim, a carga conservada € definida pela integral da componente 0 da corrente topoldgica,
ou seja
Q= % / dPxM - 0;M x 8;Me", (4.53)
sendo 7, j = 1,2, 9; a derivada com relacdo a 2* e sendo €/ um tensor completamente antissimé-

trico, de forma que €'? = —¢2! = 1[2], [21]. Assim

L[ (@_M ) @_M> dady. s
T dy

Observe que a equacdo acima, ao usarmos dzdy = rdrdf, pode ser reescrita na forma
Q= / ) drq, (4.55)
0
sendo ¢ a densidade de nimero de skyrmion [28, 49], escrita como
= gzﬁ . 9,M x 9,M. (4.56)

Podemos ainda efetuar uma mudanca de coordenadas de (z,y) para (r,0) e utilizar (4.50) e

(4.51), para escrevermos

alr) = -5 cos@<r)dfl§f).

Assim, integrando a densidade de carga ¢, chegamos finalmente a uma expressao para o nimero

(4.57)

de skyrmion, que é

Q= %SGH@(O) — %sen@(oo). (4.58)

Dessa forma, vemos que o perfil topoldgico da solucdo ©(r) é relacionado com o seu valor na
origem e o comportamento assintdtico para valores grandes de r.

Ainda sobre o nimero de skyrmion, os modelos que vamos estudar se referem a estruturas
topolégicas em que () = =+1, chamadas skyrmion e anti-skyrmion e () = +1/2, chamadas
half-skyrmion ou vértice. Conforme pode ser visto em [50] embora a carga topoldgica para
skyrmions e vortices seja diferente, suas dinamicas sao qualitativamente similares e podem ser

descritas usando o mesmo formalismo e por isso podemos tratd-los em pé de igualdade.
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Uma vez que estamos trabalhando com quantidades adimensionais, € necessdrio que se
introduza um quantidade para medir distancia. Como veremos na préxima sec¢do, os modelos
apresentados suportam configuracdes radiais estaveis com energia localizada ao redor de uma
dada posicdo r. Além disso, a energia dependerd de um parametro s (que serd introduzido na
especificacdo dos modelos). Como serd estudado na préxima secdo, vamos verificar que a regiao
de transi¢cdo da estrutura topoldgica sofrerd variacdo conforme variamos o parametro s.

Dessa forma, iremos associar s ao tamanho caracteristico da estrutura investigada [21].
Para isso, vamos chamar 7 como sendo o raio médio de matéria da configuracdo do campo, que é
definido como a distancia radial r ponderada pela densidade de energia do campo escalar estatico

usado para descrever a configuracdo de skyrmion, ou seja,

0o 2
r o plordr (4.59)

fooo p(r)rdr

¢ o raio médio de matéria.

4.4 Exemplos

Nesta se¢do vamos explorar dois dos modelos propostos nas referéncias [21, 28]. Mais
especificamente, vamos investigar os potenciais ¢* e ¢° e veremos quais resultados foram obtidos

considerando a abordagem apresentada na sec¢do anterior.

4.4.1 Potencial ¢* - Modelo com Carga () = +1

Aqui vamos utilizar o ja conhecido potencial ¢*, reescrito como proposto em [21], que é

dado por

1 1

P(¢) = 5(1——3)2(1 — ¢%), (4.60)

em que s é um pardmetro adimensional e s € [0,1). Via (4.13), considerando configuragdes

estdticas, podemos escrever a equagdo de movimento para o modelo, que é

29 dp 20(1—¢7)
T’W#—T’E—f—w—o. (461)

Além disso, utilizando o método BPS [veja as equagdes (4.16) e (4.18)] podemos escrever

a equacdo de primeira ordem, que é

d6 11— ¢
a5

(4.62)
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e tem como solugdes nao-triviais

_2
G (4.63)
147ri=s
cuja forma pode ser vista na figura 4.1 para os diferentes valores de s. Observe que sdo solucdes
similares ao que tinhamos para kinks e anti-kinks. Note também que essas solu¢des satisfazem a
equacdo de movimento apresentada. Nesse caso, essas solugdes caracterizam estruturas de carga

() = %1 e as chamaremos skyrmion (positiva) e anti-skyrmion (negativa).

¢

1 e m———

Figura 4.1: ¢(r) do modelo (4.60). Solugdo positiva- linha pontilhada. Solucdo negativa- linha
continua. Linha vermelha s = 0.8, linha azul escuro s = 0.6, linha azul claro s = 0.4, linha

amarela s = 0.2.

De (4.15), podemos escrever a densidade de energia, entdo

2(s+1)
167 1=5

(1—s)2 (’rﬁ + 1)47

cuja forma pode ser vista na figura 4.2 para alguns valores de s. Assim, a energia total também

p(r) = (4.64)

pode ser calculada e é dada por
8

E= m (4.65)

Note que a energia depende de s e quanto maior € o valor desse parametro, maior € o valor da
energia.

Conforme vimos na se¢do 4.2.2, podemos verificar a estabilidade das solu¢des também

do ponto de vista da energia, de forma que, utilizando a equacao (4.45) e as solucdes conhecidas

para o modelo ¢*, podemos calcular o modo-zero para este modelo, que é

_2
ri-s

o\” :A—2 .
o (r) 1y

(4.66)
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Figura 4.2: Densidade de energia para o modelo (4.60). Linha vermelha s = 0.8, linha azul

escuro s = 0.6, linha azul claro s = 0.4, linha amarela s = 0.2.

Seguindo o procedimento descrito na mesma sec¢ao supracitada, verificamos que F3 = 0 e

3T

Ey=—"
Y7351 — )

(4.67)

Dai podemos ver que € um valor positivo (£, > 0), o qual nos mostra que a solugdo (4.63) é
estavel sob flutuacdes esfericamente simétricas.

Uma vez que as solucdes sdo conhecidas, podemos utilizar as defini¢des citadas na secio
anterior para descrevermos o comportamento da estrutura magnética modelada pelo potencial ¢?.

De (4.50) e (4.63), encontramos a magnetizacdo para o modelo em questio pode ser descrita

2 2
1 T -1 f .
L S L it N ) (4.68)
2 1—1.—7”175 2 1—+—r175

Considerando 6 = 0 e tomando a solug@o negativa, obtém-se que M (r = 0) aponta no

como

—

M = sen Z 4+ cos

sentido positivo na dire¢do 2. J4 quando » — oo 0 vetor magnetiza¢do aponta no sentido negativo
na dire¢do Z do material magnético. O comportamento citado pode ser visto nas figuras 4.3 e 4.4
para diferentes valores de s. E importante observar que o comportamento da magnetizagio em
seus extremos independe do valor s, o parametro s influencia apenas no comportamento para

outros valores de r, diferentes de 0 e oco.
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Figura 4.3: Magnetizacdo para o potencial ¢*, tomando a solu¢do negativa e § = 0. Esquerda:

s = 0.2. Direita: s = 0.4
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Figura 4.4: Magnetizagdo para o potencial ¢*, tomando a solugdo negativa e § = 0. Esquerda:

s = 0.6. Direita: s = 0.8

Como consta em [42], o comportamento da magnetizacdo também pode ser estudado ao
analisarmos a componente Z do vetor M,o que € mostrado na figura 4.5. Nesse caso em que
tomamos a solucio negativa e 6 = 0, notamos que na medida em que r cresce, a componente
2 da magnetizacdo varia de 1 para —1. Observa-se também que esse comportamento € mais
suave quando s se aproxima de 0 e mais abrupto com s tende a 1. Ou seja, a regido de transicao
na estrutura topoldgica varia na medida em que o parametro s varia. Este € o comportamento
esperado, pois a magnetizacdo sai de um estado fundamental para outro mais lenta ou mais
rapidamente, a depender do valor de s.

Utilizando a equacgdo (4.57) encontramos que a densidade de nimero de skyrmion para

este modelo pode ser escrita como

q(r) = qo(r) cos j:§ é +4], (4.69)
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Figura 4.5: Componente z da magnetizacdo para o potencial ¢*. Linha vermelha s = (.8, linha

azul escuro s = 0.6, linha azul claro s = 0.4, linha amarela s = 0.2. .

onde
(145)

r (1—s)

Q(r)=F —. (4.70)
(1 —=s)(14r0=-=9)2

Na figura 4.6 vemos o comportamento da densidade de carga para § = 0.

q

AR NS

Figura 4.6: Densidade de carga para o modelo ¢* quando § = 0. Linha vermelha s = 0.8, linha

r

azul escuro s = 0.6, linha azul claro s = 0.4, linha amarela s = 0.2.

Integrando a densidade de ntimero de skyrmion ou simplesmente usando a equagao (4.58),
obtemos

Q= %sen [ggb(r =0)+ 5} - %sen [ggb(r — 00) + 4. (4.71)

Note que tomando a solucdo positiva, encontramos que
o(r=0)=-1 e o(r — o) =1, 4.72)
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ou seja, nesse caso

1 1
insen (—g—l—é) —isen <g+5>. (4.73)
Observe que se escolhemos ¢ = 0 entdo () = —1. Agora se fazemos 0 = 7, entdo ) = 1.

O mesmo procedimento pode ser feito utilizando a solu¢@o negativa, de onde obtemos

p(r=0)=1 e o(r — o0) = —1, (4.74)
assim, obtemos que
1 1
Q= Esen <g+5> — §sen (—g+5) ) (4.75)
Novamente, fazendo § = 0, encontramos que () = 1 e escolhendo § = 7, obtemos que () = —1.

Ou seja, a transformagao ¢ — —¢ nos leva de um skyrmion para um anti-skyrmion independente
do valor de §.
Finalmente, utilizando a equacdo (4.59), podemos calcular o raio médio de matéria, que

para esse caso, ¢ dado por
(3 —s)(1 — s?)

8 cos(%s) (4.76)

7=

Na tabela abaixo podemos ver como 7 varia a medida que s varia.

s | Raio médio 7
0.2 | 1.1099
0.4 | 1.06012
0.6 | 1.0262
0.8 | 1.00647

Tabela 4.2: Varia¢do 7 quando s varia.

Note que 7 diminui na medida em que s cresce. E no limite em que s — 1 temos que
r — 1, isto ocorre quando se tem uma transi¢do muito abrupta e portanto uma regido de transi¢ao
inexistente, requerendo uma energia muito alta. Essas discussdes podem ser vistas com detalhes

em [42].

4.4.2 Potencial ¢° - Modelo com Carga ) = £1/2

Um outro potencial interessante a ser estudado é o chamado ¢°, que nesse caso serd

descrito utilizando

¢*(1— %), 4.77)



novamente, o pardmetro s € adimensional e s € [0, 1). A equagdo de movimento pra este modelo

¢ dada por
B0 o 2671 6%) — (1 - 9% _
dr? dr (1—s)?
Utilizando a prescricdo do método BPS, obtemos que as equacdes de primeira ordem sdao
do _  16(1- )
dr r (1—s) "’

0. (4.78)

(4.79)

cujas solugdes sao

o(r) == (4.80)

\/1—|—7’ﬁ

que correspondem as solugdes da equagdo positiva e negativa, respectivamente. Os graficos das
solucdes podem ser vistos na figura 4.7 para alguns valores de s. Essas solu¢des, como serd
mostrado, correspondem a estruturas com carga () = +1/2 chamadas de vértice e anti-vortice,
respectivamente.

+ -

¢

N

Figura 4.7: Solucdes para o modelo ¢° positiva (esquerda) e negativa (direita). Em ambos os

casos: linha vermelha s = 0.8, linha azul escuro s = 0.6, linha azul claro s = 0.4 e linha amarela

s=10.2

Recorrendo a equacgdo (4.15), podemos escrever a densidade de energia como
2s
ril-s

p(r) = - 3 (4.81)
(1—s)2 (rm + 1)

que tem sua forma mostrada na figura 4.8. Tendo isso, podemos finalmente calcular a energia

total, que é
s

Dai vemos que a energia depende de s e cresce na medida em que esse parametro também cresce.
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Figura 4.8: Densidade de energia para o modelo ¢°. Linha vermelha s = 0.8, linha azul escuro

s = 0.6, linha azul claro s = 0.4, linha amarela s = 0.2.

Utilizando a abordagem mostrada na secio 4.2.2, podemos calcular a fun¢do perturbativa

do sistema, a fim de verificarmos a anélise de estabilidade, que, nesse caso, é dada por

_2
rs—1

no(r) = Am- (4.83)

Obtido o modo-zero, podemos calcular os demais termos da expansao da energia total (4.35).Como

mostramos, I = 0 o que possibilita encontrar a fun¢io perturbativa no modo-zero, assim o

proximo termo da expansao é Es, que € dado por

1572

B =g =y

(4.84)

Claramente, vemos que E3 > 0 e isso mostra que a solugdo (4.80) é estavel sob flutuagdes
esfericamente simétricas.

Agora que ja conhecemos as solu¢des, podemos analisar o comportamento de magnetiza-
cdo. Vamos seguir aqui a mesma descricao feita por [21], onde é analisado o comportamento
para a solucdo positiva. Utilizando a equagdo (4.50) e tomando a solucdo positiva encontramos
que o vetor magnetizacado €

_1 _1

(a—s) (1=s) N
L 46| steos D —L—— | +5]4. (4.85)

2 2 2
\V14+ra-s \V1+ra-s

Vamos tomar entao o caso particular em que 6 = 7/2. Observe que quando r = 0 o

M = sen

vetor magnetizac¢ao aponta do sentido positivo de z e quando » — 0o a magnetizagao aponta no

sentido negativo da dire¢do 6 do material magnético. O comportamento da magnetizacao pode
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ser visto nas figuras 4.9 e 4.10 para diferentes valores de s. Além disso, € possivel observar que

o comportamento em 7 = 0 e r — oo independe desse parametro.

Al 0
eyt ',V'ﬂ'!"

Figura 4.9: Magnetizacdo para o potencial ¢°, tomando a solugfo positiva e § = 5. Esquerda:

s = 0.2. Direita: s = 0.4

;s\\\\i\\\\\ﬁ\}\\i\‘

;\\2:\\
\\\Q‘:\v\\\\\\\;

W\ O
BANINN y"'!'y"'l"ﬁ

Figura 4.10: Magnetizacdo para o potencial ¢°, tomando a solugdo positiva e § = 5. Esquerda:

s = 0.6. Direita: s = 0.8

Analisando o comportamento da magnetizagdo numa perspectiva da componente Z do
vetor, podemos ver (conforme mostrado na figura 4.11), que diferentemente do potencial ¢*,
nesse caso essa componente varia de 1 para 0. E possivel notar também que essa variagio é mais
suave quando s é mais proximo de 0 e mais abrupta a medida que s se aproxima de 1.

Utilizando a equacdo (4.57), podemos calcular a forma da densidade de nimero de

skyrmion. Nesse caso vemos que é dada por

q(r) = go(r) cos g S ) (4.86)
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Figura 4.11: Componente z da magnetiza¢do para o potencial ¢°. Linha vermelha s = 0.8, linha

azul escuro s = 0.6, linha azul claro s = 0.4, linha amarela s = 0.2. .

com

s
T ri-s

qo(r) = —— , (4.87)
4 (1—y9) (r& + 1>3/2

cuja forma, considerando § = /2, pode ser vista na figura 4.12. Podemos notar que o

comportamento para a densidade ¢ é similar para os dois modelos apresentados.

q

Figura 4.12: Densidade de carga para o modelo ¢° quando § = 7. Linha vermelha s = 0.8, linha

r

azul escuro s = 0.6, linha azul claro s = 0.4, linha amarela s = 0.2.

Integrando a densidade ¢ obtemos o nimero de skyrmion equivalente ao modelo. Além
dessa forma, como vimos na equagdo (4.58), podemos calculé-lo apenas conhecendo o compor-

tamento da solucdo em r» = 0 e quando r — oo. Assim, tomando a solu¢do positiva da equacio
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(4.80), obtemos que

op(r=0)=0 e d(r — 00) =1, (4.88)
assim
Q= Lsen(s) - (W n 5) (4.89)
= —sen(d) — —sen | — ) .
5 se 5 se 5
Escolhendo § = 7/2 encontramos que () = 1/2. Agora tomando 6 = 37/2 encontramos que
() = —1/2. Tomando agora a solucg@o negativa, obtemos
o(r=0)=0 e o(r — o00) = —1, (4.90)
assim
Q= Lsen(s) - . ( 7T+6> 4.91)
=3 sen 5 sen 5 ) .

Tomando § = 7/2 encontramos que ) = 1/2. Escolhendo 0 = 37/2, encontramos @) = —1/2.
E interessante notar que, diferentemente do exemplo anterior, a transformacgdo ¢ — —¢ ndo nos
leva de um vértice para um anti-vortice.

Vamos finalizar nossas andlises calculando o raio médio de matéria, conforme a equagao

(4.59), que para este modelo é

T = iw(l — s%)sec (%8> ) (4.92)
Veja na tabela abaixo quanto vale 7 na medida em que s varia.
s | Raio médio
0.2 | 0.792784
0.4 | 0.815477
0.6 | 0.855167
0.8 | 0.914977

Tabela 4.3: Variagdo 7 quando s varia.

Note que 7 aumenta na medida em que s cresce. E no limite em que s — 1 temos que
7 — 1, isto acontece quando se tem uma transi¢do muito abrupta em que M (1) vai para M (0)
muito rapidamente, ocorrendo portanto uma regido de transicao inexistente, que requer uma
energia muito alta. Essas discussdes podem ser vistas com detalhes em [42].

Conforme registrado em todo este capitulo, revisamos o formalismo apresentado em
[21, 28], apresentando uma maneira alternativa de descrever estruturas localizadas do tipo
skyrmion em sistemas planares magnéticos. No préximo capitulo faremos isso considerando

modelos de dois campos.
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Capitulo 5

Teoria para Configuracoes de Dois

Campos Planares e Skyrmions

Neste capitulo, iremos abordar sistemas planares sob a acao de dois campos escalares
reais. Inicialmente apresentaremos a teoria para descreve configuracdes especificas que possuem
simetria radial e posteriormente apresentaremos um modelo de dois campos com solugdes

analiticas, capaz de descrever configuracdes do tipo skyrmion.

5.1 Generalidades

Para caracterizar um modelo de dois campos em configuracdes planares, vamos considerar

a seguinte densidade de lagrangiana

1. 1. 1 1
L= §¢2+ §X2 - §V¢'V¢— §VX'VX— U(é, x), (5.1)

sendo ¢ = ¢(r,t) e x = x(r,t) campos escalares reais e U(¢, y) o potencial, dado por

1

onde P(¢) é um polindmio que ndo contém termos com derivada em ¢ e y. Sendo assim, as

equagdes de movimento para ¢ e x sdo, respectivamente

282¢+r2@+7ﬂ%_ aP(¢7X)

"o T e T oy 96V (5-3)

2 2
P
_ 20X 20 Ox OP(6X) _ (5.4)



No entanto, estamos interessados em trabalhar com configuragdes estaticas e esferica-

mente simétricas, ou seja ¢ = ¢(r) e x = x(r). Sendo assim, a energia total é dada por

o o0 1 /do\> 1 [dy\® 1
E = 27?/0 rdrp(r) = 27r/0 rdr [5 (%) + 3 (%) + T_QP(¢’X)] , (5.5)

em que p(r) é a densidade de energia.

5.1.1 Método BPS

Para aplicar o método BPS [30, 31], apresentado em capitulos anteriores, vamos definir
P 2

onde W = W (¢, x) é o chamado superpotencial, fun¢do suave dos campos ¢ e x e W, e W,
s@o as derivadas parciais do superpotencial com relagc@o aos respectivos campos.

Dessa forma, substituindo (5.6) em (5.5) e completando os quadrados, como ensina o
método, podemos reescrever a energia total como

1 o0 dp 1 2 ldy 1 > 2dg 2dy
E==-2 d — T W, — T -W, +——W, 4+ =W, |. 5.7
27/0 rar (dr:Fr d)) +(dr:F7’ X> rdr ® T rdr X S

Da equagdo acima podemos ver que as equacdes que minimizam a energia sao

@ _ Wy e dx _ i%, (5.8)

dr r dr r

que sdo nossas equagdes de primeira ordem. Assim, a energia minimizada, denominada BPS,

serd dada por

< d d
Epps = 27r/0 dr {id—fw(b + d—ifwx , (5.9)
assim
Epps = 2m|[W|p(00), x(00)] — W[p(0), x(0)]] = 27| AW]. (5.10)

5.1.2 Analise de Estabilidade

Assim como fizemos em capitulos anteriores para sistemas de um campo, podemos
também verificar a estabilidade de solugdes em sistemas compostos por dois campos. Para fazer

tal andlise, podemos propor solugdes do tipo

¢(T, t) = ¢S(7“) + 77(T7 t) (5.11)
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X(rt) = xs(r) +£(r,1). (5.12)

Aqui ¢, e x, s@o as solucgdes estdticas conhecidas e 1 e ¢ sdo as respectivas perturbacdes em
torno das solugdes.

Vamos substituir as solu¢des acima nas equagdes de movimento (5.3) e (5.4), de onde

obtemos
9?n(r,t) d*¢ 9?n(r,t) do on(r,t)  O0P(¢,x)
. 2 9 2 S 2 9 S ) . 9 —
" ot? Tr dr? Tr or2 tr dr tr or 0¢ b=dbs 0 >-13)
e
2 2 2

ot? dr? or? "dr or dx

X=Xs
No entanto, se considerarmos que as flutuagdes em tornos das solugdes sdo muito pequenas,

vemos que P(¢, x) pode ser expandido como

o, or
00 4, OX oy,

pois desprezamos contribui¢des das flutuacdes em ordens superiores.

P(d,x) = P(¢s; xs) + £, (5.15)

Aplicando o resultado acima em (5.13) e (5.14) e reconhecendo equacdes de movimento

para os respectivos campos em cada equacao, obtemos

2n(r t Pn(r,t)  On(r,t) O*P P
_ 0l t) L 0%0(nt) | On(rt) n— £=0  (5.16)
ot? or? or 00 4_y, IPOX p=, x=xs
e
2 t 2 t t 2P 2P
,0%E(r, )+T28€(r, )+T3§(h ) 0 ¢ 0 n=0. (5.17)
Ot2 or? or OX? =, IPOX p=, x=x
Vamos supor ainda, que as respectivas fungdes perturbativas sdo dadas por
Z N (1) exp(—iw,t) (5.18)
e
Z &n(r) exp(—iwnt), (5.19)

sendo w um parametro real. Assim, substituindo essas relagdes em (5.16) e (5.17), obtemos

1 1 1
nn(r>w727, = _nn(r)// - ;TITL(T)I + ﬁpd)s(bsnn(?n) + ﬁPXS‘i)sfn(T) (520)
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1 1 1
gn(r)wg, = _£7L(T>// - ;€n<7’)/ + T_QPXSXsfn(T) + ﬁPXs(bsnn(T)? (521)
onde ' é a primeira derivada com relacdo a r e P, é a derivada parcial de P com respeito a ¢ e
com respeito a x e assim por diante.

Observe que as equacdes acima podem ser reescritas como
HY,, =WV, (5.22)
sendo

n 1 PssPss
N ¢ H=-VLot Pee Txete ) (5.23)

gn P(z)s Xs PXS Xs

com V? = % + %d%. Podemos reconhecer em (5.22) uma equagdo de autovalores, de forma
que a estabilidade das solugdes estara ligada com a ndo-existéncia de autovalores negativos, ou
seja w, < 0.

Notem também que, de (5.6), podemos reescrever H como o produtos dos operadores S

e ST, na forma

1 0 0
H=S8"S==(r=—+M)||-—r=—+M), (5.24)
r2 \' Or or
com
W W.
M _ DsPs XsPs
W¢SXS WXsXs
Assumindo entdo a existéncia de um modo-zero, de tal forma que wy, = 0, temos a
equagdo
ov
STy =0 — ra—" = MU,. (5.25)
r

Observe que essa equagdo matricial pode ser resolvida para um dado

W,
Uy = A , (5.26)

W,
senho A uma constante de normalizag¢do. Resultado esse que € bastante similar ao que relatamos

em capitulos anteriores através das equagoes (2.68) e (4.28).

Analise do ponto de vista Energia Total

Como sabemos, uma maneira equivalente de estudar a estabilidade linear, consiste em

analisar o comportamento da energia total. Sendo assim, vamos propor as seguintes solu¢des
o(r) = os(r) + en(r) (5.27)
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X(r) = xs(r) + €€(r), (5.28)
com € sendo um pardmetro muito pequeno, real e constante e 7(r) e &(r) as flutuagdes em torno

das respectivas solucdes estaticas.

Além disso impomos as condi¢des de contorno

1(0) = n(oc) =0 (5.29)
e
£(0) = €(o0) = 0. (5.30)
Vamos relembrar que a energia total para um sistema de dois campos com simetria radial
¢ dada por

> > 1 (dp\* 1 [dx\® 1
E:27r/0 Tdrp(r):27r/0 rdr [5 (d_f> +§(d_>7f) +ﬁp(¢,x)], (5.31)

de forma que aplicando as solug¢des propostas (5.27) e (5.28) na equacao (5.31) para a energia

total e considerando P(¢, x) a expansdo

oPrP oP €2 0°P €2 0°P
P ¢7 ¢a s sTERT Ntem— €+__ 772+__ 52_'_0 3 )
() = P10 oaniex 00 4-p,  OXxmxa 20074, 20Xy, )
(5.32)
obtemos uma equacao do tipo
E.=FEy+¢eE, + Fy + ..., (5.33)

sendo Fy a equagdo usual para a energia (5.31), e E; e E5 dados por

_ > dpdn dxd{ 1 0P(¢,x) 1 OP(¢,x)
= 27T/0 rdr [dr dr T dr dr T2 Y T 1T 7‘_275 (5.34)

€

B 20 1 (dn\? dé 11 0°P(¢,x) », 119°P(¢.X) 5
E2_27r/0 rdr [5 (%) + = (dr) +2r2 0¢° n° +§7’_23—X2§ , (5.35)

respectivamente.

No entanto, observe que podemos reescrever

dg dn do do d*¢
rdr T dr =d (r I 77) o ndr — rd S ndr (5.36)
e
dx d d d*x
rar XS g (XY —fd reres £dr, (5.37)
dr dr dr



de forma que substituindo ambas as equacdes em FEj, podemos reconhecer dois termos de
superficie, que é possivel anuléd-los utilizando as condi¢des de contorno, e duas equacdes de

movimento, para ¢ e x, que portanto, vao a zero. Assim
E, =0. (5.38)

Podemos também reescrever F5 como

o dp 10P1 \?
B, — ar (20 _ 290 %
2 7T/0 r r(dr r2a¢¢/”> +

> ¢ 19P1 \° © [(10P1 , < /10P1 ,

sendo " a derivada com relacéo a . Como podemos observar, as duas tltimas integrais corres-

pondem a termos de superficie, que, devido as condi¢des de contorno, vao a zero. Assim
o0 dnp 10P1 \? o d 10P1 \°
E2:7T/ rdr (—”————n> —i—7r/ rdr (—5———— ) . (5.40)
0 r 0

Assim como no procedimento feito para modelos de um campo, observe que ao minimizar

essa energia, ou seja, fazer I’y = (), obtemos

dp  10P1 d¢ 10P1
TR v A i Vvl G41)

Resolvendo as equacdes acima para os campos perturbativos encontramos que

>~ 10P 1 >~ 10P 1
n(r) = Aexp (/0 ﬁa—(ﬁadr) e §(r)=Aexp (/0 ﬁa;dr) , (542

sendo A uma constante de normalizagdo, ndo necessariamente igual para ambos os casos. Veja

que este resultado € similar ao encontrado pelo método anterior, pois

IP(, OP(¢,
X _ywswaw, e POy Lww (543

I X

que substituidos em 7(r) e £(7) nos da

n(r) = Aexp {/0 . (W¢¢ + WIWW) dr} e &(r) = Aexp {/0 . (Wxx + WiWw) dr} )
(5.44)

. . . d d .
Podemos ainda reescrever os respectivos integrandos como - log(WWy) e = log(W,). Assim,
temos explicitamente o mesmo resultado obtido na equacdo (5.26) utilizando o método anterior.
Apresentada a teoria geral que descreve sistemas de dois campos em configuragcdes
planares, nas préximas se¢des iremos apresentar um novo modelo de dois campos, além de sua

aplicacao em configuracdes do tipo skyrmion.
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5.2 Modelos de Dois Campos para Configuracoes Planares

Para construir um modelo efetivo de dois campos que descreva bem sistemas com

configuragcdes planares, mais especificamente estruturas magnéticas do tipo skyrmion, vamos

fazer uso do método de extensdo, proposto em [12] e devidamente apresentado na secdo 2.7.

Na aplicacdo do método, vamos considerar os dois modelos de um campo apresentados

na se¢iio 4.4. Relembrando entdo, temos o modelo ¢* com equagio de primeira ordem

1—¢?
/ pum W pu— y
SR )
cuja solucgdo analitica positiva é
2
ri-s —1
¢(r) = ———
ri-s +1
e temos também o modelo x°, com equagio de primeira ordem dada por
1 —x%)x
/ e W e (—
T -y
e tem solu¢do
1
rl-—s
X(r) = —=—.
ri-s +1

Observe que os modelos sdo conectados pela fun¢do de deformacao

fo)=¢p=2x* -1 com inversa o) =x

que € elemento fundamental para efetivacio do método de extensao.

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

Sendo conhecidos os dois modelos de um campo e a fun¢do de deformacdo, vamos seguir

a prescricdo do método de extensdo reescrevendo as respectivas equacdes de primeira ordem na

forma

N~
—_
|
»
~

= x7)x
 (I=s)

0 - T (19)

! ; X(1—¢).

(5.50a)

(5.50b)

(5.50¢)

(5.51a)

(5.51b)

(5.51¢)



Uma vez que ndo queremos um novo modelo no qual o potencial contenha raizes, vamos
eliminar os termos que as possuam. Isso equivale a considerar b3 = 0, veja equagao (2.89). Além
disso, vamos escolher ¢; = 0, assim conseguiremos determinar a fun¢io g enunciada na secdo

2.7. Desse modo, temos as seguintes equagdes de vinculo

ar + as +as = 1 (5528.)
by =1—10by (5.52b)
Cy = —C3. (5.52¢)

Usando a propriedade W, = W, 4, conforme exposto na equacdo (2.94), obtemos

(1= s)eagi(6,X) = =ba3 — ar(8x — 16x°) — dazx(1 - ¢) (5.53)

e podemos, por integraco direta, determinar g(¢, x), que tem a forma

2

(1 —5)cag(9, x) = —bzxz — a1 (4 — A" — 2a03(1 — 9). (5.54)

Utilizando a fun¢do de deformacao (5.49) e substituindo na equagdo acima, podemos

finalmente determinar g(¢), que é dado por

by

(1= 9)eag(9) = =g (14 0) —a2(d + 1) = (6 + 1)7] — ax(1 = ¢7). (5.55)

Substituindo as equagdes (5.50), (5.51), (5.54) e (5.55) em (2.92) e (2.93) e utilizando as

equagdes de vinculo (5.52), obtemos finalmente que

1
(1-3)

Wy = [(1 —¢°) + %2 (%(cb +1) - Xﬂ (5.56)

b
W, = b (1= )+ 21— )+ x xi”} . (5.57)

=1 ;

Assim, fazendo integragdes diretas das equagdes acima com respeito a ¢ e 'y, respectiva-
mente, obtemos o superpotencial efetivo para o novo modelo de dois campos, que €
1 by ¢’ o\ X' ¢
W =— |2 (- + o+ o) -+ - T : 5.58
(¢, x) 1_8[4<X XXt Ty g T (5.58)
Conhecendo W (¢, x), podemos utilizar (5.2) e (5.6) para escrever o potencial que descreve o

novo modelo, ou seja

2

11 b 1 > b
U(rsaﬁ,x):ﬁ(l_sy{[ﬁ (?—x2+§) —<Z>2+1} + E (4X3—2X—2X¢)—X3+X1
(5.59)
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lembrando que s é real, tal que s € [0, 1) e by é um pardmetro real. Assim, conseguimos construir
uma familia de potenciais de forma que cada modelo serd especificado pela escolha do parametro

by. Além disso, esses modelos terdo como um dos possiveis pares de solu¢des analiticas

2 1
ri-s —1 ri-s
— e X(r) = ————, (5.60)

¢(T) =Tz
ri—s +1 ri—s +1

cujas formas podem ser visualizadas nas figuras 5.1 e 5.2.

¢

1+

Figura 5.1: Solug@o ¢(r). Linha vermelha s = 0.8, linha azul escuro s = 0.6, linha azul claro

s = 0.4, linha amarela s = 0.2.

=

Figura 5.2: Solu¢@o x(r). Linha vermelha s = 0.8, linha azul escuro s = 0.6, linha azul claro

s = 0.4, linha amarela s = 0.2.

Substituindo as solugdes obtidas acima em (5.5), podemos escrever a densidade de
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energia como

_2(s—3) 2
r sl (rsfl —1—17)

(s 12 (v +1)4’

observe que a forma da densidade de energia varia conforme s varia, como pode ser observado

p(r) = (5.61)

na figura 5.3. Com a equacdo acima podemos calcular a energia total, que é

197

E interessante notar que a energia total do modelo de dois campos é exatamente a soma das

energias provenientes dos modelos iniciais, de um campo. Além disso, verificamos também que

na medida em que s cresce, a energia total também cresce.

o
30 -

_————— ‘ e

Figura 5.3: Densidade de energia p(7). Linha vermelha s = 0.8, linha azul escuro s = 0.6, linha

azul claro s = 0.4, linha amarela s = 0.2.

Podemos também verificar a estabilidade das solu¢des apresentadas com base no que
foi mostrado na secao 5.1.2. Utilizando as equacdes (5.44) e o superpotencial dado por (5.58),

obtemos os modo-zero, na forma

2 2
ri-s ri-s

nr)=—— € §r)=—"33 (5.63)

2 2 2 3/2°
(7"175 + 1) (T‘l—s + 1)

5.3 Numero de Skyrmion para Modelos de Dois Campos

Como mostramos no capitulo anterior, uma caracteristica fundamental atrelada a estru-
turas do tipo skyrmion é a carga topoldgica e, como visto na equagao (4.54), essa quantidade

depende do vetor de magnetiza¢cdo. No entanto, o vetor de magnetizacdo usado anteriormente
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compreende apenas um campo escalar. Como nosso intuito aqui € modelar essas estruturas a

partir de modelos de dois campos, vamos escrever
M = cos O(r)d + senO(r)2, (5.64)
com O(r) definido agora como

O(r) = = [o(r) + x(r)] + 9, (5.65)

b

tendo assim a contribuicao dos dois campos escalares.

E importante ressaltar que, embora estejamos considerando o vetor magnetiza¢io como
sendo dependente de dois campos escalares, ainda prevalecem as imposic¢des feitas no capitulo
anterior. Ou seja, estamos tratando com um problema de um unico grau de liberdade, tal que
M2(r,0) + M2(r,0) =1, M = M(r)e M - # = 0.

Utilizando essa nova defini¢do e fazendo uma mudancga de varidveis de (z, y) para (r, 6)

na equacao (4.54), encontramos que

Q= %sen g(¢(r20)+x(7":0))+5} — %sen [g (p(r — 00) + x(r — o0)) + 4] .
(5.66)
A deducdo da equagdo acima pode ser vista com detalhes no Apéndice A.
Além disso, podemos escrever a quantidade topolégica citada como a integral da chamada

densidade de niimero de skyrmion q, ou seja

Q:/ drq, (5.67)
0
onde dxdy = rdrdf, e q é escrito como
r o (OM oM
=M -[|—x—1. )
¢=3 <8x><8y) (5.68)

Novamente, fazendo uma mudanca de coordenadas, de (z, y) para (r, f) e utilizando as equacdes

(5.64) e (5.65), obtemos

q= —% cos [g (p(r) + x(r)) + 5] (Z—f + (jl_jf) ; (5.69)

que ¢ a densidade de carga topoldgica.
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5.4 Estruturas Magnéticas do Tipo Skyrmion a partir de Mo-
delos de Dois Campos

Agora que possuimos um modelo de dois campos (5.59) com solu¢des analiticas conheci-
das e uma nova defini¢do do vetor de magnetizacdo, vamos analisar quais sdo suas principais

caracteristicas.

5.4.1 Nuamero de Skyrmion

Utilizando as solugdes conhecidas (5.60) e substituindo na equacao (5.69) podemos

escrever a densidade de carga topoldgica, que é dada por

s mrs -1 P
g=— 08 |5 | = + = +6
ri-s 41 ri—s +1
4riti r P

(s— 1) (r—% + 1)2 B (s— 1) (r—% + 1)

X

(5.70)

32 |

cuja forma pode ser vista nas figuras 5.4 e 5.5 para diferentes valores de s e de 0.
Veja que, bem diferente do tinhamos nos exemplos vistos na secao 4.4, para modelos de
um campo, a densidade de carga ndo € mais localizada em torno de um valor de r, mas possui

agora um pico e uma espécie de poco.

AN

. // N
\\w

Figura 5.4: Densidade de carga ¢q. A esquerda com 0 = 0 e a direita com ¢ = 7. Em ambos

os casos: linha vermelha s = 0.8, linha azul escuro s = 0.6, linha azul claro s = 0.4 e linha

amarela s = 0.2.
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Figura 5.5: Densidade de carga ¢q. A esquerda com 0 = 7 e a direita com ) = ‘%" Em ambos
os casos: linha vermelha s = 0.8, linha azul escuro s = 0.6, linha azul claro s = 0.4 e linha

amarela s = 0.2.

Como sabemos, para encontrarmos o nimero de skyrmion podemos integrar a densidade

acima encontrada, ou simplesmente, utilizar a equacao
1 1
Q= 3 sen@(r =0) — 3 sen@(r — o0), (5.71)

sendo © = Z[p(r) + x(r)] + 4.

Veja que, nos extremos, as solucdes (5.60), se comportam como
»(0) =—1 e x(0) =0 (5.72)

¢p(o0) =1 e x(o0) =1, (5.73)
0 que, claro, ja foi observado nas figuras 5.1 e 5.2 das solu¢des. Assim, substituindo essas
informacao em (), obtemos

Q= %sen (5 — g) — ésen((F + ). (5.74)

Calculando essa quantidade, para diferentes valores de d, conforme observado na tabela

abaixo, podemos finalmente inferir a carga do modelo, que é

Q= i%, (5.75)

que € caracteristica de estruturas chamadas half-skyrmion ou vortice.
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Fase 0 | Carga ()
0| -1
s 1
2 | T3
™ —l—%
dm | 1
2 2

Tabela 5.1: Carga

E importante lembrar que o novo modelo, mostrado na equacio (5.59), foi criado a partir
de dois modelos ja conhecidos (¢* e x%). E como visto na se¢iio 4.4, o primeiro apresenta
() = +1 e o segundo nos dd () = +1/2. Isso significa que quando construimos um potencial
de dois campos a partir de dois modelos de um campo, o potencial de maior ordem domina e

determina a carga referente ao modelo criado, nesse caso ) = +1/2.

5.4.2 Magnetizacao

Da definicao de magnetizacdo para modelos de dois campos relembremos que
M = cos [g(qﬁ(’r’) +x(r) + 5] 6+ sen [g(qﬁ(r) +x(r) + 5] 5, (5.76)

assim, utilizando as solucdes (5.60), podemos escrever o vetor de magnetizacdo, considerando o

potencial (5.59), como
™1 = | =
M =cos | = [ 55 +— +4 iy +— +3| 2,
2 \rts +1 ri=s 4+ 1 2 \r=s 41 ri=s 4+ 1
(5.77)

que, claro, seu comportamento depende da especificacdo da constante de fase 6 e do pardmetro s.

é+ sen

Como dissemos anteriormente, § controla a direcdo da magnetiza¢do nos extremos e € isso que

veremos nos exemplos abaixo.

Casod =0

Nesse caso, quando = 0 a magnetizagdo aponta no sentido negativo de Z e quando
r — 00, aponta no sentido negativo de 6.0 comportamento citado pode ser visto nas figuras
5.6 e 5.7 para diferentes valores de s. Observe que o comportamento da magnetizacao nos

extremos independe de s.
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Figura 5.6: Magnetizagdo quando 0 = 0 para s = 0.2 e s = (.4, respectivamente.
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Figura 5.7: Magnetizacdo quando 6 = 0 para s = 0.6 e s = 0.8, respectivamente.
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Caso § = g

Considerando 0 = 7, encontramos que a magnetizagdo, quando r = 0, aponta na
direcdo de fe quando » — o0, o vetor de magnetizacdo aponta no sentido negativo de z. O
comportamento da magnetizacdo para diferentes valores de s pode ser visto nas figuras 5.8 € 5.9

abaixo.

Y \,\!\}(

(%\; ;\;‘;\\L / H}}

< \\\ il
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Figura 5.8: Magnetizagdo quando § = 7 para s = 0.2 e s = 0.4, respectivamente.
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Figura 5.9: Magnetizagdo quando § = 7 para s = 0.6 e s = 0.8, respectivamente.

Casod =

Para § = 7, encontramos que, quando r = 0, o vetor de magnetizagdo aponta na direcao
de z. Ja quando r — oo, ele aponta no sentido positivo de 0. Isso pode ser visto para diferentes

valores de s nas figuras 5.10e 5.11 .
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= 0.2 e s = 0.4, respectivamente.

Figura 5.10: Magnetiza¢do quando 0 = 7 para s
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Figura 5.11: Magnetizagdo quando § = 7w para s = 0.6 e s = 0.8, respectivamente.
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Caso 0 = ¢

Para § = 3“ , Vemos que a magnetizacdo, aponta no sentido negativo de 6, quando r = 0.

Ja quando » — o0, 0 vetor de magnetizagdo aponta no sentido positivo de Z, como mostrado

nas figuras 5.12 e 5.13.

Figura 5.12: Magnetizag¢do quando § = 37” para s = 0.2 e s = 0.4, respectivamente.

Ui
\““\‘:‘MM‘ ‘“ N J\ m 72151 W/
\ ““1
o )///\ "‘1' M“A“
I ‘ ‘
“\\\\\\\\\\ ‘mqm7 f//1mlﬂlﬁlﬁ‘l‘ﬁ“t‘l‘ll“l
Ay
YR

|

\‘S\\‘(\\\\\ ‘\\m\w “ ?1

jree -\\\U i %A‘A

it il

.\\ P> iy

H‘ \\ '\‘ ,'f,[ ) l/ l“‘

\ \\.\ AL ’/N“u‘
W \\\\ %/«/:/w g

Figura 5.13: Magnetizac¢do quando ¢ = 37” para s = 0.6 e s = 0.8, respectivamente.

—?P’

Vimos acima vdrias situagdes possiveis para o vetor de magnetizacao, onde utilizamos
um conjunto de cones no plano para representar a excitacdo magnética helicoidal. Em todos os
casos constatamos que o comportamento em r = 0 e 7 — oo independe de s, no entanto, como
podemos visualizar nas figuras, para outro valores de  encontramos que o parametro s modifica

consideravelmente o comportamento de M (r).
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5.4.3 Analise da Componente Z da Magnetizacio

Podemos também ver o comportamento do vetor magnetizacdo a partir da andlise da sua

componente Z, conforme € visto abaixo.

Mz M

1k Ve 1r 'ﬁQ

7

Figura 5.14: Componente Z da magnetizagdo. A esquerda com § = 0 e a direita com 0 = 7. Em

ambos os casos: linha vermelha s = 0.8, linha azul escuro s = 0.6, linha azul claro s = 0.4 e

linha amarela s = 0.2.

3

Figura 5.15: Componente Z da magnetizagdo. A esquerda com ¢ = 7 e a direita com § = <.
Em ambos os casos: linha vermelha s = 0.8, linha azul escuro s = 0.6, linha azul claro s = 0.4

e linha amarela s = 0.2.

Veja, por exemplo, que para o caso em que 0 = m, M, varia de 1 a 0, passando por
—1, conforme r cresce. De fato esse comportamento nao havia sido observado nos modelos
apresentados na secao 4.4. No entanto podemos perceber que a componente Z se comporta
como um hibrido proveniente dos dois modelos prévios, tendo o comportamento assintético
caracteristico do apresentado pelo potencial ¢°.

Observe também que a variagdo da componente M, € mais suave na medida em que s

tende a 0 e mais abrupta quando s tende a 1. Essa situacdo, como comentado anteriormente, nos
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mostra que s esta diretamente relacionado com o tamanho da regiao de transi¢do da estrutura

topoldgica.

5.4.4 Raio Médio de Matéria

Podemos finalmente, investigar o tamanho do skyrmion ao calcularmos o raio médio de
matéria 7, que € dado por

oo 2
F= M (5.78)

fooo p(r)rdr
Entdo utilizando (5.61), chegamos a

7= —m(s? — 1)(8s — 27) sec (g) . (5.79)

Podemos observar que 7 diminui, a medida que s aumenta, no entanto, observamos também que,

quanto mais préximo de 1 estd o s, o * também se aproxima de 1.

s | Raio médio
0.2 | 1.05983
0.4 | 1.02149
0.6 | 0.999196
0.8 | 0.992027

Tabela 5.2: Variagdo 7 quando s varia.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste capitulo iremos sumarizar as principais discussoes e resultados alcancados ao longo
desta dissertagao.

Iniciamos o trabalho apresentando a teoria de campo escalar real que descreve sistemas
unidimensionais, a partir da qual introduzimos o conceito de defeitos topolégicos. Como visto,
ha diversas situacdes fisicas que podem ser investigadas utilizando modelos ndo-lineares cujas
solu¢cdes podem ser classificadas como defeitos.

Ap0s fazer uma revisao abordando as principais caracteristicas de defeitos topoldgicos
unidimensionais, bem como de algumas técnicas fundamentais no desenvolvimento do trabalho,
por exemplo o método da extensdo [12], exploramos configuragdes chamadas twistons (veja
[6,9, 11]).

Ao resgatarmos as discussdes sobre twistons em cristais de polietileno, verificamos a
necessidade de um potencial explicito, com solu¢des analiticas, que ndo apresentasse proble-
mas com degenerescéncia infinita. O objetivo foi alcan¢ado com a utilizacao do método de
extensao, a partir do qual encontramos uma familia de potenciais que descrevem naturalmente
o comportamento dessas estruturas. Mais ainda, o potencial encontrado, além de ndo possuir
nenhum problema com linha de minimos, apresenta solucdes analiticas caracteristicas dessas
configuragdes. Encontramos também que a energia BPS para o novo modelo € consistente com
os resultados previamente encontrados. Como dissemos, essas discussdes foram compiladas em
formato de artigo, que pode ser visto em [40].

Dada a eficiéncia do método, vemos que hd outros modelos descrevendo cristais no
polietileno baseados em potenciais seno-Gordon, por exemplo (veja [51]), que podem ser

revisitados utilizando essa mesma perspectiva.
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Numa segunda parte do trabalho, revisamos também defeitos topolégicos em configura-
coes planares com simetria radial. Apresentamos estruturas conhecidas como skyrmions, numa
perspectiva como a vista em [21, 28] com aplicacdo em materiais magnéticos.

A partir desse estudo, procuramos descrever esses sistemas sugerindo um potencial de
dois campos com interagdes nao-triviais. Para criarmos o novo modelo fizemos novamente o
uso do método de extensdo, cuja aplicagdao nos rendeu um potencial efetivo de dois campos com
solugdes analiticas caracteristicas de defeitos do skyrmion.

Com o0 novo modelo conseguimos extrair caracteristicas interessantes. O nimero de
skyrmion correspondente é () = +1/2, que representa estruturas conhecidas como half-skyrmion
ou vortices.

Ainda sobre a constru¢do do modelo citado, verificamos que o potencial de maior ordem,
a partir do qual o novo modelo foi gerado, teve dominio no valor da carga topolégica do novo
modelo. Acontecendo o mesmo com os limites assint6ticos da componente 2 da magnetizagao.

Além disso, conseguimos representar diferentes situagcdes possiveis da excitagdo magné-
tica helicoidal.

Essa € uma perspectiva interessante de abordar skyrmions, uma vez que nos da mui-
tas possibilidades de comportamento para a magnetizagdo e densidade de carga, por exemplo.
Se encontrarmos na literatura evidéncias experimentais de que existem estruturas se compor-
tando da maneira apresentada, temos uma ferramenta que pode descrever mais realisticamente

configuracdes da magnetizacdo em materiais magnéticos.
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Apéndice A

Calculo da Carga Topologica para Dois

Campos

Lembremos que o cédlculo da carga topoldgica de um skyrmion pode ser feito através de

1 [~ - (oM _ oM

no entanto M = M (r) foi previamente definido como
M = cos O(r)f + senO(r)2, (A.2)

na qual O(r) = Z[o(r) + x(r)] + 0.
Visto que a magnetizacdo é dada em coordenadas cilindricas, vamos efetuar uma mudanga
de coordenadas em (A.1).

Primeiramente lembremos que

Ny
Il
Q>
X
>

x =rcosb, y = rsenf e (A.3)

Derivando z e y, que sdo fungdes de r e #, podemos escrever o resultado matricialmente como

Dy = M Dy, ou seja

dx cosf —rsend dr
= , (A4)
dy senf  rcosf do

de forma que, multiplicando pela inversa de M/ em ambos os lados pela esquerda, obtemos

dr 1 [ rcosf rsenb dz
= — ) (A.5)
do "\ —senf cos6 dy
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Por outro lado, como r = \/x2 4 y? e § = arctan(x/y), temos também que

or or
dr = —dr + —d A.6
r=gpdr ay ™Y (A.6)
e
00 00
df = —d —dy. A7
ox v oy Y A7)
Assim, comparando as equagdes acima com (A.5), obtemos que
0 6 0 0
ﬁ = cos b, g = senf, 8_ _ e 8— . (A.8)
ox dy ox r y r
Note que podemos escrever
0 or 0 00 0
— 2477 A9
9r ~ 0cor | 0106’ (A.9)
mas substituindo na equacao acima os resultados encontrados em (A.8), encontramos
0 senfl O
— =cosf— — —. A.10
or " lor 1 o0 (A10)
Fazendo o mesmo procedimento para a%’ obtemos que
0 0 cosf 0
— = 0— —. A.ll
dy seu or + r 00 ( )
Utilizando também que = — sendz + cos 0y e 1 = cos Bz + senfy, podemos calcular
as derivadas .
00 . . 00
pr —(cos bz + sen@y)a—x (A.12)
e A
00 00
8_y = —(cos 0z + senng)a—y, (A.13)
ou seja,
0
O_ZfseDH . @:_fcosﬁ (A.14)
ox r oy r

Com as informagdes acima podemos finalmente calcular as derivadas da magnetizacdo
em (A.l), assim

o
ox

_ 5 ., 00(r) 00
= (—sen®(r)f + cos @<T)Z)8—m + cos @(7‘)%,

(A.15)
Sabendo que O(r) = Z[p(r) + x(r)] + J e substituindo (A.10) e (A.14) na equagdo acima, temos
finalmente que
oM
Ox

B n K dp dy senf .
= (—senO(r)f + cos O(r)2) {2 cos 6 (dr + dr)} + cos O(r) T (A.16)
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Fazendo o mesmo procedimento, obtemos também que

ori
dy

cosf

¢ 7. (A.17)

— (—senO(r)f + cos O(r)2) {g cos ($ + fl—if)} — cos O(r)

Com os resultados encontrados, podemos finalmente calcular o produto vetorial

OM OM  wcosO(r) (do  dx\ -
ox % dy 2 7 (dr + dr M. (A.18)

Voltando agora na equagdo (A.1), vamos efetuar a mudanca dxdy = rdrd6, de forma que

1 o - mecosO(r) (do dx\ -~
Q_E/o d@/o rdr{M~[—§ " (%—F%)M]}, (A.19)

mas lembremos que M - M = 1, entdo

Q= ! /OO dr [z cos O(r) (@ + d—X)} . (A.20)
0

2 2 dr dr

Agora observe que podemos reescrever o integrando, na forma

1 [ d
Q- __/ dr sen@(r)’ (A21)
2 Jo dr
assim, finalmente, obtemos que
1 1
Q= 5 sen@(r = 0) — 5 sen@(r — 00). (A.22)
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