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Resumo

Neste trabalho, estudamos func¢oes quadrdticas bem como sua caracterizaciao, repre-
sentagao grafica e aplicagoes da pardbola. No desenvolvimento do trabalho procurou-se
contemplar a forma algébrica da funcao quadritica através da dedugao de sua equagao,
abordando algumas demonstragoes nao encontradas nos livros do ensino médio. Sobre a
representacao grifica demonstramos que o grafico da fungao quadrdtica é uma pardbola
e como aplicagao justificamos por que os espelhos e antenas sao parabélicos. Apresen-
tamos também a relagao existente entre fungio quadratica e progressoes aritméticas a
partir do Teorema da caracterizagio das Funcgoes Quadraticas e usamos o jogo Salto

da Ra para motivar alunos e professores a estudarem este Teorema.

Palavras-chave: [F'ungao Quadratica. Caracterizacao. Aplicagoes da Pardbola.



Abstract

In this work, we study quadratic functions as well as their characterization,
graphic representation and applications of the parabola. Development of work it was
sought to contemplate the algebraic form of the quadratic function through the de-
duction of his equation, addressing some no demonstration activities found at of high
school books. About the graphic representation we demonstrated that the graph of the
quadratic function is a parable as application and we justify why the mirrors and para-
bolic troughs antennae are. We also present the existing relationship between quadratic
function and arithmetic progressions starting from Theorem of the characterization of
Quadratic Functions and we use the game Salto Frog to motivate pupils and teachers

to study this theorem.

Keywords: Quadratic Function. Characterization. Applications of the Parable.
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Introducao

O estudo das fungoes quadréticas tem sua origem na resoluciao da equacao do
segundo grau. Problemas que recaem numa equacao do segundo grau estao enire os
mais antigos da Matemdtica. Por exemplo, o problema de encontrar dois niimeros
conhecendo sua soma s e sen produto p.

A origem da Funcao Quadrética associa-se a idéia de equacao do 2° graun, que
surgiu por volta de 300 a.C com matemadtico Euclides, mas foi no renascimento que
se destacou o estudo dessa fun¢ao através da necessidade de explicar o movimento de
corpos em queda livre e a trajetdria de um canhao. Este estudo veio sendo desenvolvido
ao longo da histéria até chegarmos a parabola associada a equacao do segundo grau.

Até os dias atuais é comum que professores. do Ensino Fundamental e Médio,
encontrem alunos que apresentam dificuldades na compreensao do conceito, leitura ¢
interpretacao de gréficos bem como aplicagoes da func¢ao quadrética, a qual estd pre-
sente em nosso cotidiano. Geralmente os livros adotados nao abordam com a devida
importancia o aspecto analisado neste trabalho. Desta forma este TCC ajudard profes-
sores e alunos adquirirem um conhecimento amplo a respeito das funcoes quadraticas.

O plano de apresentacao deste trabalho de conclusio de curso é o seguinte:

No capitulo 1, apresentamos o desenvolvimento histérico do conceito de funcao e
as contribuicoes de alguns matematicos existentes na histéria das funcoes, em particular
das fungoes quadraiticas.

No capitulo 2, temos as nogoes gerais sobre funcao quadratica, destacando a
andlise de sua forma canonica, o grafico da funcao quadritica, pontos notdveis da

parabola e suas propriedades.

Finalmente, no capitulo 3, relacionamos funcao quadratica com progressao aritmética

e apresentamos o Teorema da Caracterizagao das Fungoes Quadraticas. Como aplicacio

da Pardbola, justificamos por que os espelhos e antenas sio parabdélicos.
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Capitulo 1

Aspectos Historicos do
Desenvolvimento do Conceito de

Funcao

O homem como ser natural é parte integrante da natureza, e nao se pode conceber
0 homem sem a natureza e nem a natureza sem homem (Andery, et al, 1999, p.9).
Entendendo tal pressuposto como verdadeiro. afirmamos que a necessidade primeira da
humanidade, desde os tempos mais remotos, foi certamente dominar a natureza numa
perspectiva de estabelecer com a mesma uma parceria que viabilizasse a manutencao
e a perpetuacao da espécie. Mas através de suas relagoes com o meio social/cultural,
investe em um processo de produgao constante que visa o provimento da sua geragao
e de todas as que virao, e por consequéncia modifica a natureza e sua prépria relacao
com ela.

No entanto, a relacao homem-natureza, se comparada a relagao da natureza com
os outros animais, é impar, pois este nao se limita a satisfacao das suas necessidades
basicas, como se alimentar, por exemplo.

Buscando a compreensao dos fenomenos - suas razoes e ligacoes, os primeiros
pensadores perceberam a dimensao da realidade plural que queriam dominar, e que
seria impossivel tentar de uma vez s6 compreendé-la em sua totalidade. Necessita-
ram entao, recortar dessa totalidade um conjunto de elementos que fossem bastante

significativos para se realizar o estudo.
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Observemos por exemplo o desenvolvimento de uma planta que, dentre outros
fatores, depende das condigoes do solo e do clima, que por sua vez dependem de
fenomenos atmosféricos e marinhos. Assim, para realizarmos um estudo sobre a planta
se faz necessdrio recortar da realidade um conjunto de varidveis que influenciem de
forma significativa naquilo que queremos conhecer/inferir, e que se relacionam entre
si, como por exemplo: crescimento versus clima, ou crescimento versus quantidade de
calor. ou crescimento versus nutriente, etc.

Surgem com isso, quadros explicativos dos [endomenos naturais que possuem duas
caracteristicas essenciais: a interdependeéncia e a fluencia (Caraga, 1989, p.109). A
interdependéncia ¢ verificada no momento em que se observa que, no Universo os fatos
nao ocorrem de maneira isolada, em todos eles ha compartimentos que se comunicam
e participam da vida uns dos outros. A fluéncia é o movimento natural e constante do
mundo que nao para de se transformar, de evoluir. No exemplo ja citado da planta,
se tomarmos o crescimento versus nutriente e abstrairmos os demais fatores, teremos
que seu crescimento/fluéncia esta condicionado aos nutrientes que a ela forem ofereci-
dos. Nutrientes selecionados e dosados proporcionam um melhor desenvolvimento do
vegetal, o que caracteriza a interdependeéncia.

Assim, podemos dizer que partindo da necessidade de resolver um problema de
ordem pratica interdependéncia entre duas grandezas diferentes, brotou de forma intui-
tiva, o conceito de fun¢ao em seu mais origindrio sentido. Segundo Zuffi (2001, p.11),...
nao parece existir consenso entre os autores, a respeito da origem do conceito de funcio
[talvez pelo seu préprio aspecto intuitivo]. Alguns deles consideram que os Babilénios
(2000 a.C.) ja possniam um instinto de funcionalidade [grifos do autor] (...) em seus
calculos com tabelas sexagesimais de quadrados e de raizes quadradas (...) que eram
destinadas a um fim pratico. As tabelas, entre os gregos, que faziam a conexao entre
a Matematica e a Astronomia, mostravam evidéncia de que estes percebiam a ideia de
dependeéncia funcional, pelo emprego de interpolacao linear.

Chaves e Carvalho (2001) acreditam que esta noc¢ao surgiu em tempos mais
remotos, pois entendemos que todas as relagoes criadas pelas civilizacoes antigas para
a invencao do niimero, primeira necessidade da matematizacio, jd constituia o instinto
de funcionalidade citado anteriormente. Quando associaram os dedos as quantidades,

e quando viram que estes ji nao eram mais suficientes e buscaram outros elementos
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para contar/enumerar estavam vivenciando a interdependeéncia de varidveis que fAluiam
para a formacdo de sistemas de numeracao cada vez mais adequados/prdticos.

Considerava-se que os babilonios ja possuiam um instinto de funcionalidade, que
precede uma ideia mais geral de fun¢ao, desde cerca de 200 a.C, encontrado em seus
cdlculos com tabelas sexagesimais de quadrados e de raizes quadradas. as quais podem
ser tomadas como funcoes tabuladas, destinadas a um fim.

As tabelas. entre gregos, que faziam a conexio entre a Matemética e a Astrono-
mia, mostravam evidéncias de que estes percebiam a ideia da dependéncia funcional
pelo emprego da interpolagao linear, isto é, interpolar valores de uma [uncao entre
outros valores conhecidos.

O periodo compreendido entre os séculos X IV e XV I caracterizou-se pelo estudo
de casos de dependéncia de quantidade através de descrigoes verbais, relacoes numeéricas
e grificos sendo, entao, consciente a ideia de dependéncia entre as quantidades variaveis.

O uso de coordenadas para representar variaveis ja ocorria e aplicava-se, por
exemplo a pontos de curvas especificas e nao a pontos arbitrarios do plano.

Nicole Oresme, por volta do ano de 1360, sugeriu a representacao grafica dos
diferentes graus de intensidade das varidveis velocidade e tempo, relacionadas em um
fenomeno (movimento de um corpo com aceleracao uniforme). Porém, o trabalho de
Oresme resumia-se a descrever aspectos qualitativos, sem utilizar medidas.

As latitudes, correspondentes as variacoes na velocidade, eram dadas por seg-
mentos de comprimentos distintos, dispostos verticalmente sobre uma linha horizontal
na qual estvam distribuidos, intervalos regulares, diferentes longitudes correspondentes
a diferentes instantes de tempo. Oresme perceben que as extremidades dos segmentos
caiam todas sobre a mesma reta, assinalando a propriedade de inclinagao constante
para o grafico por ele tracado descrevendo um movimento uniformemente acelerado.
(Boyer, 1974)

Para Youschkevich (1976) o desenvolvimento da nocao de fun¢ao divide-se em

trés etapas principais, sendo elas:

e Antiguidade — época em que verificou-se o estudo de alguns casos de de-
pendéncia entre duas quantidades, sem ainda destacar a nogao de vardveis e

fungoes.
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e Idade Média —+ época em que se espressavam as nocoes de funcao sob forma

geométrica e mecanica, porém ainda prevalecendo as descricoes grificas ou verbais

e Periodo moderno — foi partir do século XVI e especialmente durante o
século XV II, comecam a prevalecer as expressoes analiticas de fungao, sendo
que o método analitico de introducao a funcao revoluciona a matemédtica devido
a sua extraordindaria eficacia e assegura a esta no¢ao um lugar de destaque em

todas as ciéncias exatas.

Kleiner (1989) descreven em sen trabalho alguns estdgios da evolucao do con-
ceito de fungao, partindo do instinto de funcionalidade presente em tahelas elaboradas
por astronomos babilonicos ou estudos geométricos referentes ao cdlculo de dreas de-

senvolvidas pelos gregos.

1.1 Matematicos e suas Contribuicoes em Relacao
a Origem do Conceito de Funcao.

Galilei (1564 — 1642) contribuiu para a evolu¢ao da idéia de funcao, ao introduzir
o tratamento quantitativo nas suas representacoes graficas. Nessa época, o aprimora-
mento dos instrumentos de medidas proporcionou a busca de resultados inspirados na
experiéncia e na observacgao.

Rene Descartes (1596 — 1650) afirmou que uma equacao em z e y seria uma
forma de introduzir uma relagao de dependéncia entre quantidades varidveis, de modo
a permitir calecular o valor de uma em correspondencia com o valor da outra, isto
é, que uma equacao em x e y podia representar uma dependéncia funcional entre
quantidades varidaveis, podendo-se determinar uma variavel a partir da outra, dando
um cardter mais amplo a idéia de fungao. Apresentou ainda o método das coordenadas
para a representacao grafica de relagoes entre variaveis, em um modelo proximo ao que
conhecemos nos dias atuais.

Newton (1642 — 1727) em sua teoria sobre fluentes, termo usado por ele para
descrever as suas ideias sobre fungoes, as considerava intimamente ligadas a nogao de

curva e as taxas de mudanga de quantidade variando continnamente. E mais ainda,
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restrigiam-se a imagens de uma funcao real, de varidvel real (Caraga, 1952). Newton
também desenvolven uma grande habilidade em expressar estes fluentes em termos de
séries infinitas. Tentou definir limite de uma funcao, falando em quantidades e taxas
de quantidades (Boyer,1974).

Leibniz (1646 — 1716) nao é o responsével pela notagao de funcio, porém foi ele
quem na década de 1670, quem usou o termo fung¢do pela primeira vez, para se referir
a certos seguimentos de reta cujos comprimentos dependiam de retas relacionadas a
curvas. Logo depois o termo foi usado para se referir a quantidade dependentes ou a
expressoes (ITO, 1987).

Jean Bernoulli (1667 — 1748) adota a terminologia de Leibniz para funcio de .
Ele estava interessado em fungoes que fossem bem comportadas, devido A natureza dos
problemas para os quais contribuiu, como por exemplo o aprimoramento da regra de
L'Hospital para fomas indeterminadas de limite, que envolvia funcoes diferenciaveis.

Leonard Euler (1707 — 1783) foi quem aplicou a ideia de fluentes de New-
ton para a analise que ¢ o ramo mais abrangente da matematica. Euler apresentou
como exemplo uma funcao contendo raizes quadradas, mostrando que ainda nao se
considerava a unicidade para o valor da funcao. Nao se falava em dominio nem em
contradominio. Para Euler as fun¢des s6 eram continnas, também niao era somente a
expressao analitica, mas a curva tracada a mao livre, sem cantos. Seus estudos foram
essenciais para o desenvolvimento do conceito de fungao, trazendo grandes contribuicées
para a linguagem simbélica e as notagoes utilizadas nos dias de hoje.

Joseph Fourier (1768 — 1830) foi talvez o mais influente da nova geracio de
matematicos ativos em 1820 em Paris. Sua principal contribuicao foi a ideia, percebida
por Daniel Bernoulli, de que qualquer funcao y = f(z) poder ser representada por
uma série da forma conhecida na atualidade como série de Fourier. Tal representacio
fornece uma generalidade muito maior que a série de Taylor, quanto ao tipo de funcgoes

que podem ser estudadas.

1.1.1 Primeiras Definigoes do Conceito de Funcao.

Notamos que as primeiras definicoes do conceito de fungao revelam um certo

encantamento pela algebra, onde a fun¢ao é dada por uma expressao algébrica.
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Jean Bernoulli (1667 — 1748) acreditava que uma fun¢ao de um valor varidvel
é uma expressao analitica, que é composta de valor varidvel e valores constantes. Ele
experimentou varias notagoes para uma fungao de z, se aproximando da notacio em uso
f(z) (Boyer,1974). Outra defini¢do importante é a de Leonard Euler (1707 — 1783),
que substitui o termo quantidade composta, presente na definicao de Bernoulli, por
expressao analitica e nao explicou o significado do termo, mas afirmou que o mesmo
envolvia as quatro operacoes, raizes, exponenciais, logaritimos, derivadas e integrais.
"Uma [unc¢ao de uma quantidade varidvel é uma expressao analitica, composta de
alguma maneira desta mesma quantidade e de niimeros ou quantidades constantes”.

Assim, qualquer expressao analitica a qual, além de uma variavel 2, contém também
az+ b

quantidades constante, ¢ uma funcao de z. Por exemplo: a + 3z; az — 42; ek
aa — zz

cz, etc, sao fungoes.

Foi Leonard Euler (1707 — 1783), quem formalizou a notacao de y = f(x)
para representar uma fungao qualquer envolvendo variaveis e constantes (Youschkevich,
1976; Boyer, 1996). E apesar de Euler nao ter sido o precursor no que se refere a nocao
de fungao, foi ele o primeiro a tratar o Célculo como uma teoria formal de funcoes.

Jean-Louis Lagrange (1736 — 1813) define fun¢ao de uma ou mais variaveis
como qualquer expressao em que estas variiveis intervem de qualquer maneira . Para
Lagrange, as fungoes representam operacoes distintas que se realizam sobre quantidades
conhecidas para obter os valores de quantidades desconhecidas, ou seja, uma funcao é
uma combinacao de operagoes (Kline, 1972).

Cauchy (1789—1857) define de funcao da seguinte maneira: Chamam-se funcgoes
de uma ou varias varidveis as quantidases que se apresentam. no calculo, como re-
sultados de operacoes feitas sobre uma ou vérias outras quantidades constantes ou
variaveis.(Sierpinska, 1992).

Dirichlet (1805 — 1859) em 1837 o mesmo sugeriu uma defini¢do geral para
fungao. considerada a definigao formal de funcao moderna, onde a funcao é um caso
especial de uma rela¢ao. Se uma varidvel y estd relacionada com uma varidvel = de
modo que, sempre que um valor numérico é atribuido a z, existe uma regra de acordo
com a qual é determinada um tnico valor y, entao se diz que y é fungao da varidvel
independente z. Isto esta proximo do ponto de vista moderno de uma correspondéncia

entre dois conjuntos de nimeros (Boyer, 1996).
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A definicao dada por Dirichlet foi explicitamente a primeira a limitar o dominio
de uma fungao a um intervalo, o que antes era compreendido por todo o conjunto dos
reais, além disso esse matematico foi o primeiro a trabalhar a nocio de funcio como
uma correspondéncia arbitrédria (Costa, 2004).

Bourbaki ( grupo de matemiéticos franceses 1935 ) a defini¢ao de funciao pro-
posta por Dirichiet foi amplamente aceita até meados do século X X, sendo generalizada
100 anos mais tarde por Bourbaki e utilizada atualmente.

Segundo Boyer (1968), o termo [uncao ¢ uma palavra chave em anilise, e foi
especialmente na classificagao desse Lermo que o processo de arimetizacio da andlise

surgin, tendo Fourier um papel destacado nesse processo.

1.2 Origem da Funcao Quadratica

A histéria mostra que os babilonios, por volta de 200 a.C, j4 representavam a ideia
de fungio através de tabelas de correspondéncias, porém outras idéias sobre funcio
surgiram com o tempo. Por volta de 300 a.C, o matemdtico Fuclides (325 — 265 a.C)
desenvolven uma técnica denominada dlgebra geométrica, pois nao havia a nocao de
equagao ou mesmo de fungao.

Nos textos antigos, as equagoes sao chamadas de ignaldades, como por exemplo
nos antigos Papiros de Rind. Neles encontram-se varios problemas que sio resolvidos
pelo método das equagoes, isto é, o tecer de relacoes em fatos e fenomenos.

No renascimento, destacam-se as tentativas de explicar o movimento de queda
livre de um corpo ou uma trajetéria de uma bala de canhdo que recebe o nome de
pardbola. Mais tarde, virios teéricos do século XV I e XV II tentaram explicar esssa
trajetéria, sem obter a pardbola. Tais explicacoes foram sendo aperfeicoadas até se
chegar a pardbola associada a curva do segundo grau, o que aceleron a necessidade de
se relacionar curvas e equagoes e, de modo geral, dlgebra 4 geometria.

O conceito geral de fungao surgiu por volta do final do século XIX com os
trabalhos de Cantor, Peano e Dedekind e somente aos poucos que os matematicos
perceberam que muitos dos objetos que estudavam eram ou poderiam ser definidos
através de fungoes.

Nao ha unanimidade sobre a curva plana conhecida como pardbola que foi intro-
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duzida na matemadtica. Segundo a versao mais difundida, ela teria surgido dos esfor¢os
de Menaecmo (c. IV a.C.), um discipulo de Aristételes (384 — 322 a.C.), para resolver
o chamado problema deliano, cuja origem é muito curiosa. Assolados por devastadora
peste, os habitantes da ilha de Delos (os delianos) recorreram aos préstimos de seu
oraculo, que sugeriu, para afastar o mal, que eles construissem um altar ciibico cujo
volume fosse o dobro do volume do ji existente altar ciibico consagrado ao deus Apélo.

A solucao tentada pelos delianos, que consistiu em dobrar as arestas, obviamente
nao ¢ correta, pois octuplica o volume. Consta alé que a intensidade da peste cresceu
apés essa tentativa. Entao [oi enviada uma delegacao a Atenas a fim de se aconselhar
com o filésofo Platao (428 — 348 a.C.), que possivelmente difundiu o problema na
comunidade matematica grega, da qual era uma espécie de guia intelectual. Com isso,
muitos matematicos de grande talento da época se engajaram na tarefa de resolver a
questao, destacando-se entre eles o brilhante Menaecmo. Pressentindo, talvez, como
se sabe hoje, que essa tarefa é impossivel com o uso de régua e compasso apenas,
Menaecmo tentou novos caminhos, o que o levou a descoberta de uma familia de curvas
conhecidas como secoes conicas, das quais a parabola é um dos membros. Alids, sua
solucao deriva da intersecao de duas parabolas.

Para chegar a essas curvas, Menaecmo considerou superficies conicas dos tres ti-
pos possiveis quanto a se¢ao meridiana, a saber, aguda, reta ou obtusa. Selecionando-as
entao com um plano perpendicular a uma geratriz, obteve as curvas que mais tarde
seriam chamadas. respectivamente. de elipse, pardabola e hipérbole. Isso explica a razao
pelos quais essas curvas sao conhecidas como se¢oes conicas. O que certamente Mena-
ecmo nao imaginava ¢ que num futuro bastante remoto seriam encontradas aplicacoes
cientificas e praticas da mais alta importancia para essas curvas. Para a parabola,
entre outras coisas, o estudo da trajetdria de um tiro de canhao. Vale frisar que a
importancia deste problema nao deriva de seu papel nas guerras, mas sim de sua con-
tribuicao indireta para o desenvolvimento de virios ramos da ciéncia, como a quimica,
fisica e a metalirgica.

Os canhoes entraram em cena na Europa no século XIV'. De inicio, eram armas
tao precérias — ofereciam risco até mesmo para os artilheiros - que seu efeito era
principalmente psicolégico, decorrente dos estrondos que produziam. A medida, porém,

que a construgao dessa arma foi se aprimorando e sua importancia bélica crescendo,
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alguns problemas matematicos envolvendo a trajetéria de uma bala de canhao vieram
a tona. Por exemplo, como conseguir o alcance maximo para um tiro?

A primeira contribuicao significativa nas investigacoes do problema da trajetéria
de um tiro de canhao se deve ao matematico italiano Niccolo Tartaglia (1499 — 1557) e
se encontra em sua obra Nova Scientia (“Nova Ciéncia”™), publicada em 1537. Mediante
observagoes e cdlculos matemdticos, Tartaglia concluiu que o alcance mdximo de um
tiro ocorre quando o angulo de elevacao do cano do canhio é de 45° em relagio a
linha do horizonte. Percebendo também que o alcance do tiro é fungiao desse angulo
de elevagao, ele inventou um quadrante. calibrado em 12 partes, que acoplado ao cano
do canhao, permitia achar o angulo de elevagao e portanto, ajustar o alcance do tiro.
Mas faltavam a Tartaglia conhecimentos mais sélidos de fisica para poder ir além.

Por volta da metade do século XV I, os canhdes ja eram tao potentes que seus
tiros alcancavam distancias da ordem de quilometros, o que requeria a elaboracao de
uma teoria da trajetdria e do alcance muito mais precisa. Entre os que se dedicaram
a essa tarefa estao Galileu Galilei (1564 — 1642) e alguns de seus notéveis alunos. Por
meio de cuidadosas experiéncias, Galileu observou que, colocando um canhéo sobre
uma plataforma plana elevada e atirando com o cano na horizontal. o alcance do
tiro variava em fun¢io da carga de pélvora, mas sempre no mesmo periodo. Isso
indicava a existéncia de uma velocidade horizontal, varidvel com a carga, e uma vertical,
constante. Motivado por isso, Galileu realizou o seguinte experimento: fazer cair, em
queda livre, bolas postas a rolar sobre uma superficie plana. Medindo as distancias
horizontais e verticais de 3m, em posi¢oes diversas, deduziu a seguinte lei (aqui dada
na simbologia moderna), relacionando a distancia horizontal = e a distancia vertical,

y, percorrida por uma bola que cai:

9= ki,

onde k é uma constante. Segue entio que a trajetdria descrita por um corponem queda
livre ou um tiro de canhao disparado horizontalmente é uma semipardbola.

Galileu chegou a esses resultados em 1608, mas nao os publicon imediatamente.
Devido a isso, o crédito pela descoberta de que a trajetéria de um projétil, no vacuo,
€ uma pardbola costuma ser atribuido a seu discipulo Bonaventura Cavalieri (1598 —

1647), que publicou um trabalho sobre trajetérias em 1632, baseando-se na suposicao de

19

G/ BIBLIOTECA|

i
LA

e o

Uri




que um projétil é impulsionado por duas forgas distintas: a propulsora e a gravidade.
Galilew lamentou ter perdido essa primazia, o que mostra quanto ele valorizava o
&%Stllnto. Como nao era homem de se acomodar, reagiu com a dignidade de um grande
cientista: em sua monumental obra, Didlogos acerca de duas novas ciéncias (1638),
publicou uma teoria das trajetorias parabdlicas mais detalhadas que as ja existentes.
Na ltima secao de seu livro Galileu deduz a trajetoria parabolica para projéteis como
uma composicao do movimento uniforme horizontal e um movimento acelerado vertical.
Aqui o conceito de inércia linear é aplicado matematicamente (como um dialogo), mas
nao ¢ expresso formalmente. Isto tudo foi seguido de teoremas adicionais que relatavam
trajetorias, ¢ por tabelas de altitude ¢ distancia caleuladas para curvas inicialmente
obliquas.

Talvez o grande pecado de Galileu foi questionar publicamente dois grandes pila-
res da filosofia crista: o homem como centro do universo e a fisica de Aristételes como
modelo para a ciencia. Seu método cientifico é, sem divida, o grande legado que o
mestre deixou para humanidade. E considerado, por conta disso, o “pai da ciéncia mo-
derna”. Em sua tltima obra “Discursos Referentes a Duas Novas Ciéencias a Respeito
da Mecanica e dos Movimentos Locais”, o pensador italiano demonstrou, ao contrario
da tradicao aristotélica, que o peso de um corpo nao exerce influéncia na velocidade
da queda livre ¢, de quebra, enunciou a lei da queda dos corpos no viacuo: o espago
percorrido por mm corpo e queda livre ¢ dirctamente proporcioual ao quadrado do
tempo levado para percorrer este espago. Portanto, a fungao que descreve a posicao

“s" do corpo em relacao ao tempo “t” € uma funcao quadrdtica.
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Capitulo 2

Funcoes Quadraticas - Nocoes

(zerais

Definicao 2.1 Uma funcao f . X —5 R chama-se quadrdtica quando cristcm

nimeros reais a,b, ¢, com a # 0, tais que f(x) = ax?® + bx + ¢ para todo x real.

Exemplo 2.1 Considere o problema de enconlrar dois niimeros conhecendo sua soma
s e seuproduto p. Geometricamente, este problema pede que se determinem os ladosde
um retangulo conhecendo o semi-perimelro s e a drea p. Os nimeros procurados $ao

as raizes da equacao do sequndo qrau r*

— sz +p = 0. Com efeito,se um dos niimeros
éx e 4 I d §ip == —x) = st — x2%, logo z* =

T € 0 oulro € s — T entao o produto é p = z(s — x) = sz — 2°, logo z* — s+ p = 0.
Desta forma, se considerarmos [ uma fung¢do definida por f(z) = 2 — sz + p temos
que [ € uma fungao quadrdtica e o problema se resume em determinar os valores de x

para os quais f(x) = 0.

Exemplo 2.2 A func¢ao quadrdtica é o modelo matemdtico que descreve o movimento
uniformemente variado que tem como exemplo importante a queda dos corpos no vdcuo
sujeilos apenas & acao da gravidade. Nesle lipo de movimento tem-se um ponto que se
desloca sobre um cixo ¢ sua posicao f(t) no instante t ¢ dada por [(t) = 3at’® + bt + ¢
onde a representa a aceleracao, b representa a velocidade inicial, ¢ represenia a posicao

inictal e t > 0 representa o tempo.
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2.1 Forma Canoénica da Funcao Quadratica
Dada a fancio quadritica f{z) = az® + bz + ¢, a # 0, podemos escrever:
5 5 b c
flz)=azx*+bzx+c=a|z°+ -+ —
a a

As duas primeiras parcelas dentro dos colchetes sao as mesmas do desenvolvimento do

quadrado:
P 2 TEM s P2y &
e— =a I — — — i
T % 2a  4a? a 4a?
Completando o quadrado , temos:
b ¥ e
2 - 2, .
Sla). = uit +b:1:+c—a[:1: +2;Z:I+W_4F+EJ
ou seja,
; b\*> 4dac—B?
f($)=ru?2+bz+r?=a{(::+%) +GZ¢T} (2.1)

que é chamada Forma Candénica da funcao quadritica.

Uma outra maneira de escrever a forma canonica (2.1) é:

b\*  dac—b?
= 2 — et
fz)=az"+brx+c=a (a: + 2a) - e (2.2)
b dac — b? i )
e fazendo m = ~n k= 5 concluimos que k = f(m). Assim, para todo z € R

e a / 0 podemos escrever qualquer fungao quadratica da scguinte maneira:
2 b
f(z) =a(z—m)°+k, ondem = ~g.© k = f(m).
a

Exemplo 2.3 A fungio f(z) = 2°—4x—6 pode ser escrita na forma f(z) = (z — 2)*—

10, comm =2 e k = f(2) = —10.

Observacao 2.1 A forma canénica nos ajuda a responder a sequinte pergunta: Dada

a funcao quadrdtica f(z) = az®+br+c, para quais valores x # x’' tem-se f(z) = f(2')?

Olhando para a forma canonica vemos que f(z) = f(2') se, e somente se

b\2 b\2 L oo
— | =2+ — f 2751
(x N 20) (I N Za) el

Como estamos supondo = # z’. isto significa que




isto é,

z+2 b
2 2a

Portanlo, a fun¢ao quadralica

f(z) =az*+bx +c

assume o valor f(z) = f(xr) para * # x’ se, e somente se, os pontos = e &' sao

equidistantes de ——
2a

2.1.1 Zeros da Func¢ao Quadratica

Defini¢ao 2.2 Considere a funcdo quadrdtica f(z) = ax?® + bx + ¢,a # 0, chamamos

de zeros da fungao quadrdlica os valores de x para os quais f(z) = 0.

Exemplo 2.4 Sejo f(z) = az® + bz + c,a # 0. Assim pela definicao, encontrar os
zeros da fungao quadrdtica é equivalente a resolver a equacio ax®+bx+c = 0. A partir

da forma (2.1) da funcao quadrdlica, lemos as sequinles equivaléncias:

b\? 4dac—b?
2 == 2 . ool e s B
ar®+bxr +c 04=>(.c+2a) + e 0 (2.3)
b\? b —4dac
o (“%) = Ti (24)
b b? — 4ac
<=>.1‘+‘2—a=:t —4&—2— (25)
_ —b+ \/‘b2 — 4ae (2.6)

e N
2a

A (6rmula (2.6) é chamada [6rmula de Bhaskara. A passagem de (2.4) para (2.5)
s6 tem sentido quando o discriminante A = b* — 4ac é maior ou igual a zero. Caso
tenhamos A < 0, a equivaléncia entre (2.3) ¢ (2.4) significa que a equagao dada néo
possui solucao real, pois o quadrado de = + -;—;- nao pode ser negativo.

Da [6rmula (2.6) resulla que, se o discriminante A = b*—4ac é posilivo, a equagio

ar’ +br+c=0
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tem duas raizes reais distintas as quais chamaremos de z, e zy:

(+-v3)

2a

Ir =

(—b+w/3)-

Iy =
2a

Neste caso, podemos relacionar os coeficientes a, b e ¢ com as raizes da equacao:

(-b-VvE) (-b+vA) b

- Ty = g
SR 2a i 2a a
e
(<= VE) (-b4vA) 4o o
I1.Iy = & = ——
w= 2a 2a 4a? a
b
T.ogo, a soma das raizes é dada por s = —— e o produto das raizes ¢ dado por
il
e
p=~-.
a
—b
T T 7N b )
[om particular, a média aritmética das raizes ¢: l; 2 = % = gy M seja,

b
as raizes x; e xy sao equidistantes do ponto ~5a"
a
Quando A = 0 em (2.6), a equagao dada possui uma \inica raiz z; = x,, chamada

raiz dupla, ignal a —— .
2a

Resumo 2.1 Para encontrarmos os zeros da fun¢do quadrdtica f(z) = az® + bz + ¢,

inicialmente calculamos o discriminante A = b* — 4ac, e facamos aseguinte andlise:
e s¢ A <0, entio a equacio ar? 4+ bx + ¢ 0 nao possii raizes reais

e s¢ A = 0, enliao a equacao az? + bx + ¢ = 0 possui uma tinica raiz, ou seja,

b

Ty =Ty = ——.

1 2 %a

e se A > 0, entao a equacao ar® + bxr + ¢ = 0 possui duas raizes reais e distintas,

ou seja, T; # Tz, neste caso usaremos (2.7) conhecida como férmula de Bhaskara
para encontrar as raizes da equacao dada.

—b+ vb? — 4dac
i
2a >

(2.7)
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Exemplo 2.5 Seja a fungio f(z) = z* — 6z + 9. Para determinar os zeros dessa

fungao , temos que resolver a equagdo 2 — 6x +9 = 0. Observe que a = 1,b = —6 e

c =9 e portanto

A = b — dac
=—6%-4.19
=36 —~ 36
= 0.

Portanto, a equagao possur uma dnica vaiz dada por:

b -6 6
—_————— = - = 3_
2a 21 2

Exemplo 2.6 Seja a fungdo f(z) =222 +zx+ 1, temos quea =2, b=1ec=1¢e

portanto,
A = b —4ac
=12-4.2.1
=1-8
==T.
Neste caso, como A = —T7 < 0, a equagdo 2z° + x+1 = 0 nao posswi solugao real.

Exemplo 2.7 Dada a fungdo f(z) = —32* + 7z — 2, temos que a = =3, b =T e

¢ = —2 ¢ portanto,
A = b — 4ac
= 7% —4.(-3).(-2)
=49 — 24
= 25.

Como, A > 0 a equagdo —3x* + Tx — 2 = 0 possui duas raizes reais e distintas, dadas

pela [ormula de Bhdskara
- —b+ Vb2 — 4ac
- 2a '

Assim, 11 =2 e x5 = 3

[
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2.2 Grafico da Fungao Quadratica

Nesta segao, vamnos mostrar que o grafico da fuucao quadrditica ¢ mma ciurva plana
denominada pardbola. Esta curva é a intersecio da supérficie de um cone com um

plano paralelo a uma das geratrizes desse cone.

Figura 2.1: Intercecao da superficie de um cone com o plano.

A pardbola esta presente no nosso cotidiano, por exemplo, ao lancarmos uma

A

pedra ou bola obliquamente (ver ligura 2.4) para cima, sua (rajeldria é parabdlica, <> |
quando acendemos o farol do carro, (ver figura 2.2) os raios de luz, provinientes da %‘E JI
lampada, incidem num espelho parabdlico e sao refletidos paralelamente ao eixo da |' “:2 E
simetria, na antena parabdlica (ver [igura2.3) os sinais sao captados através de sua ?‘ |
superficie e direcionados ao foco. f

£

s oa

1

*~

Eixo de simetria

Figura 2.2: Farol de carro.
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Figura 2.4: Lancamento de min projétil.

Figura 2.3: Antena parabolica

Definicao 2.3 Dados uma retar e um ponto F nao pertencente ar, chama-se pardbola
de foco F e diretriz v ao conjunto de pontos P do plano tais que a distancia de P a F

€ 1gual a disiéancia de P ar.

Figura 2.5: Pardbola.

Na figura (2.5), se d (P, D) = d (P, F), entao P é um ponto da paribola de foco

F' e diretriz r.

Construcao da parabola

Pelo foco F' tracamos a perpendicular a reta diretiz r e tomamos sobreesta
perpendicnlar (chamada cixo da paribola), mu pouto C. Por C tracainos mma paralela

ar e com abertura igual a d(C, ) e centro em F, determinamos nesta paralela os pontos
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P e P’ da pardbola. Unindo-se os pontos assim construidos obtemos a parabola da

figura abaixo:

¥ u 5
i

Figura 2.6: Construcao da Parabola.

T

A reta perpendicular a diretriz, baixada a partir do foco, chama-se o eixo da
parabola. O ponto da parabola mais proximo da direiriz chama-se vértice da parabola,
cle ¢ o pouto médio do segmento enjas extremidades sao o foco ¢ a intersegao do cixo
com a diretriz. Lembramos que a distancia de um ponto a uma reta é o comprimento

do segmento perpendicular baixado do ponto sobre a reta.

PF=PQ

Figura 2.7:

Quando o sistema de coordenadas ¢ escolhido de modo que a origem coincide

com o vértice e um dos eixos do sistema coincide com o eixo da parabola, néao é dificil

cucontrar a equacgao da parabola.

Por exemplo, se o foco esta sobre o eixo y e a diretriz ¢ a reta r paralela ao eixo

x, digamos. se o foco é F' = (0, p) e a diretriz é a reta y = —p, entao um ponto P(x,y)
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Figura 2.8:

pertence a pardbola se, e somente se d(P, F) = d(P,r) ou seja,

vz +(y-pP=y+p.

Agora, elevando ambos os membros ao quadrado

(VEFFG—rF) =@+’

segue que
2+ (y—p)’=(y+p)’

ol seja,

z+y*—2py+p* =9y’ +2py +p°.

Portanto
= 4py ,
isolando y, obtemos
1p

que é a equacao da parabola.
A deducao da equagao anterior corresponde o grifico da figura(2.8).
Temos ainda tres possibilidades: Nos demais casos, efetuando-se contas seme-

lhantes, obtemos:

=2 2.8

Yy @x (2.8)
1.

mzaﬁ (2.9)
1.

=R 210

T o (2.10)



& ]
- _—"
T3 '--__\.\
} q ff/l \,
Y N R " -
r/ ‘ .r{\\ { .\\‘-\ ,///

f | N\ T T

Figura 2.9: Figura 2.10: Figura 2.11:

As equacbes (2.8), (2.9) e (2.10) sao respectivamente, as equagoes das parabolas
dos grilicos das liguras (2.9), (2.10) .e (2.11).
Em todos os casos

= %d (F,r)

Definig¢ao 2.4 0 grafico de uma funcao y = f(z) € o conjunto de todos os pontos

(z, f(x)) do plano cartesiano, com x pertencente ao dominio de f.

Mostraremos a seguir que o graficode f(z) = az®+bx+c, a # 0 é uma parabola.

A demosntracio sera feita em quatro etapas.

1* Etapa:
1
O grafico da fun¢ao quadritica f(r) = 2 é a parabola cujo foco é F = (0, Z)
1
e cuja direlriz é a rela horizonlal y = 1
ydl

Figura 2.12: Grélico de f(z) = 2?

Com efeito, considere P = (z,z*) um ponto qualquer do gréfico de f(z) = z*.
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Temos que a distancia do ponto P ao ponto F = (0, %) ¢ dada por:

d(P,F) = \/(.L‘—U)2+ (xz_%)zz \/:r2+ (xz_%)z.

Por outro lado, a distancia do mesmo ponto P = (z,2%) A reta r é a distancia de P

1y . 1 . ) .
a0 ponto (3:2, Z) ,isto é, 2% + e Pela delini¢ao de pardbola, devemos verilicar que:

\? 1
2 2__ ) =x24 2
\/:z: +(:r: 4) :r+4

Como sao mimeros positivos, basta verificar que seus quadrados sio iguais. Elevando

ambos os membros ao quadrado, temos que para todo = € R:

2}

i o NP 1\ "
) ¥ _ 21 a2
.c+(. 4) (I+4)
1

1 1 1
2 a4 tas . X g Lo L
.r+(:r 2.3: +16) ( +2I +16)
e e 2
B 2 16 ) 27 16
Logo, se P = (z,z?) é um ponto do grifico de f entao d(P, F') = d(P,Q), ou seja,
1 1
o graflico ¢ uma parabola de foco | 0, i® diretriz y = =
2% Etapa:

Se a # 0, o grilico da fun¢iao quadréitica f(z) = az® é a pardbola cujo foco
1 1
¢ F= (0, E) e cuja diretriz é a reta horizontal y = o Para provar isto, basta

verificar que para todo z € vale a igualdade

1\2 1\?
2 Bl = 24 =
S (M 4:1) (aa: +4-a)

onde o primeiro membro é o quadrado da distancia do ponto genérico P = (z, az?)

do grifico de f(z) = az? ao foco F = (0, ;—a) e 0 segundo membro é o guadrado da

distancia do mesmo ponto P arctay = I Temos entao:
(a




\\\F "”’7%”’) r b
,
.
) N

P (xarx

F e

a0 a<i

Figura 2.13: Grafico de f(z) = az?

Conforme seja a > 0 ou a < 0, a parabola y = az? tem sua concavidade voltada
para cima ou para baixo.
3* Etapa:
Para todo a # 0 e todo m € R | o gréilico da fungdao quadrética f(z) =

" . : " 1 T —
a(z — m)? é uma paribola cujo foco é o ponto F = (m, 4—) e cuja diretriz é a reta
a

horizontal y = ~ T Para provar vamos verilicar que, para todo z € R vale a igualdade
(z—m)? + |a(z —m)® - - 2— a(x 'm)2+I ’ (2.11)
da| ) 4 )
Temos,
112
v 2 ~ 2
(z —m)* + [a (z —m) 4a]

112
= (22 — 2zm +m?) + [a(x2~2m+m2)—-4—a]

? = 2zm +m?) + a® (z* + m* — 42%°m + 52°m? + 2°m — 42m?)

- —1.1'2+:rm—1m2 + :
2~ 2 16a2

—_~(;1:

=a’ (z' + m' — 42°m + 62°m? + 2°m — 4m3)

4 1 2 +—1 ) 1
e Rl 7 i 1 ) =171
2 2 16a2
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(x,a(x - m)?}

Figura 2.14: Gréfico de f(z) = a(z — m)?
Por outro lado,

[a(:c—m)g«I-%r = [a (a2 —2;r:m+m2)+%r

= a® (z* + m* — 42® + 52*m? + 2°m — 4Im3)

+ ( .

=a® (' + m' — 42°m + 62°m® + 2*m — 4am?)

i 1.2 3:m+1m2 + A
—3: — — ——————
92 2 16a2

Portanto, a ignaldade (2.11) é verdadeira.

Observamos ainda que o gralico de f(z) = a(z — m)? pode ser obtido do grilico

de f(z) = az® pela translagao horizontal que leva o eixo z = 0 noeixo = = m.
42 Etapa:

1
a(z — m)? + k é a pardbola cujo foco é o ponto F = (m, k+ ) ® cuja diretriz é a
1
reta horizontal y = k — —.

da

Para provar vamos verificar que, para todo = € R | vale a igualdade

Dados a,m,k,€ R com a / 0, o grifico da fim¢ao quadritica f(z)

2 2
(z —m)% + a(m-m)%k—k—ﬂ - [a(z—m)2+k—k+ﬂ (2.12)
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Fignra 2.15: Grafico de f(z) = a(z — m)? + k

2 2
} = (a(:r:—m)2+1}

(x —m)* + [r;t(:::—m)?—l 1

4a

2

e
16a?

]4‘%(1‘—1%)2

(:r:—m)2+[az[x—m)‘i—-‘l(x—m)2+ : }: _ag(x~m)4+%(:z~m)

1
16a2

(m—m)2+[a2(:c-m)4+ e ]—l(:r—mfz _a2(:::—m)4+

Logo

¢ potanto o grifico de f(z) = a(z — m)? + k ¢ uma paribola.
Observamos ainda que o gréfico de f(z) = a(z —m)? + k é obtido do grélico de

g(x) = a(x — m)* por meio de uma translacao vertical que leva o eixo = na reta y = k
1 1
earetay=—-— naretay=k — —.
v 4a ‘ da

De uma maneira geral, como

flzy=az’+bz+c=alz —m)* +k

onde,
b L dae — b?
= —_—— S —
" 2a 4a
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entao o gralico da fun¢ao quadratica f(z) = az® + bz + ¢ é uma parabola, cuja diretriz

é a reta horizontal

_ Aac— P —1
¥= da
e cujo foco ¢ o ponto
b 4dac— b +1
F=|—-m—W———]
2a 4a

O ponlo do graflico de

f(z)=ax® + bz +c

mais proximo da diretriz é aquele de abcissa * = m. Mas, f(m) = k e o ponto
V = (m, k) é o vérlice da parabola que constiui o grilico de f(z), ou seja, é o ponlo
b —-A
V =(——,——), onde A = b — 4ac.
( 2a’ 40,)
Na obs. 2.1, vimos que a funcao quadratica: f(z) = az? + bz + ¢ assume valores
ignais f(z) = f(zf) se, e somente se, 0s pontos z; e r, siao simétricos em relacao a
b b
—— (ou seja x; +z3 = ——) significa que a reta vertical z = —— é um eixo de
% ( ja Iy 2 ) a) gn 1 %a

simetria do graflico f. isto €, é o eixo dessa paribola.

2.3 Relacao Existente entre os Parametros a, b, ¢
e o Grafico da Funcao Quadratica

Vamos analisar o efeito dos parametros a, b e ¢ na pariabola que representa o
grifico da funcao quadritica f(z) = az? + bx + c.

Parametro a, responsavel pela concavidade e abertura da parabola.

e se a > () entio a concavidade da pariabola é voltada para cima.

$s
|

Figura 2.16: figural6 f(z) =z*+z +1

e se¢ a < () entao a concavidade da parabola é voltada para baixo.
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Y

Figura 2.17: figural7 f(z) = -2+ 2z +1

Além disso, quanto maior o valor absoluto de a, menor sera a abertura da
pardbola, (pardbola mais fechada), independentemente da concavidade, seja para cima

ou para baixo. conforme graficos figura (2.18), (2.19), respectivamente.

o= Gx? - 4y

L i

0

.‘\ 5
\;\v-tzﬁf
y =5

Figura 2.18: a > 0 Figura 2.19: a <0

Parametro b, indica se a pardbola cruza o eixo y no ramo crescente ou

decrescente.

e se b > 0 entao a parabola cruza o eixo y no ramo crescente.

! | ).
| /
\‘\ ‘; /—\
\ / x
Figura 2.20: f(z) =2 +2z +1 Figura 2.21: f(z) = —2?+2z+1

e se b < 0 entao a parabola cruza o eixo y no ramo decrescente.
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5 f ”
‘ j 7N
/ AN =
; X
,"!II(
Figura 2.22: f(z) =2?+2z+1 Figura 2.23: f(z) = -2 -2z +1
e se b= 0 a parabola cruza o eixo y no vértice.
f
l_.r ; v
\ ;g .
| .rr »
/
\\ Jr'I.’!
‘\. L -
z"f x
Figura 2.24: f(z) =22 -1 Figura 2.25: f(z) = —2? -1

Parametro ¢, indica o ponto onde a parabola cruza o eixo y.

Figura 2.26: f(z)=2* — 2z +2 Figura 2.27: f(z) = —2*+2z —1

A paribola cruza o cixo y no ponto (0,¢). Além disso, a pardbola pode
intersectar o eixo r em um , dois ou nenhum ponto, dependendo do valor de A =

b — dae, como veremos a seguir na proxima secao.
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2.4 Sinal da Funcao Quadratica

Seja
(2.13)

a forma canonica da funcao quadritica. Analisaremos o sina de f , o qual varia de
acordo com o discriminante, observando os trés casos abaixo.

1° Caso:

e A < 0,0 grifico de f(z) = az®+ bz +c esta inteiramente acima ou abaixo do eixo
horizontal OX, ¢ a equacio az® + bz + ¢ 0 nao possui raizes reais. Por (2.13)

vemos que se a > 0 e A < (), entao a expressao dentro do colcheie é positiva e

f(z) > 0.

Por outro lado, se a < 0 e A < 0, a expressao dentro do colchete ¢ continua sendo

negativa e f(z) < 0.

- Y
k r){ IIY :‘:-
! .-"} L fixi <0 :
h //' ———
'_.’ // e ™
/ f_/
I\". : / ¥ /.__ 4 ;
N / / \
Hris / I"\‘
/ \
g - /
Figura 2.28: Sea > 0, f(z) >0 Figura 2.29: Sea < 0, f(z) <0

Portanto , a funcao f(z) = az? + bx + ¢ possui o mesmo sinal de a.

2¢ Caso:

e A = 0, o grifico apenas tangencia o eixo OX, e a equacao ax? + bz + ¢ = 0 tem
uma tnica raiz dupla. Por (2.13) vemos que se a > 0 e A = 0, entao a expressao
dentro do colchete é positiva e f(x) > 0. Sea < 0 e A = 0, a expressao dentro

do colchete é positiva sendo e f(z) < 0.

38

&




\ K y 1 i
/ o Ve _"—\\.1 " -
,’- w— , P ‘\‘_._‘\ vl <0
\\ ...';(. /f ! N
K‘
/ \
ra lf/ \
x>0 3 ""-‘-i}':' / \\‘
0 A ex2 }'- s A
Figura 2.30: Sea > 0, f(z) >0 Figura 2.31: Sea < 0, f(z) <0

Portanto, a fiucao f(z) = az® + bx + ¢ possui o mesmo sinal de a.

3° Caso:

e A > 0, o gréfico corta o eixo O X, em dois pontos, ou seja, a equacio az’+br+c =

0 tem duas raizes reais e distintas.

?Y
'-\ Iri' &y
\ ;JI }
1 x’l {f 20 I N
\ / /] \
\ ll; %y / \ =
\ J fored / Bg L M ‘J
‘-.‘ f / \
X f § 1 b
/ i !
Sa) >, __J/j fo>a i \
.\ j ¥
o £\ 7 +
TN fm<o f/“" x r’/ 3
it {
|
Figura 2.32: a > 0 Figura 2.33: a <0

Portanto, a partir de (2.13) tém-se a seguinte andlise: se x; < o < z, entao a
funcio f(z) = ax® + bx + ¢ tem sinal contrario ao sinal de a; se z < x, ou z > x5 ,

f(z) = az? + bx + ¢ tem o mesmo sinal de a.

2.5 Maximo e Minino da Funcao Quadratica
Seja a funcao quadratica
f(z) =az® + bz + ¢
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e considere sua forma canonica

b\* A
f(z:)za[(x+g) oy

A forma canonica (2.14) exibe, no interior dos colchetes, uma soma de duas

(2.14)

parcelas. A primeira depende de z e é sempre maior ou igual a zero. A segunda ¢
2

constante. O menor valor dessa soma ¢ atingido quando (:r + E) é igual a zero. ou

seja, quando = = ~5a Neste ponto, f(z) também assume seu valor minimo. Portanto,
b A
guando a > 0, o menor valor assumido por f(z) = az® +bx +c é f[—i‘— B Se

l
a < 0, o valor f(_E:;) é 0 maior dos niimeros f(z), para qualquer z € R.

b
Definicao 2.5 Seja f(z) = az® + bz + ¢, a # 0. Se a > 0 o0 ponto (_%’ _%) do

grifico de f € ponto de minimo e a fungao é imitada superiormente ( 2.34), isto €,

; o b A p ;
nao assume valor mdrimo. Se a < 0 o ponto (—2—, —4—3) do grdfico de [ € ponto de
a

mdzimo ¢ o fungao ¢ ilimitada inferiormente (2.35), isto ¢, nao assume valor minimo.

e
#
& v
I |
i }
1 1 -+
\ . =
2a
' .1
ia Ao N
i T g ]
8 . |
43{ TV [
Figura 2.34: Ponto minimo Figura 2.35: Ponto maximo

Exemplo 2.8 O conhecimenio do ponto onde uma fun¢ao quadrdtica assume valor
mazimo ou minimo permile obier rapidamente uma resposta para a tradicional questao
de saber qual o valor mdrimo do produto de dois nidmeros cuje soma é constante.
Neste problema um nimero s € dado e quer-se achar um par de nimeros x,y, tais que
o produto xy seja o maior possivel. De x +y = s firamos y = s — x, portanto deve-se

encontrar o valor de T que torna mdzrimo o produto
z(s —z) = —2% + sz
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Al - - . lg
. Esse valor mdazimo € assumido quando x = 5 Logo

Concluimos entao que o produio de dois nimeros cuja soma é constante assume

seu valor mazrimo quando esses nimeros sao 1guais.
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Capitulo 3

Caracterizacao da Funcao
Quadratica e Aplicacoes da

Parabola

3.1 Caracterizacao das Fun¢oes Quadraticas
Uma sequéncia (ay,)nen de mimeros reais é uma funcao f : N = R tal que
an, = f(n)

onde a,, chama-se termo geral da sequencia.

Se a diferenca entre os termos consecutivos da sequéncia (a,)nen é constante,

isto é, se

Gy — 0 =F 1= 2,300
entao (@, )nen ¢ Mna progressao aritmética de razao r. Neste caso, demonstra-se que o

termo geral da sequéncia é dado por
a,=a;+(n—1)r
e a soma S,, dos n primeiros termos é

S,,:G.[ +as+---+a, =
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Exemplo 3.1 A funcdo quadrdtica mais simples, f(z) = 2%, transforma a progressio
aritmética

1,2,3,4,...,n,n+1, ...

na Sequencia

1,4,9,16,...,n% 02 +2n +1, ...

que nao € uma progressao arilmélica, ou seja, a diferenca entre dois termos conse-
cutiwos nao € constanie. FEnirelanto, se examinarmos as diferencas entre os termos

consecutivos desta iltima sequencie, encontraremos
3,5 T MLy
que € uma progressao ariimélica.
Proposicao 3.1 Se f(z) = az? + bz + ¢ € uma funcao quadrdlica arbilrdria e
Ty, g, T3, Ty, ...
¢ uma progressao arilmética qualquer entao a seqiéncia
Y1, Y2, Y3, Ya, -

dos valores y; = f(x,), ya = f(x2), y3 = f(x3),... possui a propriedade que as dife-

TCNCAS SUCCSSIINS

d, =yz_yu..dz=ya—yz,d3=y4—y3,--.

Jormam uma progressao arilmélica. Mais precisamenle, se T,y — x; = 1 para todo

i=1,2,3,... entao d;y, — d; = 2ar*.

Demonstracao 3.1 Devemos mostrar que d;; — d; € constante e d;y; — d; = 2ar?.

Considerando que

Lyl — I = ‘]",V'l: = l, 2, 3,4,
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temos:

diy1 — di = (Yiv2 — Yis1) — W1 — 4)
= [(Ziy2) — f(zin1) — fzin) + f(z:)
= a:r:f+2 +brio+c— a:::?H —briys—c¢
—azx? | — bz —c+ax? +ba; +c
= a(})5 — Tip1) — @81 — %) + 0(Zis2 — Zia) — b(@iy1 — 3:)

= a[(Zirv2 — Tis1)(Tiva + Tig1)]

r

—a[(Ziy1 — ) (T + 2)] + b(Zig2 — Tig1) — B(Tip1 — 7:)

r T r

=ar(Tiye + Tip) —ar(zip + ;) +br —br

= ar[(Ziv2 — Tisr) + (Ti1 — 2;))
N —

r r

=ar(r +r) = 2ar®
Logo, d;yy — d; = 2ar?, para todo i = 1,2.,3, ...

Nosso objetivo. neste capitulo, é provar o teorema da caracterizacao da
Funcao Quadrética, que garante a veracidade da reciproca da Proposicao 3.1. Isto é,
se (d,) ¢ uma PA entao f é uma funcao quadratica.

No caso do movimento uniformente acelerado, se considerarmos a queda livre
de um corpo, sujeito apenas a ac¢ao da gravidade, pode-se verificar experimentalmente
que, marcando a posicao do corpo em intervalos iguais e sucessivos de tempo (digamos,
de segundo em segundo), a partir do inicio da queda, as distancias percorridas em cada
intervalo de um segundo vao crescendo, e formam uma progressao aritmética de razao
g, onde g = 9,8m/s* é a aceleragio da gravidade.O teorema da caracterizacao garante
entao que a altura f(t) do corpo em queda livre depois de ¢ segundos do inicio da queda
€ uma funcao quadratica: f(t) = A— :f,-gtz onde A ¢ a altura do ponto onde teve inicio

a queda.

Definicao 3.1 Uma progressao avitindtica de sequnda ordemn ¢ umna sequéneta yy, Yo, Y3, Ya, ---

tal que as diferencas sucessiwas dy = y2 — Y1, dy = Y3 — Yo, dy = yYs — Y3, ... formam

uma progressao aritimcética usual



Figura 3.1: Movimento Uniformemente Variado

No proximo Lema provaremos a recfproca da proposicao 3.1 para f restrita

aos naturais.

Lema 3.1 Se a sequéncia yy, Y2, Y3, Y1, «s Yny ... € uma P.A de sequnda ordem, existem
nmiimeros reais a, b, ¢ tais que y, = an® + bn + ¢ para todo n €. Assim, considerando a
funcgdo f(z) = az® + bz + ¢, temos y, = f(n) para todo n € N, portanto a resirigao de
[ aos naturais fornece os termos da P.A de sequnda ordem dada.

Demonstracao 3.2 Por hipdlese, lemos que as diferencas sucessiwvas dy = yo—y1,dz =
Yz — Yo, A3 = Yg — Y3, ... formam uma progressao aritmética cuja razao chamaremos de
r Portanto, seu n-ésimo termo €

dy=dy +(n—1)r

comn =1,2.3,.... Seja S,, a soma dos n primeiros termos da P.A. Entao:

Sn=d1+d2++dn

Islo é,
()0 = (=) + (5= ) + (o — )
T
= Yn+1 = ulgﬁ +4
SO, i +2(" kL
= Yny1 = ndy + M + ¥,

45



para todo n € N FEsta iltima igualdade é vilida quando n = o o que nos permite

escrever:
Yn=(n—1)d; + = l)gn-2)'r + 1
s, md & (n2~2n2—n+2)r+y‘
iy = b 3;”2? +
=nd; — d, +%n2 —3%n+r+y|
- gn2+ (dl —%t) n+r—dp+y

=an’+m+e

para todo n € N, com

7t 3r ,
a=§vb=d;——‘é—,c=r—d|_+y| (3])

Exemplo 3.2 A sequéncia 3,7,13,21,31,43, ... ¢ uma P.A de sequnda ordem, pois as
diferengas sucesswas 7—3,13 — 7,31 — 21,43 — 31, ... formam uma P.A 4,6,8,10,12, ...
de razao v = 2 e primeiro termo dy = 4. O primeiro termo da sequéncia inicial é

in =3 € a partir do Lema 3.1 deduzimos que o seu n-ésimo lermo é

Yo = an® +bn + ¢

onde,
a:izg_—'_l
2 2
3r 3r
:d—-—: —_——_— =
b 1= 3 5 1

c=r—di+yy=2—-4+43=1

Em onfras palavras, o termo de ordem n da sequéncia 3,7,13,21, 31,43, ... é:
oG8
n=n"4+n+1

Observagao 3.1 Uma P.a. pode ter razao x, ,, —x, = 0. Neste caso, trata-se de uma
sequéncia constante: xy,x,,xy,xy,.... Consequentemente, uma P.A. de sequnda ordem
pode reduzir-se a wma P A. ordindna, quando a razao v da P.A. yo — y1,ys — ya, ... for
tgual a zero. Neste caso, a = % =0 ¢ a fungio f(z) = ax® + bz + ¢, com y, = f(n),

nao € quadrdtica, reduzindo-se a f(r) = bx + c.
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No teorema de caracterizacao, que demonstraremos a seguir a [im de obtermos
uma funcao quadratica. precisamos supor que a P.A. de segunda ordem que ocorre em

sell enunciado € nao degenerada, isto €, nao ¢ uma P.A. ordinaria.

Teorema 3.1 (Caracterizacao das Fungoes Quadrdaticas) A fim de que a funcao f:
R — R seja quadrdlica é necessdario e suficiente que toda progressao ariimélica nao-

constante xy, ¥y, ..., I, ... seja transformada por [ numa P.A. de segunda ordem ndo-

degenerada y, = [f(21),y2 = f(22), ..yn = f(2n),

Demonstragao 3.3 A necessidade ja for demonstrada ne Proposi¢ao 3.1. Para pro-
var a suficicncia, scpa f : R — R wuma funcao continua com a propriedade de
transformar toda P.A. ndo constante numa P.A de sequnda ordem nao-degenerada.
Substituindo f(x) por g(z) = f(z) — f(0), vemos que g tem as mesmas proprie-
dades de f e mais a propriedade adicional de que g(0) = 0. Considerando a pro-
gressao aritmética 1,2,3,,4,5, ..., vemos que os valores g(1), g(2), ...g(n)... formam uma
P.A. de seqgunda ordem nao degenerada. Logo eristem constantes a # 0 e b tais que
lg(n) = an® + bnpara todo n € N. (Deveria ser g(n) = an® + bn+ ¢, porém g(0) =0 ).
Em sequide, firemos arbitrariamente um nimero p € N e consideremos a progressao

e 123 n . ) _ .
arilmélica —,—, —, ..., —, ... De modo andlogo, concluimos que erislem @’ # 0 e V' tais

i ?

ppp p
que g (%) = a'n® + b'nN. Assim, para todo n € N, temos:

an® + tn = g(n)

3
= d'(np)* + ¥/ (np)

= (dp*)n® + ¥ (p)n.
Portanlo as funcoes quadrdticas
az® + bx e (a'p®)z® + b (p)z

a
coincidem para todo x =n € N. Isto implica que a = a'p? e b= Vp, ou seja, a' = F e
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) = _
¥ = —=. Logo, para quaisquer niimeros naturais n e p valem:
p
n
g(=)=a'n*+tn
p

= —2?12 -+ =1
&4 p

=a(£)2+b(£).
p P

Vemos enlao que as funcoes conlinuas g(x) e ax® + bz sio tais que g(r) =
ar® + br para todo niimero racional positivo r = %- Segue-se que g(z) = ax? + bz para
todo numero real positivo x. De modo and:'ogo}: considerando a P.A.—1,-2,-3, ...,
concluiriamos que g(x) = az?® + bz para todo = < 0. Logo, pondo f(0) = ¢, temos que
f(z) = g(x) + ¢, ou seja,

f(z) =az® + bz + ¢

para todo = € R

3.2 Aplicacoes da Parabola

3.2.1 Por que as antenas sao parabdlicas?

Figura 3.2:

Se girarmos uma parabola em torno do seu eixo, ela vai gerar uma superficie cha-
mada paraboldide de revolugao, também conhecida como superficie parabélica. Esta
superficie possui intimeras aplicagoes interessantes, todas elas decorrentes de uma pro-
pricdade geométrica da parabola, que vercinos nesta secio.

A fama das superficies parabélicas remonta A Antiguidade. H4 uma lenda segundo

a qual o extraordindrio matematico grego Arquimedes, que viveu em Siracusa em torno
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do ano 250 A.C., destruiu a frota que sitiava aquela cidade incendiando os navios com os
raios de sol refletidos em espelhos parabdlicos. Fmbora isto seja teoricamente possivel,
ha sérias diividas histéricas sobre a capacidade tecnolégica da época para fabricar tais
espelhos. Mas a lenda sobreviveu, e com ela a idéia de que ondas (de luz, de calor,
de rddio ou de outra qualquer natureza), quando refletidas numa superficie parabélica,
concentram-se sobre o foco, assim concentrando grandemente o sinal recebido.

Da lenda de Arquimedes restam hoje um interessante acendedor solar de cigarros
e outros artefatos que provocam igni¢ao fazendo convergir os raios de sol para o foco
de uma superficie parabélica polida.

Outros instrmnentos atnam inversamente, desviando na direcio paralela ao eixo
os raios de luz que emanam do foco. Como exemplos, citamos os holofotes, os faréis de
automaoveis e as simples lanternas de mao, que tém fontes luminosas A frente de uma
superficie parabdlica refletora.

Um importante uso recente destas superficies ¢ dado pelas antenas parabélicas,
cmpregadas na radio-astronomia, bem como no dia-a-dia dos aparelhos de televisio,
refletindo os débeis sinais provenientes de um satélite sobre sua superficie, fazendo-os

convergir para um tnico ponto. o foco, deste modo concentrando-os consideravelmente.

Figura 3.3:

Varmos agora analisar o fundamento matematico desses aparelhos. Comecaremos
com o principio segundo o qual, quando um raio incide sobre uma superficie refletora,
o angulo de incidencia ¢ igual ao angulo de reflexao.

Neste contexto, a superficic parabolica pode ser substitnida pela parabola que ¢
a intersecao dessa superficie com o plano que contém o raio incidente, o raio refletido

€ 0 eixo de rotacao (igual ao eixo da parabola).
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Figura 3.4:

O angulo entre uma reta e uma curva que se intersectam no ponto P é, por
definicio, o angulo entre essa reta ¢ a tangente a enrva tracada pelo ponto de intersegao.

E assim que se interpretam os angulos de incidéncia e reflexao.

Definicao 3.2 A tangente a uma pardbola no ponto P é a reta que tem em comum com
a pardbola cssc iimico ponto P ¢ tal que todos os demais pontos da parabola cstao em
um mesmo semi-plano determinado por essa reta. Se a pardbola € o grdfico da funcao
f(z) = az® + bx + ¢, sua tangente no ponto P = (x4, yp), onde yo = axi +bxo + ¢, é a

reta que passa por esse ponto e tem inclinacao igual a 2axy + b.

Observamos na (3.4) abaixo, a reta de inclinagao 2azg + b que passa pelo ponto
(zo,%0), com yg = [f(xg). tem este Gnico ponto em comum com a pardabola que é o
gralico de f e que Lodos os pontos da parabola estao acima dessa rela. Logo esla rela é
tangente a parabola neste ponto. Quando a > 0, a parabola se situa acima de qualquer
de suas tangentes. Se for a < 0 entao a pardbola se situa abaixo de todas as suas

tangentes.

Observacgao 3.2 Todas as relas paralelas ao eizo de uma parabola tém apenas um
ponto em comum com essa pardbola mas nenhuma delas é tangente porque hd pontos

da pardabola em ambos os sermaplanos por ela determinados.

Definicao 3.3 Dizemos gque as retas y = ax +b ey = alx + b, coma # 0 e a’ # 0,

sao perpendiculares se, e somente se, a' = ——.




\
\ %_ (x,@x+bx+c)
\ (X, Yg*(2aXg*b))

—————— {(Xpaxf+bxo+c)

Figura 3.5:

1
Exemplo 3.3 Asrefasy =2z +5 ey = —5% - 3 sao perpendiculares.

Lema 3.1 A reta tangente @ pardbola dada pelo grdfico da fungao f(z) = az®*+ bz +c
no ponto P = (z,y) € perpendicular a reia FQ que une o foco F ao ponto Q, pé da
perpendicular bairada de P sobre a diretriz r.

Figura 3.6:

Demonstracao 3.4 Como a inclinacao da tangente no ponto P = (z,y) é 2ax + b.

devemos mostrar que a inclinicao da reta FQ é —

1
—y Suponhamos que P nao é

o vértice da pardbola, isto €, que sua abscissa x é diferente de ;—-j, logo 2ax + b #
0. Caso P [osse o vérlice, a rela FQ seria vertical e a tangente no ponto P teria
inchnagao zero, logo seria horizontal. A imclinagao da reta FQ € dada por uma fragdo
cujo numerador € a diferenca enire as ordenadas de Q e F e cujo denominador € a

. ; —_ 1
diferenca entre as abscissas desses pontos. Ora, jé vimos que F = (m,k + T ) e
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1 —b
Q = (z,k — E)’ onde m = 55 © k é a ordenada do vértice da parabola. Logo a
inchinacao de FQ € igual a

1 1

k—al——(&—}—zl):_ 1
T —m 2a(z — m)
B 1
B _2a(.r+-2%)
N 1
" 2ax+b

Isio significa que o segmenio de reta FQ € perpendicular a reta TT', tangente a pardbola

no ponto P.

Podemos, [inalmentle, enunciar a propriedade geomélrica da pardbola que justifica
por que as antenas e os espelhos precisam ser parabdlicos. Nesses dois casos, os sinais
recebidos (ondas de radio ou luz) sao muito fracos e portanto é necessirio capté-los
em uma area relativamente grande e concentri-los em um tnico ponto para que sejam
naluralmente amplificados. Assim, a superf{icie da anlena (ou do espelho) deve ser tal
que Lodos os sinais recebidos de uma mesma direcao sejam direcionados para um tnico

ponto apés a reflexao.

Propriedade 1 A tangenie a pardbola num ponto P faz angulos iguais com a paralela

ao eixo e com a reta que une o foco F a esse ponto.

Figura 3.7:

Demonstracao 3.5 Com efeito, se Q ¢ o pé da perpendicular barrada de P sobre
a diretriz, a definicao da pardbola nos diz que FP = PQ, logo o tridangulo FPQ ¢
1sosceles. Além disso, pelo Lema 3.2 F'QQ € perpendicular a tangente, ou seja, a langente
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é altura desse triangulo isdsceles, logo € também bissetriz. Portanto,os angulos FPT'

e T'"PQ sio iguais. Logo APT = FPT' = a.

Se a antena parabdlica estiver voltada para a posi¢ao (estaciondria) do
satclite, a grande distancia faz com que os sinais cwitidos por este sigam trajetorias
praticamente paralelas ao eixo da superficie da antena. logo eles se refletem na superficie
e convergem para o foco, de acordo com o principio que acabamos de demonstrar. Por

isso, as antenas e os espelhos sao parabélicos.

3.3 O Movimento Uniformemente Variado

A funcao quadritica ¢ o modelo matematico que descreve o movimento unifor-
memente variado. Neste tipo de movimento, que tem como um exemplo importante,
a queda dos corpos no vacuo. sujeitos apenas a acao da gravidade, tem-se um ponto
que se desloca sobre mmn cixo. Sua posigao no instante ¢ ¢ dada pela absecissa f(1).
O que caracteriza o movimento nniformemente variado é o fato de f ser nma fimcao
quadratica.

f(t) = %m:2 + 0t + c.

Nesta expressao a constante a chama-se a aceleragao, b é a velocidade inicial (no ins-
tante t = 0) e ¢ é a posicao inicial do ponto. Em qualquer movimento, dado por

2 H f(t+h)—f(8) __ espago percorrida e i S
uma funcao f, o quociente 5 S e chama-se a velocidade média do

ponto no intervalo cujos extremos sao t e £ + h. No caso em que [ é dada pela formula
(3.3), a velocidade média do mével entre os instantes ¢ e t + h é igual a at + b+ %h.
Se tomarmos h cada vez menor, este valor se aproxima de at + b. Por isso se diz que
v(t) = at + b ¢ a velocidade do ponto (no movimento nniformemente variado) no ins-
tante . Quando £ = 0 temos v(0) = b, por isso b chama-se velocidade inicial. Além
disso, vé-se que a = [v(t + h) — v(t)|/h para quaisquer t, h, logo a aceleracao constante

a ¢ a taxa de variacao da velocidade. Por isso o movimento é chamado uniformemente

vartado, acelerado ou retardado, conforme v tenha o mesmo sinal dea (isto é, t > ——)
(43

; ; ] ;
on v tenha sinal oposto ao de a (ou seja, t < ——.) No caso da queda livre de um corpo,
a
a acelera¢ao a é a da gravidade, normalmente indicada pela letra g. Nosso conheci-

mento de fungao quadratica nos permite obter uma descricao completa do movimento
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uniformemente variado.

Exemplo 3.4 Se uma particula é posta em movimento sobre um eizo a partir do ponto

de abscissa —6, com velocidade inicial de bm/s e aceleracao constantie de —2m/s?,

quanto tempo se passa até que sua trajelora mude de sentido e ela comece a voltar

para o ponto de partida? Resposta: temos f(t) = —t*+5t —6. Logo o valor mdzimo de
-5

J ¢ oblido quando t = g = 2, 5s. Podemos amanda dizer gue o ponlo comeca o

voltar quando v(t) = 0. Como v(t) = —2t + 5 isto nos dd novamente t = 2, 5s.

O movimento uniformemente variado pode ocorrer também no plano. Um exemplo
disso é o movimento de um projétil (uma bala, uma bola, uma pedra. etc.) lancado
por uma forca instantanea e, a partir dai, sujeito apenas a acao da gravidade, sendo
desprezada a resisténcia do ar (movimento no viacuo). Fmbora o processo ocorra no
espaco tridimensional, a trajetoria do projétil esta contida no plano determinado pela
rela verlical no ponto de partida e pela direcao da velocidade inicial.

Quando se tem mn movimento retilineo (sobre min ¢ixo). a velocidade do moével
¢ expressa por um nimero. Mas quando o movimento ocorre no plano ou no espaco,
a velocidade é expressa por um vetor (segmento de reta orientado), cujo comprimento
se chama a velocidade escalar do mével (tantos metros por segundo). A direcao e o
sentido desse velor indicam a direcao e o sentido do movimento.

No plano cmn que se dd o movimento, towemos mn sistema de coordenadas cuja
origem ¢ o ponto de partida do projétil e cujo eixo OY é a vertical que passa por esse
ponto.

A velocidade inicial do projétil é o vetor v = (vy,12) cuja primeira coordenada
vy fornece a velocidade da componente horizontal do movimento (deslocamento da
soubra, on projecao do projétil sobre o cixo horizontal OX).

Como a tunica for¢a atuando sobre o projétil é a gravidade, a qual nao possui
componente horizontal, nenhuma forca atua sobre este movimento horizontal, que é
portanto um movimento uniforme. Assim, se P = (z,y) é a posi¢ao do projétil no
instante ¢, tem-se © = v,1.

Por sna vez, a accleracao ( forga) da gravidade ¢ coustante, vertical, igual
a — g. (O sinal menos se deve ao sentido da gravidade ser oposto a orientacao do eixo

vertical OY ). Portanto, a componente vertical do movimento de P é um movimento
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uniformemente acelerado sobre o eixo OY | com aceleragao igual a — g e velocidade
inicial vs.

Figura 3.8:

Logo, em cada instante ¢, a ordenada y do ponto P = (z,y) é dada por
y= —igt2 + vat. (Nao ha termo constante porque y = 0 quando t = 0.)

Se v; = 0 entédo, para todo £, tem-se x = 0, pois v,t = 0, logo P = (0,y), com

= —--1 t? + vql
= ; gl
Y ;?Q 2
Neste caso, a trajetoria do projétil é vertical.

Suponhamos agora v, # 0. Entao, de z = vyt vem ¢ = z/v,. Substituindo # por
este valor na expressao de y, obtemos

y = azx® + b,

Vg
onde a = —% eb=—,
'{Il "M

Isto mostra que a trajetoria do projétil é uma parabola
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Anexos - Atividades Ludicas
Envolvendo Funcoes Quadraticas e

Aplicacoes da Parabola
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Anexo - A - Jogo Salto da Ra

O jogo Salto da Ra consiste e inverter a posicao dos sapos.

Figura 3.9: Salto da Ra

Para trabalhar o jogo Salfe da Ra pode-se construir um tabuleiro com 7 casas e
6 pecgas (pode ser cavilhas). Por exemplo 3 pecas na cor azul e 3 pecas na cor verde,

como mostra a proxima figura. Desenvolvimento do jogo. Colocam-se as 6 pegas

Figura 3.10: Salto da Ra

no tabuleiro, agrupadas por cores, deixando livre a casa central. Movem-se as pecas
de acordo com as regras a seguir.

Movimentos permitidos: Cada peca s6 pode ser movida para wma casa vazia,
vizinha a sua ou saltando sobre, no maximo, uma peca. As pecas s6 andam em uma
direcao, isto é, nao podem vollar, e cada casa 86 pode conter uma peca.

Desafio: Inverter a posicao das pecas. No final as pecas verdes deverao estar
na posigao inicial das pecas azuis e vice-versa. Na ilustracao dada, as pecas azuis s6
podem se mover para a direita e as pecas verdes para a esquerda.

1. Qual o nimero minimo de movimentos necessarios para inverter a posicao das

pecas?




2. Qual o nimero minimo de movimentos necessarios para inverter a posicao de
n pecas de cada cor, em um tabuleiro de n + 1 casas?

A partir de uma simples tabela, é possivel buscar uma regularidade e des-
crever um modelo matlemalico que permile calcular o niimero minimo de movimentos
necessarios para trocar as pecas de lugar.

Solugao do desafio: Para auxiliar na solucao inicie o jogo com uma pega de
cada cor, em seguida duas pecas de cada cor e assim sucessivamente, para construir a

seguinte tabela.

N° de pecas de cada cor | N° de movimentos necessirios para inverler as pecas
1 3
) 8
3 15
4 24
n Un
A sequéncia
3,8,15,24, ... (3.2)

é uma P.A de segunda ordem. pois as dilerencas sucessivas
8—3,15—8,24 - 15,...

formam uma P.A.

5,7,9, ... (3.3)

de razao r = 2 e primeiro termo d; = 5.
O primeiro termo da sequéncia (3.2) é y; = 3 e o primeiro termo da sequencia

(3.3) ¢ dy = 5.clo Lema 3.1 existemn miteros reais a, b, ¢ tais que
Yn = an® + bn + ¢,

onde,
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c=‘r—d1+y1=2—5+3=0,
Logo, o termo de ordem n da sequeéncia (3.2) é
Y= n® + 2n,

para todo n € N.

Portanto, para n pecas de cada cor sio necessirios n® + 2n movimentos para

inverter as pecgas.
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Anexo - B - Construgao da parabola através de do-
braduras

Essa atividade consiste na constricao de uma pariabola através de dobradura.

E conveniente realiza-la em papel vegetal, por ser um papel que possui a consisténcia
adequada.

Em sua folha, desenhe uma reta e marque um ponto F a uma distancia
aproximada de 4 em da reta.

Em seguida, dobre o papel de modo que o ponto F lique sobre a reta.
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Desdobre-o e dobre-o novamente com a mesma condicao: o ponto deve ficar
sobre a reta.

Até vocé encontrar o resultado esperado que é a curva construida através
‘das dobraduras, isto ¢ através de tangentes.



Percebemos que ao fazer essas dobraduras estamos marcando um ponto P
com & seguinte propriedade d(P, F) = d(P,), pois PF' L logo med (PF) = d(P,).

d(P,r).
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Anexo - C - Algumas Imagens que Mostram a Curva
Preciosa (Pardbola) no nosso Cotidiano

A nossa vida cotidiana esta cheia de curvas, a maioria encontramos na natureza,
mas muitas outras. como o tracado de vias de comunicacao ou simplesmente escadas
em caracol, requerem o desenvolvimento de uma sofisticada geometria e conhecimentos

de calculo importantes para descrevé-las.
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