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quântico é acoplado a dois contatos por dois guias [41]. . . . . . . . . . . . 16

3.4 Um arranjo experimental proposto por Aharonov Bohm para gerar padrão

de interferência [52]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.5 a) Franjas de interferência do feixe de elétrons, diferença de fase gerado
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de B para vários valores do parâmetro r. Em (a), exibimos ̟00 para a

ausência do fluxo, δ = 0 (b), exibimos ̟00 para δ = 1. . . . . . . . . . . . . 36

viii



Sumário

Agradecimentos v

Lista de Figuras viii

Resumo xi

Abstract xii

1 Introdução 1

2 Defeitos topológicos 4

2.1 Cristais Topologicamente Distorcidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2 Nı́veis de Landau na presença de uma dispiração . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 Pontos Quânticos 13
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Resumo

A influência dos deslocamentos parafuso em sistemas quânticos tem recebido consi-

derável atenção nos últimos anos. Alguns trabalhos são baseados na teoria geométrica de

defeitos em semicondutores e desenvolvidos por Katanaev Volovich. Nesta abordagem, o

semicondutor com um deslocamento parafuso é descrito por uma variedade de Riemann-

Cartan onde o deslocamento parafuso está associado ao vetor Burgers. Neste limite do

cont́ınuo, um deslocamento parafuso afeta um sistema quântico como um tubo de fluxo

magnético isolado, causando fenômenos de interferência tipo Aharonov-Bohm (AB). O

espectro de energia de elétrons em torno deste tipo de defeito mostra uma configuração

semelhante a do sistema AB. Neste trabalho, investigamos a influência de um desloca-

mento parafuso sobre os ńıveis de energia e as funções de onda de um elétron confinado em

um potencial pseudo-harmônico bidimensional (2D) sob a influência de um campo mag-

nético externo para o ponto quântico e campo Aharonov-Bohm para um pseudo-ponto

quântico. As soluções exatas para autovalores de energia e funções de onda são compu-

tadas em função do campo magnético uniforme, fluxo Aharonov-Bohm, número quântico

magnético e do parâmetro que caracteriza o deslocamento parafuso, o vetor Burgers. Fo-

ram investigadas as modificações devido à deslocação parafuso no coeficiente de absorção

de luz e na frequência de absorção limiar. Descobrimos que conforme o vetor Burgers

aumenta, as curvas de frequência são impusionadas para cima em direção ao crescimento

do mesmo. Um aspecto interessante que observamos é que o fluxo Aharonov-Bohm pode

ser ajustado de forma a cancelar o efeito do deslocamento parafuso.

Palavras-chave: Efeito Aharonov-Bohm - Coeficiente de Absorção - Deslocamento

Parafuso - Frequência de Absorção.
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Abstract

The influence of screw dislocations in quantum systems has received considerable

attention in recent years. Some works are based on the geometric theory of defects in

semiconductors and developed by Katanaev Volovich. In this approach the semiconduc-

tor with a screw dislocation is described by a variety of Riemann-Cartan where the screw

dislocation is associated with the Burgers vector. This limit of the continuum, a screw

displacement affects a quantum system as an isolated magnetic flux tube, causing pheno-

mena of interference type Aharonov-Bohm (AB). The electron energy spectrum around

this type of defect shows a configuration similar to the AB system. In this work, we

investigated the influence of a screw dislocation on the energy levels and the wavefunc-

tions of an electron confined in a two-dimensional pseudoharmonic quantum dot under

the influence of an external magnetic field inside a dot and Aharonov-Bohm field inside a

pseudodot. The exact solutions for energy eigenvalues and wavefunctions are computed

as functions of applied uniform magnetic field strength, Aharonov-Bohm flux, magnetic

quantum number and the parameter characterizing the screw dislocation, the Burgers vec-

tor. We investigate the modifications due to the screw dislocation on the light interband

absorption coefficient and absorption threshold frequency. We found that as the Burgers

vector increases, the curves of frequency are pushed up towards of the growth of it. One

interesting aspect which we have observed is that the Aharonov-Bohm flux can be tuned

in order to cancel the screw effect of the model.

Keywords: Aharonov-Bohm effect - Absorption coefficient - Screw dislocation -

Absorption threshold frequency .
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Caṕıtulo 1

Introdução

A importante evolução na mecânica quântica em meados do século XX, seguido da

possibilidade de resolução de novas equações matemáticas por intermédio de ferramentas

computacionais, permitiriam a investigação detalhada dos fenômenos f́ısicos que ocorrem

na matéria condensada. O efeito dessa evolução resultou no surgimento de dispositivos

eletrônicos, vários tipos de sensores e novos materiais para aplicações na indústria.

Sistemas quânticos no espaço com diversas topologias tem sido abordado em di-

ferentes áreas da f́ısica, por exemplo, na gravitação e f́ısica da matéria condensada. No

contexto dessa última, a mudança na topologia pode apresentar alguns tipos de defeitos.

Portanto, tais defeitos desempenham um papel importante na determinação de proprie-

dades f́ısicas, qúımicas e estruturais de um material.

Um defeito topológico é, em geral, caracterizado por alguma região central onde

a ordem é destrúıda, através de uma quebra de simetria [1]. A geometria de Riemann-

Cartan descreve defeitos em sólidos, onde a métrica não é trivial e pode existir torção.

Nessa aproximação, um cristal pode ser visto como um meio elástico cont́ınuo.

Em cristais topologicamente distorcidos, o movimento de uma part́ıcula quântica

relaciona dois aspectos, geometria e teoria de calibre. Todavia, a dinâmica de uma part́ı-

cula em uma variedade Riemann-Cartan, ou seja, uma variedade com curvatura e torção,

tem atráıdo muito interesse em vários ramos da f́ısica: Na relatividade geral, na f́ısica

do estado sólido, em teoria da gravitação [2]. Cristais sólidos e ĺıquidos com defeitos

topológicos no limite do cont́ınuo podem também ser descritos por uma variedade de

Riemann-Cartan onde agora os campos de curvatura e torção são proporcionais às densi-

dades de carga topológicas dos defeitos [3], [4]. Por exemplo, o vetor de Burgers de um



deslocamento dá origem a uma torção e o ângulo de Frank de uma desclinação corresponde

à curvatura. [5].

Lifshitz e Pushkarov identificaram um número infinito de estados ligados em uma

part́ıcula em deslocamento lateral (edge dislocation) [6]. Por argumentos semelhantes,

Kosevich apontou a posśıvel existência de estados ligados a deslocação parafuso [7]. Por

outro lado, em uma abordagem puramente geométrica, Kawamura observou efeito de

interferência do tipo Aharonov-Bohm no processo de espalhamento de uma part́ıcula ao

redor de uma deslocação parafuso [8].

Neste limite do cont́ınuo, um deslocamento parafuso afeta um sistema quântico

como um tubo de fluxo magnético isolado, causando um fenômeno de interferência do

tipo AB [9]. O espectro de energia de elétrons em torno deste tipo de defeito mostra uma

configuração semelhante a do sistema AB [10] [11] [12] [13]. Um segundo ingrediente,

que pode mostrar influências pronunciadas nestes sistemas quânticos, é um potencial

deformado adicional induzido por uma distorção elástica da estrutura [14]. É um potencial

escalar repulsivo (não covariante). O impacto desse potencial foi primeiro investigado

em [10], em que o espalhamento de elétrons em torno de um deslocamento parafuso foi

investigada. Recentemente, foi demonstrado que um único deslocamento parafuso tem

profunda influência no transporte eletrônico em semicondutores [15].

Neste trabalho, investigamos a influência de um deslocamento parafuso sobre os

ńıveis de energia e as funções de onda de um elétron confinado em um potencial pseudo-

harmônico bidimensional (2D) sob a influência de um campo magnético externo para

ponto quântico e campo Aharonov-Bohm para um pseudo-ponto quântico. As soluções

exatas para autovalores de energia e funções de onda são computadas em função do campo

magnético uniforme, fluxo Aharonov-Bohm, número quântico magnético e do parâmetro

que caracteriza o deslocamento parafuso, vetor Burgers. Foram investigadas as modifi-

cações devido à deslocação parafuso no coeficiente de absorção de luz e na frequência

de absorção limiar. Descobrimos que conforme o vetor Burgers aumenta, as curvas de

frequência são impulsionadas para cima em direção ao crescimento do mesmo. Um as-

pecto interessante que observamos é que o fluxo Aharonov-Bohm pode ser ajustado de

forma a cancelar o efeito do deslocamento parafuso nessas quantidades f́ısicas.

A estrutura desta dissertação é como segue.

No Caṕıtulo 2 faremos uma breve revisão de defeitos topológicos em cristais, as

2



novas descobertas e a métrica deste tipo de problema. Apresentamos os ńıveis de Landau

na presença de defeitos topológicos. No Caṕıtulo 3, foram abordados os conceitos sobre

pontos quânticos e anti pontos quânticos. Investigamos a influência de um campo magné-

tico externo para ponto quântico e campo Aharonov-Bohm. No Caṕıtulo 4, investigamos

as modificações devido ao deslocamento do parafuso na frequência coeficiente de absorção

de luz entre bandas e do limiar de absorção. Um segundo ingrediente, que vamos conside-

rar é um potencial deformado adicional induzido por uma distorção elástica da estrutura.

Por fim, no Caṕıtulo 5, temos as observações finais.
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Caṕıtulo 2

Defeitos topológicos

As imperfeições nas redes cristalinas são classificadas de acordo com a sua geome-

tria e forma. Podem envolver uma irregularidade na posição dos átomos ou no tipo de

átomos. O tipo e o número de defeitos dependem do material, do meio ambiente, e das

circunstâncias sob as quais o cristal é processado. É possivel classificar alguns tipos defei-

tos, como: Defeito pontuais, representado pela figura 2.1, que apresentam irregularidades

em alguns átomos, podendo ser lacunas.

Figura 2.1: Defeitos pontuais: (a) lacuna e (b) auto-intersticial ou intersticial, na rede de

um metal sólido compacto

Defeitos lineares, representado pela figura 2.2, que ocorrem em uma única fileira

de átomos, podendo ser em hélice ou tipo cunha.

Nos sólidos cristalinos, os defeitos lineares ou deslocações são defeitos que originam

uma distorção da rede centrada em torno de uma linha. Desta forma, os defeitos afetam

propriedades f́ısicas e mecânicas, tais como plasticidade, ponto de fusão, a condutividade

eletrônica dos semicondutores (condutividade dos semicondutores depende das impurezas

presentes), dentre outras. Portanto, são influenciadas pela presença de deslocamento ou



Figura 2.2: (a) Deslocação cunha (aresta) positiva, numa rede cristalina.(b)Deslocação

cunha (aresta) com indicação da orientação do vetor de Burgers.

desclinações.

Em um cristal, pode haver uma quebra na simetria, modificada pelo arranjo pe-

riódico de sua célula unitária. Em um caso mais simples, um cristal bidimensional tem a

configuração de mais baixa energia inserido em uma rede quadrada. Portanto, conside-

rando uma quebra dessa simetria devido um pequeno deslocamento dos seus átomos em

relação a sua posição de equiĺıbrio. Esse deslocamento pode ser caracterizado por ~u(~r)

Figura 2.3: Cristal bidimensional em uma rede quadrada mostrando o campo vetorial dos

deslocamentos em relação a sua posição de equiĺıbrio

O parâmetro de ordem ~u(~r) não é exatamente um vetor. Como podemos ver

na figura 2.3, há sempre uma ambiguidade em relação a qual átomo ideal (da rede não

perturbada) estamos nos referindo para o deslocamento. O vetor de deslocamento ~u muda

por um múltiplo da constante de rede sempre que mudamos o átomo de referência:

~u ≡ ~u+ a ≡ ~u+max̂+ naŷ (2.1)

O conjunto de parâmetros de ordem diferentes formam um quadrado com condições

5



periódicas de contorno ver figura 2.4, o qual possui a mesma topologia que um torus τ 2

Figura 2.4: Espaço do parâmetro de ordem dos deslocamentos atômicos em uma rede

quadrada.

A discussão acima mostra alguns exemplos de parâmetro de ordem e nos ajuda a

entendermos o conceito. Também exemplificamos como podemos apresentar o espaço do

parâmetro de ordem (também conhecido por variedade dos estados internos - manifold

of internal states) de diferentes formas. Em particular, enfatizamos a apresentação do

parâmetro de ordem na forma de parâmetro de ordem topológico. Essa representação

facilita a discussão posterior, em particular na questão de defeitos.

Muitos estudos experimentais e teóricos sobre defeitos em cristais começaram em

1930 e continua hoje em dia. Todavia, mesmo após vários trabalhos publicados sobre esse

assunto, ainda não há uma teoria fundamental sobre defeitos. Diversas teorias descrevem

meios elásticos contendo defeitos, a teoria geométrica de defeitos descreve o sólido elástico

com alguns parâmetros utilizados na geometria de Riemann-Cartan [11], [16], [17], nesse

contexto, um cristal pode ser visto como um meio elástico cont́ınuo. A influência desses

defeitos nas quantidades f́ısicas de um elétron pode ser compreendida através da aborda-

gem geométrica, assim, podemos usar uma métrica adequada que incorpore as condições

de contorno impostas pelo defeito.

Um trabalho publicado em 1992 por Katanaev e Volovich [18] marcou a abordagem

via teoria geral de defeitos. Neste é feito uma aproximação da teoria de defeitos em sólidos

com a gravitação na qual os defeitos são incorporados à métrica que descreve o meio. Desta

forma, surge uma alternativa ao modelo representado pela teoria da elasticidade, na qual

a descrição de defeitos em sólidos usa equações relativamente complicadas se comparadas

6



a teoria geral de defeitos.

Na Matéria Condensada, os defeitos topológicos surgem nos cristais. Sabe-se que

se um cristal passa de uma fase para outra, por exemplo, da fase ĺıquida para a sólida, sua

estrutura muda, entretanto algumas regiões no cristal tendem a manter-se na organização

da fase anterior. Esses trechos do material sem simetria geram um defeito na sua estrutura

[1]. Entre esses defeitos, em nosso trabalho abordamos um tipo de defeito linear, que

podem ser as desclinações e as deslocações [19].

Uma maneira de representar geometricamente a formação de defeitos lineares é

através do chamado processo de Volterra [20]. Este procedimento consiste de um meca-

nismo de ”corte”e ”cola”em que, para gerar o defeito, podem ocorrer uma ou mais das

seguintes etapas: inserção ou retirada de material do meio, deslocamentos ou encurva-

mentos do material.

Como um exemplo, quando é retirada uma fatia do material, para α < 1, temos

desclinações positivas; quando é adicionado material, sendo α > 1, temos desclinações

negativas. Na Figura 2.5 é representada a visualização do processo de Volterra para

geração de uma desclinação do tipo cunha, que é um exemplo de desclinação positiva.

Inicialmente, temos um plano, do qual é retirada uma fatia de ângulo diedral λ2 e em

seguida as extremidades são identificadas, gerando um cone.

Figura 2.5: Etapas da geração de uma desclinação positiva através do processo de Volterra

A métrica para uma desclinação, em coordenadas ciĺındricas, tem a forma

ds2 = dρ2 + α2ρ2dϕ2 + dz2, (2.2)

em que ρ > 0, 0 < ϕ < 2π,−∞ < z < ∞. Todavia, o ângulo diedral λ e o parâmetro α

na métrica acima relaciona-se [21] via expressão λ = 2π(α − 1). Além disso, λ pode ser

associado ao vetor axial ~λ, que está orientado ao longo do eixo z para uma desclinação

em cunha. Este vetor axial é o chamado vetor de Frank

7



Outro tipo de defeito linear é a deslocação. Podemos destacar dois tipos, a desloca-

ção lateral (edge dislocation) e a deslocação parafuso (screw dislocation). A visualização

desses dois tipos de defeitos está representada na figura 2.6. Nela aparece um vetor repre-

sentado pela letra b, que dá a intensidade do deslocamento relativo dos planos separados

para gerar a deslocação. Este vetor é denominado vetor de Burgers.

Figura 2.6: a) uma deslocação lateral e b) uma deslocação parafuso

A métrica para uma deslocação, tipo parafuso ao longo do eixo z é dada por

ds2 = dρ2 + (dz + βdϕ)2 + ρ2dϕ2, (2.3)

em que ρ > 0, 0 < ϕ < 2π,−∞ < z <∞.

No caso da métrica que aparece na equação 2.3, o vetor de Burgers tem apenas a

componente bz não nula. Portanto a relação do parâmetro β com a intensidade do vetor

de Burgers ocorre através de bz = 2πβ

2.1 Cristais Topologicamente Distorcidos

Deslocamentos e desclinações em um cristal modificam as simetrias da estrutura

cristalina ideal e, consequentemente, viola o teorema Bloch para estados quânticos ele-

trônicos. Fora da região central de tais defeitos topológicos a rede parece, localmente

perfeita. Todavia, integralmente ela é distorcida em distâncias arbitrárias a partir do nú-

cleo do defeito. Portanto, defeitos topológicos afetam predominantemente o comprimento

de onda de estados quânticos de um elétron.

Na deformação potencial [22] a abordagem desta distorção do comprimento de

onda é tratada como uma perturbação na malha ideal. No entanto, é inadequado. Por

exemplo, no processo de espalhamento de elétrons em deslocamento parafuso, onde devido
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à distorção topológica global, um elétron não pode ser descrito por uma onda plana simples

[8]. Por outro lado, na abordagem puramente geométrica, perdemos efeitos interessantes,

como o aparecimento de estados ligados para deslocação lateral [6].

No movimento de uma part́ıcula quântica em cristais topologicamente distorcidos,

foram analisados dois aspectos recentemente. O primeiro relaciona campo de Gauge à

teoria de defeitos topológicos [23] [24] [25]. O segundo usa uma linguagem da geometria

diferencial à teoria continua de defeitos [26] [27] [28], e tem sido aplicado aos casos de

deslocações laterais e parafuso [10].

Primeiro estabelecemos uma aproximação tight-binding para um elétron em mo-

vimento em uma estrutura topologicamente distorcida. Como um ingrediente adicional,

as transferências de energias dependem das deformações elásticas proveniente dos defei-

tos. Através de uma imagem microscópica, os elétrons espalhados pelo cristal se mostram

senśıveis a deformações locais. Na descrição cont́ınua, este efeito dá origem a termos

não covariantes adicionais no Hamiltoniano, que são descritos por potenciais devidos a

deformações elásticas no cristal.

2.2 Nı́veis de Landau na presença de uma dispiração

Nesta seção vamos mostrar um exemplo de como os defeitos afetam um sistema

quântico no limite do cont́ınuo. Vamos analisar os ńıveis de Landau na presença de uma

dispiração. Este defeito corresponde à curvatura singular e torção ao longo da linha de

defeitos [18]. A partir da teoria clássica da elasticidade, o vetor de Burgers pode ser visto

como fluxo de torção e vetor de Frank como um fluxo de curvatura. Este defeito é descrito

pela seguinte métrica:

ds2 = (dz + βdφ)2 + dρ2 + α2ρ2dφ2, (2.4)

em que β = b
2π

e α =
(

1− λ
2π

)

. Esta métrica é equivalente à seguinte construção: remoção

(α < 1) ou inserção (α > 1) de uma cunha de material de ângulo diedral λ = 2π(1− α),

de acordo com o processo Volterra [29], junto com uma delocação parafuso, b sendo o

vetor de Burgers.

Para determinar os ńıveis de Landau vamos considerar a equação de Schrödinger

covariante
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1

2m
▽2 Ψ = i

∂Ψ

∂t
, (2.5)

o operador Laplaciano é

▽2 =
1√
g
∂i
(

gij
√
g∂j
)

, (2.6)

e g = det | gij | representa o determinante da métrica gij.

Portanto, a equação de Schrödinger escrita no espaço dotado por essa métrica

incorpora as condições de contorno descrita pelo defeito. Os ńıveis de Landau, na presença

de uma dispiração, pode ser determinado. A expressão do potencial vetor, ~A, que dá um

campo magnético uniforme nesta métrica é dada pela

A(ρ) =
Bρ

2α
, (2.7)

Esta expressão é muito semelhante ao caso euclidiano. A partir do acoplamento

mı́nimo pi → pi − e
c
~A, podemos escrever o hamiltoniano para uma quase-part́ıcula de

massa efetiva m, na presença de uma distribuição de dispiração submetidos a um campo

magnético uniforme na direcção z, que é dada pela

Ĥ = −~
2

2

{

∂2z +
1

ρ
∂ρ(ρ∂ρ) +

1

α2ρ2
(∂φ − β∂z)

2

}

+
iqB~

2mcα
(∂φ − β∂z)

2 +
q2B2ρ2

8mc2α2
. (2.8)

A equação de Schrödinger correspondente a este caso pode ser resolvida, considerando-se

o seguinte ansatz

Ψ(φ, ρ, z) = CeilφeikzR(ρ), (2.9)

em que C é uma constante de normalização. Substituindo esta função de onda na equação

de Schrödinger obtemos a seguinte equação radial

1

ρ
∂ρ(ρ∂ρR(ρ))−

1

ρ2α2
(l − βk)2R(ρ)

− q2B2ρ2

4~2c2α2
R(ρ)− qB

2~cα
(l − βk)R(ρ)− k2R(ρ) + εR(ρ) = 0, (2.10)
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com ε = 2mE
~2

. Agora, fazendo uma mudança de variaveis σ = ρ2

2
, a equação (2.10) resulta

em

σ2d
2R

dσ2
+ σ

dR

dσ
+

{

A

2
σ − q2B2σ2

4~2c2
− (l − β)2

4

}

R(σ) = 0, (2.11)

em que A = ε− k2 − qB

2~cα
(l − βk). A solução desta equação é dada em termos de função

hipergeométrica confluente, F . Portanto,

R(ρ) = Cexp
{

−mωB

4~α
ρ2
}

ρ
|l−βk|

α F

(

−n, | l − βk |
α

+ 1,
mωB

2~α2
ρ2
)

, (2.12)

em que ωB = qB0

mc
. A condição necessária para R(ρ) é ser quadrado integrável

lim
ρ→∞

R(ρ) = 0, (2.13)

que é cumprido por F se

F

(

−n, | l − βk |
α

+ 1,
mωB

2~α2
ρ2
)

(2.14)

desta forma, os autovalores de 2.11 serão dados por

E =
~ωB

α

{

n+
| l − βk |

2α
− (l − βk)

2α
+

1

2

}

, (2.15)

onde n = 0, 1, 2, ..., e a autofunção é expressa por

Ψ(ρ, φ, z) = Ceikzeilφexp

[

mωBρ
2

4~α

]

ρ
|l−βk|

α

F

(

−n, | l − βk |
α

+ 1,
mωB

2~α2
ρ2
)

. (2.16)

A partir desta expressão nota-se que a presença do defeito quebra a degenerescência

dos ńıveis de energia. A degenerescência é fortemente quebrada devido à influência de

ambos os parâmetros α e β. Note que, se tomarmos α = 0, obtemos os resultados para

um deslocamento [12] e para β = 0, obtemos resultados semelhantes para uma desclinação

[30].

Em seguida, o parâmetro ν é agora dada por
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ν =
l − β lπ

d

α
. (2.17)

se α = 1, o que significa nenhuma curvatura, recuperamos expressão [31]. Assim, ν tem

alguma influência na condutividade Hall. Note que estamos interessados nas consequências

f́ısicas devido à presença de um deslocamento parafuso em um 2DEG. A influência de α

foi investigada na referência [32], já em [31] mostrou-se como o efeito Hall é influenciado

pela presença de ambos os defeitos, para uma desclinação e um deslocamento parafuso.

Uma vez que consideramos elétrons em semicondutores comuns, introduzimos um

potencial deformado que descreve os efeitos da deformação na estrutura sobre propriedades

eletrônicas em certo material [14]. Para um deslocamento parafuso, é

Vd(ρ) =
~
2

2ma2
b2

4π2ρ2

[

2 + a2
(

∂

∂z

)2
]

, (2.18)

em que a é constante da estrutura. Desta forma, o potencial deformado introduz uma

mudança em 2.17. Assim, temos

ν2 =

(

l − βk

α

)2

+
2β2

a2

(

1− k2a2

2

)

(2.19)
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Caṕıtulo 3

Pontos Quânticos

Neste trabalho temos interesse nas modificações do coeficiente de absorção de luz

e na frequência de absorção limiar. Pontos quânticos também podem constituir mate-

riais capazes de absorver e emitir luz em qualquer conjunto de comprimento de onda.

Portanto, neste caṕıtulo iremos conhecer um pouco mais sobre pontos quânticos e anti

pontos quânticos.

3.1 Pontos quânticos, anti pontos quânticos e fios

quânticos

Nos últimos anos, a pesquisa em semicondutores assumiu, literalmente, novas di-

mensões. Elétrons podem ser confinados em superf́ıcies planas, em fios ou em pontos

quânticos. Esse avanço permitiu o desenvolvimento de ferramentas de nanofabricação,

que é o caso da fabricação de microchips. A construção de nanomateriais permite cons-

truir uma estrutura quase átomo a átomo. Portanto, essa técnica abriu um novo campo

da qúımica e f́ısica fundamental pois tem sido estudado átomos artificiais, moléculas e

cristais. Os pesquisadores não estão limitados pelas formas atômicas, tamanhos e distri-

buições de cargas dispońıveis na natureza [33].

Além das novas descobertas, pontos quânticos podem gerar propriedades que po-

dem ser aproveitadas para uma gama de aplicações eletrônicas e ópticas, como o desenvol-

vimento de computadores de capacidade nunca vista. Pontos quânticos também podem

constituir materiais capazes de absorver e emitir luz em qualquer conjunto de compri-

mentos de onda ou servir de base para lasers semicondutores mais eficientes e precisos



[34].

Como fazer planos, fios e pontos quânticos em material real, tridimensional? A

resposta está na mecânica quântica, o principio da incerteza de Heisenberg nos diz que

não podemos determinar com precisão (simultaneamente) a posição e o momento de uma

part́ıcula. Quando um elétron é mais estreitamente confinado, seu momento deve ser mais

incerto. Esta ampla gama de momentos traduz em uma média de energia mais elevada.

Se um elétron for confinado em uma camada infinitamente fina, sua energia também

seria infinita. Em geral, a energia de elétrons em um semicondutor é limitada pela sua

temperatura e pelas propriedades do material. Quando os elétrons estão confinados em

uma camada fina o suficiente, no entanto, as exigências do prinćıpio da incerteza em vigor

substitui outras considerações.

Elétrons confinados em um plano não têm liberdade de movimento na terceira

dimensão. Aqueles confinados em um fio quântico são livres em apenas uma dimensão, e

aqueles confinados em um ponto quântico não são livres em qualquer dimensão.

Figura 3.1: Descrição esquemática da densidade de estados para um semicondutor com a

variação de sua estrutura da dimensão 3 para a dimensão 0. [35]

Os pontos quânticos são estruturas que se caracterizam pelo confinamento nas

três direções espaciais para os elétrons. Desta forma é possivel obter a localização do

portadores, semelhante ao que acontece com os átomos [36], [37], [38], [39]. Portanto,

também são conhecidos como átomos artificiais [40].

Os resultados do confinamento em ńıvel quântico já eram conhecidos antes dos

pontos quânticos. O estudo sobre confinamento era posśıvel devido às técnicas de cresci-

mento de heteroestruturas, que é o fato de crescer um certo material sobre um elemento ou

substrato de tipos diferentes. De modo semelhante, pode ser usado uma técnica, segundo
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a qual são injetados feixe de moléculas sobre o substrato, sendo posśıvel a construção de

poços quânticos e heterojunções com ńıveis de energia quantizados, com movimento livre

de portadores no plano ortogonal a z (ou seja, no plano XY). Esse confinamento é con-

trolado a partir de parâmetros de crescimento da heteroestrutura. Desse modo podemos

obter um gás de elétrons bidimensional (2DEG).

Figura 3.2: Uma secção transversal através de uma pastilha que consiste em camadas de

GaAs e AlGaAs.

Um ponto quântico é uma cavidade formada em um gás de elétrons bidimensional

(2DEG)(Ver figura 3.1), na região da interface de uma heteroestrutura semicondutora,

aplicando-se um potencial para confinar os elétrons em uma pequena região no plano da

interface (ver Figura 3.2). O tamanho de um ponto quântico é da ordem de 1µm, que é

bem menor que o comprimento de coerência de fase. Isto garante que o transporte através

deste dispositivo é coerente, ou seja, a fase dos elétrons é preservada e assim surgem novos

fenômenos não observados em condutores macroscópicos.

As propriedades de transporte de um ponto quântico podem ser medidas acoplando

este dispositivo a guias de ondas e passando uma corrente elétrica através do ponto quân-

tico. O acoplamento entre o ponto quântico e os guias é controlado experimentalmente,

de modo que o ponto pode ser aberto ou fechado. Em pontos quânticos abertos o acopla-

mento é forte e os elétrons atravessam a junção ponto-guia sem sofrer tunelamento. Mas

em pontos quânticos fechados são formadas barreiras e a condutância ocorre apenas por

tunelamento. Neste último caso a carga do ponto quântico é quantizada e os ńıveis de
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Figura 3.3: Ponto quântico real mostrado na direita e esquematicamente na esquerda. Os

elétrons são confinados verticalmente na interface da heteroestrutura de GaAs-AlGaAs

formando um gás de elétrons bidimensional (área escura). O confinamento lateral é feito

aplicando-se uma voltagem negativa. O ponto quântico é acoplado a dois contatos por

dois guias [41].

energia são discretos [42]. Devido ao espectro de energia discreto, uma aplicação simples

dessa propriedade f́ısica seria a construção de laser e fotodetectores, devido às transições

entre os ńıveis que ocorrem para energias bem definidas [43], [36].

Encontramos na literatura que a definição da cor em pontos quânticos depende

mais das suas dimensões que do material de que é feito. Desta forma, quanto maior sua

dimensão, tem-se uma coloração mais para o vermelho do espectro; quanto menor, tem-

se uma coloração mais para o azul do espectro que tende a fluorescência1. Exemplo de

aplicações dessa tecnologia em nosso cotidiano são tocadores de DVD, que utilizam um

laser azul para leitura de dados.

Um anti ponto quântico pode ser obtido a partir da sobreposição de fortes espa-

lhadores em um gás de elétrons bidimensional, normalmente perfurando buracos em um

intervalo regular em um gás de elétrons com alta mobilidade. O perfil do potencial para

um anti ponto quântico é semelhante ao de um ponto quântico visto de forma invertida:

enquanto o potencial do ponto quântico é uma função convexa, o do anti ponto quântico

é uma função côncava. Ou ainda, podemos ver o anti ponto quântico como um exemplo

de barreira de potencial bidimensional.

1A fluorescência é o processo de emissão de um fóton na passagem espontânea de um estado eletrônico

de energia mais alta para um estado de energia mais baixa
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Fios quânticos, nanofios ou anéis quânticos são estruturas que têm uma dimensão

lateral confinada e uma dimensão longitudinal livre com dimensões envolvidas que são

da ordem de nanômetros. Dentre os diversos tipos de materias com que os nanofios

podem ser feitos temos o semicondutores (InP, GaAs). Alguns efeitos podem surgir no

uso dos nanofios. Na sua superf́ıcie, átomos não se ligam aos átomos vizinhos, conhecido

como efeito de borda. Desta forma, torna-se um obstáculo à condução. Anéis metálicos

nessas dimensões em um campo magnético externo revelam vários fenômenos f́ısicos como:

o efeito Aharonov-Bohm, o efeito Hall quântico, correntes persistentes e etc [44], [45].

Muitos modelos teóricos levam em consideração anéis de dimensões finitas [46], [47] tais

como: anéis 2D com potencial confinante tipo paredes duras [48] ou potenciais parabólicos

[49].

No estudo sobre fios quânticos, destacamos o efeito Aharonov-Bohm que consiste

em um fenômeno quântico onde uma part́ıcula carregada interage com um campo eletro-

magnético, até mesmo quando ela passa por pontos em que o campo é nulo. Associado

ao campo magnético blindado, temos um fluxo que é denominado na literatura por fluxo

Aharonov-Bohm φAB. Tal interação é percebida a partir de um potencial vetor
−→

A , que

agora mostra um significado f́ısico [50].

Uma discussão um pouco mais detalhada sobre o efeito Aharonov-Bohm é dada na

seção a seguir.

3.2 Efeito Aharonov-Bohm

Em 1959, Aharonov e Bohm [9] comprovaram a influência do potencial vetor no

comportamento quântico de uma part́ıcula carregada. Na mecânica quântica, os potenciais

passam a ter um significado f́ısico, como foi comprovado no experimento de Aharonov-

Bohm. O potencial vetor é inserido na hamiltoniana de Schrodinger por meio de um

acoplamento mı́nimo
−→

P =
−→
p −e

−→

A da seguinte forma:

H =
1

2m
(−i~∇− eA)2. (3.1)

Classicamente, tinha sido provado, através da expressão da força de Lorentz que

não poderia existir influências eletromagnéticas nas regiões em que E e B fossem zero
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Figura 3.4: Um arranjo experimental proposto por Aharonov Bohm para gerar padrão de

interferência [52].

[51]. Contudo, Aharonov e Bohm mostraram que o potencial vetor pode afetar o compor-

tamento quântico de uma part́ıcula carregada até mesmo quando ela está passando por

pontos em que o campo é zero. Considere um feixe de part́ıculas carregadas movendo-se

em direção a um solenoide. O feixe se divide em dois ao passar por um obstáculo (como

ilustrado na figura 3.4) e se recombina em uma certa região do espaço (depois de ter

passado pelas vizinhanças do solenoide), gerando um padrão de interferência. O solenoide

é extremamente longo e circula uma corrente I.

Figura 3.5: a) Franjas de interferência do feixe de elétrons, diferença de fase gerado pelo

vetor potencial sobre os elétrons. b e c) Imagem do pequeno toroide [52]

Em 1985, um experimento realizado por Akira Tonomura verificou o efeito Aharo-

nov Bohm, onde uma fonte de elétrons ao longo de caminhos diferentes passavam por um

pequeno toroide revestido com uma peĺıcula supercondutora, de pequenas dimensões que

tem aproximadamente 10µm figura 3.5. Quando os elétrons passam através do toroide as
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franjas de interferência são geradas devido a luz que passa através do pequeno toroide,

apresentando a diferença de fase que é gerada na part́ıcula carregada pelo potencial vetor

nas regiões onde o campo é nulo.

No experimento é posśıvel obter uma diferença de fase muito pequena, no entanto,

foi demonstrado o efeito Aharonov Bohm.

Nessas condições haverá um campo magnético interno B constante e um campo

externo nulo. Todavia, o potencial vetor não será zero fora do solenoide, ele é dado (em

coordenadas polares) pelas seguintes expressões

Aφ =
B

2
r, r < a Aφ =

BR2

2r
=

Φ

2πr
, r > a (3.2)

onde Φ =
∫

A.dr é o fluxo magnético atráves do solenoide.

Considere a região onde o campo magnético é nulo, a equação de Schrodinger que

depende do tempo é dada por:

[

1

2m
(−i~∇− eA)2 + V

]

Ψ = i~
∂Ψ

∂t
(3.3)

Após algumas manipulações algébricas, encontramos o fator de fase magnética

φ =
e

~

∫ r

r0

A.dr (3.4)

Na presença de um campo magnético, a solução da equação de Scrhodinger pode

ser obtida multiplicando ψ0 pelo fator de fase magnética. Voltando ao experimento de

Aharonov-Bohm, os feixes de elétrons que eram divididos em dois ao passarem próximo

a um solenoide longo, se recombinam novamente com fases diferentes,

φ = ±eΦ
2~

(3.5)

onde o sinal positivo corresponde ao fato de os elétrons se moverem na mesma direção do

potencial A e o sinal de menos no caso contrário.

A diferença de fase, que é proporcional ao fluxo de campo magnético, é dada por

△Φ =
eΦ

~
=
e

~

∫

A.dr. (3.6)
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3.3 Ponto quântico e Anti ponto quântico em Campo

Externo

Considere um único elétron, e, com carga em um sistema 2D, com uma massa

efetiva, µ, confinado em uma simetria radial um ponto quântico (elétrons) e anti ponto

quântico (buraco) com potencial sujeito a um campo magnético uniforme, B = Bẑ e um

fluxo de campo AB, a equação de Schrodinger com interação do potencial e o campo,

resulta [53]

[

1

2µ

(

p+
e

c
A
)2

+ Vconf (r)

]

Ψ(r, φ) = EΨ(r, φ), (3.7)

em que E são os autovalores de energia, p = −i~∇ é o momento, Vconf (r) é uma interação

escalar pseudoharmônica definida como [54], [58].

Vconf (r) = V0

(

r

r0
− r0

r

)2

, (3.8)

em que ρ0 e V0 são o ponto zero (raio efetivo) e o potencial qúımico. Neste caso, o vetor

potencial A, pode ser representado com uma soma de dois termos:
−→

A=
−→

A1 +
−→

A2

A =

(

Br

2
+

ΦAB

2πr

)

φ̂, (3.9)

onde B = Bẑ é o campo magnético aplicado e
−→

A2 descreve a fluxo magnético adicional

φAB criado por um solenoide inserido no anti ponto quântico (pseudodot). Tomando a

função Ψ(
−→
r , φ) em coordenada ciĺındricas, temos

Ψ(r, φ) =
1√
2φ
eimφg(r), m = 0,±1,±2, ..., (3.10)

sendo m o numero quântico magnético. Inserindo a função de onda (3.10), para a equação

de Schrödinger (3.7), resulta em

∂2g(r)

∂r2
+

1

r

∂g(r)

∂r
+

1

r2

[

−
(

m2 +
2mΦAB

Φ0

+
Φ2

AB

Φ2
0

+
2mV0r

2
0

~2

)]

g(r)

+

[

−
(

2mV0
~2r20

+
e2B2

4~2c2

)

r2
]

g(r)

+

[

2m

~2
(E + 2V0)−

eBmr

~c
− e2BΦAB

2π~2c2

]

g(r) = 0, (3.11)
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com

ν2 =
2m

~2
(E + 2V0)−

µωc

~
(m+ ξ) , (3.12)

β2 = (m+ ξ)2 + a2, (3.13)

γ2 =
2µ

~2

V0
r20

+
(µωc

2~

)2

. (3.14)

Portanto, a Eq.(3.11), resulta em

g′′(r) +
1

r
g′(r) +

1

r2
(

−γ2r4 + ν2r2 − β2
)

g(r) = 0, (3.15)

em que ξ = ΦAB

Φ0

é tomado como um número inteiro com a razão do fluxo Φo =
hc
e
, ωc =

eB
µc

é a frequência ćıclotron e a = κF r0 com κF =
√

2µV0

~2
é o vetor de onda de Fermi do elétron.

O número quântico magnético m relaciona-se ao número quântico |β| (3.13). Além disso,

a função de onda radial g(r) tem que satisfazer os comportamentos assintóticos, que são

g(0) → 0 e g(∞) → 0.

A solução geral para Eq. (3.15) pode ser obtidas a partir do método de Frobenius

de expansão em séries, cujo resultado é

g(r) =
C1M (λ, α, z) + C2W (λ, α, z)

r
. (3.16)

Aqui, as funções Whittaker são definidas em termo das funções Kummer e Hipergeome-

trica da seguinte forma:

M (λ, α, z) = e−
1

2
zz

1

2
+αhipergeometrica

(

1

2
+ α− λ, 1 + 2α, z

)

, (3.17)

W (λ, α, z) = e−
1

2
zz

1

2
+αKummerU

(

1

2
+ α− λ, 1 + 2α, z

)

, (3.18)

com

λ =
1ν2

4γ
, (3.19)
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α =
1β

2
, (3.20)

z = γr2. (3.21)

De acordo com a condição polinomial das funções hipergeométricas, as soluções corres-

pondentes a eq 3.16 só serão normalizadas se g → 0 quando r → ±∞ . Isto só é admitido

quando

−n =
1

2
+ α− λ. (3.22)

Portanto, a Eq. (3.22), resulta

ν2 = 2 (2n+ 1 + β) γ. (3.23)

A substituição das equações (3.12) e (3.14) na equação (3.23) fornece os ńıveis de energia

na presença de um potencial pseudo-harmônico.

E (ξ, β) = ~Ω

(

n+
| β | +1

2

)

+
1

2
~ωc (m+ ξ)− 2V0, (3.24)

onde | β | é definido por (3.13) e ωD =
√

2V0

µr2
0

. Temos dois conjuntos de números quânticos

(n,m, β) e (n′,m′, β′) relativos para o elétron e o buraco, respectivamente. Portanto,

a fórmula do espectro de energia (3.24) para os ńıveis de energia do elétron - buraco é

idêntica a [56] e, normalmente, utilizada para estudar as propriedades termodinâmicas

de estruturas quânticas com ponto quânticos e anti ponto quânticos na presença e na

ausência de campo magnético.

Consideramos alguns casos especiais de nossos resultados: 1. Ignorar o último

termo, −2V0, a fórmula anterior passa a ser a Ref.[57] os ńıveis de energia, o potencial

na presença de ponto quânticos e anti ponto quânticos; 2. Quando ξ = 0,sendo ΦAB = 0,

encontramos os ńıveis de energia Landau. Resulta em Enm = ~ωc

[

n+ 1
2
(| m | +m+ 1)

]
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Caṕıtulo 4

Influência da deslocação parafuso no

coeficiente de absorção ótico e na

frequência de absorção limiar

Este caṕıtulo é baseado no trabalho Landau quantization, Aharonov-Bohm effect

and two-dimensional pseudoharmonic quantum dot around a screw dislocation da autoria

de Cleverson Filgueiras, Moises Rojas, Gilson Aciole e Edilberto O. Silva, publicado no

Physics Letters A 380 (2016) 3847-3853.

Neste caṕıtulo investigamos as modificações devido ao deslocamento parafuso no

coeficiente de absorção de luz entre bandas e da frequência de absorção limiar. Um

segundo ingrediente que vamos considerar é um potencial deformado adicional induzido

por uma distorção elástica da estrutura. O impacto desse potencial tem sido investigado na

literatura [14]. Portanto, inspirado nestes trabalhos, vamos investigar como o potencial

deformado devido a uma distorção da rede cristalina afeta os ńıveis de energia de um

gás de elétrons bidimensional (2DEG) confinado sobre uma superf́ıcie ciĺındrica em um

semicondutor 3D. A expressão anaĺıtica para o coeficiente entre bandas de absorção de

luz e a frequência de absorção limiar são encontrados em função do campo magnético

aplicado e o tamanho geométrico do pseudo ponto quântico.



4.1 A equação de Schrodinger para um elétron em

torno de um deslocamento parafuso

Nesta seção, derivamos a equação de Schrodinger para um gás de elétrons não

interagentes em torno de um deslocamento parafuso. Levamos em conta a existência de

um potencial deformado induzido por deformações elásticas no cristal 3D. Consideramos

um deslocamento parafuso linear infinitamente longo orientado ao longo do eixo z. A

geometria tridimensional do meio é caracterizado por uma torção que é identificada com

a densidade superficial do vetor Burgers na teoria clássica da elasticidade. A forma da

métrica deste tipo de defeito é dada (em coordenadas ciĺındricas) [18]

ds2 = (dz + βdϕ)2 + dρ2 + ρ2dϕ2. (4.1)

Na Eq.4.1, (ρ, ϕ, Z) → (ρ, ϕ+2π, Z). A relação do parâmetro β com a intensidade

do vetor de Burgers ocorre através de β = b/2π. A métrica induzida descreve um meio

plano, com uma singularidade na origem. O único componente não-zero do tensor de

torsão neste caso é dada pela 2-formas

T 1 = 2πβδ2 (ρ) dρΛdϕ, (4.2)

com δ2(ρ) sendo a função delta bidimensional no espaço plano. A Figura 4.1 ilustra a

formação de um deslocamento parafuso na estrutura de um cristal em 3D.

Figura 4.1: Parte ciĺındrica de um sólido 3D que mostra o deslocamento parafuso.

Uma vez que consideramos elétrons em semicondutores comuns, introduzimos um

potencial deformado que descreve os efeitos da deformação na estrutura sobre propriedades
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eletrônicas em certo material [14]. Para um deslocamento parafuso, é

Vd(ρ) =
~
2

2ma2
b2

4π2ρ2

[

2 + a2
(

∂

∂z

)2
]

, (4.3)

em que a é constante da estrutura.

O Hamiltoniano para uma part́ıcula carregada em um espaço curvo caracterizado

pelo tensor métrico gij na presença do potencial descrito acima e na presença de campos

magnéticos é dado por

H =
1

2m
(pi − eAi) g

ij (pj − eAj) + Vd(ρ), (4.4)

em que g ≡ det gij, com i, j = ρ, ϕ, z e e é a carga elétrica. Vamos considerar a existência

de um campo magnético constante ao longo da direção-z, B1 = Bẑ, que é obtida a partir

do potencial Calibre de Landau,

A1 =
Bρ

2
ϕ̂. (4.5)

Considerando também no modelo, a presença do potencial AB,

A2 =
φAB

2πρ
ϕ̂, (4.6)

que fornece o fluxo magnético

B2 =
φAB

2π

δ(ρ)

ρ
ẑ. (4.7)

Vamos considerar, ainda, a interação escalar pseudoharmonica. Esse potencial modela o

ponto quântico, o anti ponto quântico e o anel quântico [54], [58]. Definida por

Vconf = V0

(

ρ

ρ0
− ρ0

ρ

)2

, (4.8)

em que ρ0 e V0 são o raio efetivo e potencial qúımico [58]. Como pode ser visto em [15],

a presença de um deslocamento parafuso pode ser descrita por um vetor potencial efetivo

Aeff , definido por

Aeff ≡ ϕ̂
~b

2πρ

∂

∂z
. (4.9)
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A magnitude do deslocamento parafuso, b, desempenha um papel semelhante ao φAB no

efeito AB, masAeff é um operador diferencial. Dessa forma, consideramos o gás de elétrons

interagindo com A1 +A2 +Aeff . Esse modelo é descrito pela Equação de Schrödinger

− ~
2

2m

[

∂2

∂z2
+

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2

(

∂

∂ϕ
− β

∂

∂z
+ δ

)2
]

ψ

+

[

ieB~

2m

(

∂

∂ϕ
− β

∂

∂z
+ δ

)

+
e2B2ρ2

8m

]

ψ

+ Vd(ρ)ψ + Vconf(ρ)ψ = Eψ, (4.10)

em que δ ≡ eφAB/2π~ é o parâmetro do fluxo.

Na próxima seção, vamos resolver a equação de Schrödinger acima e discutir o

impacto de tal defeito topológico sobre os ńıveis de energia de elétrons e buracos.

4.2 Influência do deslocamento parafuso sobre os ńı-

veis de energia

Nesta seção, começamos a investigar a influência do deslocamento parafuso sobre

os ńıveis de energia dos elétrons em sólidos 3D levando em conta o potencial deformado

4.3. A equação 4.10 é resolvida considerando o ansatz ψ ≡ ψ(ρ, ϕ, z) = CeilϕeikzzR(ρ),

em que l = 0,±1,±2,±3, ..., kz ∈ R e C é uma constante de normalização. Então,

− ~
2

2m

[

−k2 + d2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
− 1

ρ2

(

l − βk +
eφAB

2π~

)2
]

R(ρ) +

+

[

−eB~

2m

(

l − βk +
eφAB

2π~

)

+
e2B2ρ2

8m

]

R(ρ) +

+
~
2

2ma2
b2

4π2ρ2
[2 + a2k2]R(ρ) +

+V0

(

ρ

ρ0
− ρ0

ρ

)2

R(ρ) = ER(ρ). (4.11)

Esta equação diferencial pode ser reescrita como

[

d2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
− ν2

ρ2
− Ω2ρ2 + ǫ

]

R(ρ) = 0 (4.12)

em que ǫ = 2m
~2

[

E − k2 + eB~

2m
(l − βk + δ) + 2V0

]

,
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ν2 = (l − βk + δ)2 +
2β2

a2

(

1− k2a2

2

)

+
2mV0ρ

2
0

~2
(4.13)

e

Ω2 =
e2B2

4~2
+

2mV0
~2ρ20

(4.14)

δ ≡ eφAB

2π~
é o parâmetro do fluxo

A solução geral para equação de autovalor (4.12) é

R(ρ) = C1exp

(

−Ωρ2

2

)

(Ωρ2)
1

2
+

|ν|
2 M

(

1

2
+

|ν|
2

− ǫ

4Ω
, 1 + |ν|,Ωρ2

)

+C2exp

(

−Ωρ2

2

)

(Ωρ2)
1

2
+

|ν|
2 U

(

1

2
+

|ν|
2

− ǫ

4Ω
, 1 + |ν|,Ωρ2

)

(4.15)

com

dν =
1

2
+
ν

2
− ǫ

4Ω
(4.16)

As funções M e U em 4.15 denotam as funções hipergeométricas confluentes do primeiro

e segundo tipo, respectivamente. Diferentemente de M(a, b, z), que é uma função de z,

U(a, b, z) pode mostrar uma singularidade em zero. Se o nosso sistema não apresenta

singularidade, então nós podemos fazer C2 ≡ 0. No entanto, se existe singularidade na

origem, então, podemos fazer C1 ≡ 0. Lembre-se que o nosso gás de elétrons está em uma

região onde existe um defeito topológico, que pode introduzir uma singularidade em nosso

problema. Primeiro vamos considerar o caso de funções de onda regulares e depois disso

vamos discutir o que muda no caso irregular. Portanto, ficamos com

R(ρ) = C1exp

(

−Ωρ2

2

)

(Ωρ2)
1

2
+

|ν|
2 M

(

1

2
+

|ν|
2

− ǫ

4Ω
, 1 + |ν|,Ωρ2

)

. (4.17)

A condição necessária para R(ρ) é ser quadrado integrável

lim
ρ→∞

R(ρ) = 0, (4.18)

que é cumprida por M se
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M

(

1

2
+

|ν|
2

− ǫ

4Ω
, 1 + |ν|,Ωρ2

)

=M(−n, 1 + |ν|,Ωρ2), (4.19)

onde n = 0, 1, 2, 3, ... Desta forma, os autovalores de (Eq.4.12) serão dados por

En = 4
~
2

2m
Ω

[

n+
1

2
+

|ν|
2

]

− ~ωc

l − βk + δ

2
− 2V0 +

~
2k2

2m
, (4.20)

onde ωc ≡ eB
m

é a frequência ćıclotron. Note que

~
2

2m
Ω =

√

(

~2

2m

)2 [
e2B2

4~2
+

2mV0
~2ρ20

]

=

√

~2ω2
c

16
+

~2V0
2mρ20

, (4.21)

Para δ = 0 e V0 = 0, temos

En ≡ Edeff
n = ~ωc

[

n+
|ν|
2

− l − βk

2
+

1

2

]

+
~
2k2

2m
. (4.22)

Note que o potencial deformado tem uma influência nos ńıveis de energia. Na ausência

desta interação, os ńıveis de energia são dados por [12].

En = ~ωc

[

n+
|l − βk|

2
− l − βk

2
+

1

2

]

+
~
2k2

2m
. (4.23)

Para δ = 0, V0 = 0, β = 0 e ignorando o movimento ao longo da direção-z, Temos

En = ~ωc

(

n+
1

2

)

, (4.24)

que são os ńıveis de Landau para elétrons em uma amostra plana.

Neste ponto, consideramos os elétrons em uma interface plana, com uma espessura

d, em torno de um deslocamento parafuso. Eles estão confinados por um poço potencial

quadrado e infinito na direção z (0 ≤ z ≤ d). Desta forma, temos kz = lπ
d
, onde l =

1, 2, 3, .... Vamos considerar apenas o primeiro modo transversal l = 1 existente. O

parâmetro ν2 em (Eq.4.13) pode ser escrito na seguinte maneira:

ν2 =

(

l − 1ba

2ad
+ δ

)2

+
1

2π2

b2

a2
− 1b2a2

4a2d2
+

2mV0ρ
2
0

~2
. (4.25)
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Para b
a
= 1, a (Eq.4.25) torna-se

ν2 =
(

l + δ − a

2d

)2

+
1

2π2
−
( a

2d

)2

+
2mV0ρ

2
0

~2
. (4.26)

No caso onde δ ≡ 0, V0 ≡ 0, temos

ν2 =
(

l − a

2d

)2

+
1

2π2
−
( a

2d

)2

. (4.27)

A partir desta expressão, podemos ver como a presença de um potencial deformado tem

uma influência ńıtida nos ńıveis de energia, uma vez que, na sua ausência, temos apenas

ν =
(

l − a

2d

)

. (4.28)

Na ausência tanto do campo magnético B e do fluxo AB, encontramos

En = ~

√

8V0
mρ20

[

n+
1

2
+

|µ|
2

]

− 2V0 +
~
2k2

2m
, (4.29)

onde

µ2 =
(

l − a

2d

)2

+
1

2π2
− a2

4d2
+

2mV0ρ
2
0

~2
. (4.30)

Na ausência do potencial deformado, temos

µ2 =
(

l − a

2d

)2

+
2mV0ρ

2
0

~2
. (4.31)

Vamos agora voltar nossa atenção para o caso relativo à solução irregular que é

alcançado considerando C1 ≡ 0 em 4.15, ou seja,

R(ρ) = C1exp

(

−Ωρ2

2

)

(Ωρ2)
1

2
+

|ν|
2
U

(

1

2
+

|ν|
2

− ǫ

4Ω
, 1 + |ν|,Ωρ2

)

. (4.32)

Como mostrado em [59], esta solução diverge conforme ρ −→ 0, mas é quadrado integrável

quando

−1 < |ν| < 1. (4.33)

Os autovalores de 4.32 são os mesmos dados por (Eq 4.20), mas com a restrição (4.33)

acima, que pode ser conseguido somente se l = 0. Em (4.20), qualquer valor de l é

permitido.
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4.3 Coeficiente de absorção de luz e a frequência li-

miar na presença do defeito deslocação parafuso

Nesta seção, calculamos o coeficiente de absorção de luz, K(ω) e a frequência limiar

de absorção em um pseudo ponto quântico sob a influência do campo magnético externo,

fluxo campo AB e o deslocamento parafuso. O coeficiente de absorção de luz pode ser

expresso como [60], [61], [62], [63],

K(ω) = N

×∑n,l,ν

∑

n′,l′,ν′

∣

∣

∫

ψe
n,m,ν (ρ, φ)ψ

h
n′,l′,ν′ (ρ, φ) ρdρdφ

∣

∣

2

×δ
(

∆− Ee
n,m,ν − Eh

n′,l′,ν′

)

, (4.34)

em que ∆ ≡ ~̟ − εg, εg é a largura do gap de energia proibida, ̟ é a frequência da luz

incidente, N é uma grandeza proporcional ao quadrado do momento de dipolo, ψe(h) é a

função de onda do elétron (buraco) e Ee(h) é a energia correspondente do elétron (buraco).

Considerando a solução de (4.17), a Eq.(4.34) torna-se [58]

K(ω) = N
∑

n,l,ν

∑

n′,l′,ν′

Ω|ν|+|ν′|+2(n+ |ν|)!(n′ + |ν ′|)!
π2n!n′! (|ν|!)2 (|ν ′|!)2

×
∣

∣

∣

∣

∣

∫ 2

0

πei(l+l′)

∫ ∞

0

ρdρe−
1

2
(Ω+Ω

′
)ρ2ρ|ν|+|ν′|

× M
(

−n, 1 + |ν| ,Ωρ2
)

M
(

−n′, 1 + |ν ′| ,Ω′ρ2
)

∣

∣

∣

∣

∣

2

× δ
(

∆− Ee
n,m,ν − Eh

n′,l′,ν′

)

. (4.35)

De Ref.[58], o coeficiente de absorção da luz é dada pela equação

K (ω) = N
∑

n,l,ν

∑

n′,l′,ν′

P ν
nn′Qν

nn′δ
(

∆− Ee
n,m,ν − Eh

n′,l′,ν′

)

, (4.36)

em que

P ν
nn

′ =
1

(|ν|!)4
(ΩΩ′)|ν|+1

(

Ω + Ω′

Ω− Ω′

)2(n+n′)

× (n+ |ν|)! (n′ + |ν|)!
n!n′!

,

e

Qν
nn′ =

[

A|ν|,ΩM

(

n, n′, |ν|+ 1;− 4ΩΩ′

(Ω− Ω′)2

)]2

,
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com

A|ν|,Ω = (|ν|)!
(

2

Ω + ω′

)2|ν|+1

.

A partir das Eqs. (4.20) e (4.35), a frequência de absorção será dada pela

~̟ = (2n+ |ν|+ 1)

(

Ωh

mh

+
Ωe

me

)

~
2

− 1

2

(

1

mh

+
1

me

)

(l − βk + δ) ~eB

+
1

2

(

1

mh

+
1

me

)

~
2k2 + εg − 4V0, (4.37)

em que me (mh) é a massa efetiva de elétron (buraco) e

Ωe =

√

e2B2

4~2
+

2meV0
~2ρ20

, Ωh =

√

e2B2

4~2
+

2mhV0
~2ρ20

.

Ignorando o movimento ao longo da direção-z e na ausência de ambos os defeitos (β ≡ 0)

e do fluxo AB(δ ≡ 0), recuperamos a frequência de absorção encontradas em Ref. [63].

Agora que temos a frequência de absorção limiar, tendo (n, l) = (0, 0) na presença dos

campos (4.5) e (4.6), encontramos

~̟00 = (|νl=0|+ 1)

(

Ωh

mh

+
Ωe

me

)

~
2

+
1

2

(

1

mh

− 1

me

)

(δ − βk) ~eB

+ εg +
1

2

(

1

mh

+
1

me

)

~
2k2 − 4V0. (4.38)

Na ausência de deslocamento parafuso, recuperamos as expressões de Ref. [58], ou seja

~̟b≡0
00 =

(

1 +

√

δ2 +
2mhV0ρ20

~2

)

Ωh

mh

~
2

+

(

1 +

√

δ2 +
2meV0ρ20

~2

)

Ωe

me

~
2

+ εg +
1

2

(

1

mh

− 1

me

)

~eBδ − 4V0. (4.39)

Devido à presença do defeito, temos agora a seguinte expressão para a frequência limiar,

~̟screw
00 =

(

1 +

√

δ2 − δb

d
+

b2

2a2π2
+

2meV0ρ20
~2

)

Ωe

me

~
2

+

(

1 +

√

δ2 − δb

d
+

b2

2a2π2
+

2mhV0ρ20
~2

)

Ωh

mh

~
2

+ εg +
1

2

(

1

mh

− 1

me

)(

δ − b

2d

)

~eB − 4V0, (4.40)
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com o potencial deformado levado em consideração. Quando δ ≡ 0, Eq.(4.40) torna-se

~̟screw
00 =

(

1 +

√

b2

2a2π2
+

2meV0ρ20
~2

)

Ωe

me

~
2

+

(

1 +

√

b2

2a2π2
+

2mhV0ρ20
~2

)

Ωh

mh

~
2

+ εg −
1

4d

(

1

mh

− 1

me

)

~eBb− 4V0. (4.41)

Vamos agora investigar a influência do deslocamento parafuso no valor limiar para a

transição de absorção 000 → 000, comparando os dois casos, um com e outro sem o

potencial não covariante deformado. O argumento da função delta de Dirac permite a

definição de tal valor limiar da frequência de absorção como

~̟00

εg
= 1 +

Ee
0 + Eh

0

εg
.

Vamos agora definir os seguintes parâmetros:

η =
ρ0εg
~

√

me

V0
, η′ =

ρ0εg
~

√

mh

V0
,

κ =
e~B

meεg
, κ′ =

e~B

mhεg
.

Para um ponto quântico, tomamos V0ρ
2
0 → 0. Neste caso, obtemos

Ee
0

εg
=

1

2
(1 + ξ)

√

κ2 +
8

η2
− κ

2

(

δ − b

2d

)

− 2V0
εg
, (4.42)

Eh
0

εg
=

1

2
(1 + ξ)

√

κ′2 +
8

η′2
+
κ′

2

(

δ − b

2d

)

− 2V0
εg
, (4.43)

em que

ξ =

√

δ2 − δb

d
+

b2

2a2π2
.

Por outro lado, para um anti ponto quântico, tomamos o limite (V0/ρ
2
0) → 0. Neste caso,

mantendo o potencial deformado, temos

Ee
0

εg
=
κ

2

(

ς + 1− δ +
b

2d

)

− 2V0
εg
, (4.44)

Eh
0

εg
=
κ′

2

(

ς + 1 + δ − b

2d

)

− 2V0
εg
, (4.45)

onde

ς =

√

δ2 − δb

d
+

b2

2a2π2
+

2meV0ρ20
~2

.
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Agora vamos estudar o efeito do fluxo AB, na presença e ausência do vetor de

Burgers, para um ponto quântico e anti ponto quântico na frequência de absorção limiar

̟00 para uma estrutura t́ıpica 2D de GaAs, com os seguintes parâmetros: V0 = 0, 68346

meV, a = 5 Å, d = 15 nm, me = 0, 067m0 e mh = 0, 34m0, onde m0 é a massa efetiva de

elétrons livres.

Na 4.2, que mostra as variações das frequências de absorção limiar ̟00 (em unidade

de εg
~
) para um ponto quântico como função do campo magnético B (em unidades de Tesla)

para diferentes valores da razão λ = b
2d
, que caracterizam a influência de um deslocamento

parafuso e o parâmetro r = b
a
.

Figura 4.2: Variação da frequência de absorção limiar ̟00 (em unidade de εg) em função

de B para vários valores do parâmetro r. Em (a), exibimos ̟00 para a ausência de um

fluxo δ = 0 e em (b), exibimos ̟00 para δ = 1.

A Fig. 4.2(a) mostra as variações das frequências de absorção limiar ̟00 com um

gap de energia εg fixo, o potencial qúımico V0 e do fluxo AB (δ = 0), para quatro valores
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de λ positivos e r. Vê-se que ̟00 aumenta quando o campo magnético aplicado aumenta

. Ele é facilmente visto a partir da figura que a dependência de ̟00 em B é não-linear

para pequenos campos magnéticos aplicados. Por outro lado, através do aumento do

campo magnético as linhas permanecem lineares. Notamos ainda, quando r aumenta, as

curvas da frequência ̟00 são empurrados para cima em direção do crescimento r. A 4.2(b)

ilustra o comportamento de ̟00 para diferentes valores do parâmetro r e o fluxo AB fixo

em δ = 1. A partir desta figura, podemos ver que a frequência de absorção limiar ̟00

possui um mı́nimo para um campo magnético relativamente fraco. Por outro lado, para

o comportamento do campo magnético forte é linear. Um aspecto interessante é que o

fluxo magnético δ contribui para o efeito de cancelamento parafuso do modelo. Na figura

este cancelamento ocorrer quando δ = 1 e r = 1.

Na Fig. 4.3, temos parcelas das variações da frequência de absorção limiar ̟00

para ponto quântico (em unidades de ρ0). Vê-se na 4.3(a) que ̟00 diminui quando o

ponto quântico aumenta na ausência do fluxo AB, δ = 0. Na 4.3(b), podemos ver que

existe uma sobreposição das curvas para r = 0 e r = 1 quando λ = 1,isso indica que o

fluxo AB ajuda a cancelar o deslocamento parafuso.

Os efeitos do fluxo AB na frequência de absorção limiar ̟00 para o anti ponto

quântico são apresentados na Fig. 4.4. Na Fig. 4.4(a), exibimos a variação da frequência

de absorção limiar ̟00 para o anti ponto quântico na ausência do fluxo AB δ = 0 em uma

função do campo magnético. Observamos que a dependência de ̟00 em B é linear. 4.4(b)

mostra a dependência da frequência limiar anti ponto quântico em B com δ = 1, 0 para

diferentes valores de r. O comportamento de ̟00 é semelhante a frequência de absorção

da 4.4(a), mas o valor de ̟00 para δ = 1 é sempre inferior do que a frequência de absorção

̟00 quando δ assume o valor 0.
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Figura 4.3: As variações das frequências de absorção limiar ̟00 (em unidade de εg) em

função de ρ0 para diferentes valores do parâmetro r. Em (a), exibimos ̟00 para δ = 0 e

em (b), exibimos ̟00 para δ = 1.
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Figura 4.4: A frequência de absorção limiar ̟00 para o anti ponto quântico em função de

B para vários valores do parâmetro r. Em (a), exibimos ̟00 para a ausência do fluxo,

δ = 0 (b), exibimos ̟00 para δ = 1.
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Caṕıtulo 5

Conclusão e perspectiva

Em conclusão, investigamos os ńıveis de energia para um 2DEG em torno de um

deslocamento parafuso sob a interação pseudo harmônica que descreve pontos quânticos

e anti pontos quânticos na presença de um campo magnético uniforme B e de um fluxo

AB.

Sabe-se que tal defeito em meios elásticos gera um campo de torção que atua na

part́ıcula como se um fluxo AB externo fosse aplicado ao mesmo. No habitual efeito AB,

as part́ıculas carregadas na presença de um campo magnético uniforme podem ser confina-

das a um plano perpendicular às linhas de campo. Isto não é posśıvel em caso de torção, o

qual necessita de movimento no espaço tridimensional, de modo a mostrar os seus efeitos.

Devido a este fato, consideramos um gás de elétrons quase bidimensional confinado em

uma interface fina de tal modo que os efeitos da torção possam se manifestar. Devido à

existência de um deslocamento parafuso, consideramos os efeitos de duas contribuições:

um termo covariante, que vem da abordagem geométrica no limite do cont́ınuo e um po-

tencial escalar repulsivo não covariante. Ambos aparecem devido a deformações elásticas

em um semicondutor com esse tipo de defeito topológico. Verificou-se que este termo não

covariante muda significativamente os ńıveis de energia de elétrons neste sistema. Como

dissemos acima, esses defeitos representam um problema, pois eles interferem nas propri-

edades eletrônicas dos materiais por meio de espalhamento, como se pode observar pela

análise do potencial não covariante na Eq.(4.3). Portanto, as investigações sobre a forma

como este tipo de defeito influencia a dinâmica dos portadores em semicondutores comuns

são importantes para a melhoria da tecnologia eletrônica. No nosso caso, a modificação

introduzida por tais defeitos topológicos no coeficiente de absorção da luz é devido a um



momento angular efetivo induzido por torção. Para o valor da frequência de absorção

limiar, verificou-se que, como o vetor de Burgers aumentou, as curvas de tal frequência

são empurradas para cima no sentido de seu crescimento. Notamos também que o fluxo

AB pode ser ajustado de modo a cancelar a influência do deslocamento parafuso nestas

quantidades f́ısicas.

Como uma primeira forma de trabalhar com esse modelo em trabalhos futuros,

propomos a verificação dos fenômenos aqui estudados em outros sistemas, incluindo novos

parâmetros, como a temperatura ou a pressão no gás de elétrons.
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