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Resumo

Estudos recentes descobriram evidéncias experimentais para a dispersao da luz pela propria
luz. Realizado no LHC, o experimento se deu por colisdes ultra-periféricas de ions de
chumbo pesado (Pb) - colisdes em que a interagdo ocorre via féton-ion e féton-féton. Para
a andlise desses processos, nos guiaremos por meio de processos basicos da QED tais como
o espalhamento Bhabha, Compton, Méller e Coulomb. Nesse trabalho descrevemos estes e,
especialmente, o processo de espalhamento féton-féton em colisoes de ions pesados, a partir
da Lagrangeana estendida da QED por quebra de simetria de Lorentz-CPT. Consideramos
o regime em que as contribuig¢oes do parametro de violagao de Lorentz entram linearmente

nos propagadores.

Palavras-chave: Fisica de Particulas. Espalhamento Féton-Féton. Colisdes de fons
Pesados. Lagrangeana Estendida da QED.






Abstract

Recent studies have found experimental evidence for the scattering of light by light itself.
Performed at the LHC, the experiment was carried out by ultra-peripheral collisions of
heavy lead ions (Pb) - collisions in which the interaction takes place via photon-ion and
photon-photon. For the analysis of these processes will be guided by the basic processes of
QED such as Bhabha, Compton, Moéller and Coulomb scattering. Here we describe these
and especially the photon-photon scattering process in heavy ion collisions, from QED
extended by symmetry breaking of Lorentz-CPT. We consider the system in which the

contributions of Lorentz violation parameter enter linearly in the propagators.

Keywords: Particle Physics. Photon-Photon scattering. Ion Collisions Heavy. QED
Extended Lagrangean.
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1 Introducao

Os estudos sobre polarizacao da luz no vacuo, o chamado espalhamento foton-féton
(vy—77), vem chamando atencao dos pesquisadores de Fisica de Particulas, tanto pelas
possibilidades de conhecer, cada vez mais, a dindmica das particulas, em ordens de baixas e

altas energia, quanto pelas descobertas que podem explicar teorias de particulas e campos.

Cronologicamente, como mencionado na referéncia [1], Halpern, em 1933 [2], e
Heisenberg [3], em 1934, supuseram estudar teoricamente, fenémenos da luz em efeitos
quanticos (luz polarizada no vacuo). Posteriormente, em 1935 Euler e Kockel [4] calcularam
o processo para limite de baixa frequéncia, em 1936 Heisenberg e Euler [5] derivaram
a expressao mais geral da lagrangeana nao linear da EletrodindAmica Quéntica (QED),
em 1951 Karplus e Neuman [6] publicaram o célculo completo para o espalhamento
Luz-por-Luz, Bor e Infeld propos uma modificacao da Lagrangeana da QED, em 2012
d’Enterria e Silveira [7] propdés um estudo usando colisoes de fons pesados no LHC, e em
2017 foi publicado o resultado da primeira evidéncia experimental, do espalhamento da

Luz-por-Luz, descrito em [8].

O espalhamento foton-foton - popularmente chamado, Luz-por-Luz - descreve o
fendmeno em que fétons reais em um vacuo polarizado geram fétons reais espalhados.
Para descrever este processo, nao é tao simples como os demais processos basicos da
Eletrodindmica Quéntica (QED). O cédlculo da amplitude de espalhamento é de alta
ordem, em termos da constante de estrutura fina - que mede a intensidade de interacao
eletromagnética - isso devido, trabalharmos com quatro vértices para cada diagrama de
Feynman que contribuem para a amplitude total, o que geram dificuldades em realizar os
calculos. Porém, é obtida uma amplitude total para esse espalhamento e consequentemente
a secao de choque, o que comprova a interacao da luz pela propria luz em um vacuo

polarizado.

Em sintese, o estudo sobre a luz induzir prépria luz, em um vicuo polarizado,
é uma teoria que, ha mais de 80 anos, vém sendo estudada. Alguns fisicos, adeptos a
esses estudos, dedicaram-se a entender e descrever este fendémeno, e produziram varios
trabalhos cientificos, desde os estudos tedricos a experimentacao, obtida com éxito em
colisoes ultraperiféricas de fons pesados de chumbo (Pb-Pb). Os resultados divulgados a
partir de 2017 [8-10], tem contribuido, seja em revisar, ou incluir novos termos na teoria e

analisar os resultados que podem ser refutados ou acrescentado as novas teorias.

Varios artigos estdao sendo produzidos direcionados a descrever, de forma mais
aproximada possivel, os efeitos para ordens de altas energias. O artigo da referéncia [8],

mostra todo o processo, detalhando o valor da energia de centro de massa igual a 5.02
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TeV, por par de niicleos de chumbo, usando o detector ATLAS e obteve uma energia
transversal (energia de centro de massa) de f6tons igual a 3 GeV, e uma se¢ao de choque
para valor 70 &+ 24(entrada) + 17(saida)nb. O tipo de colisdo foi ineldstica, para o caso
elastico temos que a constante de estrutura fina é de quarta ordem, o que torna um valor
da ordem O(a* = 3 x 10?).

Em analise a alguns artigos sobre a modificagdo da lagrangeana para a descricao
do espalhamento féton-foton, a maioria dos resultados na literatura, abordam a violacao
de Lorentz na QED minimamente estendida. Alguns dos resultados consideram fontes de
alta energia para sondar a existéncia da violagdo de simetria de Lorentz [11-14], tanto em
objetos astrofisicos como também no LHC (Large Hadron Collider). Isto nos motivou a
desenvolver um estudo, abordando o espalhamento de Foton-Féton no processo de colisao
com ions pesados, a partir da lagrangeana estendida da QED por quebra de simetria de
Lorentz, em prol de analisar esse processo e contribuir com novas informacoes e aplicagoes

na area.

Para explicitar as informagoes sobre esse estudo, consideramos, desde os processos
bésicos de espalhamentos da QED aos mais complexos. Entao, o desenvolvimento dessa
dissertacao, apresenta-se em quatro partes, o capitulo 2 consta-se uma revisao das regras
de Feynman para os espalhamentos: Bhabha, Compton, Aniquilagao por par, Moéller, e
Coulomb. No capitulo 3 apresenta-se a descricao do espalhamento féton-féton, a partir da
lagrangeana com e sem o termo da quebra de simetria, e também incluindo colisdes de ions
pesados. E por tltimo, as analises, perspectivas e conclusoes, abordam especificamente as

contribuigoes presentes e futuras.
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2 Espalhamentos basicos da Eletrodinamica

Quantica

Neste capitulo, apresenta-se uma breve introducao das regras de Feynman e de
alguns modelos basicos para espalhamentos de particulas da Eletrodindmica Quantica
(QED). O intuito deste, é mostrar os processos basicos de espalhamentos para no préximo

capitulo descrever especificamente o espalhamento féton-féton (yy — 7).

2.1 Modelos basicos de espalhamentos da QED

Chama-se de modelos da QED, teorias que descrevem os processos de espalhamentos
de particulas eletricamente carregadas. Para analisar esses modelos, faz-se uso de um
conjunto de regras - chamadas de regras de Feynman - derivadas diretamente da Teoria

Quéntica de Campos, como mencionado em [15].

Essas regras sao ferramentas necessarias para calcular os elementos de matriz,
amplitude e secao de choque para cada espalhamento, e assim, obter o maximo possivel

de informacoes sobre a dindmica das particulas de um dado processo.

Resumidamente, essas regras servem para ilustracoes e leituras de diagramas
representativos dos processos de espalhamentos da QED. Os principais elementos que
as compoem sao linhas sélidas orientadas, que representam os férmions (a orientacao
serve para diferenciar particulas de antiparticulas), e linhas onduladas, que representam
os fotons. Para cada interagao de particulas, existe um diagrama correspondente e para

interpretd-lo, considera-se as informagoes da Figura (1).

initial-state particle: u(p) ——

final-state particle: up) —

initial-state antiparticle: w(p) ——e

final-state antiparticle: v(p) e

initial-state photon: u(p) ~Ae

final-state photon: e.(p) [ 2 e eV
'rl.‘f,ur

photon propagator: = e
q-

. i(y*q, +m)
fermion propagator: = ~ e ]
gt

QED vertex: —iQey* Y

Figura 1 — Regras de Feynman para a QED. Fonte: Ref.[15]. Adaptada pelo autor.

A multiplicacdo de todos esses elementos nos da a amplitude de espalhamento
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(M) para baixa ordem. Quando tem-se duas linhas sélidas e uma ondulada formando

um vértice, tem-se também uma constante multiplicativa, a constante de estrutura fina

e2 o 1

dmhe ~ 137
eletricamente carregadas.

(= ) - uma grandeza que corresponde & ordem de interagao entre as particulas

Na Figura (2), tem-se trés exemplos da aplicagdo dessas regras, onde em: a) um
par elétron-pésitron aniquilam e emite um féton; b) um par elétron-féton emite um
elétron virtual, e este, produz um par elétron-féton; ¢) um par de fétons emite pares de
elétrons-pésitrons virtuais e estes produzem um par de foétons. A referéncia temporal, para
leitura dos diagramas, pode ser na orientacao inferior para superior, ou da esquerda para
a direita. E importante saber, também, que as linhas externas dos diagramas representam

sempre particulas reais, e as linhas internas, as particulas virtuais.

e (T

2 b) ‘ &

Figura 2 — Exemplos de diagramas de Feynman: a) digrama de um vértice, b) diagrama de dois vértices,
c) diagrama de quatro vértices. Fonte: Ref. [16] - (a), (b); Ref. [8] - (c¢); Adaptada pelo autor.

Em sintese, nos diagramas de Feynman, observa-se que a andlise é feita através
das particulas incidentes num estado inicial, que ao interagirem, ha transferéncia de

energia-momento, resultando nas particulas do estado final e espalhadas.

Consta-se na Figura (3) mais um exemplos da aplicagao das regras de Feynman,
onde uma particula qualquer, num estado inicial, decai em duas particulas gerando um

estado final, (A — B + ('), com referéncia temporal na horizontal.

Time >

Figura 3 — Diagrama de Feynman para o decaimento A — B + C, com orientacdo temporal na horizontal
para direita. Fonte: Ref. [17].

Outro exemplo é mostrado na Figura (4), que corresponde o processo de decaimento
de duas particulas quaisquer em outras duas (A + B — C + D), com referéncia temporal
na vertical. Esse processo pode ser escrito em termos de simetria de cruzamento, isto é,
(A+ C — B+ D), em que troca-se B por C, e C por B, o que é chamado na Ref. [17]

de regra de substituicao. Isso € 1util, por exemplo, para calcular um processo a partir de
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outro, como por exemplo, o o processo de aniquilagao por par a partir do espalhamento

Compton.

Figura 4 — Diagrama de Feynman para o decaimento A+ B — C'+ D, com orientagdo temporal na vertical
para cima. Fonte: Ref. [17].

Para entender como calcular a matriz de espalhamento (5), seguimos os proce-
dimentos da Ref. [17](p. 145-157), onde lista-se as seguintes relagoes, que comumente
servem para qualquer processo de decaimento, dispersao ou outro sistema da QED que

evolui no tempo:

I) (f|S]|i) = Sy, onde a partir de um estado inicial | i) calcula-se os possiveis
elementos da matriz para um estado final (f |, sendo S a matriz unitiria que satisfaz a
relacdo STS =85St =1,¢e S # ¢ a amplitude de espalhamento de um estado inicial para

um estado final especifico, que contém os elementos da matriz.

Para calcular a amplitude de probabilidade de encontrar o elemento da matriz para

um dado espalhamento, tem-se:
IT) Pr=| (f | S'|14) [*=S}:S};, onde S}; é a complexa conjugada.

Para processos de espalhamentos, por exemplo, que leva em consideracao ao espago

dos momentos das particulas, pode-se relacionar, para um intervalo de limites:

III) Sy; oc —i(2m)*6*(py — pi) M4, sendo My; uma amplitude de um dado processo,

e 0*(p; — p;) a fungao delta de Dirac, em termos dos momentos finais e iniciais.
Para calcular uma amplitude, usa-se uma func¢ao do tipo:

IV) [25 f(p)d(p—p')dp = f(P'), ou seja, faz a integragao sobre todos os momentos

das particulas internas.

Comumente, usa-se, em teorias de campos, a matriz de elementos na forma

(f | M |i) = My, (2.1)
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A partir dessas regras e relacoes, sao descritos alguns dos processos basicos a seguir,
usando a equagao (2.1), substituindo f pelos momentos das particulas do estado final, e

pelos momentos das particulas do estado inicial.

As regras de Feynman, citadas nesse topico, restringem-se as bésicas, que usamos
para descrever tais processos ja mencionados. Porém, informagoes mais gerais, a respeito

destas, podem ser encontradas nas referéncias [15 - 20].

2.1.1 Espalhamento Bhabha

O espalhamento Bhabha (e~e®™ — e~e™) é um tipo de colisdo elastica de particulas
e descreve o espalhamento elétron-pdsitron, que ao interagirem aniquilam-se emitindo um

foton virtual e este produz um par elétron-positron reais.

Na Figura (5) constam-se dois diagramas possiveis para este espalhamento. No
diagrama a) temos a representagao de duas particulas no estado inicial com momentos
(p1,p2), particula de interagdo com momento (p; + p2) e as particulas finais com momentos
(p3,p4). No diagrama b) temos a troca de féton entre elétron-positron, sem que haja
contato direto, e este féton produz um par elétron-pésitron. De acordo com [16] existem
mais diagramas para o espalhamento Bhabha, porém os diagramas que contribuem para
as amplitudes de baixa ordem, sao estes. Para a leitura desses diagramas, consideramos a
orientagao na horizontal para a direita, indicada pelas setas dos momentos. Usando como

referencia principal, para a descrigao desse processo, o artigo Ref.[21].

a) b}

Figura 5 — Contribuicdes para o espalhamento e~ + e — e~ + e™. Fonte: Ref, [16].

Para este espalhamento, temos duas contribuigoes para o calculo da amplitude.

Comegando por definir a matriz (M), usando a equagao (2.1) escrevemos

(pg;p4\M|p1;p2> = Mfz‘, (2'2)

onde (p3;py| representa os estados de momento das particulas finais, |pi;ps) os das

particulas iniciais, e | My; | é a amplitude do espalhamento.
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Reescrevendo a equagao (2.2) em termos dos espinores (u;v) e espinores adjuntos

(u;v) e das matrizes gama (v*), usando as informagoes da Figura (1), temos a matriz

My = (u(ps); v(pa) | M |u(p1); v(p2)), (2.3)

onde (u;u) representa os elétrons, e (v,v) os pésitrons.
Calculando, separadamente, os elementos da matriz, observando os diagramas da
Figura (5), e usando as regras de Feynman, escrevemos para o primeiro diagrama

-%z—;M%W%mMWMWWML (2.4

e a complexa conjugada

Mfz—;W@Q%MMMMmM%@M- (2.5)

A amplitude de espalhamento, pode ser calculada através do valor médio quadratico,
isto ¢, ( |My]?) = ( |M;M,| ). Multiplica a equacao (2.4) pela (2.5),
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(|M]?)y = ;z[v(m)WU(m)][U(pl)v“v(pz)] X ];[ﬂ(ps)v“v(m)][@(pz)WU(pl)] . (2.6)

Usa a relagdo de completeza, que sdo as relagoes dos espinores, equacao (2.7) para os

elétrons e a (2.8) para os pésitrons,

> us(p)is(p) = 7P+ me, (2.7)
; vs(p)0s(p) = VP — me, (2.8)

onde ¥"p, = p, m é a massa das particulas, s aqui € a helicidade fermionica.

Aplicando o teorema dos tragos e as propriedades das matrizes gama, Apéndice

(A.1) e (A.2), e as relagoes dos espinores normalizados, (a'u! = 2me, e v'v! = —2me, u'u?
=0, e v'v? =0), com ¢ = 1, obtém-se
2 et
([Mi]7) = 8]?[(291 - p3)(P2 - pa) + (1 - pa) (P2 - p3)]; (2.9)
onde, para o primeiro diagrama, p = (p; + p2).
Considerando as varidveis de Mandelstam, dadas pelas seguintes equagoes
s = (p1+p2)’ = (ps+pa), (2.10)
t = (p—p)" = (p2— 1), (2.11)

u = (p1—pa)®=(ps—p2)° (2.12)
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onde para s = pi+p5+2p1pa = p3+pi+2pspa, como pj = p3 e p5 = pj, entao, 2pi1py = 2p3ps
0 que nos permite escrevermos s = p;ps = p3ps € de forma andloga, encontramos para
t = p1ps = Pap4, U = P1Ps = P3p2. Logo, rescrevemos (2.9) na forma
ot
(M) = 85[E + ), (2.13)

onde s, t,u, sao os canais de transmissao de momento-energia.

Observe que essa amplitude, dada pela equagao (2.13), ocorre no canal s, o qual se

refere a parte espacial do processo.

Para a segunda amplitude, escrevemos ( |Ms|?) = ( |M; M| ), fazendo o processo
semelhante ao anterior, mas referente a anélise para o segundo diagrama, temos entao
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2
e v -~ ~ v =~
( IMaf?) = E[U(p:a)v u(p)][0(p2) v (pa)] X E[U(pl)v u(ps)][o(pa)nulpa)]|. (2.14)
Fazendo a multiplicacao e considerando os tracos das matrizes, obtemos

(MM%=8;Mhm@@mm%+@rmXM4ML (2.15)

neste caso p = (ps — ps), que de acordo com as variaveis de Mandelstam, reescrevemos
(2.15) na forma

([ Mp]?) = 8%[u2 + s (2.16)

Observamos que essa amplitude ocorre no canal t (canal de tempo), como pode ser visto

no segundo diagrama, Figura (5b).

Agora, calculamos os termos de interferéncia, isto é, M; - M, logo substituindo os
valores, temos

zm~M;=:<p2)w@wwwmmmeW@m

x(‘f)mewmmwmww@m, (2.17)

p

onde de acordo com o primeiro diagrama p = (p; + p2) e para o segundo p = (p2 — ps)
considerando as varidaveis de Mandelstam, e a relacado dos espinores, ver Apéndice (A.4),

rescrevemos (2.17) na forma
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M, - My = g{[ﬁ(ps)v“v(m)][ﬂ(pz;)%v(pz)] + [0(p2) yuu(p)l[u(p)y ulps)l},  (2.18)

sendo t o canal de tempo, e s o canal espacial.

Para os quatros férmions, temos que a soma em termos das polarizagoes é

SYY MM | = (] M ], (2.19)
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Substituindo (2.18) em (2.19), temos

1e?

(| MM ] )= 1ETT[U(ps)ﬂ(pg)v"v(p4)?7(p4)% X 0(p2)v(p2)yuu(pr)u(pi)y”]. (2.20)

Utilizando as relagoes de completeza, e os tragos das matrizes, ver Apéndices (A.1)
e (A.2), temos a amplitude nos canais (ts)
N 1et

(I MMy [) = 55 (=32)(P1 - pa- s~ p2). (2.21)

Utilizando as variaveis de Mandelstam, Apéndice (A.5), rescrevemos (2.21) na

forma ‘o
e*u

(I MMy |) =2——. (2.22)

Como temos duas contribuigoes idénticas, isto é, o mesmo valor de (2.21) para o
caso { | MM, | ), entdo

(I MMy | )+ ([ M{Mz | ) = 4——. (2.23)

Assim, temos a amplitude total, em termos das varidveis (s, t,u)

2+u? uP+s? u?
M %) = 2¢* 2—1|.
([ M) =2e 2 T T2

(2.24)

Para calcular a segdo de choque, inserimos (2.24) na integral de fase para o estado
final de suas particulas, dada pela seguinte relagao, ver Apéndice (A.6),

do (| M)

— = 2.2
dQ ~ 6472(2E)? (2.25)

Substituindo (2.24) em (2.25) e organizando os termos, considerando as variaveis de
Mandelstam, em termos do angulo de espalhamento (s = 4E?%; t = —4E%sin?(0/2); u =
—4FE%cos(0/2)), e a constate de estrutura fina (o = €?/47), temos a secao de choque
diferencial

do _ oﬁ (1+cos0)*+4  (1+ cosh)? 1+ cos0)? ' (2.26)
dQ  2s | (1—cosh)? 2 (1 — cosb)

Esta é a equacao para o se¢ao de choque transversal, em termos do angulo de espalhamento.

A partir dessas equacoes, usando valores para a energia do centro de massa,
e integrando em termos do adngulo 6, plota-se o grafico da Figura (6), que mostra a
comparacao entre a predicdo da QED e os valores obtidos pelo experimento TASSO!, e
o da Figura (7), que mostra o valor total da secdo de choque em termos da energia de

centro de massa.

L 'O experimento TASSO foi realizado no colisor de elétron-pésitron PETRA em DESY, Hamburgo. A
méquina comecou em 1979, e energias de até 35 GeV foram alcancadas. Uma grande descoberta do
experimento TASSO foi uma evidéncia direta da existéncia do glion". Ref [22]
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Figura 6 — Secao de choque diferencial em termos do cosf. Fonte: Ref. [21]
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Figura 7 — Secdo de choque total em termos da energia de centro de massa +/s. Fonte: Ref. [21].

Feita essas descrigoes a respeito do espalhamento Bhabha, pode-se atribuir valores

desde baixas energias a ordens de altas energias. Para o caso de alta energia, limite
relativistico, temos que E > m.

2.1.2 Espalhamento Compton

O espalhamento Compton descreve colisdes de elétron-foton (e~y — e~ 7). Para
a descrigdo desse espalhamento usamos o livro Ref.[18]. Basicamente, calculamos os

elementos da matriz, a amplitude de espalhamento e a secdo de choque diferencial, usando

novamente as regras e os diagramas de Feynman.

A figura (8) mostra os dois diagramas que contribuem para a amplitude de espa-
lhamento desse processo.
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(p+ k)2 —m?

Figura 8 — Diagramas de Feynman para o espalhamento Compton (e~ — e~ ). Fonte: Ref. [19].

No primeiro diagrama, temos particulas reais num estado inicial, um par elétron-
foton que interagem cria um elétron virtual, e este emite um par elétron-féton reais no
estado final do processo. No segundo diagrama, um elétron num estado inicial emite um

foton e é espalhado pelo féton do estado inicial.

Analisando os diagramas, e usando as regras de Feynman, citadas no tépico (2.1),

escrevemos a amplitude de espalhamento, na forma

iM = —ie’e, (K)e,(k)u(p') W?zgﬁjk})é;_nzzy Vép—_ﬁg;fﬁf

I

u(p), (2.27)

onde u(p’) é o espinor adjunto associado ao momento do elétron do estado final, u(p) é o
espinor associado ao momento do elétron no estado inicial, € (k’ ) é a polarizagao associado
ao momento do foton do estado final, €,(k) é a polarizacao associado ao momento do foton
no estado inicial, e os demais termos sao os propagadores de interacao entre as particulas
reais e virtual, sendo m a massa do elétron, p e ¥ é a forma compacta para as componentes

do quadri-momento.

Podemos considerar p? = m2c® = 2 e k* = m?c? = 0, pois ¢ = 1 e para o féton

m = 0, e escrever os momentos em termos das variaveis de Mandelstam
s=(p+k)—m*=p" +2 -k+k —m*=2p-k=2p ¥, (2.28)
u=@p-KP-m?=p"—2p- K +k° —m’>=-2p K =—2k-p. (2.29)

Agora, fazemos a média quadratica da amplitude, considerando a soma nas helici-

dades do elétron e do f6ton

(| M) ZlM*Ml (2.30)

Logo, substituindo (2.28) e (2.29) em (2.27) e substituindo em (2.30), fazendo a

multiplicagdo do elemento de matriz com a complexa conjugada, obtemos

(| M) = fTT[ﬁf (¢+%)W“mu(7/>+%)%]+*TT[¢7 P=K)V P (p—K)d. (2:31)
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Observe que na equagao (3.31), o primeiro termo se refere a amplitude do diagrama
(1) da Figura (8), ou seja, M;M; = |M;|*, e o segunda termo, a amplitude do diagrama
(2), também da Figura (8), isto é, My My = |M,|?, onde ( | M |*) = | M;|? + | Ma|*.

Aplicando o teorema do traco e as propriedades das matrizes gamas, ver Apéndices
(A.1-A2), isto é, py"y, = =20, v"pyu = =2, e To[p kpk] = 2(p" - k)(p - k), ver também
detalhes dos cédlculos nas referéncias [18] e [19], temos

M2:24(—“—3> 2.32
(10 py = a6t (<2 -2, (2.32)

onde nesse calculo as amplitudes, M1 M5 = M{M; = 0, ou seja, temos apenas duas

amplitudes.

Para calcular a secao de choque diferencial, como visto na relacao para o espalha-

mento Bhabha, temos

do 1
— = ——(|M*. 2.
70 = 6anzst ME) (2.33)
Assim, temos a secao de choque total escrito na forma
1
= —— [{|M[]*)d. 2.34
o= [(IMP) (2:34)

Substituindo (2.32) em (2.34), a equagdo para o calculo da segao de choque se torna

1 u S
= 2 4(——> dQ. 2.
g 647‘(‘28/ ¢ s u (2.35)

A partir da equagao (2.35), incluindo a constante de estrutura fina (o = %), e

considerando o sistema de centro de massa, Ref.[20](p.162-164), a segao de choque total
para o limite de baixa energia, é igual a obtida para a radiacao eletromagnética classica

por um elétron livre, ou seja,
8o’

3m2?’

o =

(2.36)
onde m é massa do elétron.

Para o limite de alta energia, como mostrado na Figura (9), a segdo de choque se
torna igual a equacao (2.38), obtida da relagdo dos momentos dos f6tons e elétrons, em

termos da energia e angulo de espalhamento.

k' = (w,wsin,0,weosh)
R k=w(E+w
k= (w,wz) “, ﬁr\i;/’ P ( )
SN BE - pr k' =w(E +wcosb)

' p=(F, —wf)
/ E?=w? 4m?
P

Figura 9 — Quadro de centro de massa para o calculo da se¢do de choque, em termos de w e 6. Fonte: Ref.
[20].
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Entao, da equagao (2.35), sendo d? = dcosf, e substituindo as varidveis de
Mandelstam por s = p-k = w(F +w), u = p- k¥ = w(E + wcosh), E* = w? + m?, com

0 ~ 7, temos

2ra? 1 1
= dcost . 2.37
7 s /—1 O om2 + s(1 + cosb) (2:37)
Resolvendo (2.37), obtemos a segdo de choque total
2o s
= log —. 2.38
0= ——log 3 (2.38)

Este é um valor para energia de centro de massa, onde s > m?, ou seja, alta energia.

2.1.3 Espalhamento de aniquilacdo por par

E o espalhamento em que um elétron e um pésitron se aniquilam e produzem um
par de fétons (ete™ — 7). Este é um tipo da extensdo do espalhamento Compton, e os

diagramas sao basicamente os termos cruzados, Figura (10)

Figura 10 — Diagramas para a aniquilagdo por par ete™ — 7. Fonte: Ref. [20].

Para os diagramas, aplicando as regras de Feynman e fazendo uso das relagoes de
completezas, temos o elemento de matriz escrito na forma

L —k—m)

uov
(p1 _ k1)2 IR mQV u(pl)EQEI

" Z(J}?ﬁl — fy —m)

v e 2.39
(pl _ k2)2 — mzfy U(p1)€261 ( )

iM = (—ie)*v(pa)y

+(—ie)’v(pa2)y

Fazendo a média quadratica das amplitudes do espalhamento, considerando a soma
das polarizacoes sobre todas as particulas do processo, também usando o teorema dos

tragos, a amplitude total de espalhamento, para ordens de baixas energias, Ref. [20](p.168),

¢é dada por
1 pr-ke  p1-ky 1 1
- M |?) = —2¢* - + 2m?® +
4;“ |> D1 -k p1 - ko p1 -k p1 - ko
2
1 1
—m? ( + ) . 2.40
D1 - k1 p1 - ko ( )

Com isso, considerando a energia de centro de massa: p; = (E,p), po = (E, —p),

ki = (E, Esind,0, Ecosf), ks = (E, —FEsinf, 0, —Ecosf), escrevemos a se¢ao de choque
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diferencial para este espalhamento na forma

do  2ma? <E> [(E2 + p*cos®0) (2m?) (2m*)

deosd — s \p) | m2+p2sin®0 ' m2+ p2sin20  (m? + p’sin26)? |

(2.41)

Para o limite de altas energias (E > m), a segao de choque diferencial é dada por

do 2w (1 — cos®0
= ) 2.42
dcost s < sin26 ) ( )
E para calcular a secao de choque total, basta resolver a integral
1 do
= [ dcost 2.43
7 /0 cos dcos ( )

2.1.4 Espalhamento Moller

E o espalhamento de dois elétrons que se dispersam trocando um féton virtual e

este cria dois elétrons no estado final do processo.
pl>AAA/<p2 %
P, P, P, D,
Figura 11 — Diagramas para o espalhamento Moller (e~e~ — e~e™). Fonte: Ref. [18].

A amplitude de espalhamento da matriz é dada por

2 W)y u(p) )y ulpe) | 28" ulp) U1 )yu(pe) (2.44)

M= —e
(pl - pﬁ)Q (pl - p2)2

E a amplitude média quadratica, considerando as helicidades de polarizacao é

1 1 I 1\? 1 1
1 Y{IMP) = Z(2m2e2)22 [(t — u) +tot UQ] : (2.45)
Onde, para uma energia de centro de massa
0
t = —2p*(1 — cos) = —4p2sin2§, (2.46)
0
u = —2p*(1 + cosh) = —4p20032§. (2.47)

A secao de choque diferencial

do m?a® [ 1 1 1
@ _ _ , 9.48
aQ  16p? <sin4g * cost? sin4gcos4g> (2.48)

onde, p =| p; |, sendo i = 1,2, 3, 4.

Integrando (2.48) encontra a segao de choque total.
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2.1.5 Espalhamento Coulomb

O espalhamento Coulomb corresponde interacao de particulas, eletricamente carre-
gadas, com um campo eletromagnético externo. E um tipo de colisdo ineldstica, e descreve
a dinamica das particulas na presenca desse campo externo, sendo este, um potencial
Coulombiano escrito na forma A* = (42—7&, 0), onde 0 representa um vetor nulo, Z o nimero

atomico, r a distancia da particula em relagao ao referencial.

Geralmente, colisoes coulombianas sao estudadas nas interagoes atomicas ou mole-
culares, mas para um caso especial, estudamos a se¢ao de choque transversal, considerando

uma unica particula interagindo com o campo externo, Figura (12).

= —iev" A, (q).

Figura 12 — Espalhamento Coulomb. Fonte: Ref. [23].

Neste caso, temos o potencial de Coulomb A* = (fﬁ, O), escrevendo no espaco

Ze
lal *
no estado inicial, p’ no estado final, e ¢ 0 momento do féton. Assim como nos processos

de momento temos, A,(q) = ( 0), sendo ¢ = p’ — p, onde p é momento da particula

descritos anteriormente, calculamos a se¢ao de choque a partir da amplitude e matriz de

espalhamento.

Entao, considerando as regras de Feynman, o elemento de matriz para este caso é
iM = —ieu(p' )y u(p) A (p' — p). (2.49)

A média quadratica da amplitude de espalhamento, somando sobre os spins dos

dois elétrons é

M Py = S al) (—ier A upul (plier AL (), (2.50)

s

Resolvendo (2.50), considerando os tragos e as relagoes de completezas, ver Apén-
dices (A.1), (A.2) e (A.7), ver também Ref.[23] para detalhes dos célculos,

1 2\ __ 2\ __ 62 r_ mQ EQ
33N Py = (M Py = 22288 ] (5] 2.51)

Considerando p = (E,p), p' = (E',p)), E = E', p'-p = |p|*cosl, |q|* = 2|p|* —

2|p|*cosl, onde E ¢ a energia, temos

Ze 2
M |?) = 2¢*[E® — |p|? 2 : 2.52
(100 ) = 22(E  beosd 4 ) (g (252
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Usando as relagoes |p| = |[p'| = mf, sendo m a massa do elétron, 3 a velocidade

. . 2
limite, a constante de estrutura fina a = - < 4ra = e?

sen?0 = (1 — cos?f), e organizando os termos, temos a média quadréitica da amplitude de

, a relacao trigonométrica

espalhamento igual a

A% Z202m? 0
(| MP)y=—"—"— 1+ Bsin’~|. (2.53)
[p|*sint 2
Para a secao de choque diferencial, assim como nas relagoes anteriores, temos,

considerando este espalhamento

d3p/ ’M |2
(2m)3 2E'2E3

do = (2m)6(E — E'). (2.54)

Substituindo (2.53) em (2.54) obtemos

do Z2a*m? 0
— = 1+ B2sin®= | . 2.55
dQ ~ 16EB[pPsin'L < +prsin 2) (2.:59)

Como |p| = mf, rescrevemos (2.55) na forma

do 7202 0
— = 1+ B2sin®*= | . 2.56
d0) 16E62|p]23m4g< +Fsin 2) (2:56)

Esta é a secao de choque diferencial para o espalhamento de Coulomb. Para g — 0, isto
é, no limite nao relativistico, a equac¢do (2.56) se torna a férmula do espalhamento de

Rutherford [19],
do  Z°a* 1

4w _ iy 2.
A 4E? sintd (257)

Integrando (2.56) obtém a se¢ao de choque total do espalhamento Coulombiano.
Veja que a equagao (2.57) é obtida usando o campo de Coulomb para caso nao relativistico.
Portanto podemos usar esse modelo para calculos de outras se¢do de choques com campos

externos formados por ions pesados de elementos quimicos, por exemplo, o chumbo.
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3 Espalhamento Foton-Féton

Visto no capitulo 2, que as andlises dos processos de espalhamentos basicos da
QED se dao pelo cédlculo da matriz de espalhamento, a qual contém todas as amplitudes
individuais. E, a partir da amplitude total calcula-se a se¢ao de choque, tanto para a
ordem mais baixa do espalhamento, que é a contribuicao de até dois fatores de vértices dos
diagramas de Feynman, tanto para ordem de altas energias. Neste capitulo, mostra-se uma
introducao de alguns processos de maiores ordens, sao eles: espalhamentos féton-foton
para os casos, elastico sem e com a quebra de simetria de Lorentz, e para o caso ineldstico
em que dois campos externos, formados por ions pesados de chumbo, contribuem para o

espalhamento, considerando também a quebra de invariancia de Lorentz.

3.1 Espalhamento vy — v

O espalhamento foton-féton descreve o fendmeno em que fétons reais, em um vacuo
polarizado, geram fétons reais espalhados. Para descrever este processo, nao é tao simples
quanto os demais processos basicos da QED. O célculo da amplitude de espalhamento e
a sec¢ao de choque nao sao mais de ordens baixas, em termos da constante de estrutura
fina, pois trabalhamos com quatro vértices para cada diagrama que contribuem para a

amplitude, o que gera dificuldades em realizar esses calculos.

Algumas das literaturas, sobre a tematica, mostram teoricamente, resultados
interessantes para a se¢ao de choque do espalhamento f6ton-féton [1 - 6]. Outras, descrevem
estudos que poderiam comprovar, experimentalmente, tais resultados usando ions de
chumbo pesados [7, 31 - 36]. E, outras, mostram o resultado obtido com éxito sobre as
colisoes ultraperiféricas de fons pesados de chumbo (Pb-Pb), divulgado a partir de 2017

[8-10]. Essas literaturas, tem contribuido como material para estudos e pesquisas na drea.

Entao, neste capitulo, consta-se trés consideragoes sobre o espalhamento féton-foton:
as descrigoes dos processos a partir da lagrangeana invariante de Lorentz; da lagrangeana
estendida da QED por quebra de simetria de Lorentz; e em colisdes de fons pesados

considerando também a quebra de simetria.

3.2 Espalhamento féton-féton sem quebra das simetrias de invari-

ancia de Lorentz

O espalhamento elastico féton-féton (yy — 77), corresponde ao processo em que

dois fétons reais produzem um par elétron-positon virtuais que se aniquilam produzindo
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dois fétons reais.

Pela regra de Furry', os diagramas que contribuem para o calculo da amplitude
total desse processo sao apresentados na Figura (13), onde cada um dos trés diagramas
tem outro diagrama correspondente, com a orientagdo do loop contraria. A leitura é feita
da esquerda para a direita, atribuindo (ki ks, k3, k4)? para os momentos das particulas

externas, e p para o loop de férmions (particulas virtuais).

Kl k3 ki Kkl 3
g A "’MW«/'J\’“ PN J

M C o) o » i

Figura 13 — Diagramas de Feynman para o espalhamento féton-féton. Fonte: Ref. [24]. Adaptada pelo
autor.

Aplicando as regras de Feynman para esse processo, e sabendo que cada dia-
grama tem duas representagoes que contribuem com o mesmo valor da amplitude, entao,

representamos duas vezes o valor nas somas das amplitudes dos trés diagramas, ou seja,

M = 2(My + My + Ms). (3.1)

Consideragao a polarizacao dos fétons, a equacao (3.1) é reescrita na forma

12*1*2

M = oM MY M e (e (Ra)es (R)ey (k). (3.2)

2 *1

s 8*2

s
, €

1 . ~ 2
onde €, €%, € representa os estados de polarizacao dos fotons.

Comecemos a descri¢ao desse processo com a lagrangeana, sem quebra de invariancia

de Lorentz, dada por
L =U(in"d, —m —iey"A,) 0, (3.3)

onde o espinor ¥ e seu adjunto ¥ representam os campos formados pelas particulas
fermibnicas, v* sao as matrizes de Dirac, m a massa das particulas fermionicas, e A, o

campo de interagao elétron-féton.

Para calcular a amplitude do espalhamento féton-féton, a partir da equacao (3.3),
consideramos as seguintes representacoes do inverso do propagador fermiénico Sp' =
i"0,—m = iy'p,—m = p—m. Feita a racionalizacao do propagador, tem-se o propagador
do elétron Sp(p) = %, o propagador do féton A = zg“” e o fator de vértice
—iey" A, onde —eWy* A,V representa a interacao do campo de matéria (formado pelos

elétrons) e o campo eletromagnético (da interagao elétron-féton).

1
2

Loops com nimero par de fétons externos sao equivalentes, os de niimero fmpar, se anulam [24].
Algumas também vamos considerar (p1, pa, ps, p4) como momentos externos, sem qualquer perda de
generalidade.
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Aplicando esses termos correspondentes as regras de Feynman, escreve-se as am-
plitudes de espalhamento, para cada um dos diagramas da Figura (13), Ref. [24], nas

seguintes formas

e
Ml — -

(i€)4 A T d gt (}7) - '%2 - kl +m) . (P - '%4 +m)
<%ﬂ/de{”Mp—@—MV—wﬂ”Kp—MV—mﬂ
L (ptm) Um—m+m>}

P> —m? " [(p— k)2 —m?

X (3.4)

wioe _(i6)4 4 T d (}7)_%2_%1+m) A (P_k:a"‘m)
M = <%%/de{”Kp—@—mw—nﬂvup—mv—mﬂ
L (p+m) V@—m+m>}

> —m? ! [(p—ka)2 — m?]

X (3.5)

2
M = —

ey [, L Gt brm) (Kt m)
(%V/dpﬂ{va—&+MP—nﬂ7Kp—%V—mﬂ
L (prm) y@—m+m>}

=] (= k) — ]

(3.6)

onde p corresponde aos momentos das particulas do loop (férmions), e ki, ks (momento
dos fétons externos do estado inicial), e ks, ks (momento dos fétons externos do estado

final), e Tr é o trago.

As equacoes acima apresentam integrais finitas, e divergentes. Para soluciona-las,
usa-se a parametrizagdo de Feynman, Apéndice (B.1). No entanto, as integrais divergentes
nao possui solucdes finitas, e se torna necessério fazer uma renormalizacao® para que tenha

uma solucao finita.

Para facilitar a separacao dos termos divergentes e fazer o calculo das equacgoes

(3.4 - 3.6), usa-se para cada propagador do loop, a seguinte identidade,

_ z": (—1)7 (k2 + 2k;.p)? (—1)" (k2 4 2k;.p)m L
(p+k)? =k = (PP —mi) (p? — m)" 1 (p + ki)? — mi]’

(3.7)

onde k; é arbitrario - ki, ko, k3, e n qualquer valor que satisfaz a identidade [25].

Usando identidade (3.7) nas equagoes (3.4 - 3.6), escrevemos para cada diagrama,

UvAo __ <i€)4 4
e __(2@4/6“’
R 1 (kthk)?—2(kat k) p
x Tr {7 (P =k — ki +m) <p2—m2 (p? —m?)[p — (k2—k1)]2—m2>

Sao técnicas de regularizagoes, para tratar integrais divergentes - consiste basicamente transformar as
integrais divergentes em convergentes, para que seja possivel obter solugoes finitas.

3
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p . m 1 _ k2—2k4p

=kt (5~ G s )

o prm) N K2 = 2ky - p

P bt (- ) |09

(2m)t
A ] o i)
<= s+ m) <p2 —1m2 - mlz% [?zvzf?)li’;)?2 - m2]>
X’yamvy p=Fs+m) <p2 —1m2 (P - mkf) [@2521%52 - m2]> } - 69
M — ((;?;); /d4p
x T {7” (p— ko + by +m) ( e ;Jj}‘::éikf o ._pm2>
X% (= Ky +m) <p2 — 7o m’i% [?;f?’k';)’? - m2]>

Fazendo a parametrizagdo de Feynman nas equagoes (3.8 - 3.10), ver Apéndice

(B.1.1), encontra-se Logo, os termos divergentes

UVAo __ Tr’yﬂpvjﬁvfwm

DI = / Fame e (3.11)
prAo TT[’W]”V ﬁly p’y ﬁ]

Dy = /p Fam (3.12)
HVAT TT[’V 3757#?'7 ZZ)’Y }75]

DI = /p o e (3.13)

Aplicando o traco nas trés equagoes acima, ver Apéndices (A.1.10 - A.1.12),
escrevemos

1
D,uzzz\a _ 4/ 2\2( v Ao no VA UA Vo
i R Pp——— m2]4[(p) (9"9™ +9"7g"" — g""g"")

—2p%(p"p" g + p"p° g + p p g + p 7 g™) + 8pPp p 7],  (3.14)
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1
Vo v o vo o v
Dy = 4/],[],2_7712]4[(192)2(9“ 9+ g9 — ¢ g™

v Ao

_2p2(ppp g _}_p,upkgva +pupaguA +papAguu) + 8pupupcrp)\]7 (315>

1
Vo ov ou v v
D5 = 4/})[])2_7,”2]4[(192)2<g g+ g7 — g g
—2p*(p7p" 9" + p7p" g + P p g + p M g7Y) + 8p7p PP, (3.16)
de modo que DHAT = DEAT L DEAT L DA geia finita.

Préximo passo, é renormalizar essas integrais, usando a técnica de regularizacao
dimensional®, mostrada no Apéndice (B.2) ou regularizacao implicita . Na referéncia [24]
pode-se ver como resolver a integral (3.14) através da regularizacao implicita, e apresenta

todo o calculo para se obter a se¢do de choque diferencial.

Feito a regularizacao dimensional, o valor da soma das integrais divergentes ¢é
—t v _Ao o v vo
= 553"+ 997 + ¢"g") (3.17)

Este é termo de contribuicao das integrais divergentes que deve ser somado as solugoes das

DIWU/\

integrais finas, para se obter a amplitude total. Nos Apéndices (B.1) e (B.2) é mostrado a

resolucgao desses calculos.

Agora, tendo o valor da amplitude M, para a secao de choque despolarizada, como
ja conhecida a relagao obtida da integral de espago de fase, Apéndice (A.6), num referencial

de centro de massa, temos

do 1 1
2 R M |? 3.18
s 6472 (2w)? 4 5152;8*2 [ M (3.18)
sendo,
S| M P= M, MM (3.19)
81828*13*2

a amplitude quadratica total, feito a média sobre todos os estados inciais e finais das

polarizacoes.

Entdo, para a equagao (3.2), assim como mostrado em [24], obtém-se o valor

da amplitude total que calculado a média e substituindo em (3.18), a segao de choque

2

diferencial para este espalhamento é
do 1 2224(cos*(0) + 3)?

—@@4.2(w>4

s 6472(2w)? | (2m)* m 2025
Técnica para resolver integrais divergentes, consiste na observar analiticamente as dimensoes espago-
temporal permitindo a transformacao das integrais divergentes em convergentes.

Método para tratar integrais divergentes no contexto da QED, onde os termos de superficies devem
ser nulos para que seja preservada a invariancia de calibre da teoria.

(3.20)

4

5
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Simplificando a equagao acima, e escrevendo em termos da constante de estrutura

fina, isto é, substituindo (256(;4 = a*), temos
do 1390t Wb

— = " (34 cos*h)>. 3.21
dQ (1807)2 m® ( ) (8:21)
Este é o resultado da secdo de choque diferencial do espalhamento (yy — 77y) para
baixas energias (caso nao relativistico, em que m nao tende a zero), obtida em vérias
literaturas que descrevem esse processo. Sendo w o que relaciona os momentos a energia e

ao angulo de espalhamento 6.

Integrando (3.21), a se¢do de choque para o espalhamento f6ton-féton em ordem

de baixa energia [26]

973awWs
_ _Jbaw’ 3.22
7 7 (101257)2m® (3:22)

Para o caso de altas energia, é apresentado em [30, 31] o valor

do ot logt
aQ  m2w? 6

(3.23)

Até aqui, fizemos apenas uma revisao desses processos, os quais estao descritos e
presentes em varias literaturas, o objetivo foi facilitar a descricao dos processos a serem

trabalhados nas proximas subsegoes.

3.2.1 Espalhamento féton-féton por quebra de simetria de invariancia de

Lorentz

Nesta subsecao, mostramos alguns passos de como calcular a amplitude e a se¢ao de
choque diferencial para o espalhamento foton-féton com a quebra de simetria de Lorentz.
Porém, os resultados desses calculos e a discussao a respeito da informacao que o parametro
(b,) de Lorentz representa, ao ser introduzido na teoria, serdo concluidas e mostrados em

trabalho futuro.

Comecamos com a lagrangeana estendida por quebra de simetria, dada por
L = U(in"9, — My — iey"A,) 0, (3.24)

onde My = m + s, sendo p = Y#b,, em que b, ¢ um quadri-vetor constante responsavel

por quebra da simetria de Lorentz e CPT.

Voltando aos diagramas da Figura (13), observa-se trés topologias diferentes. Para
o caso, agora considerado, verifica-se, na Figura (14), quatro diagramas com insergoes
da quebra de simetria, em um dos propagadores de férmions, para cada loop (a insergao,

do termo de quebra de simetria, no propagador fermionico, permite a contribuigao de b,
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linear na ordem mais baixa). Logo, trés topologias para cada um dos quatro diagramas,
resulta-se em 12 diagramas representativos, e considerando o teorema de Furry, conta-se
no total 24 diagramas que contribuem para a amplitude do espalhamento [29]. Com isso,
em analogia a equacao (3.2), escrevemos

M = 2(BMIAT L 3MEV H3MIN +3ME)e (pr)es (p2)€s (ps)es (pa), (3.25)
onde, 3MHA = M 51”)“’ + M, 52’”“’ + M, 53”" representa trés equacoes que descreve as trés
topologias diferentes, para a Figura (14a), de forma andloga, para as demais representagoes
da Figura (14b, 14c e 14d); efj (p1)€s (p2) representa a polarizacéo dos fétons no estado

inicial do processo, e €5 (ps)es” (p4) os do estado final.

p1 p2 pl p2

A o

pl p2 pl p2

A o

4

s s

Figura 14 — Diagramas de Feynman para o espalhamento féton-féton com quebra de simetria. A presenca
do parametro violador de Lorentz modifica os propagadores com a “insercao” representada
pela marca vermelha em (a), (b), (¢) e (d).

<y

p3

Antes de aplicar as regras de Feynman para amplitude deste espalhamento, escre-

vemos os propagadores de férmions livres nas formas [14] e [27]

S(p) ? l l

:p_mv Sb(p):p_Mb:p—m—b’}%?

onde S(p) é o propagador fermidnico usual, e Sy(p) é o propagador fermionico em termo

(3.26)

de My = m + pvs, ambos, sem racionalizacio.

O propagador S,(p), pode ser escrito na forma

Se(p) = S(p) + Gy(p), (3.27)

sendo
Gylp) = 5’755(19)

S by (3.28)

Para a ordem mais baixa em b, exatamente por corresponder a insercao desse termo

no propagador fermidnico, pode-se escrever

Gy(p) = —iS(p)¥*¥55(p)ba- (3.29)
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Racionalizado, como mostrado em [12] e [27], o propagador fermionico S,(p) para

baixa energia (m # 0), é

(p+m — bys)(p* — m? = 0> + [p, bs))

o) = (p? —m? —b?)? + 4[p°0* — (b-p)’] (830
e para o caso de alta energia (m & 0), como mostram [13] e [27]
+ 2402 —2pb
Sy(p) = Z(P bs) (p D 75)' (3.31)

(p+b)*(p — )

As equagoes (3.30) e (3.31) podem ser usadas para realizar o calculo das amplitudes,
no entanto, usamos a forma simplificada, equagao (3.29), e aplicamos as regras de Feynman

para descrever os 24 diagramas.

Como estamos interessados na ordem mais baixa do parametro de violacao de
Lorentz, entao, as contribuicoes de b, linear para a amplitude do espalhamento, sao dadas

pela combinacao dos propagadores acima mencionados,

VAO d4 14 g
Mcﬁb,ﬁ,d(ﬂ .p3) = / (27T];4T7" {’V”S(P)”Y S(p+ pQ)VAS(P +p1+p3)V Gy(p + p1)
4}, (3.32)

onde (--+) representa sequéncia das contribui¢bes dos demais diagramas.

Substituindo os propagadores em (3.32) escrevemos a amplitude

MM (p,....ps) = —ie4/ d'p TT{’}/H ! v ! o ! ~°
ey g, m g e,

xp+p1_m’yafy5p+p1_mba+...}. (3.33)

Explicitando o termo que envolve y*vs5 [28]

o 0

pp-m g mm g -

e aplicando a racionalizagao dos propagadores, temos

d* { Liptm) i(p—p,+m)

MM (py, . py) = —ie4/ P
a,b,c,d(pl P4) (2m)* [p? — m?] v [(p — p2)2 — m?]

A WP —p =P+ m) v i(p —p, +m) o i(p — p1)? 4+ m?
[(p—p2—ps)2—m2 " [(p—p1)2—m2 " "[(p—p)* —mI]

ba+...} (3.35)

Sabemos que, da equacao acima, pode ser expressa em forma de tensores, ou seja
3 9 7 7
A A A Ao o L
[ = 157 + I, + 11,757, onde 11" é o tensor de polarizacdo da QED para a
. . Ao, . . .
ordem mais baixa, HZ‘: ? é o termo com a quebra de simetria de Lorentz para ordem mais

baixa em b, e o ultimo é termo para ordens mais alta em b.
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(L2 VAo HVAT VAo prAc
Dessa forma, para IT} 0, = 116727 + 11,7 4 T18727 4- 113", onde para cada tensor,
h& uma representacao para as ordens citadas. Como apenas o termo de b, linear, de ordem
mais baixa, nos interessa, entao, reescrevemos a equac¢ao acima na forma do seguinte

tensor,

A7 o T, (3.36)

Usando a equagao (3.35) em (3.36) escrevemos,

AT _ d'p - Liptm) i(p—p,+m)

o = %/@ﬂﬂﬂ%Wﬁ—mﬂ [ —p2)2 — ]
% ,y)\ i(p_pl_pfz—i_m) o i(p_p1+m) 4oy i(p_pl)z‘i‘mz
(p—p2—ps)2—m? [(p—p)2—m? " "[(p—p)* —mi

+ } (3.37)

Aplica-se a seguinte identidade, para cada propagador do loop [24, 28|

(p—pi)?—m?  p*—m? (p*—m?)[(p—pi)* —m?]’
onde i = 1,2, 3.
Entao,
_ d*p i(p+m)
A = —ie'h, / YR D A
b R 7 W

B p3 — 2p2.p )

pP—m?  (p* —m?)[p—paf> —m?
Nl . 1 (P —p3)*—2(p2a+p3)p

R wﬁ—m2(ﬁ—mmw%m—mW—mJ
ol m _ p% —2p1.p

P pt )<p —m? (p2—m2)[p—p1]2—m2>

i(p—p1)° +m’ }

[(p—p))t=—m* )

X i(p — P, +m) (

2

XYY s (3.39)

Da equagao acima, usamos a parametrizacao de Feynman para resolver as integrais
convergentes, e para os termos divergentes é necessario realizar uma regularizacao, seja ela
dimensional, ou implicita - alguns problemas complexos como este a ser resolvido, as vezes
nao obtemos analiticamente uma regularizagao dimensional para a matriz 75, como cita

[24], e neste caso a regularizacao implicita torna-se essencial.

Para fazer esses calculos, envolvendo o propagador com quebra de simetria de
Lorentz e CPT, nao ¢é simples, e se torna importante fazer uso de ferramentas como o
FeynCalc para solucioné-los. Portanto, nos Apéndices (B.1.2) e (B.2.2) consta alguns
procedimentos dos calculo para as integrais de Feynman e a regularizagao para tratar as

divergéncias. No entanto, os resultados desses cdlculos ¢ a meta para o proximo trabalho.
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Podemos entao escrevera a amplitude total, que inclui o termo de quebra de

simetria, como sendo
(M, = 1+B)(1+B)*| M (3.40)

onde | M | é a amplitude quadratica total sem a quebra de simetria, e B% é definido da

seguinte forma

B = e ' (pr+p2—ps—pa)-b+e? [=(p1-b)(p2-b) + (p1-b)(ps-b) + (p1 - b)(ps - b)
+(p2 - b)(ps - b) + (p2 - b)(pa - b) — (p3 - b)(pa - b)] + O(B°), (3.41)

onde p; = (w, p), p2 = (w,-p), P3s = (W, P), p1 = (w,-p), e p = wcosf. Onde p colocado
em negrito representa o tri-momento, e w ¢ a energia. Da conservacao do momento, temos
que, p1 +p2 —ps —ps = 0, e b corresponde a b, = (by, b), onde para o nosso problema, da
insergao no propagador do férmio, consideramos apenas a parte temporal b, = (b,0,0,0).
Com isto, assim como citado em [30], a quebra de invaridncia se da a partir da segunda

ordem na expansao em b.

Tendo essas relagoes, feito a parametrizacao de Feynman e aplicado o método de
regularizacao, para resolver as integrais no calculo da amplitude total, correspondente aos

24 diagramas, temos que, a secao de choque diferencial total sera dada na forma

dO’t 1 1 2
QT 64n?(2u?)4 IZ | M1, (342)

slg2gxlg*2

onde iESISQS*IS*Q | M \%M ¢ o calculo da amplitude quadrética total feito a média sobre

todos os estados de polarizagoes com a quebra de simetria de Lorentz.

Logo, substituindo a equagao (3.40) em (3.42), e denominando a se¢ao de choque

total de oy, entao, a secdo de choque diferencial para o processo, é escrita na forma,

dO’t 1 1
— = — - 1+ 2Re(B)) | M |?. 3.43
© = smeni, 2 (2B M (3.43)

§8°87 "8

Assim, temos que, a se¢do de choque diferencial total com a quebra de invariancia

¢ a soma das se¢oes de choque diferenciais,

doy do  doy 5

—_— = — 3.44
Q4o a; (3.44)
sendo a secao de choque diferencial usual do espalhamento féton-foton da QED
d 1390* Wb
7= 705&(3 + cos*6)?, (3.45)

aQ (1807)2 m8

dcrbu
Q)

que sera parte do proximo trabalho.

j& obtida no topico anterior, e é a secao de choque diferencial com a quebra de simetria,

6 B aqui é feito analogia a C da equagdo (22) da Ref. [30].
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A priori, é importante frisar, sobre alguns dos resultados ja obtidos em outras
literaturas, como por exemplo, a Ref. [28] mostra o cdlculo do termo Chern-Simons,
partindo de uma integral do tipo [ d*zUpvs ¥, para um caso sem massa. Nas referéncias
[14, 39] detalha o cdlculo para uma integral do tipo obtendo ky = (e*/167%)by para medidas
cosmoldgica birrefringente [14], em um processo de divisdo tripla de f6tons, e o valor exato
de k, = (3/167%)b, [39]. Em [29], o termo b, é encontrada num limite colinear, num
processo de divisao tripla de fétons, nesse caso o calculo de refere a quebra de simetria
de Lorentz, para a insercao no vértice dos diagramas, e encontra uma relacao para a
amplitude diferente de zero, o que explicita que o resultado sem a divisao de fétons se da

devido o termo de violagao de Lorentz.

3.2.2 Espalhamento Féton-Féton em colisbes de ions pesados e a quebra de

simetria de Lorentz

Para calcular a secao de choque total do espalhamento féton-foton em colisoes de
ions pesados, usa-se novamente as regras de Feynman, e realiza-se os mesmos procedimentos
feitos para os dois casos anteriores, mas com uma modificagdo nos dois vértices de interacao,

devido aos dois campos eletromagnéticos externos formados pelos fons pesados de chumbo.

Na figura abaixo, temos a representatividade do espalhamento féton-féton com a
insercao da quebra de simetria de Lorentz no propagador fermionico, e em cada diagrama
temos dois campos externos (marcado pelos X) que representam a intera¢ao do campo

eletromagnético formados pelos fons pesados de chumbo.

A R
oy e

R

o o

ot o

Figura 15 — Diagrama de Feynman para o espalhamento féton-féton em colisoes de fons pesados. O X
marca dois campos eletromagnéticos externos formados pelos fons pesados, em cada diagrama.

+

Da Figura acima, considerando as topologias mostrado na subsecao (3.1.1) e
discutida também em (3.1.2), considerando as regras de Furry, temos ao todo 24 diagramas
que contribuem para a amplitude total. Nesse caso teremos uma expansao em séries que

comega no diagrama, tipo do espalhamento Delbriick, e vai crescendo somando com os
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valores de segunda ordem (o qual o pardmetro de Lorentz contribui com a quebra de

simetria).

Escrevemos entao, a expressao usando a equagao (3.32), mas com uma modifica¢ao

em dois vértices, pois temos que incluir o potencial de Coulomb que corresponde a
_ (z X _ ( z X _ (. z .

A, = (Fiﬂ) do qual A,(p,) = (‘pﬁQ,O), A,(py) = (\p;\Q’O)’ sendo Z o numero

atomico do elemento que compoem os ions pesados, e p; momento das particulas associada

ao campo externo 1, e p, momento das particulas associada ao campo externo 2.

Logo, a amplitude escrita com os propagadores nao racionalizados ¢é

M%fd@apl,pmp?)) = _iba/%TT{(Z@”)MAO(PQWW”)M
ie® i Ao(py)(iery” ;
. 7)¢+]ﬁ1+¢3—m (o) 7);}75+}7)1—m
xva%m + } (3.46)

A partir da equagao (3.46), faz-se novamente a parametrizagdo de Feynman, e a
regularizacao implicita para resolver as integrais divergentes, e usando mais uma vez o

FeynCal, para encontrar o resultado da amplitude total do espalhamento.

Em geral, a secdo de choque total serd dada pela forma

dUt 1 1 2
O - = M 4
0 = e, 2 ME (3.47)

slg2gxlg*2

onde iZSISQS*IS*Q | M |? ¢ o cdlculo da amplitude quadratica total feito a média sobre
todos os estados de polarizagoes com a quebra de simetria de Lorentz e contribuigao dos

campos de fons pesados de chumbo.

Em sintese buscamos encontrar a se¢ao de choque diferencial em termos de Z e do
parametro de violagao de Lorentz b, e comparar com os dados experimentais. Mas isso é

algo a ser concluido no préximo trabalho.

Importante entender que, em processos de espalhamentos féton-foton, principal-
mente na ambito experimental, o calculo da secao de choque, envolve varias informagoes,
e consideragoes devem ser feitas, como mostra as Refs. [7 - 10, 35 - 40]. Na Figura (16),
mostra alguns dados de trabalhos tedricos e sao essas as informagoes e consideragoes que

nos referimos.
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System| /Sy Lap-At 7 Ra wma Wi ol N (per year)
(TeV) (per year) (fm) (GeV) (GeV) [m,, > 5 GeV] [m,, > 5 GeV, after cuts]

p-p 14 il 7455 0.7 2450 4500 105 + 10 fb 12

p-Pb 8.8 200 nb~! 4600 7.1 130 260 260 + 26 pb 6

Pb-Pb 5.5 1nb™' 2030 7.1 80 160 370 = 70 nb 70

Figura 16 — \/syn ¢ a energia de centro de massa de niicleo-niicleo, Lap - A t, é a luminosidade integrada,
v é o fator de Lorentz, R4 é o raio efetivo, wy,q, € anergia de centro de massa maximo no
quadro do f6ton, ,/s79% é a energia e centro de massa maximo para o quadro féton-f6ton,

af;?f_lw,y secao de choque para massa invariante maior que 5 GeV, N,jfgd (por par) expectativa

de sinal. Ver Ref. [7].

Os graficos da Figura (18) representa esses valores para de predigoes.
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Figura 17 — Plote do lado esquerdo mostra as se¢oes de choque transversais para foton-féton com massa de
um par de fétons m., > 5 GeV para as colisdes ultraperiféricas de chumbo-chumbo, préton-
chumbo e préton-préoton, em funcéo da energia de centro de massa por par de nucleo-nicleo.
No lado direito rendimento de fétons em funcdo da massa invariante para o espalhamento
elastico de fétons, esperados em colisdes de chumbo-chumbo de 1nb~! em uma energia de
centro de massa \/syn = 5.5 TeV. Ver Ref. [7].

Outros dados pela colaboragdo ALICE no LHC, e também pela colaboracao CMS
mostra a producao de fétons em colisoes ultraperiféricas de ions pesados de chumbo,
numa energia de centro de massa por par de nicleo no valor de \/syy = 2.76 TeV, Refs.
[36, 37], obtiveram a se¢do de choque no limite de baixa energia de massa invariante

ete~

05 = [154 & 11(entrada) + 17(ou — 11)(saida)|ub, e no limite de alta energia de massa

invariante O'f/:e_ = [91 £ 10(entrada) + 11(ou — 8)(saida)]ub.

Os dados experimentais obtidos pela colaboragao ATLAS, Refs. [8, 10] mostra os
resultados com os respectivos valores para colisoes de chumbo-chumbo /syny = 5.02 TeV/,
luminosidade integrada da producdo exclusiva de dois fétons L - §t = 1.73 nb™!, energia
transversal para o féton w=E] = 3 GeV, pseudorapidez’ | 7, |= 2.4, massa invariante
para dois fétons m., > 6 Gel/, de 59 eventos sao observados 12 & 3 de expectativa de
saida, com uma significincia de 8.2 de saida. E a secdo de choque mensurada foi de o=
[78 £ 13 (entrada) £ 7 (saida) + 3 (luminosidade integrada)]nb.

Na Figura abaixo, mostra a identificacao e reconstrucao de fétons para os dados

citados acima.

7 Pseudorapidez dada em termos do angulo polar §, n = —Intan /2. Ref. [§]
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Figura 18 — Distribuicdo de energia pelo niimero de eventos. a) Acoplamento de f6tons no valor Aco < 0.01.
b) Massa invariante de dois fétons no acoplamento Aco < 0.01. Os valores sdo comparados
com as predi¢des de Monte Carlos MC. Ver Ref. [8]

Outros dados sdao apresentados na figura seguinte.

—— T 1 05 T
g [lArias & FamAs 4 2 f[anas
5 T & F 8
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g o8 g ﬂ'gg QE 5“57 o T E
. L T e 0 ERT ++ B
& b £ . £
3 ™ ] £ 3 FossE 4
g POtPb G5 02Tev | € E ol E
o4 s Data2018,17nb’ 7 5§ F Pb+Pb |5,,=5.02 TeV
— Fittodata é o eey (hard-brem) selection 3 075t PbtPb {5,=5.02 TeV =
02| [ Stat . ok e Data2018, 17 nb" osb ® Data2018, 17 nb”' FSR photons 3
[] Stat & syst 1 o o yy—ee MC oYy — ¥y MC
ole 1 L 1 1 L E 1 L 1 L 1 1 1 L 1 D.85! 1 L L 1
4 L] g 1 12 14 0 2 4 @ a 10 12 14 16 18 20 ] 5 10 15 20 25
E=E, poee? [GeV] - p[GeV] Photon E. [GeV]
(a) (b) (c)

Figura 19 — a) Eficiéncia de reconstrucio de fétons transversal reconstruida da interacio yy—e~et. b)
Eficiéncia de féton como fun¢ido da energia transversal de f6ton. ¢) Eficiéncia de identificagao
da particula féton em fungdo da energia transversal de féton. Ver Ref. [10]

A sec@o de choque nesses conceitos experimentais é encontrado da seguinte relagao
[10]

(3.48)

onde Ngq, ¢ 0 nimero de selegao de eventos de entrada, Ny, ¢ o nimero de sele¢ao de
eventos de saida, C' é o fator de correcdo que representa a eficiéncia e resolugoes, [ Ldt é a

luminosidade integrada da amostra de dados dos eventos.
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4 Conclusoes

A primeira parte dessa dissertagdo é uma revisao sobre o calculo da se¢ao de choque

diferencial para alguns espalhamentos basicos da Eletrodinamica Quantica.

Para tal calculo, é necessario calcular a amplitude de espalhamento, e para esse
procedimento, usou-se as regras de Feynman para a leitura dos diagramas, de até dois

vértices de interacao.

Posteriormente, fez-se uns calculos matriciais, onde toma-se o traco das matrizes
gama, e por ultimo, usamos a parametrizacdo de Feynman para resolver as integrais. Dessa
forma, obteve-se a amplitude total e a relacao para a secao de choque diferencial, para os
espalhamentos: Bhabha, Compton, Aniquilagdo por par, Moéller, e Coulomb. Em ambos,
a amplitude total do espalhamento depende da energia do centro de massa (chamada de
energia transversal), da constante de estrutura fina, e do 4ngulo de espalhamento, tanto
para o caso de baixa ordem de energia (onde a massa das particulas sdo diferentes de zero),
tanto para o caso de alta ordem de energia (onde a massa fermionica é aproximadamente

Z€ero).

Para o caso em que hd um campo externo interagindo com as particulas num dado
processo de espalhamento, a amplitude dependera do potencial de Coulomb no espago
dos momentos, consequentemente a secao de choque dependerda do ntimero atomico do
elemento quimico responsavel por esse campo externo, como é mostrado no espalhamento

Coulomb.

Na segunda parte, mostrou-se o calculo da secao de choque para espalhamento
foton-foton, onde usamos a lagrangeana da QED e aplicamos novamente as regras de

Feynman para a descricao da amplitude do processo.

No calculo da amplitude, usamos a parametrizacao Feynman nas integrais e foi
necessario fazer uma renormalizacio (regularizagio) para resolver o problema da divergéncia

que surge em alguns termos nas integrais.

Apoés varios calculos, usando a ferramento FeynCal, é encontrada a amplitude total
do processo de espalhamento, que substituida na relacao da se¢ao de choque diferencial,
encontra-se as mesmas dependéncias das se¢oes de choques dos processos anteriores. Porém,
nesse caso a contante de estrutura fina é de quarta ordem, e a massa invariante é de oitava
ordem, enquanto que a frequéncia é da sexta ordem. E, como a se¢do de choque tem
dimensao de area ao quadrado, ou de inverso quadrado da massa, fazendo w =~ m obtemos

a mesma relacao de dimensao da secao de choque.

Na segunda parte também é apresentado brevemente duas extensoes do espalha-
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mento foton-foton: uma é para o caso em que usamos a lagrangeana estendida da QED
por quebra das simetrias de Lorentz, onde consideramos a inser¢cao no propagador do
férmion; e a outra é o caso em que considerando a quebra de simetria de Lorentz inclui a
interacao de dois campos externos formados por colisoes de ions pesados de chumbo. Em
ambas sdo mostrado apenas a estrutura para calcular a amplitude do espalhamento. Os

resultados serdao incluidos no artigo que esta sendo escrito.

Para o primeiro caso pretendemos encontrar o valor para o termo de quebra
de simetria de Lorentz, e analisar as informacoes que o mesmo agrega ao processo de

espalhamento féton-féton.

Para o segundo caso, pretendemos encontrar a secao de choque e comparar as
informacgoes com os dados experimentais mostrado na referéncia [2]. E como prévia do
resultado, esperamos encontrar o valor muito pequeno para o parametro linear da quebra
de simetria, o qual ao ser considerado aproximadamente zero, recuperarmos o valor obtido

sem a quebra de simetria.

Como o resultado desse trabalho, ainda é parcial, o que podemos concluir no
momento, é que todos oa processos de espalhamentos da QED, sejam eles para ordens
mais baixas nos diagramas de Feynman, ou ordens mais altas, seguem as mesmas regras
para o calculo de amplitude de espalhamento, que compdem os elementos de matriz de

espalhamento, e servindo para o calculo final da secao de choque.

Para o caso de calcular essas informagoes (matriz, amplitude, se¢do de choque)
utilizando a lagrangeana estendida da QED por quebra de simetria de Lorentz e incluindo
os campo externo formado por ions pesados, prevemos encontrar um valor pequeno para o
termo de quebra de simetria. Esperamos também que o valor da se¢do de choque aumente

para o caso em que ha colisdes de ions pesados de chumbo.

Independente do processo de espalhamento, a secao de choque ¢ de extrema
importancia para as informacoes da dinamica de particulas em altas energias, ou seja em

colisoes ultraperiféricas de particulas.
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APENDICE A - Material suplementar para

o capitulo 2

A.1 Propriedades e teorema do traco

1. Tr(A) + Tr(B) = Tr(A + B)

2. Tr(AB..YZ) = Tr(ZAB...Y)
(AB) = Tr(BA)
r(aA)=aTr(A)
(
(
Tr(

~

r

ook W
=

r(yHyY + ) )=2g""Tr(I), sendo (I) matriz identidade, onde T'r(I) = 4

&
~

r(yta")=49",
7’) =

8. Tr(v"y"y) = Tr(¥’v*v"v"7")= Tr(v¥’v"7"1"7") = =Tr(v’v*+"7"7*) =
=Tr(y"y"y?) = 0, com y°y”=I, como 77y = —#7°

9. 2Tr(Y'y"y7)=2g""Tr(v"7) = 29" Tr(v"7) + 29" Tr(7"7")

10. Tr(yiy¥yPy7) = 49" g7 — 4g'Pg"" + 4g"7 9"

11. Tr(¢h) = 4(a-b), o trago de ¢p é o produto interno de a com b, sendo a notagio
compacta de Dirac ¢ = y*a, e b ="b

12. Tr(dgb¢d) = 4[(a-b)(c-d) — (a-c)(b-d) + (a-d)(b-c)]

13. Tr(fyf’gi]éyfd) = 4z'£w,,\ga“b”cAd", sendo €,,,, = —1 para permutacao par,

€uwre = 1 para permutagao impar, ou €,,), = 0 se dois indices forem iguais.

A.2 Propriedades das matrizes gama

a

1. Aaqb=2g — by
2.yt =4

3. Yyt = —24

4. Yty = 4da-b
5. Yudbgrt = —2¢bd

6. v =7 vy
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A.3 Relacoes de completeza

1. 32, us(p)is(p) = v#p, + me, soma das polarizagdes dos elétrons, sendo u(p)

polarizacao do elétron de entrada, e u4(p) polarizagdo do elétron de saida.

2. 2 vs(p)vs(p) = ¥*p, — me, soma das polarizacdes dos pésitrons, sendo vs(p)

polarizacao do pésitron de entrada, e v,4(p) polarizagdo do pésitron de saida.

A.4 Relacoes dos produtos dos espinores

1. u'u! = 2me, para espinores normalizados de elétrons.
2. v'v' = —2mec, para espinores normalizados de pésitrons
=1,2

3. uu® = 0, para espinores ortogonais de elétrons.

4. v'v? = 0, para espinores ortogonais de pésitrons.

A.5 Varidveis de Mandelstam

1. s = (p1 + p2)* = (p3 + pa)?, canal espacial.
2. t = (p1 — p3)? = (p2 — pa)?, canal de tempo.

3. u = (p1 — ps)> = (ps — p2)?, canal de termos cruzados.

Para interacao de férmions com fétons, podemos ainda expressar as variaveis nas

relacoes seguintes
4. s=(p+k)?>—m?=p>+2p-k+k?*—m?=2p-k, onde p* = m?c* = m? para
2,2

c=1,ek?®=m?c? =0 param = 0.

5. u=(p—kK)?-m?=p*=2p-k+k*—m?*=-2p F

Em termos de energia, as varidveis sdo expressas nas formas:

6. s = 4E?, pois s = p? + p3 + 2p1ps, onde num limite relativistico a massa das
particulas, de forma que 2p1ps =2 | E,p | (E,—p)T = 2(E*— | p |?), que é a relacio de

energia-momento, sendo p; - p» =| p |? cosf, sendo 6§ = 180°, entdao s = 4E2.
7.t = —4E%sin?(0/2), pois t = =2 | p |* (1 — cosh) = —4E*sen?0/2.
8. u=—4E%cos(0/2)), pois t = =2 | p |* (1 + cos) = —4E?*cos*0 /2
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A.6 Produto escalar dos momentos com valores para o centro de

Mmassa

1.po-po=pi-pr=p2-p2=p3-p3=0

2. po - p2 = w?(1 + cosb)
3. po-p3 = w?(1 — cosb)
4. py - pr = w?(1 — cosb)
5. p1-p3 = w?(1+ cosb)
6. pa - ps = 2w
7. po-pr = 2w

A.7 Integral de espaco de fase

A integral de espaco de fase contabiliza a densidade de probabilidade de um dado
evento ocorrer, denominando Wy; essa densidade de probabilidade, temos, ja mostrado
experimentalmente, que ela é proporcional a secao de choque o. Considerando um processo
(A+ B — C+ D), escrevemos Wy; na forma

T PP
TV
onde T é o intervalo de tempo de interacao, V' € o volume, e T%; € a amplitude de transicao,

Wy (A1)

dada por

Tyi = —iNsNgNoNp(2m)* 6™ (po + pp — pa — pp) M. (A.2)

onde M ¢é a amplitude invariante, NyNgpNcNp sao as constantes de normalizagoes, que

N =1/VV e 6™ é a delta de Dirac, surge da integral sobre o espaco dos momentos, logo

(2m)*0"“ (pc + pp — pa — PB)
V4
Como ja mencionado, experimentalmente para o processo de (A + B — C' + D), a relacao

| M2 (A.3)

Wfi -

da secao de choque com a densidade de probabilidade Wy; ¢ dada por
fi

onde f; é fluxo inicial de particulas, e ny é o nimero de estados finais.

g

x (ny) (A.4)

Por particula o nimero de estado final é

Vd3p
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Para duas particulas finais, C' e D

Vd3pe Vdipp

= ) A6
" 2n)32E0(2 (2132, (A4.6)
O fluxo inicial de particulas para A,B, é
2, 2Fp
=V . A7
o vy | ZA20E (A7)
Substituindo esses valores na equagao (A.4), escrevemos na forma diferencial,
p & 1 (2m)4
o = —
’ VA | ZEAQEB V4 (27‘(’)6
&*pe dPpp
o —pa— VA M |? A8
X (pc +pp — pa pB)QE 5F), | M | (A.8)
Da equagao acima, temos que, o fator de invariancia de Lorentz é
d*pc d*pp
dQ = 6W —pa— A9
Q (pc +pp — pa — pB) Gr)2Ee (2n)2E, (A.9)
e o fluxo incidente medido no laboratério é
F=|Vs|2E42Ep, (A.10)
Para o caso colinear de colisao de A com B, F' se torna
F=|Vy—Vg|2Es2FEp, (A.11)
sendo V4 = pa/FE4, e Vg = pp/Eg, entao
= 4(|pa | Ep+ | pp | Ea) = 4piv/s, (A.12)

sendo s = (E4 + Ep)? a energia de centro de massa, e p; = pa = pp 0 momento das

particulas iniciais. Da equagao (A.9),temos que

L py
Q=157 NG 9, (A.13)

onde p; = pc = pp sdo os momentos das particulas do estado final, e s = (E¢ + Ep)? é a

energia de centro de massa, e df) é o elemento de angulo sélido.

Logo, escrevemos a secao de choque diferencial na forma

M2
dg||

dQ, (A.14)

onde substituindo as equagoes (A.12), (A.13) e (A.14), a se¢do de choque diferencial para
um centro de massa tem seguinte relacao com a amplitude quadratica

do
dS2 em 647r25 D

] 2. (A.15)
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A.8 Calculo para o campo de Coulomb A,

O campo de Coulomb corresponde a A* = (%, 0), onde 0 representa um vetor
nulo, Z o niimero atomico, r as coordenadas espaciais. Para o espalhamento de particulas
ﬁTT? 0)7 sendo q= p/ -D
onde p é momento da particula no estado inicial, p’ no estado final, e ¢ 0 momento do

trabalhamos com espaco de momentos, entao, temos que Au(q) = (

f6ton.

Usando as regras de Feynman, escrevemos o elemento de matriz de espalhamento

na forma
iM = —ieu(p )y u(p) A, (v — p) (A.16)
e a média quadratica da amplitude de espalhamento é

;Zﬂ M ) = ;Zu(p’)(—iev“AM)u(p)uT(p)iev”AluT(p’). (A.17)

S

Usando o traco das matrizes gama

1 ¢? T — — X X
5 2 M ) = S Trfu@)u)y ulp)a(p)y|AuA,, (A.18)
e a relagao de completeza, Apéndice (A.3.1), com c =1 e p = y#p), e p = y#p,, entdo
1 e? , o x
SSUME) = ST+ mpyp+m)rIAA,
62 ! ps 2.0 VIXN A
= S Trlp"py” +m* " ALA,
2
= %TTW/PYMAMPVVAV + mZPYMAMPYVAu]
=2¢*[=(p-p)(A-A)+2(p- A)(p' - A) + (A - A)m?]  (A.19)

Da relagao energia-momento, temos p = (E,p), p' = (E',p'), E=F, p' -p

Ip|%cost, |q|* = 2|p|? — 2|p|*cosb, onde E ¢ a energia, também substituindo o valor de A,

logo
1 2 2 / / o [ Ze ’
§Z<|M\ ) = 2e°2EE —p -p+m7 re
S
= (| M |*) = 2e*[E? — |p|*cost + m?] zZe 2 (A.20)
2|p]2(1 —cosh) )
Usando as relagoes |p| = |p'| = mf3, sendo m a massa do elétron, 5 a velocidade
limite, a constante de estrutura fina a = % < dra = €2, a relacdo trigonométrica

sen?d = (1 — cos®0), também sabendo que da integral de espaco de fase, para este processo,
obtém
B d?’p/ | M |2

= Gryamaps 2 E - B, (A.21)
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organiza-se os termos e a média quadratica da amplitude de espalhamento é

272 2.2
(| M |y = AT (1 + 525m2g) | (A.22)

|p|4sin4g

Substituindo o valor da amplitude na relagdo da secao de choque diferencial, temos

do Z20%m? 0
— = 1+ B%sin’=|. A.23
dQ ~ 16EB|pPsin'L ( +prsin 2) (A.23)

Como |p| = mf, rescrevemos a equagao (A.22)

do AT 0
— = 1+ %sin®= |. A.24
dQ  16EB?|p|2sin*s ( +prsin 2) ( )
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APENDICE B - Material suplementar para

o capitulo 3

B.1 Calculo das integrais de Feynman

Para solucionar as integrais finitas decorrentes do calculo das amplitudes, usemos
a parametrizacao de Feynman - técnica que consiste em parametrizar o denominador
rescrevendo as integrais de tal forma que, as novas variaveis de integracao sejam manipula-
das. Algumas das identidades dessa parametrizacao estao listadas abaixo, e podem ser

encontradas, de forma andloga, em [25]

AB ~ Jo (B~ j)zz + AR (B.1)

A2B - 2/ 5o c ;1)22)6-%,4] (B.2)

55 = 3/ (B = _/S;iZA] (B.3)

AiB N 4/ (B : ;;igiZA] (B-4)
A;%JZQ/O dz/ol z[(C—A)erEZg—A)ynLAP’ (B5)
porelly ST M e e ey v 0
A?’lBC =12 /01 dz /01—2 [(C— /i)lz_+z(;y—>22)yy AP (B.7)

B.1.1  Calculo das integrais para o espalhamento féton-féton sem a quebra
de invariancia de Lorentz
Para solucionar as integrais finitas usamos a parametrizacao de Feynman nas

equagoes (3.8 - 3.10), em observancia, as identidades acima e a referéncia [24], reescrevemos

na forma
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UvAo
M;j =

1 z1 z2
D / dz / dzo / dzs
0 0 0

Triy*(p — Ky — Fy +m)y (p — ks + m)V P+ m)y” (p — ¥, +m)]
[p? — 2p. A+ B]* ’

(B.8)

onde A = kyzy + (ks — k)29 + kyz3, ¢ B = 2k;.ky — m?. Escrito em forma de A* =
k#Zl + (k’g — k’l)'uZQ + kffZg,

1 z1 z2
P / dz; / dzo / dzs
0 0

T?"W(p kg Ey+m)VNp — s+ m)y (p+ m)y (p — Ky + m)]
[p? — 2p.A+ BJ* ’

(B.9)

onde A = kyzy + (ky — k1)29 + k3z3, e B = 2k;.ks — m?. Escrito em forma de A* =
k’l‘zl + (k’4 — ]{?1)“2’2 + ]{7523;

uvio
M =

1 21 22
D / dz / dzy / dzs
0 0 0

Tr(y (p — ko + Fy +m)y"(p — ks +m)VNp +m)y" (p — ko +m)]
p? —2p.A+ BJ*

, (B.10)

onde A = kyz; + (ks — k1)zo — koz3, e B = —2ki.ky — m?. Escrito em forma de A* =
Ei'z1 + (ks — ky)Pzg — K z3.

O préximo passo, é fazer uma substituicao de termos para reduzir essas expressoes
algébricas, e facilitar a resolu¢ao do cdlculo. Denominamos para a equagao (B.8) ¢t =p— A,
d=A—F —Fy, b=A—F; ¢ = A d = A— F; para a equacio (B.9) t = p — A,
ph=A—F — Ko b=A—ky ¢ = A d = A—F; para a equagio (B.10) t = p — A,
p=A—F R, p=A—Fs f=A d=A—},

Entao,

VAo (i€)4 ! = = 4
M :—(%)4/0 da [ dey [z [ '

Triv"(f 4+ ¢ +m)v(f + b+ m)y(f + ¢ +m)y” (f + d +m))]

o . (B.A1)
e (ie)t 1 1 2 4

M2 = —<27T>4/0 le/O dZQ/O dZ3/dt
Try"(f + ¢ +m)y (f + B+ m)y (f + ¢ + m)y (f + d + m)] (B.12)

[t? — A2 + BJ* ’
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VAo (i6)4 ! 1 2 4
MY :_(27r)4/o da [ dz [ [ d't

Triv(f + ¢ +m)v (f + b +m)y(f + ¢ + m)y (£ + d+m)]
[t? _A2+B]4 :

(B.13)

Aplicamos as propriedades do traco das matrizes gama, nas equagoes acima,

separando a dependéncia em ¢

)4 1 z1 29
M7 — (;Z)4 | e [T [z [ dt

 BF 4 G0 & Trlgify7 240

B.14
T , (B.14)
onde s = A2 — B, e
1
F/,LI/)\G’ — _4m2( ,uz/g)\a 4 g,ucr VA 29/1)\ 1/0) iTT {7“707)\¢7yd+ VHVA%'YU'YVd
+ 9B+ () (P + )]
G = Tr[y"(d +m)y” (b +m)y (¢ +m)y” (d +m)]. (B.15)

O mesmo para as amplitude M, a M;s. Vé-se que surge uma integral divergente do tipo

o [ o, Tr I i
Dy = [ak CEr

(B.16)

. A A . .
também para D57 e D577 e estas precisam ser regularizadas.

Aplicando o trago na equagéo acima, escrevemos
Ao o o o
Dy = 4 / . g9 + 9" — g9

—2t2(t“thM + M7 g+ g+ Mg + St tM]. (BUT)

Entdao, na Ref. [24] é aplicada a invaridncia de rétulo, e feito a regularizagao

implicita, Apéndice (B.2.1), e a contribui¢do da integral divergente

o =l e )

S

6 (39}“/ Aa+39ua VA 5guz\ 1/0)}’ (B18)

VA

onde N7 = ghv gh 4 gho gv* — 29 g7 Resultados idénticos para as integrais divergentes

das demais amplitudes.

Voltando a equagao (B.14) e substituindo (B.18), escrevemos

4 1
A €
M = >4 dz
0

z1 22
dZQ
0 0

tZF;U/)\J + Gw/)\a 1 i m?
47 = ul/)\a2 4 Io 2 l
[t2—8]4 + {377 (W) lg(m )+ (47’(’)2 n s
o2
17T

—?(39“”9”’ + 317 g™ — 59‘“9”")} (B.19)
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Organizando a equacdo acima e substituindo s = A% — B, temos

vAo (i€>4 ! . 2
Miu = —(271_)4/0 dzl/o dZQ/O ng

. 2F,u1/)\o' G,uu)\a Do (271')4 m2
Sl i e (= S P

—4(39"™ g™ + 3¢"7g"* — 59" ") } . (B.20)

Com isto, as integrais da equacao acima, possuem solugdes finitas, logo, o proximo
passo é resolvé-las, para isto, introduzimos as relagoes das coordenadas espaciais - 21,
2Z9, € 23, que correspondem ao espago dos momentos. Denominando U = 4[z9(29 — 21 —
23)sin?(0/2) — z321c08%(0/2) + 23] e para B— A? = m? —m?¢2U, onde £ — w/m, escrevemos
(B.15)

VUAO 174 a ag U vo 1 a 174 ag_ VvV
FU = —dmP (g g™ + 9" g™ = 29"9"7) = STr [y i A
+ 7B+ () (P + )]
1

— _4m277;u/)\0 . 50‘.)2R;1V)\07
= Triy"(d +m)y" (b +m)y (¢ +m)y” (d + m)]
= Tr[y" "By ] + mPTr |77 ¢l + A7y d
+ B+ (M) (P P Bt Ty

= wigmAr 4 m2w2R6‘”)‘U + mATHAT (B.21)

G,uuo)\

ou seja, escrevemos FMA7 ¢ G2 em termos de outros tensores, que sdo: N =
(9"7g™ + g"7g"™ = 29"2g"7); BT = (LJw?)Tr{y'y "y iy d + 4y by y oy by éy” +
(V) (P A+ + By )] S92 = (1w Tr [y (d + m)y” (b +m)y (¢ +m)y” (4 +
m)]; Ry = (L)) Trly 7 ¢y d+ 2 By d o By iy + (7 ?) (P d+ 7y +
Pyl T = Tyt ],

Logo,

uvio
Mj =—

(7:6)4 /1 /21 /22
(271')4 0 le 0 dZQ 0 ng

{Snul/AO' + €2Ruu>\a 545’;1,1/)\0 + fQR/OW)\U + Tul/)\a
X

- 1 ¢
4 2
2N (27T) T 2 m
+8n [(’WV log(m?) + In 7B
—4(3g" g™ + 3g"7 g"* — 5gh* ”")} . (B.22)

Expandindo em &2

UVAC
M = —

(i€)4 /1 /21 /22
(271‘)4 0 le o dZQ 0 dZ3
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% {877/u/)\0' + (R+8nul/)\UU+8nuquU2)§4 +
Tyl/)\a' + (R UVAO 4 2TU)£2 4+ (S;w)\crU + 2T}U/)\O‘U2)£4 4

e 22

—4(3¢" g™ + 3¢"7g" — 59" g"") } . (B.23)

LW<2>+hum%U€%+;U%4+ul

Portanto, a equacao acima, esta apta para ser integrada, e o calculo desta, esta

feito no Apéndice (B) da referéncia [26].

B.1.2 Calculo das integrais para o espalhamento féton-féton com a quebra
de invaridncia de Lorentz
Para a amplitude com a quebra de simetria de Lorentz, usemos procedimentos

semelhantes ao que foi feito na referencia [29], logo, escrevemos a integral de Feynman na

forma

< \4
M[AV)\O’ — (7’6) /d4
g emt) 7

o LD+ mn(p, + m)YNp +m)y7 (p — p, +m)y*vsba(p — p, +m)]
(3 — m?)[pi — m?](p* — m?)[(p* — p? — m?)’]
onde p, =P =P, =Py P =P =P, — Py~ Py 3 =" = 0L =L P =" —pi =P} — 1}
Agora, reescrevemos a amplitude acima, usando a parametrizacao de Feynman,
onde para o denominador substituimos t = p—gq, ¢ = d—p., b= 4—p, ¢=d, d = qd—p,
Sendo q = z1p1 + 22p12 + 23p123 € ¢° = 0, onde piy = (p1 + p2), Pras = (P1 + P2 + p3).

(B.24)

ie)t 1 2
Mé“/)‘o— = — (<27T) 2 0 le dZ3

21 z
dZQ
0 0

Triv(f 4+ g4+ m)y (f + B+ m)V(f + ¢+ m)y (F + d+ m)y*bays)

B.25
[t2 — m? + 2t.q|" : ( )
com n = (4,5). O que nos permite escrever
1 z z
51/)\0 = — (Ze le ' d22 ’ ng
L Al + GW” + TT[W“M”WVWUWQ%%] (B.26)

[t2 — s ’
sendo s = m? — 2t.q, e para n = 4 existe um termo divergente isto é, para cada loop havers

um termo que diverge, e é necessario fazer uma renormalizacdo. Portanto, o termo é

T WAV LA AT aba

Do = /d4 rIV I I Yy 7] (B.27)

7=
Se realizarmos o traco na equacdo acima, Tr[y*y"~y*y°%vs] = 0. Para evitar isto,

e ser possivel resolver a divergéncia, reescrevemos na forma
T WA~V LA~ B8

DI = b /d4 rlv iy [? fv]jv 7] (B.28)

-5
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Agora, aplicamos o traco das matrizes gama, e faz-se a regulariza¢ao dimensional, ou a
implicita, para obter a contribuigao do termo divergente. No Apéndice (B.2) é feito este

calculo.

Voltamos a equacio (B.26) , escrevemos G = A, e F** = B. Onde,

d4t
—4‘bap5/ dzl/ dZQ/ dz;;/

Triy*(d + m)v" (b + m)y (¢ + m)y (d+m)7775]

R : (B.29)
d4t

= _B'bapﬁ/ le/ ng/ ng/

Trigy™ (b +m)v" (¢ +m)y (d + m)y7y 75]_ (B.30)

(t? —m? + 2t.q)*

Sabemos que das equacoes acima, vamos obter de A = A; + m2A4, + m*As, e de
B = By +m?B,, ou seja

1 z z
A= 4!bap/3/0 dzl/o 1 d22/0 ’ dZ3/d4t(A1 +m?Ay + m*Ay) (B.31)

1 z z
B = _B'bapﬁ/ le/ 1d22/ 2d23/d4t<Bl —|—m232) (B32)
0 0 0
onde

Ay = bpy | dit Trlydy by ¢r7 dryyys)
PO em)t T (B —mE 2t

d4t
- apﬁ /

KW@%VWVW%H%WMWVWWW%H%WMWW%WW%H@M)
(2 — m2 + 2t.q)° B

(B.33)

d4t Tr| 7"7 sl el
X B.35
pg/ —m?+ 2t.q)° ( )
B — _ / d't Tr{y"by" ¢y dy* 7 ysbaps] (B.36)
! )t (2 —m? 42t '

d*t
By = —bapﬁ/w X

Tri(y*dy" By s) + (7 dr" v 70 s) + (7 dr )]
(t?2 —m? + 2t.q)4

(B.37)

Proximo passo, calcular todos essas integrais, em prol de obter M, e de forma semelhante

para os demais diagramas que contribuem para a amplitude total.
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B.2 Técnicas de regularizacao para a QED

Técnicas de regularizacao corresponde a métodos utilizados para resolver divergén-
cias nos calculos da Eletrodindmica Quéntica. Dentre os métodos, temos: Regularizagao

Dimensional, Regularizacao Implicita, e o método independente de regularizacao.

B.2.1 Regularizacao Dimensional

E uma técnica para resolver integrais divergentes, em que consiste observar analitica-

mente as dimensoes espago-temporal, transformando a integral divergente em convergente.
Ou seja, considerando a integral divergente

o d*p 1
1) = | Gy =

(B.38)

se transforma em convergente quando escrevemos em termos de D dimensoes para n
dimensoes,
dPp 1

Ilog(m2> = / (27-‘-)D (pg . mg)n7 (B39)

sendo D = 4, correspondendo a trés dimensoes espacias (p) e uma temporal (pg), onde

p = (po,p). Com isto, a equagao (B.39), tem como solugao

/ dPp 1 (—=1)" D—2nw' (B.40)

enP 2 —m?)r (4amE T'(n)

Usando essa regulariza¢ao dimensional no espago de Minkowski, como mostra [26],

escrevendo aqui de forma semelhante,

/ d*p 1 _(=)"(n=2) i  —i 1 (B.41)
2m)4 (p2 —m2)n 1672 T'(n) (m2)"2 1672 2m?’ '
para n = 3.
/. d4p pupu _ (_)n—l g/w F(n _ 3) i _ —q n/w (B 42)
@m)i(p2 —m2)» 1622 2 L(n) (m2)»3 1672 12m?’ '
para n = 4.
/ d'p pp'pp” _ ()" Tn—4) i it (B.43)
A2 —m2)r 1672 4 D(n) (m2)»* 1672 96m?’ '

para n = 5. Onde, "7 = g g'7 4 gh7g"* 4 g g7
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A Regularizacdo Dimensional, como informa [25], geralmente estd associada a
quebra de simetrias, trabalhar com matrizes 75 e tensor antissimétricos de quatro indices
passa a ser um problema trabalhar com essa técnica de regularizacao, pois nao é possivel
analisar dimensionalmente e preservar a simetria da teoria. No entanto, existe a técnica
de regularizagao implicita que nao geram ambiguidades e se torna mais interessante e ttil

para a manipulagao algébrica das integrais divergentes.

B.2.2 Regularizacdo Implicita

Segundo a Ref. [24], a regularizagao implicita consiste em avaliar as integrais com
base nas simetrias que podem ser usadas na teoria. Sejam elas, simetria de calibre, escala,

ou invariancia de rétulo ®

Considerando a integral seguinte

A
/pf(p, a) =>/pf(p, g:)p(p*, A) E/p f(p,a) (B.44)
Para um loop a amplitude pode ser escrita, na forma
A'Ul 'Um p ql)
B.4
/fp,qz /H 2 — ] (B.45)

D
em que [, = J, (gw)%

Usamos a identidade seguinte, semelhante a mostrada em [25]

1 n 2p;.p — 1) (p2 £ 2p, )"t
Z pﬁp )Jr (=1)"*(p7 + 2p;.p) (B.46)

(p+pi)?—p; mg )it (p* — mZ)"H(p + pi)? — m7]

Que é a mesma identidade, apresentada na Ref. [26], aplicada para cada propagador
do loop

1 _ 1 _ (pz‘)Q - 2pi-p (B47)

(p—pi)2—m? p*—m?  (p?—m?)[(p—pi)* —m?]

onde v = 1,2, 3.

De [25], para amplitudes a nivel de um loop em uma teoria renormalizéavel, os

termos divergentes sao obtidos com as seguintes combinagoes

[ (1y2) = / d'p 24p'p"pp” / d'p  pp”
~Ja(2m)t (p? = m?) (2m)* (p? — m?)?
d'p  p'p” d'p  p'p
4 “A/ —4 W/ B.48
7 (2m)4 (p? — m?)3 N (27)% (p> — m2)?’ ( )

"A invaridncia de rétulo relaciona duas amplitudes que diferem apenas por uma mudanca de varidvel
de integracao'Ref. [24]. E quando ela é considerada os termos de superficies na QED devem ser nulos,
para que seja preservada a invariancia de calibre.

8
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1m’ = 4/A (;ljf];“ (pQPjpﬂ;)?’ - gW/A (37454 (p? —1m2)2’ (B.49)
[ (m?) = 2/ L p;;Q)g B gﬂy/A (3354 — _1m2)7 (B.50)
Liog(m*) = /p ' (;1;1;4 7 _1m2)2, (B.51)
Lguaa(m E/pA dp Vi —m2) (B.52)

De Ref. [24], entdo podemos escrever para os termos de superficies
v 2\ (9" 1w
Ilig( ) - (D) { 9 ]log( ) - §T5 }7 (B53)

" (AN ) — R B.54
quad( >_ m 7 quad(m ) - 5 2 5 ( . )

VAOC 1 4 (o} g UV vo
Il (m?*) = (24> {Tiog(m*) 9" 8> + g"g"™ + 9" 9"

—g"7 TN (m®) + g Y7 (m?) + g (m?) — 46 (B.55)

Sendo,

v

THV — / a p
0 = v apu (pz _ m2)(D/2)’

VoA O

T,uzz)\o E/ ppp
0 p Op (p? — m?)(D +2/2)

14

22— p
Ty = /p Ip, (P —m2)(D —2/2)

(B.56)

E usando essas relagoes, pode-se aplicar a relagao de regularizagao de escala

m2

Tiog(m?) = Tiog (A?) = (4;)1” <A2>

Lo (A?) + In(A?) = Ipy(m?*) + In(m?) = c, (B.57)

)
(4m)?
onde A é o parametro de escala, e ¢ é uma constante.

Aplicando essas solugdes na equagao (B.16) e (B.17) que sdao semelhantes as (3.13 -
3.15)

piie _ /d4 Triy* i 1] (B.58)

[t2 — s]4 ’
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também para D" e DL
Aplicando o traco na equacao acima, escrevemos
1
VAo v _Ao o v vo
D" = 4/t[t2_3]4[(t2)2(9“ 9+ 979" — g"*g")
=22t g7+ M7 g - 1 g+ Mg + S8t EMT]. (B.59)

Usando a invariancia de rotulo, a qual exige que os termos de superficies sejam

nulos, obtemos

. Lo e s o vo
DI = 4{3[( G 4 gh7 g7 — 29 g")](27) g ()

2
—;(39’”9” +3g"7g" — 59’“9”")} (B.60)
sendo
) i m?
Ilog(s) = Ilog(m ) + Wln ? (B61)

Substituindo fj,4(s), obtém-se

S
2'7(2 ur Ao Ho VA UA Vo
— (39977 397797 = 5¢"9") o, (B.62)
onde n;w/\a' — g,uug)\a + guogu)\ _ 29;0\91/0'.

De forma andloga faz-se para o calculo da equagao (B.27)

B.2.3 Integracao Simétrica

"A integracao simétrica consiste em supor uma fronteira simétrica esférica para

uma integral regularizada', Ref.[24] e aplicar as transformagoes

2 2
v P o P
Pt = 59t = (B.63)
wy v, A o <p2)2 uv Ao uo VA LA Vo
PP pp :>7D(D—2)( 97+ 9" 9" +9"g")
_ (p2)2 uy Ao no VA UA Vo
= (9"9 + 99" + g"g"7). (B.64)

24
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