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Resumo

Considerando as diferentes abordagens possiveis referentes ao Universo, este traba-
lho esta voltado para o estudo da Cosmologia Padrao e Inflaciondria utilizando cam-
pos escalares para descrever a fase de expansao acelerada do Universo. Assim, através
da Teoria da Gravitacao proposta pela Relatividade Geral é possivel determinar as
equacoes de Friedmann e utilizando a Teoria de Campos em Cosmologia podemos
obter uma equacao de movimento que descreve a evolucao temporal de um campo
escalar chamado inflaton, responsavel pela inflacao. Nesse sentido, propomos como
alternativa a utilizacao de alguns modelos de potenciais ja existentes, dentre os quais:
Vig) = %m2¢2 (quadratico), V(¢) = C cos? B¢ (tipo cosseno), V(¢) = C'sin? B¢ (tipo
seno), V(¢) = A\(t)¢* e o potencial constante V = Vj. Buscando dessa forma descre-
ver a evolucao temporal do fator de escala a(t) e o comportamento do parametro de
desaceleragao ¢(t) com o objetivo de analisar a fase inflacionéria, identificando regices
de aceleracao e desaceleracao do Universo nos cenarios dos espacos plano e curvo.

Palavras-chave: Campos Escalares, Cosmologia Inflacionaria, Relatividade Ge-

ral.



ABSTRACT

Taking into consideration the set of different approaches to the Universe existent
today this work focuses on standard cosmology and inflationary expansion of the said
using scalar fields to describe the expansion acceleration rate. Therefore, through
a gravitation theory proposed by General Relativity is possible to set Friedmann‘s
equations and using Field Theory applied to Cosmology to obtain an equation of
motion which describes the temporal evolution of a scalar field called inflation, which
is responsible for the inflationary process. In this sense, we propose as alternative
some models whose potentials are already established, among them: V(¢) = %m2¢2
(quadratic), V(¢) = Ccos? B¢ (cosinelike) , V(¢) = C'sin® B¢ (sinelike), V(¢) =
A(t)¢* and the constant potential V' = V; . We seek with this to describe the temporal
evolution of the scale factor a(t) and how the decelerating parameter behaves and then
analyze the inflationary faze, indentifying periods when the Universe was accelerating

or decelerating given curve or plane space scenarios.

Keywords: Scalar Field, Inflationary Cosmology, General Relativity.
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Capitulo 1

Introducao

No inicio do século XX ocorreu um grande avanco nos estudos referentes ao Uni-
verso, colaborando para o surgimento da Cosmologia como um ramo da Fisica. Por
volta de 1917, foram realizadas pela primeira vez medidas de velocidade e distancia das
galaxias mais préximas [2|. Posteriormente, através de estudos realizados por Edwin
Hubble e outros pesquisadores, observou-se que as galaxias mais distantes estavam se
afastando de ndés e quanto mais distante mais depressa se afastavam. Apds muitas
medidas, Hubble constatou que a velocidade com que as galdxias se afastavam era
proporcional as distancias que nos separavam delas [1]. Portanto, concluiu que o Uni-
verso estava em expansao progressiva, introduzindo assim um novo conceito de modelo
de universo, que até entao era considerado estatico. Neste periodo os pesquisadores
acreditavam que o Universo era estatico e devido a esse pensamento cientifico, Einstein
introduziu a sua Teoria da Gravitagao uma constante cosmoldgica para descrever um
modelo de universo que estivesse de acordo com o pensamento da época. No entanto,
com esses resultados astronomicos desencadeou-se uma série de estudos buscando ana-
lisar a expansao do Universo. Uma das teorias mais importante que surgiu foi a teoria
do Big Bang, proposta por George Gamow em 1947. Apesar de sua relevancia na
descricao da origem e evolugao do Universo, alguns problemas inerentes a esse modelo
foram encontrados [3, 4]. Dentre os quais podemos citar os problemas do horizonte e

da planura. Entao, em 1981 Alan Guth, propos a teoria do universo inflacionario para



tentar solucionar esses problemas encontrados na teoria do Big Bang.

A fase inflacionaria corresponde a um periodo em que o Universo primordial
sofreu uma expansao acelerada em um intervalo de tempo muito curto [5, 6, 7, 8]. De
acordo com esse modelo, a expansao ocorreu devido a um campo escalar ¢ chamado
inflaton, submetido a um determinado potencial v(¢). Sendo assim, esta fase é des-
crita no cenario em que o periodo de evolucao do campo escalar ¢ é caracterizado
pelo regime slow-roll (rolamento lento), é nesse momento que o potencial V' (¢) desse
campo, domina o termo de energia cinética, tendo em vista que a energia cinética do
inflaton torna-se pequena e grande parte da energia fica contida em seu potencial. Esta
energia possui pressao negativa provocando dessa forma uma expansao exponencial do
Universo.

A Teoria Inflacionéaria é relevante nao apenas para explicar os problemas do
Bing Bang, mas também na descricao da formacao de estruturas de galdxias, que
ocorreu devido a inomogeneidade do Universo. Esta inomogeneidade foi provocada
por flutuagoes quanticas do inflaton sobre seu estado de vacuo, ou seja, de puras
flutuagoes do vécuo [9]. Estas flutuagoes do vdcuo causaram perturbagoes de densidade
que podem explicar a estrutura em larga escala do Universo.

Estudos astrondmicos constataram, através das Supernovas tipo la [10], que
atualmente o Universo se encontra em uma nova fase de expansao acelerada. No con-
texto da relatividade geral, essa expansao acelerada ¢é justificada por uma nova forma
de energia que nao tem interagao com a luz, chamada de energia escura (constante cos-
molégica ou quintesséncia) e representa cerca de 70% da energia césmica do Universo.
No contexto da teoria quantica de campos, os modelos cosmolégicos que envolvem cam-
pos escalares , também possibilitam o estudo dessa nova fase de expansao acelerada do
Universo, pois, como citamos anteriormente, no periodo inflacionario do Universo pri-
mordial o campo escalar ¢ no regime slow-rool relacionado com o seu potencial V (¢),

gerou a expansao. Nesse sentido, utilizando modelos de campos escalares, torna-se



possivel analisar esta fase de expansao acelerada do Universo.

Portanto, nesse trabalho nosso interesse ¢ modelar regioes de aceleragao e de-
saceleracao do Universo, utilizando modelos de potenciais que possam descrever esses
comportamentos nos cenarios dos espacos plano e curvo. Inicialmente, o capitulo 2
apresenta alguns aspectos referentes a teoria da relatividade geral no contexto da Cos-
mologia dentre eles: O principio de equivaléncia, a dinamica de uma particula num
campo gravitacional e o tensor energia-momento. Em seguida, o capitulo 3 estd vol-
tado para o estudo da Cosmologia, destacando: Aspectos da Cosmologia Padrao, tais
como métrica de Friedmann-Robertson-Walker, as equacoes de Einstein como solucao
das equacoes de Friedmann, dentre outros. Ja o capitulo 4 aborda o estudo da Cosmo-
logia Inflacionaria e a Teoria de Campo Escalar em Cosmologia para descrever regioes
de aceleragao e desaceleracao do Universo através da analise dos comportamentos do
fator de escala a(t) e do parametro de desaceleragao q(t) para os modelos de potenciais
utilizados no estudo dessas regioes. Finalmente, o capitulo 5 apresenta o resumo e as
consideracoes finais deste trabalho.

Ao longo deste trabalho, consideramos a métrica com assinatura (-4++) para

0 espaco em quatro dimensoes e um sistema de unidades naturais: ¢ = h = 1.



Capitulo 2

Aspectos da Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral é uma teoria relativistica da gravitagao no qual
relaciona o campo gravitacional com a curvatura do espaco-tempo, devido ao conteido
de matéria e energia presente. Esse efeito de uma fonte gravitacional curvar o espaco
tempo é uma consequéncia direta do Principio da Equivaléncia [11]. Tal teoria é
considerada uma forma generalizada da teoria da relatividade especial, pois o espaco-
tempo de Minkowski é ampliado para os espagos-tempo curvos. Nesse sentido, satisfaz
os postulados® da relatividade especial. A relatividade geral, é valida nao apenas para
referenciais inerciais, mas também para quaisquer referenciais, pois, conforme veremos,
o campo gravitacional é, localmente, equivalente a um referencial nao-inercial. Sendo
assim, podemos interpreta-la como uma teoria mais geral da gravitacao.

Neste capitulo iremos abordar alguns aspectos fundamentais da teoria da rela-

tividade geral que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

2.1 Principio da Equivaléncia

A Relatividade Geral estd fundamentada em dois principios que descrevem o

comportamento das leis fisicas quando se refere ao estudo da gravitacao. O primeiro

L As leis da Fisica sao as mesmas em quaisquer referenciais inerciais (Covariancia das leis da fisica
em relagdo aos referenciais inerciais). A velocidade da luz no vécuo tem o mesmo valor ¢ em todos
os referenciais inerciais ( Invaridncia da velocidade da luz no vécuo).



é o da covariancia, que afirma que nao existe sistema preferencial e o segundo é o
principio da equivaléncia, segundo o qual estabelece que nao existem testes, realizados
por observadores locais, que os levem a diferenciar entre um campo gravitacional
e um referencial acelerado, ou seja, sistema acelerado é fisicamente indistinguivel,
localmente, de um campo gravitacional. Por exemplo, vamos admitir um referencial
em queda livre em um campo gravitacional, um observador ira verificar que corpos
de diferentes massas inerciais sofrem a mesma aceleracao. De acordo com o principio
da equivaléncia, se este observador estivesse em um referencial acelerado (elevador),
iria constatar o mesmo comportamento da situacao anterior [1]. Ou seja, corpos em
queda livre ( sem interacao eletromagnética, fraca ou forte) seguem trajetérias que
dependem apenas das condigoes iniciais (posigao e velocidade). Isto decorre pelo fato
de que, experimentalmente no vacuo, as observagoes sugerem que a massa inercial é
igual a massa gravitacional para qualquer corpo, constatando que todo corpo cai com
a mesma aceleragao, independente da estrutura e composi¢ao quimica [7, 12].
Considere M como sendo a massa da Terra, r seu raio e m¢g a massa gravitacional
de uma particula de teste. Entao, de acordo com a mecanica newtoniana, o modulo

da forca gravitacional entre M e m¢ serd dado por

GMmG
T2

F (2.1.1)

Sendo mg a medida da intensidade de interagao gravitacional entre os corpos, ou
seja, mg € uma fonte do campo gravitacional equivalente a uma “carga gravitacional”.
Entretanto, pela segunda lei de Newton, uma forga aplicada a um corpo é proporcional

ao produto da sua massa inercial e da aceleragao provocada no mesmo, entao
F=mja (2.1.2)

em que F' é o modulo da forga que age na particula e m; é a massa inercial da
particula de teste que mede a resisténcia que os corpos tém a mudanca do seu estado

de movimento. Logo, igualando (2.1.1) com (2.1.2) iremos obter



(;Afﬂlg
/]"—2 =mrsa (213)
ou ainda,
GM
a="¢ 5 = cte. (2.1.4)
myry T

Inicialmente, nada levaria a supor que existisse uma equivaléncia numérica entre a
massa inercial e a massa gravitacional. No entanto, testes experimentais indicaram
que mg = my para todos os corpos. Portanto, como existe essa igualdade, significa
que um corpo em queda livre tem uma aceleracao igual a aceleragao gravitacional,
nesse caso, podemos anular localmente os efeitos de um campo gravitacional com a
escolha adequada de referenciais, ja que todos os corpos estao sujeitos a uma mesma
aceleragao [1, 7).

Em seguida, veremos como o principio da equivaléncia influencia na dinamica

de uma particula livre sob a agao de um campo gravitacional.

2.2 Dinamica da Particula

Considere uma particula movendo-se em queda livre em um sistema de coor-
denadas £“ que a acompanha. Sendo assim, esse sistema é localmente inercial e de
acordo com o principio da equivaléncia, num referencial em queda livre, localmente,
nao temos aceleracao e portanto a equagao de movimento da particula é dada por [13]

d2§a
= =0, (2.2.5)

em que d7 é o tempo préprio ( tempo medido no referencial da particula) descrito por
dr? = —1pdE®dEP, (2.2.6)

sendo 7,3 0 tensor métrico de Minkowski.
Vamos considerar agora um sistema de coordenadas arbitrario z* em repouso,

submetido a um campo gravitacional [7, 13|, a dinamica da particula observada a partir



do referencial z* podera ser obtida fazendo uma mudanca de referencial aplicando a

regra da cadeia.

d (06> Oxt\
ar (aTa_> =0 (22.7)

Tomando a evolucao temporal da equagao acima, iremos obter

d*aH D&~ 0% dat dx

=0 2.2.8
dr? Ozt + Oxtox? dr dr ’ ( )
Multiplicando por g%:, teremos
2z, dat dz”
= 0. 2.2.9
dr? Wodr dr ( )

A equagao (2.2.9) é denominada equagao da geodésica e descreve o menor caminho
que uma particula livre percorre em um espago curvo, ou seja, representa a trajetoria
de menor comprimento entre dois pontos num referencial arbitrario z*, o termo FI)LV é
chamado de conexao afim e estabele uma conexao entre vetores de espacos tangentes
definidos em pontos vizinhos e pode ser interpretado como uma “corre¢ao” as equagoes

devido a curvatura do espago-tempo.

8250‘ &,E)\
>\ e S —
M = 5 JEe (2.2.10)

Tendo em vista que as derivadas de primeira ordem comutam, da equacao (2.2.10),

temos que a conexao afim é simétrica com relagao aos indices inferiores,

M, =T, (2.2.11)

pv

Percebe-se que na equacao de movimento escrita a partir de (2.2.9) existe um termo

dat* dr”

w g 4= quando comparada com a equagao de movimento escrita a partir

adicional I'*
do sistema localmente inercial (2.2.5), isso indica a presenga de um campo gravitaci-
onal. Sendo assim, vemos que, de acordo com a teoria da relatividade geral, o campo
gravitacional é descrito a partir da curvatura do espaco-tempo.

Podemos ainda expressar o tempo proprio em termos do sistema de coordenadas

x#, aplicando a regra da cadeia na equacao (2.2.6).



0& oEP
dr? = —n,5——dz"
T naﬁ@x“ v oxv

dz” = —gdatda”, (2.2.12)
Em que g,, ¢ o tensor métrico, definido como

_ . ogrogf
gwj = naﬁ@axl’dm .

(2.2.13)

Esse tensor é de fundamental importancia na relatividade geral, pois sua funcao é medir
distancia entre dois pontos e angulos entre vetores num espaco-tempo curvo. Suas
componentes definem a geometria do espaco-tempo, descrevendo assim a dinamica

num campo gravitacional.

2.2.1 Relacao entre g, e Ffw

O estudo referente a particula em queda livre mostrou que o campo que de-

A

“ws €nquanto que o tempo proprio €

termina a forca gravitacional é a conexao afim I’
determinado pelo tensor métrico g,, [13]. Sendo assim, vamos mostrar a relacao entre

o tensor métrico e a conexao afim, derivando inicialmente a expressao (2.2.13) com

respeito a .

Ogu _ 0%¢* 0¢° ogr 0%¢’

= o ————1)as, 2.2.14
B> 0z 0wk 0z P T Gk o P ( )
temos que as seguintes relacgoes sao validas [13]
0%¢e , 06 02¢h o¢P
— = — — =T = 2.2.15
OxrOxH R T A Qe ( )
utilizando as relagoes acima e a expressao (2.2.13), obtemos
09
8;’\ =I5 90 + 15,90 (2.2.16)

Somando os termos com indices permutados p <> A, subtraindo a mesma derivada

com v <> \ e fazendo algumas manipulacoes, é possivel chegar a seguinte expressao

agul/ ag)\u 8guA -
ox? + oxh + oxv

2% g (2.2.17)



Podemos multiplicar ambos os lados da tultima equacgao por ¢”? com o objetivo de

encontrar I'7),,.

o _ 1 vo agw/ ag)\l/ ag,u)\
P = 29 (8x/\ * ozt v )’ (2:2.18)

A expressao acima representa a conexao afim em termos do tensor métrico. Dessa
forma, observamos que o Principio da Equivaléncia leva a uma dinamica em que o
movimento da particula é determinado pela geometria do espaco-tempo, ou seja, o
conceito de forca pode ser substituido pela ideia de que a matéria e a energia cur-
vam o espaco-tempo, e este determina quais sao as geodésicas que devem ser seguidas
pelas particulas de teste. Entao, uma vez estabelecida a forma métrica, as fungoes
g,“,(xk), sao determinadas solucionando-se um conjunto de equacoes diferenciais co-
nhecidas como equacoes de Einstein, que relacionam a geometria do espaco-tempo com

o contetdo de matéria e energia, fontes do campo gravitacional [6, 7, 14].

2.3 Tensor de Riemann

Iremos abordar algumas relagoes da geometria diferencial necessarias para a
obtencao das equagoes de Einstein.

Vimos que, na teoria da relatividade geral, o campo gravitacional é descrito pela
curvatura do espacgo-tempo. A quantidade geométrica que determina essa curvatura é
o tensor de Riemann definido por [6, 12, 15]

_ary,  ore

Ry = 520 — 0 4 T, —T0, TG (2.3.19)

O tensor de Riemann, com quatro indices, possui n* componentes independentes
em um espaco n-dimensional [6, 7]. Entretanto, de acordo com algumas propriedades
fundamentais, podemos perceber que o niimero de componentes independentes se re-
duz a %ng(n2 — 1). Para 4 dimensoes obtemos 20 componentes independentes. As
propriedades fundamentais do tensor de curvatura sao:

1°) O tensor R,,qs € anti-simétrico com relacao a troca de indices do primeiro par;
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Ruuaﬁ = _Ryuaﬁ- (2320)

2°)O tensor R),qp ¢ anti-simétrico com relagao a troca de indices do segundo par;

Rw/aﬁ = _Ruyﬁa- (2321)

3°) O tensor R,,qp ¢ invariante com relacdo a troca do primeiro par de indices com

o segundo;

R,ul/a,B = Raﬂuy- (2322)

Da relacao acima, podemos perceber que a soma de permutagoes ciclicas dos

ultimos trés indices desaparece, logo

Ruapy + Rugva + Ruvas = 0. (2.3.23)

Levando em consideragdo as propriedades (2.3.20), (2.3.21) e (2.3.22) verifica-se

que (2.3.23) é equivalente a

Rpwap = 0. (2.3.24)

O tensor de Riemann também satisfaz a identidade de Bianchi,

VaRuwas + VRuwra + VaRuwpy = 0. (2.3.25)

Em que a derivada covariante V) tem a funcao da derivada parcial, mas nao de-
pende das coordenadas, obedecendo a propriedade de linearidade e a regra de Leibniz.
Portanto, pode ser escrita como uma derivada parcial mais alguma transformacao li-
near que serve como conexao para se ter um resultado covariante e que se apresenta
em forma de um conjunto de matrizes conhecidas como os coeficientes da conexao.

Entao, no caso de um vetor, segue que
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VaVY =0,V + T, V*. (2.3.26)

Portanto, a expressao acima representa a derivada covariante de um vetor em

termos da derivada parcial, que nos permite obter as propriedades de transformacao
da conexao I' .

O tensor de Riemann também possibilita definir um tensor muito importante
na formulacao da teoria da gravitacao de Einstein, conhecido como tensor de Ricci,
sendo considerado o tinico tensor de segunda ordem que ¢é obtido a partir da contracao
do tensor de Riemann [6, 7, 13, 16]. Dessa forma, temos

R = R, = ¢ R (2.3.27)

LAV

E um tensor simétrico, ou seja, R,, = R,,, possuindo um total de 10 componentes
independentes. Contraindo o tensor de Ricci, é possivel ainda obter o escalar de

curvatura ou escalar de Ricci representado da seguinte forma

R=R!'=g"R,, (2.3.28)

A expressao acima relaciona a cada ponto do espaco-tempo um tnico numero real,

caracterizando assim, a curvatura intrinseca do espago-tempo no ponto considerado.
Através desses resultados podemos obter um tensor simétrico de segunda ordem

com derivada covariante nula, conhecido como tensor de Einstein, sendo representado

por G, e definido como se segue

1
G = Ry = 5 R (2.3.29)

O tensor de Einstein é simétrico, devido a simetria do tensor de Ricci e da métrica, e
¢ fundamental na teoria da relatividade geral. Temos também, que este tensor satisfaz

as chamadas identidades contraidas de Bianchi [7].
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v (RW - %ng) o, (2.3.30)

Esta expressao esta associada a uma lei de conservagao e representa, localmente, a
conservagao das quantidades definidas pelo tensor de Einstein. Posteriormente vere-
mos, de que forma este tensor se relaciona com o tensor energia-momento, contribuindo

para obtencao das equagoes dinamicas do campo gravitacional.

2.4 'Tensor energia-momento

O tensor energia-momento corresponde a um tensor de segunda ordem, que
descreve as quantidades fisicas de um fluido perfeito®>. Considerando um sistema de
varias particulas, as linhas de universo das particulas definem um campo de 4-momento
distribuido no espaco-tempo. Essa distribui¢ao é praticamente continua e portanto,
pode ser descrita por meio de quantidades médias(densidade média de energia, pressao,
dentre outros), que sdo determinadas através do tensor energia-momento [6, 7, 17],
ou seja, toda informagao relevante sobre o comportamento do fluxo de 4-momento
das particulas estd contida no tensor de energia-momento. Esse tensor possui 16
componentes e cada componente representa uma quantidade fisica. Diante disto, pode

ser representado da seguinte forma:
" = poutu”, (2.4.31)

Em que pg é a densidade de massa apropriada e u* é a quadri-velocidade do fluido.
Temos ainda que o tensor TH” é simétrico, ou seja, T"" = T"" e suas componentes

representam

e 7% _ Componente temporal

Densidade de energia;

2Um fluido perfeito na relatividade é definido como um fluido que ndo possui viscosidade e nem
fluxo de calor [17].
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o T — Tk0 _ Componente espaco-temporais

Densidade da k-ésima componente de momento;

o T*F _ Componentes espaciais (fndices de mesmo valor)
Fluxo da k-ésima componente de momento através da superficie cuja direcao

normal estd na dire¢cao k. (Pressdo);

e 7% - Componentes espaciais (indices de valores diferentes)
Fluxo da k-ésima componente de momento através da superficie cuja direcao

normal na direcao k.

O tensor energia-momento de um sistema completo satisfaz a lei de conservagao [13]
0, " =0, (2.4.32)
ou ainda,
o(T™) + 0,(T™) = 0. (2.4.33)

Com a interagao gravitacional, tem-se
v, " = 0. (2.4.34)

Em cosmologia, o conteido de matéria e energia do Universo é considerado um fluido
perfeito, conforme veremos. Nesse caso, o tensor energia energia-momento é represen-
tado por [6, 7]

™ = (p + p)u'u” + pg"", (2.4.35)

Em que p e p representam a pressao e a densidade de energia respectivamente e u* a

4-velocidade do fluido.
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Capitulo 3

Aspectos da Cosmologia

A Cosmologia é o estudo da estrutura dinamica do Universo em larga escala
[6, 7]. Sendo assim, parte do principio de que as leis da fisica sdo as mesmas em
qualquer ponto. Dessa forma, existem na natureza quatro forcas fundamentais que
governam o Universo: As forgas nucleares fraca e forte, que sao denominadas de forcas
de curto alcance, portanto, nao descrevem a dinamica do Universo e as forcas ele-
tromagnética e gravitacional, que sao de longo alcance. No caso das forgas de longo
alcance, ambas poderiam contribuir para o estudo da evolugao do Universo, no en-
tanto, macroscopicamente a matéria no seu estado natural se apresenta eletricamente
neutra, entao a forca eletromagnética nao colabora para esta descricao. Diante disto,
a forga gravitacional torna-se a interagao predominante para descrever a estrutura em
larga escala do Universo. Logo, a Cosmologia deve ser entendida dentro do contexto da
Relatividade Geral, que é a teoria fundamental para analisar a dinamica do Universo.

Os dados observacionais apontam que em larga escala, considerando uma or-
dem maior que 100Mpc! o Universo se apresenta homogénio e isotrépico [1, 8], ou
seja, a matéria se encontra distribuida de forma homogénia e isotrépica. Para uma
escala bem menor que 100Mpc a distribuicao de matéria é irregular. Para termos

uma nocao, a nossa galaxia faz parte de um pequeno grupo de galdxias chamado de

'Um parsec (1pc) corresponde a distancia em que a distancia média entre a Terra e o sol é de 1
arco de segundo (larcseg) [4], equivale a 3.26 anos-luz ( distancia que a luz viaja em um ano), ou
ainda 30.9 trilhoes de quiléometros.
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grupo local. As estimativas indicam que a Via Léactea é uma das maiores galaxias
do grupo local possuindo cerca de 10* (cem bilhoes) de estrelas com um didmetro de
aproximadamente 30K pc (Kiloparsecs), que corresponde a 10° anos-luz. Pertence a
um aglomerado composto por 30 galdxias com um comprimento de aproximadamente
1Mpc chamado de grupo local, que tem como mais préximo, o aglomerado de Virgo
contendo 2000 galaxias inseridas num volume de 5Mpc [4]. Portanto, é numa escala

muito grande que as observagoes indicam que o Universo é homogénio e isotrépico.

3.1 A métrica de Friedmann-Robertson-Walker

Inspirado pelas observacoes, o modelo cosmolégico padrao se baseia no chamado
principio cosmoldgico, que pode ser enunciado da seguinte forma: Dois observadores
que estejam acompanhando o movimento cosmolégico, devem estar expostos a mesma
interpretagdo do Universo [1]. Entao, de acordo com esse principio, existe um tempo
cosmoldgico(t), tal que as hiper superficies, com t= cte, sdo espagos tridimensionais
homogéneos e isotropicos [19]. A homogeneidade significa que em torno de qualquer
ponto desse espaco a métrica é invariante por translacao, quanto a isotropia, significa
que em torno de qualquer ponto a métrica ¢ invariante por rotacao. Logo, temos uma
simetria esférica em qualquer ponto. Se existe simetria associada a métrica, entao, as
transformacoes de simetria desta, as isometrias, sao geradas por vetores de Killing, em

que a derivada de Lie da métrica g,, é nula, portanto

Legu =0, (3.1.1)
ou ainda,
aag v o€" o€"
5 — + aua N+guo¢a VZO- (312)

Da equagao acima podemos chegar a [7]

v,ufu = _vué,u- (313)
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A expressao (3.1.3) é chamada equagao de Killing, cuja solucao estéd associada aos
vetores de Killing, geradores da isometria.

A equacao de Killing é uma equacao diferencial parcial e acoplada. Estu-

n(n+1)

dando sua estrutura é possivel verificar que ela admite, no maximo, —

solugoes
independentes. Entao, para um espaco tridimensional homogéneo e isotropico, te-
mos n = 3, em que o nimero maximo de simetrias geradas sera seis. Ou seja, nesse
espaco teremos seis vetores de Killing linearmente independentes, sendo, trés vetores
de translagao e trés vetores de rotagao. Portanto, para um espaco tridimensional ho-
mogeénio e isotropico maximalmente simétrico, o tensor de curvatura pode ser escrito
como segue [6, 20]

Riji = k(Yievie — YaYje)- (3.1.4)
Em que (k) é uma constante chamada de constante de curvatura e (7;;) representa a

métrica do espago tridimensional, logo

di* = v;;dz'da? . (3.1.5)

A relagao (3.1.5) nos da a geometria do espago tridimensional homogénio e isotrépico.
Entéao, iremos encontrar explicitamente (em algum sistema de coordenadas) as compo-
nentes da métrica do espaco tridimensional homogénio e isotropico. Para isso, vamos
escolher um ponto arbitrario como origem do sistema de coordenadas e sabendo que
em torno desse ponto a métrica é invariante por rotagoes (simetria esférica), iremos

encontrar, para esse sistema de coordenadas, as seguintes componentes da métrica:

di* = dr? 4 r2(d6* + sen?0d¢?). (3.1.6)

Sendo A(r) uma fungao desconhecida que deve também satisfazer a condi¢ao de homo-
geneidade. Nesse caso, podemos determina-la utilizando o tensor de Riemann. Entao,

contraindo o primeiro(i) e o terceiro(k) indices da equagao (3.1.4) iremos obter o tensor
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de Ricci descrito por
Ry = Ry = k(v — 67v0), (3.1.7)

logo,

Rﬂ = 2]{3’)/]'1. (318)

A expressao acima representa o tensor de Ricci para métrica (3.1.5). Calculando suas

componentes, veremos que as componentes nao-nulas serao

N
= 1.
Ry ==, (3.1.9)
1 -/ -
R22 =1+ 57"6 N —e s (3110)
R33 = SBHZ(Q)RQQ. (3111)

Substituindo essas componentes na equagao (3.1.8), iremos obter duas equagoes in-

dependentes, entao para j = 1 el = 1, obtemos a componente R;; da métrica dada

por
Rll = 2]{7’}/11, (3112)
d(e™)
= -2k d.1
o T (3.1.13)

Integrando a expressao acima, teremos
e = —kr* + A (3.1.14)

Em que (A) é uma constante de integragao.

Para j =2 el = 2, obtemos a componente Ry da métrica descrita por
Ray = 2k92, (3.1.15)

entao,

1
1+ §re*AX — e = 2kr?, (3.1.16)

que nos leva ao seguinte resultado

A=1, (3.1.17)
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Assim, combinando 3.1.14 com 3.1.17, obtemos

)\ 1

e

Logo, a métrica de um espago tridimensional homogéneo e isotrépico é definida da

seguinte forma

dl? dr® 4+ r*(d6” + sen®0d¢?). (3.1.19)

"1 k2
Essa métrica representa a distancia espacial propria entre eventos simultaneos.
Vamos agora considerar observadores co-mdveis (observadores que nao se mo-
vem relativisticamente em relagao as galdxias) distribuidos no espago tridimensional.
Entao, a linha de Universo desses observadores deve ser ortogonal ao espaco tridimen-
sional, homogeénio e isotrépico. Sendo assim, a métrica do espago-tempo deve obedecer
a linha de Universo que é uma geodésica na métrica, logo a homogeneidade e a iso-
tropia induz que a parte espacial do tensor métrico evolua por meio de uma fungao
universal do tempo(derivada direcional). Entao, utilizando (¢) como a coordenada

temporal, teremos que a métrica do espago-tempo sera representada por
ds® = —dt* + a*(t)dl? (3.1.20)

Sendo a(t) uma funcao do grau de afastamento e aproximacao dos observadores co-
moéveis, (t) o tempo préprio medido pelos observadores e (dl) a distancia co-mével.

Portanto, combinando as equagoes 3.1.19 e 3.1.20, produz [4, 6, 7]

2

1 — kr?

ds* = —dt* + a*(t) + 72(d6* + sen?*0dp?) | . (3.1.21)

A equagao acima é denominada de métrica de Friedmann-Robertson-Walker(F.R.W),
demonstrada entre 1935 e 1936, pelo fisico-matematico americano Howard Percy Ro-
bertson e o matemadtico inglés Arthur Geoffrey Walker [21]. E considerada a métrica
mais geral que satisfaz a condigao de homogeneidade e isotropia para a geometria do
espago-tempo. Nela o fator a(t) corresponde a um fator de escala que é utilizado para
descrever a evolugao de distancias espaciais e (k) é a constante de curvatura do espago

que pode assumir os seguintes valores
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e k= —1- O espaco possui curvatura hiperbdlica;
e £k =1- 0 espacgo possui curvatura espacial do tipo esférica;

e k=0 - O espaco nao possui curvatura, ou seja, ¢ plano.

Em relagao ao parametro de escala, temos que, para um a(t) crescente com o
tempo o Universo estd em expansao, caso seja decrescente, o Universo esta se con-
traindo. Portanto, para o Universo em expansao, a distancia fisica entre nds e os
objetos observados sdo modificadas (em larga escala), sendo que, estas mudangas sao
determinadas pelo fator de escala, que re-escala a distancia co-mével entre os objetos

com o tempo, descrevendo a expansao ocorrida.

3.2 Equacao de Friedmann-Lemaitre

As equagoes de Friedmann podem ser obtidas a partir da combinacao da métrica
de Friedmann-Robertson-Walker e o tensor energia-momento de um fluido perfeito, nas

equagoes de Einstein representadas por [7, 8, 13]

Gy = 8TGT . (3.2.22)

Em que G, ¢é o tensor de Einstein descrito por
1
G = R, — §Rguy. (3.2.23)

E T,,, o tensor energia-momento.

Sabendo que R, representa o tensor de Ricci, R o escalar de Ricci e g, 0
tensor métrico de (F.R.W), entao, podemos obter as equagoes de Friedmann aplicando
a métrica e o tensor energia-momento de um fluido perfeito as equagoes de Einstein.

Entao, calculando as componentes do tensor de Einstein, teremos: Para a componente

G007
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Goo = Roo — %Rgoo, (3.2.24)
em que,
Roo = —3% (3.2.25)
(§]

R=6 P + (9)2+ u ] : (3.2.26)

a a a?

Substituindo na expressao (3.2.23), teremos

N 2

3k

Goo = 3<9> +2 (3.2.27)
a a

Agora substituindo a equagao acima em (3.2.22), iremos obter Gog = 8mGTp. Assim,

como Tyy = p, ficaremos com Gyo = 87Gp que, ao ser comparada com (3.2.34), nos

permite obter a primeira equacao de Friedmann descrita por

<9>2: 8nG Kk (3.2.28)

a 3 a?’

A expressao acima é a primeira equacao de Friedmann que representa a taxa de va-
riacao de expansao do fator de escala a(t), que pode ser descrita por H = ¢, conhecido
como parametro de Hubble. J4 para a segunda equacao de Friedmann devemos en-

contrar a componente GG1;. Logo, seguindo os mesmos procedimentos do caso anterior

teremos
1
G = R — §Rgn, (3.2.29)
Em que
ai + 2a% + 2k
= = = 2.
Ry T 72 (3.2.30)
e
i [(a\® k
R=6 [— + (—) —l——Q} . (3.2.31)
a a a

Da métrica de Friedmann-Robertson-Walker, temos que a componente g, = <%> ,

logo

—2aa a* k

G = - — .
U k21— k21— k2

(3.2.32)
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Da equagao (3.2.23), temos que a componente G; é dada por Gy; = 87GTy;. Ja a
componente Tj; do tensor energia-momento, assume a seguinte relagao: T} = p, que

na forma covariante é descrita como segue
Tll = Pgii1- (3233)

Logo, substituindo Tj; em (3.2.23), iremos obter a seguinte expressao

CZ2
G11 = 87TGp<1 _ ]{,"I”Q) . (3234)

Comparando as equagoes (3.2.32) e (3.2.34), produz

9% .\ 2

a a

Substituindo a primeira equagao de Friedmann (3.2.28) na expressao (3.2.35), encon-

tramos

a —4rG
.= 3 (3p+p). (3.2.36)

Esta é a segunda equacao de Friedmann, que descreve a taxa de aceleragao com que
o Universo se expande em funcao da densidade de matéria e da pressao do fluido
relacionadas com o fator de escala de expansao do Universo [1, 6, 7]. De acordo com
essa expressao, percebe-se que o Universo pode ser acelerado ou desacelerado, assim

para @ > 0 o Universo é acelerado e @ < 0 temos um Universo desacelerado.

3.3 Densidade de energia no Universo

No Universo podemos identificar, em larga escala, trés fontes principais de distri-
buigao de matéria e energia [14]. Podemos citar: A matéria presente nos aglomerados
(como as Galaxias, Estrelas, dentre outros), a radiacdo césmica(representada pelas
ondas eletromagnéticas) e a constante cosmolégica A (termo adicionado por Einstein
em suas equagoes).

Considerando as fontes do campo gravitacional do Universo como um fluido per-

feito, iremos, através das equacoes de Einstein, encontrar a relacao entre a densidade



22

de energia com fator de escala, para descrevermos a energia dinamica do Universo
[6, 14, 22]. Sendo assim, o tensor energia-momentum de um fluido perfeito é descrito

por

T = (p+P)UuUy + Gy, (3.3.37)

Como consideramos um sistema de coordenadas co-moveis para descrever a métrica,
entao o movimento do fluido vai estar em conjunto com o do referido sistema. Portanto,

a quadri-velocidade serd dada por U* = (—1,0,0,0)

p 00 0
0 0 0
T, = b
00 p o0
0 00 p

Escrevendo na forma contravariante, teremos

T} = diag(—p,p,p,p)- (3.3.38)

O traco da equacao acima serd
T=T=-p+3p. (3.3.39)

Vamos agora aplicar a condigao da conservagao de energia a equagao (3.3.37)

v, T4 =0. (3.3.40)
0Ty +Th\Tg — ThTY = 0. (3.3.41)
que leva a
) a
p=—3-(p+p). (3.3.42)

A expressao acima é conhecida como a equacao da conservacao da energia para a

métrica de Friedmann-Robertson-Walker para um fluido perfeito.
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Para resolvermos a equagao (3.3.42), precisamos utilizar uma equagao de estado
que relacione a densidade de energia(p) com a pressao(p). Portanto, essa relacao é
descrita através de

p=wp (3.3.43)

Em que w representa uma constante independente do tempo que especifica a natureza

do fluido c6ésmico, assim, substituindo a expressao acima em (3.3.42), teremos [6, 7]
F a
- =-3—(1 . 3.3.44
L 32(14w) (3.3.44)
Integrando esta expressao, chegaremos a

p(t) = po {%)} o (3.3.45)

Que representa a densidade de energia em funcao do fator de escala a(t) para um fluido
perfeito.

Os exemplos mais comuns de fluidos cosmoldgicos sao a matéria, a radiagao e
a energia de véacuo [23], que de acordo com a equagao de estado (3.3.43),para cada

%ew = —1. Para

tipo de fluido w pode assumir os seguintes valores: w = 0, w =
w = 0 teremos um periodo dominado pela matéria diluida (poeira), em que a matéria
nao-relativistica, possui pressao zero [6]. Equivale ao comportamento das galdxias

numa escala de 100Mpc, no qual a pressao é praticamente desprezivel em relagao a

densidade de energia. Assim, para w = 0 temos
pu(t) ~a>. (3.3.46)

Que relaciona a densidade de matéria com o fator de escala, indicando a diminuicao
da densidade do nimero de particulas na medida que o Universo se expande.

Ja para w = %, temos o periodo dominado pela radiacao [6, 24]. Nesse caso,
a densidade de radiagao pode ser utilizada para descrever qualquer radiacao eletro-
magnética real, ou particulas massivas que se deslocam com velocidades préximas da

luz, indistinguiveis dos fétons.
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Podemos mostrar facilmente o valor de w para o caso da radiacao. Sendo assim,
considerando um gas isotropico de particulas relativisticas como um fluido perfeito,
logo podemos descrevé-lo através da expressao (3.3.37). Temos ainda, que o tensor
T, para o eletromagnetismo pode ser descrito em termos da intensidade de campo,
entao segue [14]

1
T = FPAFY — Zg’“’F’\"F,\J. (3.3.47)

Em que o trago deste tensor é representado por

1
T) = FFF,\ — ZF“FAU = 0. (3.3.48)
Comparando com (3.3.39), teremos
1
Pr = ng. (3349)
Que representa a equagao de estado de um gas de fétons(radiagao) e w = %, representa

a constante para a radiagao.
Portanto, a densidade de energia da radiacao descrita pela expressao (3.3.45)

cai de acordo com a seguinte relacao
pr(t) ~a™*. (3.3.50)

Logo, comparando as densidades, percebemos que a densidade de energia da radiacao
cai mais rapido do que a densidade de energia na matéria, isso porque a densidade
do numero de fétons diminui na mesma propor¢ao que a densidade do numero de
particulas nao-relativisticas. Acreditamos que hoje, a densidade de energia da radiacao
¢ muito menor que a da matéria, com % ~ 103. Porém, no passado o Universo era
muito menor e a densidade de energia da radiacao teria dominado neste periodo.
Para energia de vacuo, temos w = —1. Nesse caso, a equagao de estado torna-se
Prac = —Prac, Sendo p,q. = cte que pode ser relacionada a constante cosmolégica (A)

[25], conforme veremos a seguir.
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Vimos que na Relatividade Geral, a fonte de energia para o campo gravitacional
¢ o tensor energia-momento [6]. Na fisica ndo gravitacional, o movimento de uma
particula com a energia potencial V(z) é o mesmo que com uma energia potencial
V(z) + Vo, com Vy sendo qualquer constante. Na gravitagdo, porém, o valor real
das questoes energéticas é considerado, e nao apenas as diferencas entre os estados.
Esse comportamento abre a possibilidade da existéncia de energia de vacuo: uma
densidade de energia do espaco vazio. Uma caracteristica interessante, é que no vacuo
nao ha uma diregao preferencial, no entanto, ainda é possivel ter uma densidade de
energia diferente de zero se o tensor energia-momento estiver associado a invariancia
de Lorentz com coordenadas inerciais locais. Kssa invariancia de Lorentz nos leva
ao tensor energia-momento correspondente, que deve ser proporcional a métrica, logo
podemos descrever o termo cosmoldgico Ag,, como um fluido perfeito e escrever a
seguinte relacao

T = —Pvactu- (3.3.51)

Admitindo a condicao de que 7, ¢ invariante por transformacao de Lorentz, podemos

generalizar com coordenadas localmente inerciais arbitrarias em que
vac __
T;w = —PracGuv- (3352)

Comparando com a equacao de um fluido perfeito, o tensor energia-momento
dado pela equagao (3.3.37) equivale a expressao acima generalizada, a menos de um

sinal contrario na densidade de energia para pressao isotropica, gerando

Prvac = —Prac- (3353)

Dividindo o tensor energia-momento em uma parte da matéria T/% e uma parte de

Vacuo T:‘VZC = —pPracYur @ equacao de Einstein torna-se
1 M
R'uy - §Rguy - 87TG(T#V - pyacguy)' (3354)

Entao, de posse dessa equacao, Einstein na época, acrescentou um novo termo

chamado de constante cosmolégica A para tentar encontrar solugdes para um modelo
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de Universo estatico. Entao, A é inserida como uma densidade de energia de vacuo

expressa por

1
R, — §R9Aw + Ag = 81G(T,,). (3.3.55)

Em que o valor dessa densidade é descrita por

A

et (3.3.56)

Pvac =

Portanto, para a constante cosmolégica como distribuigao de energia-matéria a equacao
de estado (3.3.53) nos leva a um parametro w = —1, em que a densidade de energia

de vacuo ¢é dada por
pa(t) = po. (3.3.57)

Assim, temos trés periodos para a evolucao do Universo,sendo o primeiro dominado
pela radiacao, o segundo dominado pela matéria e por fim, o periodo dominado pela
constante cosmoldgica A [7].

Da equacgao de Friedmann, usando a constante de integragao ag, podemos fixar
o valor atual do fator de escala em ag = 1 para simplificar e obter as trés fontes para

a evolucao do Universo.

p = pu+ pPr+ pa. (3.3.58)
Em que,
Po
o =22, (3.3.59)
on="2 (3.3.60)
a
e
A
= —. 3.3.61
PA 3nCs ( )

Substituindo-as na equagao de Friedmann (3.2.28) obtemos

. 2
(9) _A &G (% L Po ) Ly (3.3.62)

a 3 3 at a’d a?
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Definindo um potencial efetivo como sendo dado por

87G (pon | Po k
Veff(a) = _T (a—f + aéw +$. (3363)

A equagao (3.3.62) torna-se

(9)2: % V(). (3.3.64)

a

2
Como (%) é positivo, podemos fazer uma analogia com a equac¢ao de movimento de

uma particula submetida a um potencial V. ;; expressa por

1
§mj:2 =FE — V(). (3.3.65)

Logo, a condic@o necesséria para o fator de escala ser positivo implica que Vezp(x) < %

(3)2: 0. (3.3.66)

Desta forma, derivando a equagao (3.3.64) de Friedmann, segue

0= P - eff(a)} a— % [%} a’. (3.3.67)

Para Vs critico igual a % teremos

Para k = 0, temos que o potencial efetivo V.ss(a) terd um predominio do perfodo da

matéria sobre a radiagao, portanto

817G [ p p
Vesla) = === (% + %) (3.3.68)

Para k = 1, teremos que o potencial efetivo V,ss(a) terda um predominio do periodo

da constante cosmoldgica sobre a matéria, e a radiacao, portanto

87G (pop  Poy 1
V;ff(a) = —T (? + ? ‘I—?. (3369)
Para k = —1, teremos que o potencial efetivo V,¢(a) tera um predominio do periodo

da radiacao sobre a constante cosmolégica e da matéria, logo

1
Viysla) = -0 (”ﬁ + pOM)—— (3.3.70)

3 at a3 a?’
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3.4 Parametro de desaceleracao

Um outro parametro que descreve o processo de expansao do Universo, é o

parametro de desaceleracao definido por [12, 14]

q%(é)1($>2. (3.4.71)

a
a

Essa expressao nos informa o quanto a taxa de aceleragdo (H) do Universo esté se
expandindo [4]. Sendo assim, podemos determinar o fator de escala a(t) variando no
tempo para alguns modelos cosmoldgicos e aplicando os resultados, iremos obter o
valor do parametro de desaceleracao (¢), analisando o seu comportamento para cada
modelo. Se ¢ < 0, a expansao do Universo é acelerada, mas se ¢ > 0 indica uma fase

de desaceleracao.

3.5 Modelos cosmoldgicos

Nesta secao iremos apresentar alguns modelos cosmoldgicos como solucao das

equagoes de Friedmann.

3.5.1 Modelo cosmolégico de Einstein-de-Sitter

No modelo cosmolégico de Einstein-de-Sitter temos: A =0, pog =0e k=0, 0
que corresponde o Universo dominado pela matéria. Portanto através da equacao de
Friedmann podemos encontrar o fator de escala para o periodo da matéria [12]. Sendo

assim, partindo da expressao (3.3.62), teremos

a_ A /Mw/a*?’. (3.5.72)
a 3
Chamando a = \/SWG% teremos,

|

I
Q
=
ol

(3.5.73)
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da

Como a = %,

podemos integrar e obter

3 \5,
a(t) = za ] (t)s. (3.5.74)
A expressao acima mostra o valor aproximado do fator de escala para o periodo do-

minado pela matéria, em que analisando o seu comportamento, percebe-se que cresce

com o passar do tempo indefinidamente. Como indica a figura 3.1

S

Figura 3.1: Evolucao do fator de escala em funcao do tempo para o universo dominado
pela matéria

Utilizando a equagao (3.4.71), podemos verificar através de célculos efetuados,
que o parametro resulta em ¢ = % O que leva a um periodo de desaceleragao constante

com o passar do tempo. Como mostra a figura 3.2.

06

044

05 i 15

Figura 3.2: Parametro de desaceleragao para a era dominada pela matéria
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Esse era o modelo mais popular até as observacoes indicarem que o Universo
estava em expansao acelerada.

Para o Universo dominado pela radiacao, temos: A = 0; pops = 0 e k = 0. Logo,

a_ ,/M,/ad_ (3.5.75)
a 3
Assumindo o = @/&TG% ficamos

utilizando (3.3.62), obtemos

=aa 2. (3.5.76)

da

7 e fazendo os mesmos procedimentos do caso anterior, produz

Sendo a =
a(t) = (2at)2. (3.5.77)

Esse corresponde ao valor aproximado do fator de escala para o periodo da radiacao,
em que analisando, observamos que cresce com o passar do tempo indefinidamente.

Como mostra a figura 3.3

(]
!

Figura 3.3: Evolucao do fator de escala em funcao do tempo para o universo dominado
pela radiacao

Como podemos observar, através de calculos efetuados, o parametro neste caso
resulta em ¢ = 1, o que indica um periodo de desaceleracao constante com o passar

do tempo. Conforme mostra a figura 3.4
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0.8

0.6+

Figura 3.4: Parametro de desaceleracao para a era dominada pela radiacao

3.5.2 Modelo de de Sitter

Para o caso do Universo dominado pela constante cosmologica, que corresponde
ao modelo de de Sitter, temos que A > 0, pop = 0, popr = 0 e k = 0, entao, partindo
da equacao 3.3.62, obtemos

o _ /A (3.5.78)

. . . x )
Como a = %, podemos integrar e entao obter a(t) = eV, Assim, o fator de escala
para a constante cosmoldgica obedece a uma expansao exponencial. Conforme indica
a figura 3.5.

5004

200

Figura 3.5: Evolugao do fator de escala em fungao do tempo para o modelo de de
Sitter
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Calculando o parametro de desaceleracao, temos como resultado g = —1 , o que
indica um periodo de aceleracao constante com o passar do tempo, conforme descreve

a figura 3.6.

=034

g -10

-144

Figura 3.6: Parametro de desaceleracao para o modelo de de Sitter
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Capitulo 4

Cosmologia Inflacionaria

4.1 Teoria do Big Bang

A Teoria do Big Bang'é uma teoria que prevé que o Universo originou-se de
um estado muito quente e denso, cuja expansao inicial afetou nao s6 a matéria, mas
a propria estrutura do espago-tempo [1, 9]. Tal teoria Recebeu uma extraordinéria
confirmagcao experimental em 1964 com a descoberta da radiacao césmica de fundo na
faixa de microondas. Esta radiacao foi detectada no ano de 1965, pelos engenheiros de
telecomunicagoes Arno Allan Penzias (1933—) e Robert Woodrow Wilson (1936—), que
captaram acidentalmente essa radiacao em ondas de radio de 7,35 cm. Eles estavam
estudando interferéncias indesejaveis nas comunicacoes por satélites, quando percebe-
ram a presenca de um ruido de fundo que vinha de todas as direcoes do céu a qualquer
hora do dia. Dados mais recentes obtidos em 1989 pelo satélite COBE?confirmaram
essa radiacao como sendo a de um corpo negro a 2, 7K. A radiagdo é a mesma em

todas as direcoes e as inomogeneidades seriam inferiores a uma parte em 100 mil.

!Termo que representa a concepcdo atual de que o nosso Universo se originou de uma grande
expansao inicial do espago-tempo a cerca de 10 bilhdes de anos atrés. Neste processo de expansao tanto
a densidade como a temperatura e a pressao variaram enormemente proporcionando o predominio
das diversas formas de interagao fisica conhecidas, gerando as fases ou eras cosmoldgicas.

2Satélite norte-americano, langado em (1989), e que operou até (1994). Seu nome refere-se a
expressao Cosmic Background Explorer e conduziu trés experimentos cientificos destinados a estudar
a radiacao césmica primordial.
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Ela teria sido irradiada quando o Universo tinha cerca de trés mil Kelvins, 380 mil
anos e era 1500 vezes menor que o tamanho atual. Entao a temperatura ja havia
baixado o suficiente para que os a&tomos pudessem se recombinar tornando o Universo
transparente para a radiacao poder escapar. S6 entao as galaxias comecaram a se
formar. A deteccao da radiacao césmica de fundo ja havia sido prevista pelo fisico
norte-americano George Gamow (1904 — 1968) na década de 40 no entanto, na época,
nao foi dada importancia. Atualmente sdo consideradas como reliquias do Big Bang
26].

A teoria do Big Bang apesar de sua relevancia, apresenta alguns problemas no
que se refere as condigoes iniciais do Universo, dentre os quais podemos citar [4, 25]:

i) Problema do Horizonte: A distribui¢ao observada do fundo de microondas revela
uma grande homogeneidade. O problema, no entanto, é que estas regices distantes
nao teriam condigoes de ter tido contato causal antes da época em que a radiacao se
desacoplou da matéria. Portanto, a grande questao é saber como o Universo conseguiu
atingir tal grau de homogeneidade.

ii) Problema da Planura: O problema da planura consiste em explicar por que a
densidade total de energia é extremamente proxima a densidade critica. De acordo com
os dados da astronomia experimental, o parametro de densidade tem um valor muito
préximo a 1, mas nao exatamente 1, que corresponde ao modelo critico (Qypa = 1), 0
que significa que a geometria do Universo é praticamente plana e, consequentemente,
a densidade de energia do Universo é quase igual a critica. Essa é uma situacao muito
especial, pois se fosse um pouco maior ou um pouco menor que a unidade no inicio do
Universo, hoje o seu valor seria muito diferente de 1, uma vez que o mesmo é funcao
do tempo. Isso implica num ajuste finissimo do parametro de densidade no inicio
do Universo para que o seu valor seja compativel com o que é observado hoje, o que

realmente é algo bastante artificial em virtude desse carater altamente instavel de €.
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4.2 Cosmologia Inflacionaria

A Teoria da Inflagao foi proposta em 1981 por Alan Guth e surge como alter-
nativa para a explicar os problemas do horizonte e planura. A ideia central é que o
Universo sofreu uma expansao muito rapida em um periodo de tempo muito curto,
durante o qual o fator de escala foi acelerado exponencialmente [4]. De acordo com a
teoria, tal expansao foi provocada pela presenca de um campo escalar relacionado a
energia de vacuo conhecido como inflaton. Acredita-se que em algum momento a ener-
gia cinética do inflaton torna-se pequena e a maior parte da energia fica armazenada
em seu potencial. Esta energia possui pressao negativa e como consequéncia, provoca
a expansao acelerada muito grande em curto intervalo de tempo [6, 14, 18, 22]. O fato
de propor o campo escalar (inflaton) como gerador da inflacdo, ndo é apenas para se
obter um estagio acelerado do Universo e resolver os problemas da planura e horizonte,
mas também fornecer um mecanismo para a geragao de particulas e da radiacao, bem

como outro mecanismo para a geracao das pertubacoes primordiais cosmoldgicas.

4.3 Teoria de Campo Escalar em Cosmologia

Vimos que o campo escalar, associado a uma transicao de fase, responde pela
pressao negativa que acelera a expansao do Universo primordial. Entao, vamos intro-
duzir a teoria de campo escalar em cosmologia, através do tensor energia-momento,
para obtermos a densidade de energia e a pressao e assim relacionarmos o campo esca-
lar com as equagoes de Friedmann. Portanto, iremos utilizar o tensor energia-momento
definido por [27, 28]

oL

w_ & n
T} = g0+ OLL. (4.3.1)

que obedece a lei de conservagao, pois utilizando as equacgoes de movimento podemos

verificar explicitamente que este tensor energia-momentum possui essa caracteristica,
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ou seja

0,TH = 0. (4.3.2)

14

Substituindo a equagao de um campo escalar real em (4.3.1), iremos obter o tensor

energia-momentum para um campo escalar descrito por
T,u,l/ = au¢au¢ + g,LLl/LJ (433>
em que L é a lagrangeana padrao de campos escalares, definida por [28, 29]
1
L= —3 PO p — V (9). (4.3.4)
Substituindo (4.3.4) em (4.3.3) produz
1
T = 0,90,9 — guuéauﬁbauﬁb — 9V (). (4.3.5)
Fazendo ;=0 e v = 0 teremos
1.,
Too = §¢ + V(o). (4.3.6)

Como o tensor energia-momento possui componente Tyy = p, assim, comparando com

a expressao (4.3.6) iremos obter a densidade de energia que é dada por:

p= %& + V(). (4.3.7)

Agora substituindo y = 1 e v = 1, teremos a componente 77; do tensor energia-
momento descrita por

Ty = 5(006)" = V(6). (433

Temos que as componentes 11y = p1;Th = po;T33 = p3, mas como a pressao € cons-

tante, entdao: p; = ps = p3 = p logo, comparando com a expressao (4.3.7) encontramos
que a pressao ¢ dada por

p= %dﬁz — V(). (4.3.9)

Pegando a primeira equacao de Friedmann e substituindo a densidade de energia

p, obteremos a seguinte equagao

<g>2_ 8nG _ & (4.3.10)
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Para a segunda equacgao de friedmann, temos

d_—87rG
3

{éf -~ V(cb)} : (4.3.11)

Pegando agora a equacao da conservacao de energia para a métrica de Friedmann-
Robertson-Walker de um fluido perfeito, represendada pela equagao (3.3.42) e substi-

tuindo os valores de densidade e pressao encontrados, iremos obter

é+3g¢+ % = 0. (4.3.12)

Esta é a equacao de movimento da particula que governa a evolucao temporal do

campo escalar. Chamando H = %, logo a equagao (4.3.12) torna-se

; 1%

é+3Ho+ 52 =0. (4.3.13)

Em que H representa a taxa relativa de crescimento do Universo, ou seja, taxa de
expansao conhecida como sendo o paramentro de Hubble. Percebe-se que o parametro
de Hubble atua como um termo de atrito [30].

Da equagao (4.3.13) do movimento da particula podemos analisar a evolugao
temporal do campo escalar, pois de acordo com o principio cosmoldgico, o Universo
é homogeéneo e isotrépico, portanto varia somente como funcao do tempo, ou seja,
¢ = ¢(t). Assim a equagao de Friedmann (3.2.28), para k = 0, torna-se

<g>2: % B& + V(gb)} (4.3.14)

Na equacio acima, se ¢? << V() teremos que p = V(¢g) e p = =V (¢y), entdo pode-
mos obter um regime de aceleracao positiva quando a pressao for negativa, onde p = —p
e percebemos que de acordo com a equagao da pressao de um fluido perfeito (4.3.9) e
da densidade de energia (4.3.7) esta condigao ¢ satisfeita desde que o termo cinético
permaneca subdominante, sendo desprezivel com relagao ao termo potencial. Com
esta condicao, o potencial escalar torna-se maximo, e como a expansao é acelerada,

o potencial deve variar lentamente nesse periodo. Logo teremos que V' = constante,
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ou % = ¢, onde £ é um valor muito pequeno. Essa aproximacao é conhecida como

aproximacao de slow-roll (rolamento lento), caracterizando uma expansao acelerada.
No regime slow-roll, p =~ constante e p = 0 de tal forma que a equacao do movimento

(4.3.12) pode ser escrita como [6, 7, 14, 18]
3¢+ — =0. (4.3.15)
a

Como V = constante, entao a equacgao de Friedmann torna-se

N2
a @G
(5) ==V (4.3.16)

que integrando e manipulando matematicamente, iremos obter
8T GV
a(ty=eV s ° (4.3.17)

Assim, percebe-se que independente da forma do potencial, a aproximacao slow-roll
sempre fornecerd uma solucao exponencial de tal forma que p = —p = —V semelhante
ao que ocorre no modelo para o Universo dominado pela constante cosmoldgica, que
corresponde ao modelo de de Sitter [31]. Neste periodo o inflaton evoluird do estado
de falso vacuo para o estado de vacuo verdadeiro quando g—‘; nao for pequeno, o
que corresponde ao término do regime inflacionario em que o potencial chega ao seu

minimo e o termo cinético nao é mais desprezivel e, de acordo com a equagao (4.3.13),

o inflaton sofre oscilagoes amortecidas e perde energia, reaquecendo o Universo.

4.4 Modelos de potenciais

Vimos que o campo escalar (inflaton) é submetido a um potencial V(¢). Nesta
secao iremos apresentar alguns modelos de potenciais, seguindo alguns procedimen-
tos matematicos, que viabilizem analisar o comportamento do fator de escala e do

parametro de desaceleragao para cada modelo.
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4.4.1 Modelo de campo escalar: Potencial quadratico

Considere o modelo mais comum de campo escalar (¢) com massa (m) e com

densidade de energia potencial conforme segue [18]
L 5.9
V(p) = 5™m o°. (4.4.18)

Substituindo (4.4.18) na equagao que governa a evolugao temporal (4.3.13), teremos

. .9V
¢+3H¢+5$:0. (4.4.19)
¢+ 3Ho +m?¢ = 0. (4.4.20)

Em que o termo 3H ¢, é interpretado como um termo de atrito.
Nesse caso, a primeira equacgao de Friedmann, considerando a aproximacao slow-

roll e 0 espaco com curvatura nula, apresenta-se da seguinte forma

B TG
3

e
H =/ Tm(qzﬁ) (4.4.22)

Tendo em vista que estamos considerando o regime slow-roll, que significa que o campo

H? V()] (4.4.21)

que leva a

escalar move-se muito lentamente como uma bola em um liquido viscoso [8], temos que
o termo de atrito 3H ¢ domina sobre o termo de aceleragao qﬁ e a condigao 452 < V()

torna-se valida. Sendo assim, a expressao (4.4.19), torna-se
3Hp + m?¢p = 0. (4.4.23)

Agora, substituindo a equagao (4.4.22) em (4.4.23), produz

m

h=— 4.4.24
¢ 2V/3rG ( )
Integrando a equacao acima, teremos
m
6(t) = 6o — (4.4.25)
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A figura abaixo mostra o comportamento do campo escalar ¢(t).

14
0.8
0.6

044

041

-0.6
Grafico do campo escalar {(#) em fungio do tempo(t)

Figura 4.1: Evolugao do campo escalar ¢(t) para o modelo de potencial quadratico.

Substituindo a equagao (4.4.25) em (4.4.22), podemos determinar o fator de

escala a(t) para esse campo.

(%): @mWo - N’;T_Gt) (4.4.26)

2
< da >_ om %% - m?t (4.4.27)

adt

Integrando a equacao acima resulta
2/3mv/3v/m Gp(0)t—1/3m*t* (4.4.28)

a(t) = age

construindo o gréfico de a(t), temos o seguinte comportamento
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a(t)

T T T T 1
0 03 1 13 2 23
r

Grafico do fator de escala af) em fungio do tempoft)

Figura 4.2: Evolugao do fator de escalar a(t) para o modelo potencial quadratico.

Analisando o gréfico acima percebe-se que o fator de escala a(t) cresce exponenci-
almente, apresentando dessa forma comportamento semelhante ao que vimos na se¢ao
(3.5.2), ou seja, para tempos suficientemente curtos descreve um modelo de Universo
dominado pela constante cosmoldgica conhecido como modelo de de Sitter. Porém,
para tempos suficientemente longos o Universo tende a desacelerar.

De posse desses resultados, podemos agora determinar o parametro de desace-
leragao utilizando a expressao (4.4.28) e calculando suas respectivas derivadas, con-
forme apresenta a expressao (3.4.71). Assim, teremos

aa 179 67 G ¢2 — 4m\/3/TVGhot + 2mt? — 3.
@ (ﬁﬁ\/@(%) - mt>2

(4.4.29)

A figura 4.3 descreve o comportamento da expressao acima.
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Grafico do pardmetro de desaceleragio para o potencial quadratico

Figura 4.3: Comportamento do parametro de desaceleracao ¢(t) para o modelo poten-
cial quadratico.

J& a figura 4.4 representa tanto o fator de escala, quanto o parametro de desace-

leracao para este caso.

[

Figura 4.4: Comparando o comportamento do fator de escala a(t) com o parametro
de desaceleracao q(t).

Analisando a figura acima, observa-se que na medida que o fator de escala cresce
exponencialmente, o parametro de desaceleragdo permanece negativo, ou seja, ¢(t) < 0,
sendo assim, o modelo de potencial utilizado, indica um periodo de expansao acelerada

do Universo, o que caracteriza a inflagao primordial.
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4.4.2 Modelo de campo escalar: Potencial tipo cosseno
Para o modelo de potencial tipo cosseno, temos a seguinte configuragao [32]

V(¢) = Ccos’ 5¢. (4.4.30)

Em que C' e 8 sao constantes. Entao, seguindo os mesmos procedimentos do modelo
anterior teremos que a equacao de movimento do campo escalar, no regime slow-roll,

se apresenta como segue

3H) + g—‘; = 0. (4.4.31)
Nesse caso, teremos
3H¢ + %jﬁ(b) =0. (4.4.32)
Daif
3H¢$ — CBsin(26¢) = 0. (4.4.33)

Vamos agora relacionar o potencial V(¢) = C cos? 3¢, com a equagao de Friedmann

a 8rGC
(E):“ 3 | cos Bo|. (4.4.34)

Assim, substituindo a expressao acima em (4.4.33), produz

(3.2.28), logo

rGC

3 | cos Bo|)dp — CBsin26¢p = 0. (4.4.35)

3(

(@): CBsin28¢ (4.4.36)
dt 3 87r§‘C| cos ﬁ¢|
Chamando
3 SW?C)T'C
X=—"— 4.4.
e (4.4.37)
entao,

X| cos S|
2 sin B¢ cos B¢

do = dt (4.4.38)
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Nessa situacdo, iremos considerar o intervalo ¢, tal que |cosS¢| = cosfp, o que

implica em t < ty. Portanto, aplicando a integral

1 2(t —t
3 In(csc S — cot fo) = % (4.4.39)
28(t—tg)
cscfop —cot fp=e X (4.4.40)
L cosPe (4.4.41)
sin 8¢ sin f¢
in2 8¢ t—t
2 G _ (M (4.4.42)
sin B¢
2 sin2 @ 2B(t—tg)
2 27 P07
T2 eTx 4.4.43
2sin % coS % ( )
tan % — 5 (4.4.44)
Que resulta em
2 t—t
= 3 arctan (ew(x O)). (4.4.45)
Construindo o gréafico, teremos
0.7
0.6
0.3
8 0.4
03
02
0.1
0 T T T |
o 5 10 15 20

t
Gréafico do campo escalan(¢) em fungio do tempo(t)

Figura 4.5: Evolucao do campo escalar ¢(t) para o modelo de potencial tipo cosseno.
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Vamos determinar o fator de escala a(t) para este modelo, substituindo (¢) na

expressao (4.4.34), assim

2 28(t—tg
% = 87T§C cos 3 (E arctan <e = >>) ‘ (4.4.46)
da = SW?();O cos (3 <% arctan< e >) ‘dt (4.4.47)

Integrando a equagao acima, teremos

< 25}2'0 2[:3Xt>
—e +e
B B Bto Bt B8t
—2/3X\/7 R CG(e2 X +e 7)\/6(7111<e2 X +e 27)+1n( 7)) 7
<c27+c27> ﬂ(—e27+e2
a(t) =-e

(4.4.48)
Admitindo C = 1,G =1, =1,X = 1,1, = 10, podemos observar o seguinte
comportamento para o fator de escala

3.3 % 1071
3% 107144
2.3 x 10714
2. 10744
a(t)
1.5 % 10714

1.x 10714

5% 10715

8 8.3 9 9.3 10
t
Grafico do fator de escala a(f) em fungdo do tempo

Figura 4.6: Evolucao do fator de escala a(t) para o modelo de potencial tipo cosseno.

Quanto ao parametro de desaceleracao, temos

q(t): —1/6 \/_\/_e6t0+3e4t0+2t\/_\/_ 382t0+4t\/_\/_+e6t\/_\/_

2
Lgettorat [L0 —e2t)” 1 G e2totit o —et)’ (4.4.49)
2t0+e2t 2 2z0+92t

( eBto3edtp+2t_ 3e2t0+4t+e6t




Construindo o grafico da expressao acima, teremos

-4+

a(f)

-0.6

-0.8+

-1

Grafico do parametro de desaceleragdoq(t) em fungio do tempol(t)
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Figura 4.7: Comportamento do parametro de desaceleracao ¢(t) para o modelo poten-

cial tipo cosseno.

4.4.3 Modelo de campo escalar: Potencial tipo seno

Vamos agora analisar o comportamento da evolucao do fator de escala a(t) e do

parametro de desaceleracao para o modelo de potencial tipo seno, representado pela

seguinte expressao:

V() = C'sin® Bo.

(4.4.50)

Em que C e B sao constantes. Dali, seguindo os mesmos procedimentos do modelo

anterior teremos que a equacao de movimento do campo escalar, no regime slow-roll,

se apresenta da seguinte forma

. IV
3H — = 0.
Nesse caso, teremos
. CO(sin? Bo)
H —=0.
3Ho + 90 0

Ou ainda

3H$ + CBsin(26¢) = 0.

(4.4.51)

(4.4.52)

(4.4.53)
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Vamos agora substituir o potencial V(¢) = C'sin? 8¢, na equacido de Friedmann

(3.2.28), logo

a 8rGC .
(a)— 3 | sin S| (4.4.54)
Assim, substituindo a expressao acima em (4.4.53), produz
8tGC .
3( ”3 | sin B|)¢ + CBsin 2B8¢ = 0. (4.4.55)
(%): __ CPsin2¢ (4.4.56)
3 %! sin B¢
Chamando
3 8rGC
V 3
A=Y ~° 4.4.57
entao,
Alsin g
dop = —dt. 4.4.
2sin B¢ cos B ¢ (4.4.58)
Nessa situagao, iremos considerar o intervalo ¢, tal que |sinS¢| = sin ¢, o que

implica em t < ty. Portanto, integrando fica

1 2(t—t
— In(sec B¢ + tan f¢) = _A—t) (4.4.59)
I6; A
sec o + tan fp = e~ S (4.4.60)
1 sin 8¢ 2819
= A 4.4.61
cos B¢ cos P ¢ ( )
2 cos? 52 26(t—tg)
T 2 o 4.4.62
cos B¢ ¢ ( )
2 cos? 52 28(t—tg)
— 2 __—e A 4.4.63
2sin % cos % ( )
cot % e (4.4.64)

Que resulta em

2B(t—tg)

o= %arccot(e_A). (4.4.65)
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T T T 1

0 3 10 13 20
t

Grafico do campo escalar ¢f) em fungio do tempo.

Figura 4.8: Evoluc¢ao do campo escalar ¢(t) para o modelo de potencial tipo seno.

Admitindo f =1,A4 = 1,t; = 10, podemos observar o seguinte comportamento para o
campo escalar
Para determinar o fator de escala a(t), vamos substituir o campo escalar ¢(t)

encontrado na expressao (4.4.54), assim

' /8 GC’ 2 _26(t—t
g il smﬁ(— arccot (e i ))) ‘ (4.4.66)
a B
d 2 28(t—tqg
- 87T§;O Sinﬁ(B arccot(e” = ))) ‘dt (4.4.67)
Chamando
c= 8750 = cte (4.4.68)

Fazendo a substituicdo da equagdo acima em (4.4.67) e integrando, iremos obter a

seguinte expressao para o fator de escala a(t)

—1/24cAln ‘2&/?@“‘ ~141/2icAln —Q&Zt’ﬁ—i B!
a(t) =e / (e >6 / (e ) : (4.4.69)

Assumindo f = 1,4 = 1,¢ = 1,ty = 10, teremos que o fator de escala, para esse

modelo, se apresenta da seguinte forma
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534

Grafico do fator de escala at) em fungio do tempo ()

Figura 4.9: Evolugao do fator de escala a(t) para o modelo de potencial tipo seno.

Para o parametro de desaceleracao, utilizando a equagao (3.4.71) novamente,

iremos obter a seguinte expressao
qt) = — (e7 1t e 21200 _ 1) 217200, (4.4.70)

Construindo o grafico do parametro de desaceleragao, iremos observar o seguinte

comportamento

afty -504

-1004

-1504

Gréfico do pardmetro de desaceleragéo q(f) em fungio do tem pa (t)

Figura 4.10: Comportamento do parametro de desaceleracao ¢(t) para o modelo de
potencial tipo seno.
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Comparando gt) com aft) para o potencial fipo seno

Figura 4.11: Comparando o parametro de desaceleragdo ¢(t) com o fator de escala
a(t), para o modelo de potencial tipo seno.

A figura 4.11 indica um periodo de aceleracao do Universo em t < t.

4.4.4 Modelo de campo escalar: Potencial \(t)¢?

O modelo de potencial que vamos utilizar é representado da seguinte forma

V(¢) = A(t)o". (4.4.71)

Em que A(t) = Ao + A\it, é denominada constante de acoplamento. Sendo assim,
Substituindo (4.4.71) na equagdo de movimento da particula, considerando o regime

slow-roll, obtemos

- 09
3H) + 9o = 0. (4.4.72)
Assim
3H + 4A(t)¢® = 0. (4.4.73)

Nesse caso, a primeira equacao de Friedmann, considerando a aproximagcao slow-

roll, apresenta-se da seguinte forma

O (4.4.74)
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Sendo G(t) um parametro que varia com o tempo [33]. Portanto, podemos assumir

G(t) = GO)‘O Assim, a equacao (4.4.74), torna-se

87TGO>\0
3

H—

¢*. (4.4.75)

Agora, substituindo a equagao (4.4.75) em (4.4.73), produz

3( 8”G°A0¢ )q's = —4\(t)¢® (4.4.76)

Como A(t) = Ao + A1t, substituindo em (4.4.77) nos leva a

dp =20 + M)
¢ N vV 67TGO)\0

Integrando a equacao acima, teremos

dt (4.4.78)
Ly Y8002 00)
o(t) = doe VrGodo (4.4.79)

Construindo o gréfico do campo escalar ¢(t), admitindo Gy = 1,9 = 1, Ao = 1, A1 =

—0.12.

T T T T T T T
0 1 2 3 -L 3 6 7 3

Gréfico do campo escalar §(f) Emfml;a do tempo ()

Figura 4.12: Evolucdo do campo escalar ¢(t) para o modelo de potencial A(t)¢?.

Manipulando a equacao (4.4.75), chegamos a seguinte expressao para o fator de

escala

<%) - 87TG3°A° $2dt (4.4.80)
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Substituindo o campo escalar ¢(t) descrito pela equagao (4.4.79) na expressao acima

e aplicando a integral, teremos

a(t) = agexp {1/3 VBT Gy Ao (00)” v/mexp (1/3 % v:]T)\Glo)‘o)\/gelrf

— 1 1 1 (4.4.81)
(1733 it + 13 VBB e ) |
V™G Ao V7™ G Ao

Em que erf(x) é a func¢ao erro. Assumindo Gy = 1,¢9 = 1,a0 = 1,0 = 1, A\; = —0.12
et=0- -%, obtemos o seguinte comportamento para o fator de escala a(t).

1.04

o I 1 3 4 5 & 71 8

t
Grafico do fator de escala aff) em funcio do tempo (f) para t=0..233

Figura 4.13: Evolugao do fator de escalar a(t) para o potencial A(t)¢?.

Analisando a figura 4.13, percebe-se que o fator de escala apresenta comportamento
crescente. No entanto, nota-se que inicialmente cresce exponencialmente, apds um
certo tempo esse crescimento diminui e depois aumenta novamente.

Para t > 23—5, teremos

T T T
0 3 10 15

4
Gréfico do fator de escala aff) em fungio do tem po (f) para 5253

Figura 4.14: Evolucao do fator de escalar a(t) para o potencial A\(t)¢? considerando
t> %,
3
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No grafico acima, percebe-se que para t > 23—5,0 fator de escala apresenta divergéncia
a partir de um determinado tempo, assim, o modelo de densidade de energia apresen-
tado torna-se instavel nessas circunstancias. Isto porque para os valores de parametros
utilizados, esse valor de tempo inverte o sinal de A o que faz com que o potencial fique
invertido, o que gera instabilidade.

Para o parametro de desaceleragao, teremos.

,1/3 ﬁ‘/gt(ilﬂr?)

V21/3t(At+2)
q(t) = (—We VT Mt 1) PR

a b (4.4.82)

Construindo o grafico da expressao acima obtemos o seguinte comportamento para o

parametro de desaceleragao:

[
L

~1d
Grafico do pardmetro de desaceleragio g(t) em funcio do tempo (t).

Figura 4.15: Comportamento do parametro de desaceleracdao ¢(t) para o potencial
A(t)¢* parat =0--2.

Analisando o grafico acima, percebe-se que existem regioes aceleradas e desa-
celeradas. Assim, apresenta inicialmente uma expansao acelerada do Universo (fase
inflaciondria), depois uma desaceleragao e por fim mostra que o Universo comega a
acelerar novamente. Esta tltima, podemos relacionar a fase atual do Universo, que de
acordo com as observagoes, se encontra em uma nova fase de expansao acelerada.

Apoés termos determinado o parametro de desaceleragao, podemos analisar o

comportamento da equacgao de estado cuja expressao pode ser descrita por

wlt) = %(Qq(t) - 1) (4.4.83)
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entdo, substituindo a equacdo (4.4.82) na expressao acima, obtemos
_ V2v/3t(At+2) V2v/3t(At+2)
w(t) = —2/3 (We VBT gt — 1) BTA T o 1/3. (44.84)

Assim, assumindo os mesmos valores atribuidos as constantes, teremos

wit)

Grifico da equagio de estado w(t) em fungio do tempo(t)

Figura 4.16: Comportamento da equagao de estado w(t) em fun¢ao do tempo para
t=0--2,
3

Analisando o grafico acima, percebemos que apresenta os trés tipos de fluidos
cosmoldgicos, entdo no caso em que w(t) = 0 identificamos o periodo dominado pela
matéria, para w(t) = 3 temos o perfodo dominado pela radiagao e em w(t) = —1 quem
domina é a constante cosmolégica (A).

Para t > 23—5, teremos

w(t)

Gréfico da equagio de estado m{t) em fingio dotempolt)

Figura 4.17: Comportamento da equacao de estado w(t) em fungao do tempo para
t> %,
3
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No caso do grafico acima percebemos que para t > 23—5 a constante cosmoldgica (A)
¢ quem predomina, caracterizando dessa forma um modelo de Universo de de Sitter.
Podemos ainda escrever a densidade de energia e a pressao em termos do modelo

de potencial apresentado, assim

p= %éQ +A(t)g".
p= %gis? — At)o*. (4.4.85)

Logo, calculando a derivada de ¢(t) e fazendo as devidas substituigoes nas relagoes

acima, produz
Vo(1/2¢25 420 t)

p(t) = 1/3¢0° (At + o) <e1/3 WTGM)) T

4.4.
~1/3 “5<1/”2*1+*0t)>4 (4.4.86)

+ (A1t + o) ¢o” (e vV Go o

Cujo gréfico apresenta o seguinte comportamento

0.154
p()

0.10

0.05

0

] 1 2 3 4 3 3 7 8

t
Grafico da densidade p(f) em fungdo do tempo(f).

Figura 4.18: Comportamento da densidade p(t) em funcao do tempo (t) para t =

25
0.2,

Para a pressao tem

\/6(1/2 t2X1+Xq t)

p(t) = 1/3¢0 (Mt+ Xo)’ (e_1/3 V’TGOAO> TGy N !

4.4.87
~1/3 VB(1/2231400 1) ) ! ( )

— (ALt + Xo) do? (e VT Golo
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Construindo o grafico obtemos

-0.024
-0.044

-0.06

PO
-0.121
-0.144
016

-0.184

Grafico da pressdo p{f) em fungdo do tempo (f).

Figura 4.19: Comportamento da pressao p(t) em fungao do tempo (t) parat =0 - 23—5

Observamos que nesta faixa de tempo nao existem singularidades futuras no fator

de escala, densidade de pressao e densidade de energia.

4.4.5 Espago com curvatura

Vamos agora analisar as regioes de aceleracao e desaceleracao do Universo, con-
siderando o espago com curvatura, nesse caso, iremos utilizar o potencial V' = V}; = cte.

Assim, a equacao de Friedmann se apresenta como segue

(2)2: 8nG K (4.4.88)

a 3 a?
Onde
p = V. (4.4.89)
Entao
N2
a G K
- =—Vy;— = 4.4.90
(a) 3 0 @2 ( )
a G K
— =3/ —Vy - = 4.4.91
a 3 W a? (4.4.91)

Assumindo A = %VO, obtemos

da K
— =4/ == 4.4.92
. A a2dt (4.4.92)
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da

S (4.4.93)
\a? — Kk

Entao, integrando a expressao acima, teremos

da
- —t 4.4.94
/ VAia? —k ( )
Assim,

e Para A\=1e k=1, temos

a(t) = cosh (t). (4.4.95)
e Paral=1lek=—-1

a(t) = sinh (7). (4.4.96)

Logo, o comportamento do fator de escala a(t) para os dois casos se apresenta da

seguinte forma

2004

1304

304

] T T T T T

0 1 2 3 4 3
t

Grafico do fator de escala af) em fungio do tempo (f)

Figura 4.20: Comportamento do fator de escala a(t) para o potencial constante. O
vermelho representa o caso em que k =1 e o azul k = —1.

Apoés termos obtido o fator de escala, iremos agora utilizar os resultados para
analisar o parametro de desaceleracao para cada caso.

Para A=1¢e k=1, temos

_ (cosh (1)
g(t) = O (4.4.97)

A equacao acima apresenta o seguinte comportamento
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3 6 7 8 9
L4 L 1 L L

-1.00002 {
-1.00004
-1.00006 4
-1.00008

9
-1.00010
-1.00012

-1.00014

-1.00016

-1.000184
Gréfico do pardmetro de desaceleragéo qit) em fungio do tempo (f)

Figura 4.21: Comportamento do parametro de desaceleracao ¢(t) para o potencial
constante,para o caso em que A =1e k = 1.

ParaA=1ek=-1
inh (¢))
g(t) = —(S'ln—())Q. (4.4.98)
(cosh (t))
Para a expressao acima, o grafico se apresenta da seguinte forma

0

0.4

-0.6

-0.5

~1d
Grafico do parametro de desaceleragio g(t) em fingio do tempo (f)

Figura 4.22: Comportamento do parametro de desaceleracao ¢(t) para o potencial

constante,para o caso em que A =1e k= —1.
e Vamos analisar a(t) e ¢(t) para o caso em que A= —1lek =1
/ A;lj__k _y (4.4.99)
arctan alt) =t (4.4.100)
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a(t) = tan (£) / — ((tan (£))> + 1) " (4.4.101)

Construindo o grafico, teremos

a(t)

Grafico do fator de escala at) em fungio do tempo (f)

Figura 4.23: Evolucao do fator de escala a(t) para o potencial constante, para o caso
emque A =—1lek=1.

Determinando agora o parametro de desaceleracao

o(t) = % (4.4.102)

Plotando o grafico observamos o seguinte comportamento

1404
1204
100

30

604

T im T im
n

T in In  2m
4 2 4

R
t
Grafico do parametro de desaceleragio g(t) em fingio do tempo (f)

Figura 4.24: Comportamento do parametro de desaceleraciao ¢(t) para o potencial
constante, no caso em que A= —1e k = 1.

e Seguindo os mesmos procedimentos, iremos agora analisar para A = —1ek = —1.
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Portanto, o fator de escala se apresenta da seguinte forma
a(t) = sin (). (4.4.103)

Cujo gréfico tem o seguinte comportamento

11

a®) 0.5

-1
Grafico do fator de escala at) em fungio do tempo ()

Figura 4.25: Evolugao do fator de escala a(t) para o potencial constante, para o caso
emque A =—1ek=-—1.

Determinando ¢()

o(t) = % (4.4.104)

O grafico da expressao acima, é descrito como segue
1404
1204
1004
30
q(®

60+

404

im T im im Tm im
4 4 2 4

IulH 4

3
I
t
Grafico do parGmetro de desaceleragdo g{t)em fungio do tempo (t)

Figura 4.26: Evolugao do fator de escala a(t) para o potencial constante, para o caso
emque A =—1lek=—1.
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Capitulo 5

Conclusao

Diante das evidéncias a cerca da expansao acelerada do Universo, varias pesqui-
sas vem sendo realizadas explorando diversas abordagens. Neste trabalho propomos
alguns modelos de potenciais que aplicados as equacoes de Friedmann, podem descre-
ver tal expansdo. Assim, utilizamos os seguintes modelos: (i) Potencial quadrético,
(11) tipo cosseno, (#1) seno, (iv) A(t)¢* e o (v) potencial constante. Com isso, obser-
vamos através do comportamento do fator de escala e do parametro de desaceleragao
que a evolugao do Universo apresenta periodos de aceleracao e de desaceleracao. Para
os modelos (1), (u2) e (i), considerando o espaco plano, verificamos um periodo em
que o Universo se expande aceleradamente até um determinado tempo, denominado
de periodo inflacionario. Nessa fase quem domina a evoluc¢ao do Universo é o campo
escalar (inflaton) representado pelo seu potencial. Verificamos ainda que os resultados
obtidos satisfazem o modelo cosmoldgico de de Sitter. No caso do modelo (iv), iden-
tificamos um comportamento mais dinamico da evolucao do Universo. Inicialmente
verificamos uma expansao acelerada (fase inflaciondria), depois uma desaceleracao e
por fim observamos que o Universo comeca a acelerar novamente. Esta tltima, pode-
mos relacionar a fase atual do Universo, que de acordo com as observagoes, se encontra
em uma nova fase de expansao acelerada. Também identificamos com esse modelo,
através da equacao de estado, os periodos dominados pela matéria (w(t) = 0), radiagao

(w(t) = 3) e constante cosmoldgica, nesse caso (w(t) = —1). J& para a densidade de
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energia e pressao, observamos que nesta faixa de tempo nao existem singularidades
futuras.

Para o espago com curvatura (k # 0), utilizamos um potencial constante e
analisamos para (k = 1) e (k = —1). Nesse caso, analisamos o fator de escala para duas
situagoes: Primeiro considerando o potencial constante positivo (A > 0) para (k =1) e
(k = —1) , para as duas topologias a evolugao temporal apresentou um comportamento
exponencial, que através do parametro de desaceleracao confirmou-se uma expansao
acelerada do Universo. Em seguida analisamos para um potencial constante negativo
(A < 0), para essa situagao o fator de escala apresentou um comportamento oscilatério
e o parametro de desaceleracao um comportamento acelerado, indicando assim, um
Universo desacelerado.

Portanto, para esses modelos foi possivel identificarmos as regioes de aceleragao
e desacelaragao do Universo, descrevendo dessa forma a inflagao primordial e ainda a

atual fase de expansao do Universo, estando assim de acordo com as observacoes.
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Apeéendice A

Tensor de Curvatura

O transporte paralelo de um vetor em torno de um circuito fechado em um espaco
curvo levard a uma transformacao do vetor [6, 7, 32]. Considere dois campos vetoriais
U e W tais que [v,w]. Com as curvas integrais de T e W construimos um paralelogramo

infinitesimal conforme indica a figura Fig. (A.1)

3 4
Ao -~ AA
”

/s N

3 - >~

\ -

_‘_F;' v ,\\ ,--""/5‘3 v

5 F 4
aa\_ "y 2
x
1

Figura A.1: Transporte paralelo de um vetor ao longo de um paralelogramo
infinitesimal

Para transportarmos um terceiro vetor Z ao longo deste paralelogramo devemos
efetuar o transporte de g até o ponto A ao longo do lado 1. Logo o vetor transportado

paralelamente ao longo de uma curva obedece a equagao
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der da?

— 4T = | = Al
d\ + aﬁg ( A\ > Oa ( )
der da”

— = TF e = A2
=& = —Th v dA (A.3)
=g —Th e 0Pdr (A.4)

onde Fgﬁfa é calculado no ponto p.
Agora efetuando o segundo transporte de &% do ponto A até o ponto C ao longo

do lado 2 na curva vamos obter

& = €f — Thy(A)geTdor (4.5)
onde
FZB(XA) = Fgﬁ(xp +vd\). (A.6)

Note que: a/y = zly + vtdA portanto teremos que

ort
X,) + —=—2L47d. (A7)

K —_TH
FaB(XA> - Fa oxY

s(
BFZB
oz

onde ¢ calculado no ponto p.

Logo ao longo do caminho 1 — 2 vamos ter

o
E1 = (¢ — T e%Pd)) — (r“ (X,) + as zﬂdA) x
c D af af p axfy
« a ¢n,.p B8 awg K
(& — Tq, €N (w)(X,) + 5o dX )do (A.8)

Agora vamos efetuar o transporte de g de P até B pelo lado 3. Com isso vamos

obter

& = &b — T4, T do. (A.9)



Transportando o vetor £ de B até C ao longo do lado 4 vamos ter

& =& —Th 0P d)
Mas sabemos que x5 = 24 + whdo
M H argﬁ Y
Faﬁ(xB) = Faﬂ(xp) + 8x'Y wdo
Sabemos que
v’ (x,) = 07 (2, + wydo).
ovP
v (x,) =07 (x,) + a—;w“da.
Logo ao longo do caminho 3 — 4 vamos ter
* I Bogo, B Iz argﬁ ¥
é-c = <£p - Faﬂ’f w dO') - Fa5<Xp) + Oz wldo | x
« a ¢, P B avpﬁ K
(& — Ty 8" whdo) | vy (X)) + prrl do |dA.
Vamos comparar &.(1,2) com §.(34) fazendo a variagao. Portanto vamos ter
o0&t = 53(1,2) - 53(3,4)
5t = {rgmg%ﬂwv —Th, £0wv) + ThTo 1oPw’ —Th To Mo 4
ovP ow”
n o K n Fo K
(Faﬁé 8x“w —I'58 wv )}d)\da.
sendo o colchete de Lie igual a zero e que é dado por:
ovP ow®
no oo K H o A7 -
(Faﬁf 83:”w — 058 8x”v > 0.
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(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)



Portanto vamos ficar com a seguinte equagao

8¢t = [[hy —Th s+ Th Tl —ThT7 €% w dAdo

s&n
d\doc

aByy vy, Py af

Tomando o limite da expressao acima, quando dA do — 0, obtemos

m T T LN _TH TN
R ayB — Fa,@,-y Fa’y,ﬁ + FP’YF%B FU/BFQ'Y'

[Chs, —Th, 5+ T T, —ThI2 1% w dAdo.
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(A.19)

(A.20)

(A.21)

Em que a quantidade finita avaliada no ponto P representa o tensor de Riemann,

descrito acima.
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