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Dedicatoria

Kala

No meio hd tanta resisténcia

A inércia tomava conta de mim

Como um corpo imerso

em um fluido de baixa densidade

S0, que com a variacdo do tempo
Chegava em mim

um fluxo maior de energia

Anulando assim

O campo de “forcas” que me envolvia
Com o som, velo as colisoes efetivas

o calor, as oscilagoes...o caos

Os nossos corpos em

rotagoes e translacoes desordenadas
Buscavam um momento de equilibrio
Até, que em uma freqiiéncia caotica
veio a ressondncia

FE ao quadrado da velocidade da luz

o tempo ndo vai existir

Para que estes momentos se conservem
e nos conduza ao infinito...

A “menininha” in memorian.
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Resumo

Neste trabalho tratamos da representacdo de sistemas compostos na mecanica
quantica, em especial, a generalizacdo da representacao geométrica de um qubit na
esfera de Bloch, para n — qubits em uma esfera ao qual chamamos de “esfera de
Bodocongd”.

Mostramos que a posicao de cada qubit (esfera de Bloch) na esfera de Bodocongo,
implica em como cada computador quantico (molécula) esta configurado, ou seja, a
cada novo conjunto de posicdes, havera uma configuracao diferente para o
computador quantico.

Com essa nova representacao, serd possivel “configurarmos” os mais diversos
sistemas moleculares, computadores quanticos, através da manipulacao da posicao
dos qubits, esferas de Bloch, na esfera de Bodocongd, com a variacdo do campo
magnético estatico, e ainda, programar tais computadores através do campo de R.F.,
responsavel pelas operagoes unitarias de rotacdo (portas logicas).

Conseguimos mostrar a relacdo entre a informacdo contida em um sistema de
spins acoplados com a curvatura do espaco ao qual o espaco de Hilbert projetivo C?,

s s . ’ ‘s 1 .
esta imerso. Onde vimos que, no caso em que a curvatura e positiva Kk = Rz’ e 1gua1

a k = 1, ou seja para R = 1, teremos todos os estados de superposicdo possiveis,
enquanto no caso em que k = 0, ou seja, R = o0, nem todos os estados superpostos
sdo mais possiveis, surgindo o que denominamos de “descoeréncia geométrica’,
evidenciando a relacdo entre a informagdo contida no sistema, as esferas de Bloch,
com a curvatura do ambiente, a esfera de Bodocongé.

Portanto, o principal resultado deste trabalho é que o modelo proposto foi capaz
de representar e configurar um computador quantico, com n — qubits na esfera de
Bodocongo, através do campo estatico By, como também programa-lo através do
campo oscilante de R.F, via RMN.
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Abstract

In this work we treated of the representation of systems composed in the quantum
mechanics, especially, the generalization of the geometric representation of a qubit
in the sphere of Bloch, for n-qubits in a sphere to which we called sphere of
Bodocongo ".

We showed that the position of each qubit (Bloch sphere) in the Bodocong6
sphere, it implicates in as each quantum computer (molecule) it is configured, in
other words, to each new group of positions, there will be a different configuration
for the quantum computer.

With that new representation, it will be possible we configure the most several
molecular systems, quantum computers, through the manipulation of the position
of the qubits, Bloch spheres, in the Bodocong6 sphere, with the variation of the static
magnetic field, and still, to program such computers through the field of R.F,
responsible for the unitary operations of rotation (gates logics).

We got to show the relationship among the information contained in a spins
system coupled with the curvature of the space to which the Hilbert space projective
C?, is submerged. Where did we see that, in the case in what the curvature is positive

K= %, and equal the k¥ = 1, or be for R = 1, will we have all the possible overlap

states, while in the case in what k¥ = 0, in other words, R — oo, nor are all the states
superpostos more possible, did appearing the one what denominate of “geometric
decoherence’, evidencing the relationship among the information contained in the
system, the Bloch spheres, with the curvature of the environment, the Bodocongé
sphere.

Therefore, the principal result of this work is that the proposed model was capable
to represent and to configure a quantum computer, with n — qubits in the
Bodocongo sphere, through the static field B, as well as to program him/it through
the rocking field of R.F., through NMR.
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Capitulo I

1 Introducao

Desde que Richard Feymann profetizou o surgimento da computacao quantica,
ndo houve muitos avangos na area até 1994. Foi quando surgiu o exemplo mais
famoso de um algoritmo quantico, formulado por Peter W. Shor, dos laboratoérios
Bell [1], para determinar rapidamente os fatores primos de um numero inteiro,
usando um computador quantico. Para fatorar grandes niUmeros em um
computador classico, os melhores algoritmos até entdo conhecidos, exigem
recursos que crescem exponencialmente, com o tamanho do nimero. Por exemplo,
um numero com 500 digitos exige 100 milhdes de vezes mais passos de
processamento computacional do que um numero de 250 digitos. O custo de
processamento do algoritmo de Shor cresce polinomialmente, ou seja, um ndmero
de 500 digitos exige apenas oito vezes mais passos que um numero de 250 digitos
[2,3].

A motivacgdo deste trabalho reside na generalizacdo da representacdo geométrica
de um qubit na esfera de Bloch, para n — qubits em uma esfera ao qual chamamos

N

de “esfera de Bodocongd”.

Com essa nova representacdo, sera possivel configurarmos os mais diversos
sistemas moleculares, computadores quanticos, através da manipulacao da posicao
dos qubits, esferas de Bloch, na esfera de Bodocongd, com a variacdao do campo
magnético estatico, e ainda, programar tais computadores através do campo de
R.F., responsavel pelas operacdes unitarias de rotacdo (portas logicas).

A esfera como ha conhecemos no espaco R® é uma superficie importante em
funcdo de suas aplicagdes a problemas de fisica.

A esfera no espaco R3> é um objeto matemdtico parametrizado por duas
coordenadas (8, ¢). Existem outros tipos de esferas, cada uma definida em seu

respectivo espaco n — dimensional, R" [4]. O primeiro deles é a esfera na reta
unidimensional (fig. I.1), o ponto:

SO ={xemR:x?=1,x=+1}

—d i =

-1 +1
Fig. 1.1 - Esfera unidimensional.



Em seguida, a esfera

St ={(x,y) em R?: x%? + y? = 1}

Fig. 1.2 - Esfera bidimensional.
que é conhecida como uma circunferéncia unitdria (fig. 1.2), centrada na origem do
plano cartesiano.
A esfera unitaria (fig. 1.3), no espaco R® é o conjunto de todos os pontos do
espaco que estao localizados a uma mesma distancia de um ponto fixo na origem

do espacgo cartesiano [5].

S? ={(x,y,z) emR3: x2 + y? + z2 = 1}

Fig. 1.3 - Esfera tridimensional.

Uma esfera unitéria centrada na origem do espaco R* é dada por

3 ={(x,y,z,w) em R*: x2 + y? + z? + w? = 1}

onde perdemos a forma de visualizacdo geométrica.

No capitulo II mostraremos os fundamentos da técnica de espectroscopia de
ressonancia magnética nuclear (RMN), com conceitos basicos, como os de
freqiiéncia de ressonancia (v;), desvio quimico (4;), acoplamento escalar (J;;),
interacdo Zeeman, pulsos de R.F,, etc.



A RMN é o método espectroscopico mais poderoso e mais usado para a
determinacdo de estruturas moleculares em matéria condensada, e ainda a tnica
que pode manipular as informagdes obtidas, através dos pulsos seletivos [6].

Trataremos ainda dos métodos da mecanica quantica na analise espectral RMN,
através dos niveis de energia, com as respectivas regras de selegao.

Finalmente, faremos uma breve introducdo a computacdo quantica via RMN, e a
criacdo de portas de fase geométrica.

P ~ ;o . .1
No capitulo III, veremos que operagdes com um Unico qubit (spin E) na presenca
de um campo magnético B, sdo representadas na esfera de Bloch, através de
operadores unitarios de rotagdo. Em seguida, generalizaremos esta representacdo
para n qubits, onde chegaremos ao que vamos denominar de
Y

“esfera de Bodocongd”, assim poderemos representar um sistema com interacdo
de varios qubits com suas respectivas operagoes.

No capitulo IV trataremos das aplicacdes do modelo, para a representacdo de
muitos qubits, que chamamos de esfera de Bodocong6. Testaremos o modelo com
dois casos experimentais, a molécula usada para a implementac¢do do algoritmo de
Shor, com sete qubits e um teste com o uso do fulereno Cg,, € de outros trés casos
ideais, com configurag¢des hipotéticas.

Finalmente no capitulo V apresentaremos nossas conclusoes e perspectivas.



Capitulo II

2 Ressonancia Magnética Nuclear

A ressondncia magnética nuclear (RMN) é o método espectroscopico mais
poderoso e mais usado para a determinacgao de estruturas moleculares em matéria
condensada, e ainda, a Unica que pode manipular as informacdes obtidas, através
de pulsos seletivos, e faz uso do conceito classico de ressonancia [6].

/4

A ressonancia é um dos fendmenos mais estudados pela fisica, pois se faz
presente em quase todos os sistemas mecanicos, 6pticos, acusticos, elétricos e
magnéticos. E ocorre sempre que estimulos cuja freqiiéncia é prdéxima das
vibrag¢des naturais do sistema fisico.

Podemos ainda, fazer uma analogia entre o movimento de um nucleo, que possui
momento magnético, em um campo magnético, e o0 movimento de um pido, no
campo gravitacional. As for¢cas magnéticas produzidas por um campo magnético
fazem com que o nucleo realize um movimento de precessdo, da mesma forma que
0 campo gravitacional faz com que um pido precessione.

2.1 Fundamentos da espectroscopia RMN

A técnica de ressonancia magnética nuclear fundamenta-se na absorc¢ao seletiva
de ondas de radio por amostras, colocadas num campo magnético. A amostra assim
excitada regressa ao estado inicial, emitindo energia radiante no dominio das
radiofreqiiéncias. A determinag¢ao precisa dos valores dessas radiofreqiiéncias
especificas emitidas, e da velocidade com que a amostra regressa ao estado de
partida, constituem a esséncia da informacio obtida por RMN. E possivel saber
tanto sobre a estrutura molecular da amostra como sobre a dinamica interna e
global das respectivas moléculas [7].

2.2 Magnetismo Nuclear

Como o proprio nome sugere, s6 sdo moléculas “ativas” para RMN as que
possuem nucleos magnéticos. Em particular nudcleos de hidrogénio, 'H, sdo
magnéticos, e assim, sdo sondas magnéticas preferenciais para a obtencdo da
informacdo sobre a molécula em que se integram. Nucleos magnéticos de menor
abundéancia natural, como o carbono-13 (abundancia natural de cerca de 1%), tém

4



constituido nos ultimos anos uma sonda magnética extremamente poderosa em
estudos de RMN.

A RMN deteta a resposta dos nucleos atdmicos aos campos magnéticos. Quando
estes nucleos magnéticos interagem com os campos magnéticos externos,
mensuraveis sinais podem ser produzidos.

Medicdes de RMN podem, a principio ser feitas em qualquer nucleo que tenha um
numero impar de prétons e néutrons, ou ambos, como o nucleo de hidrogénio (H),
carbono (73(), e de sédio (43Na) [8].

Para a maioria dos nucleos encontrados, o sinal de RMN induzido por campos
magnéticos externos é pequeno demais para ser detectado. No entanto, o
hidrogénio, que tem apenas um prdéton e nenhum néutron, é abundante em agua e
hidrocarbonetos, e possui um momento magnético relativamente grande,
produzindo um sinal forte. Atomos de hidrogénio ou nudcleos como 1A, 13C, 19F e 31P
podem ser considerados como pequenos imds, sem orientagdo preferencial na
auséncia de um campo magnético, como visto na fig. 1.

e o

®» é

Figura I1.1: Orientacdo ao acaso de atomos na auséncia de um campo magnético

Quando aplicamos um campo magnético forte a uma amostra, os spins tendem a
se alinharem com as linhas do campo, de modo analogo a uma agulha magnética no
campo magnético terrestre, fig.2.

Figura I1.2: Alinhamento com o campo magnético

Para alterarmos essa orientacdo, exige-se energia, ja que se trata de momentos
magnéticos muito pequenos, tal energia requerida sera pequena. Como o momento
magnético é diferente conforme a espécie nuclear, a energia necessaria a essa
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perturbacdo da orientacdo varia de nucleo para nucleo; assim, é quase a mesma
para 1H e 19F, mas significativamente inferior para 31P e 13C. Isto permite utilizar
cada um destes nucleos, individualmente, como sondas magnéticas.

No entanto, o alinhamento com o campo ndo é perfeito, resultando em uma
precessdo, onde os eixos giram em torno das linhas do campo, a uma freqiiéncia
especifica, para cada tipo de nucleo e grupo quimico presente numa molécula, a
qual estd associada uma distribuicdo eletrénica e por sua vez uma blindagem
magnética [9].

Figura I1.3: Precessdo de um nucleo em torno das linhas do campo

Para caracterizar tal movimento, devemos medir o ciclo de precessao, ou seja,
quantas vezes por segundo é formada a figura do cone, obtendo assim, a freqiiéncia
(v) do movimento de precessao.

Esta freqiiéncia é diretamente proporcional a intensidade do campo magnético
By, e é denominada freqiiéncia de Larmor w;, e a constante de razdo giromagnética
¥, €q.(Il. 1), cujo valor é diferente ndo s6 para cada elemento, como também para
cada is6topo do mesmo elemento, ou ainda, para cada espécie nuclear

— yBloc
21

(IL.1)

VL

2.3 O deslocamento quimico

Conforme acabamos de ver os momentos magnéticos nucleares interagem com o
campo magnético local. Este campo geralmente é diferente do campo aplicado, pois
o campo externo induz momentos angulares orbitais dos elétrons, que adicionam
um pequeno campo magnético 6B no nucleo. Este novo campo é proporcional ao
campo aplicado,

8B = —0B, (I1.2)

onde a grandeza adimensional ¢ é a constante de blindagem do niicleo. Nucleos
que estejam em grupos quimicos diferentes tém constantes de blindagem
diferentes. O calculo de valores confidveis de blindagem nuclear e molecular é



demasiadamente complicado, mas as tendéncias de suas varia¢des sdo bastante
compreendidas.

Uma vez que o campo local é dado por,
Bjope = By + 6B =(1—-0)B, (IL. 3)

com isso, teremos para a freqiiéncia de Larmor,

VL= :(1_0)_71 (I1.4)

Esta freqliéncia irad variar conforme a mudanca do ambiente em que o nucleo se
encontra. Implicando assim que, nucleos diferentes, embora do mesmo elemento,
entram em ressonancia em freqiiéncias diferentes.

Exprimem-se ainda, as frequéncias de ressonancia em termos de uma grandeza
empirica, o deslocamento quimico,

v —v,)10°
6=% (IL.5)

que se relaciona com a diferenca entre a freqiiéncia de ressonancia, v do nucleo e a
de um padrao de referéncia, v,.

A relacdo entre o deslocamento quimico §, e a constante de blindagem o, sera

[(1—-0)By — (1 —0,)B,]10° . (0o — 0)10°

0= (1 —09)B B (1 - 0o)

~ (0y — 0)10° (11.6)

Logo, quando a constante de blindagem, ¢, diminui ,aumenta o deslocamento
quimico 6 [10].

2.4 Como observar a Ressonancia Magnética Nuclear

Ao colocarmos uma amostra sob o efeito de um campo magnético, uma pequena
fracdo dos nucleos nela contidos vence a agitacdo térmica e se orienta
preferencialmente ao longo do campo estatico B,, criando uma magnetizagao,
paralela a este campo. Na direcdo perpendicular ndo ha qualquer magnetizacao
macroscopica, ja que os movimentos de precessao dos nucleos individuais sdo, em
geral, independentes e ndo correlacionados; por isso, as diferentes proje¢cdes dos
seus momentos magnéticos apontam uniformemente para todas as direcdes do
plano. Essa situacdo descreve o equilibrio termodinamico do sistema.

Para removermos a condicao de equilibrio do sistema magnetizado, aplicamos,
sob a forma de pulsos, um segundo campo magnético oscilante no plano
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perpendicular. A orientacdo desse novo campo deve mudar com uma freqiiéncia
igual a de Larmor w;. Para a maioria dos nucleos, a freqliéncia de Larmor w; fica
na faixa da radiofreqiiéncia (RF), indo de alguns MHz até fracdes de GHz (metais
de transicdo), sendo que em alguns sistemas a ressonancia pode ocorrer em 10
GHz (terras raras pesadas).

Uma forma de obtermos o campo magnético oscilante nessa freqiiéncia, pode ser
obtida colocando-se a amostra dentro de uma bobina de radiofreqiiéncia. Desta
maneira o gerador de radiofreqiiéncia podera induzir na bobina, o campo de
freqiiéncia natural do sistema, ou seja, da “amostra”[6].

Figura I1.4: Pulso de radiofreqiiéncia absorvida pela amostra

Terminada a acdo do pulso, a magnetizagdo formara, com a dire¢do de B;, um
angulo que dependera da intensidade e do tempo de aplicacdo do pulso. Para
descrever o efeito de tais pulsos sobre a magnetizacao, devemos aplicar pulsosm/2
e pulsos 1, pois eles provocam respectivamente, rotacoes de 90° e de 180° nos
nucleos individuais [7].

Apés a aplicacdo do pulsom/2, o sistema encontra-se em uma situacdo de  nao-
equilibrio. A magnetizacdo, que antes estava orientada preferencialmente ao longo
do campo, agora esta perpendicular a este campo e, por esse motivo, é denominada
de magnetizacdo transversal.

A magnetizacdo transversal decresce exponencialmente a medida que o tempo
passa, e isto faz com que a amplitude do sinal por ela induzida, decaia a zero da
mesma forma. O sinal resultante recebe o nome de decaimento livre de indug¢ado, ou
FID, do inglés “free induction decay’”. Nos sélidos magnéticos, esse tempo de
relaxacdo é da ordem de algumas centenas de microssegundos, enquanto em
liquidos é da ordem de milisegundos a poucos segundos

A mesma bobina utilizada para estabelecer o campo oscilante servira agora para
detetar os sinais de RMN.



Figura I1.5: Decaimento Livre de Indu¢do

A absorc¢ao produz uma inversdo de polaridade, e todos os nucleos que interagem
da mesma forma com o pulso de RF absorvem sua energia e sofrem inversdo de
polaridade. A bobina capta o sinal produzido pela variacdo da magnetizacdo
originada pelas mudancas na precessio dos spins e o0 envia a um
detector/computador|[11].

Figura I1.6: Energia que foi absorvida, agora liberada pela amostra

Em intervalos aleatérios, os spins tém sua polaridade reinvertida, liberando a
energia de RF antes absorvida e retornando as suas polaridades originais.

Figura I1.7: Condigdo original de polaridade



2.5 Efeito Zeeman Nuclear

Segundo as regras da mecanica quantica, a energia de qualquer sistema
microscopico, ndo pode ser qualquer, ou seja, ela é quantizada, isto é, sé
determinados niveis de energia sao possiveis. Para um nucleo 4, por exemplo, sé
dois niveis de energia magnética sdo possiveis. O de menor energia corresponde a
orientacdo preferida pelo ZH, e o de maior energia corresponde a uma orientacao

oposta.
; W
B=0

Figura I1.8: Niveis de energia do spin num campo magnético

A diferenca AE é vencida com absor¢do de um pulso de RF. de apropriada
energia.

Certamente, quanto maior for a intensidade do campo aplicado B mais estavel é a
situacdo a e mais instavel o estado S, AE aumenta ao se aumentar a intensidade de
B.

Assim, o que torna o fendmeno de RMN relevante, é o fato de nticleos da mesma
espécie, mas em situa¢des diferentes na molécula (distribuicdo eletronica dos
grupos) absorverem/reemitirem energias R.F. diferentes. Isso se deve ao campo de
contribuicao dos elétrons da molécula para o campo magnético total “sentido” pelo
nucleo magnético, como vimos antes. Por exemplo, o ambiente eletrénico em torno
dos nucleos ZH do grupo CHs é diferente do grupo CHzou do grupo OH, os nucleos
IH em cada um destes grupos experimentam um campo magnético total
ligeiramente diferente. Em conseqiiéncia disso, absorvem radiacdes R.F. de
freqiiéncias ligeiramente diferentes. Por outro lado, havendo trés vezes mais
nucleos ’H em CH3z do que em OH, e duas vezes em CH as intensidades das
radiacOes absorvidas surgem na relacdo 1:2:3respectivamente para OH, CHz, CH:.

Esta simples relacdo entre o nimero de grupos diferentes de atomos H numa
molécula e o ndmero de sinais no espectro RMN e, simultaneamente, a
possibilidade de estabelecer diretamente o nimero de atomos A em cada grupo
pela intensidade relativa dos sinais de RMN, tornaram a espectroscopia de RMN
uma técnica util e poderosa na identificagdo de substancias quimicas.

Como é tradicional em outros tipos de espectroscopia, a freqiiéncia nos espectros
de RMN aumenta da direita para a esquerda. As posi¢cdes dos sinais podem ser
medidas em Az em relacdo a um sinal de referéncia (tetrametilsilano Si(CH3)4,
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TMS, por exemplo, adicionando uma pequena quantidade a amostra), e em partes
por milhdo, PPM, unidades 6 de desvio quimico.

A intensidade de cada sinal é a respectiva area do espectro, sendo dada
normalmente nos espectros por uma linha em degrau correspondente a integracao
de cada banda de absorgdo: a altura de cada degrau é proporcional a area do sinal
[10, 12, 13].

Uma analogia com o campo gravitacional, é a de uma pessoa que s6 pudesse
assumir posicoes verticais: de pé ou “de ponta-cabeca’. A primeira é mais estavel
que a segunda. Porém, em um “ambiente” de menor gravidade como a Lua, a
diferenca de energia entre as duas orientacdes € menor do que na Terra onde o
campo G é mais intenso (fig.8) [14].

AETerra

AET(-ZI’I‘:! > AELHL[

Espacgo Lua Terra
G - 0' GLua S _G'I‘c_r_n;
6

(}'l'("'['t"ﬁ

Figura I1.9: Efeito Zeeman Gravitacional

2.6 Os métodos da mecanica quantica na analise
espectral RMN

Os passos na aplicacdo da mecanica quantica em andlise espectral RMN sdo os
seguintes:

i) Estabelecer a forma do hamiltoniano de spin nuclear, , apropriado ao
sistema;
ii) Calcular quais as suas fung¢des préprias ¥, e valores proprios (energias)
E,:
HY, = E, ¥, (1. 7)
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isto é, determinar os estados estacionarios do sistema de spin;

iii)  Calcular as probabilidades de transi¢do entre estados, estabelecendo
também as apropriadas “regras de selecao” [15].

2.7 Hamiltoniano de spin nuclear

0 hamiltoniano para o conjunto de spins nucleares de uma molécula sujeita a um
campo magnético B, é formado fenomenologicamente a partir da expressao
classica da energia magnética nuclear. A energia magnética nuclear total de uma

molécula pode ser expressa por,
i

i<j

em que E; é a energia magnética de cada nucleo i, excluido o efeito da interagdo
com outros nucleos, e E;;é a energia de interagdo ou acoplamento dos spins i e j.
Contribui¢des de mais de dois spins simultaneamente (por exemplo, E;;;) para a
energia de interacao sao desprezadas.

No caso de soélidos, a interacdo entre moléculas também contribui para E. Num
fluido isotrépico, porém, devido as multiplas orientagdes relativas que as
moléculas assumem, os termos que delas dependem tendem para zero e a equagao
(I1. 8) mantém-se valida.

Classicamente, £ exprimi-se por

E; = —ui;B; = —y;a;;B; (11.9)

onde y;, e a;, sao as componentes z, respectivamente do momento magnético e do
momento angular do nucleo i, y; é a correspondente razdo giromagnetica e B; =
By(1 —0;) é o campo magnético no local de i, ja corrigido pela constante de
protecdo magnética o desse nucleo (B, define a direcdo z e g; é o valor médio do
tensor ¢) [10]. Exprimindo o momento angular de spin aem termos de /(momento

. h hl . ~ N B;
angular em unidades E)’ a=_e atendendo a relacdo de ressonancia v; = 7;—71’
pode-se escrever-se E;, na forma seguinte
Yih
Ei = _Z_BiIiZ = _hViIiZ (H 10)
s

Entretanto, E;j, que é proporcional a interac¢do I;I; dos momentos angulares de
spin i e j, exprimi-se por

sendo];; a constante de acoplamento (em Hz) dos nucleosiej.
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Entdo, o hamiltoniano correspondente as contribui¢cées (II.10) (f[(o)) e (IL11)
(H®)é

2.8 Funcdes e valores préprios de

, 1 - ~ ~

Para um ntcleo de [ = > as funcdes de I, e, portanto, de HO® sioae B. Estas
funcdes sao tomadas como normalizadas e ortogonais; isto é, utilizando a notacdo
de Dirac,

(a|a) = f aa dt =jﬁﬁ dt=(pIp) =1 (1. 14)

(a|B) = J afdr =0 (1. 15)

Estas condi¢des exprimem a situacdo de que um spin individual existe ou em
estado @ ou em estado S (por isso, (II.15)) e com probabilidade total em cada
estado que é 1 (por isso, (II. 14)).

Os valores proprios de I, com as funcdes a e B sdo, respectivamente, m =% e
m=—t
2
- 1
I,a = S (I.16)
- 1
I, = Eﬁ (I.17)
eosde H® E, e Eg, dados por
_ - Vv
HOq = —vl,a= —5a (11.18)
_ R v

A diferenca Ag= Eg — E, (em unidades de freqiiéncia) é AE=%— (— —) =v, a

freqtiéncia de ressonancia [16].



Devemos notar que as funcgdes a e § nio sio funcdes proprias dos operadores I,
e 73,. Na verdade, em conformidade com a teoria geral dos momentos angulares em
mecanica quantica, a operacao de qualquer daqueles operadores sobre a ou 8 nao
reproduz a mesma fung¢do, multiplicada por um fator numérico, mas

La=2p (1. 20)
N i

Tya=3p (11.21)
.1

I.p=5a (11.22)
. i

I,B=-3a (11.23)

Assim sendo, enquanto, por exemplo, o valor esperado de I, com a fungio a é

- 1 1
(a|l,|a) = S{ala) == (I1. 24)
odel, é
- 1
(a|T,|a) = >{alp) =0 (I1. 25)
Entretanto, por exemplo,

- 1 1
(a|I|B) = S{ala) =3 (11 26)
(Bl |a) == B18) = 5 (11.27)

Estes integrais constituem alguns dos elementos das chamadas matrizes de Pauli

- 10 1
L=z[ 0] (I1.28)
i -
I, =5 2 01] (I1. 29)
- 11 o0
L=z, _1] (11. 30)

Em vista da forma de H(®, (II.12), para qualquer sistema de spins sempre as
fungbes proprias de

E = Z 1, (11.31)
i
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sdo fungdes proprias de H (.

As funcdes ¥ correspondentes aos varios estados estacionarios deverdo ser
normalizadas e ortogonais,

(Pnln) =1 (11.32)
(Vul¥) =0; m=#n (I.33)

além de satisfazerem a condicdo de autovalores,

HY = EY (11. 34)

Assim,
(Pa|H|¥0) = En(¥nl¥h) = En (11 35)
(W || W) = En(W|®,) = 0 (I1.36)

Em outras palavras, a matriz quadratica e simétrica constituida por elementos,

Hnn = (Pn| | #) (11.37)
é diagonal
[ 0 0 0 1
0 Hyy 0 0
: : (11.38)
0 0 Hn—ln—l 0
0 0 0 Hon

com ‘7-[11:E1/ :]'[22 :Ez , }[33 :E3 etc.

No caso de um sistema de dois nucleos de I = > ha 4 estados de spin, ja que para

um valor m de um, ha 2 possibilidades de spin do outro. Para n spins, o nimero de
funcdes e valores préprios de H é 2™ [16, 17].

Ainda quando I = %e n = 4, uma das fungdes é

Y, = a(Da(2) (11. 39)

N | =

Correspondente a m; = my + my, = % + - = 1. Os indices 7 e 2 designam os dois

nucleos. Outra é

Y, =pM)L(2) (11. 40)

1 1 ~
correspondente a m; = m; + m, = -5+ (— 5) = —1. As duas restantes supdem

um spin a e outro S, isto é m; = 0.
Veja que se escreve ¥; = a(1)a(2) e nido, por exemplo, ¥; = a(1) + a(2). Na
verdade, a(1) + a(2) nio seria funcdo prépria de E, =1,, + I,, (como se pode

verificar facilmente) nem de #(?. Por outro lado, ndo surpreende que se tenha
uma fungdo produto, dado que ¥Z é uma densidade de probabilidade e a
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probabilidade de o spin 1 ser a e, simultaneamente, o spin 2 ser « é dada por
a?(1)a?(2) e ndo por a?(1) + a?(2).

Como veremos mais adiante, embora a funcdo
Y, =a(Da(2) ..a(n) (11.41)
e a funcao

¥ = BDR2) ... B(n) (11. 42)

sejam sempre fung¢des proprias de
=1,
i

com m; =§ , de H©® e, até de H total, as demais funcdes produto do tipo
a(Da(2) ...a(n), embora funcdes proprias de E, e de H©® nio o sio
obrigatoriamente de H. Quando ndo, entdo as fun¢des proprias restantes de
H (além de ¥; e de ¥,)) podem exprimir-se em termos dessas fun¢des produtos.

Anote-se que é possivel demonstrar que E, e H sdo operadores que comutam,
isto é, E,H = HE,; por outras palavras, o resultado da operacio de E,H sobre ¥ é
o mesmo que o de H'F, sobre W. Segundo um teorema fundamental da mecanica
quantica, é entdo, possivel encontrar fungdes ¥, que sejam ao mesmo tempo
funcdes proprias de E, e de H [16].

Se a um valor préprio m, corresponder apenas uma funcio proépria de E,, entdo
esta funcao é também fungdo propria de H. E o caso das fun¢des ¥; e ¥, acima
. . ~ s n n .
indicadas e que sdo as Unicas para m; = S emg=—-. Havendo duas ou mais

-~

funcdes proprias de F, que sejam degeneradas (igual m,), cada uma delas ndo é
obrigatoriamente fun¢do prépria de . Mas, como combina¢des lineares de
funcdes degeneradas sdo ainda fung¢des proprias (com o mesmo m;), é possivel
compor linearmente essas func¢des (func¢des produto) de modo a que sejam
também fun¢des préprias de H.

2.9 Probabilidades de transicao e regras de selecao

Como sabemos, a probabilidade de uma transicao entre dois estados de spin
nuclear ¥, e ¥}, é proporcional ao quadrado do chamado momento de transicio
definido por

Momento de transicio = (¥p| X 1y |¥a) (11.43)

16



1 ~ = ~

Tendo em conta, para o caso [ = >»a operagao de I, sobre as fungdes @ ou 8, em
particular que T, s6 tem elementos fora da diagonal na matriz de Pauli respectiva
(apenas (a|1x|,8) ou (,8|Iy|a) ndo sdo nulos), entdo o operador I;, sé tera elemento
matricial nao nulo entre estados ¥, e ¥, desde que estes sd difiram no spin do
nucleo i. Por exemplo,

(a(Da)|T1, + Ly |B(DB(2))
(a(D|T1,|BDNa()IB(2)) + (a(DIBWNa(2)|T,,|5(2))
0 (11. 44)

Mas

JN 1
(@D a2)|T1x + Tox|a(DB(2)) = 5 * 0 (1. 45)

Esta verificagdo pode ser generalizada na seguinte regra de sele¢do: sé sao
possiveis transicdes entre estados que defiram de +1 na soma m; dos nimeros
quanticos individuais m. Como ja reconhecemos, m; representa os valores proprios

do operador
E=>1,
i

2.10 Aplicacao ao caso de dois nucleos de I =

N =
-
eb]¢
o

acoplados

Neste caso em que os nucleos se comportam de modo inteiramente
independentes, /;, = 0, e em que o espectro consta simplesmente de dois picos as
freqiiéncias de ressonancia dos nucleos, todas as fungdes produto sdo fungdes
proéprias de £ = H©

Y, = a(Da(2) me =1 (11. 46. )
W, = a(1)B(2) me =0 (1. 46.b)
W, = B(Da(2) me =0 (1. 46.¢)
W, = B(1B(2) me = —1 (1. 46.d)

Entao,
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E, = (U |HOW,) = (a(Da(2)|-v,T1,—v 15, |a(Da(2))
= —v{a(D|T1,|a(WNa()]a(2)) — vy {a(2)|T,,|a@)Ka(D)|a(1))

oovi vy (v tvy)
=—g-5= . (1L 47)

e, de modo semelhante para E; ,

E, = <W2|7'T(0)|'1U2) = (a(l)ﬁ(z)|—V171Z—V2722|a(1),3(2)>
= —vy(a(D|T1,|a(WNB)IB(2)) — v2(B(2)|T2| B Na(D]a(1))

Vi VW (vi —v3)
> > = — > (I1.48)

para Ej,

E; = (q’3|f]’-\[(0)|l1’3) = (ﬁ(lza(z)|_V1i1z_V2i22|ﬁ(1)a(2)) .
= —v (BT[N a(@)]a(2)) — vo{a(2)|T,,|a(D)B(D)IB(1))

=—(- %) _ (%) _(n ;VZ) (IL. 49)

e finalmente para E,,

E, = (l}l4|}'[‘(0)|l}’4) = (ﬁ(l)ﬁ(z)|_V1i1z_V2722|ﬁ(1),3(2))
= v (B|T1,|BANBIB(2)) — vo{B() T, | B(INBDIB(L))

(11.50)

Considerando v; > v,, o diagrama de energias é
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E s = (n1+2)2

Esz = (vi-v2)/2

E:>=-(vi-v2)/2

E1=-(vi+v2)/2

Figura I11.10: As transi¢des de energias dos nucleos 1 e 2.

As transi¢des, uma do nucleo 1, com freqiiéncia v; e outra, do ntcleo 2, com
freqiiéncia v,, correspondem, respectivamente a

Y, = ¥ transicdo a(1) — (1) com nucleo 2 em estado o

Y, - ¥, transicdo a(1) = (1) com nucleo 2 em estado

com
E3 - El = E4_ - EZ =V (II 51)
Y, - ¥, transicao a(2) — [(2) comnucleo 1 em estado «
Y, - ¥, transicdo a(1) = (1) com nucleo 2 em estado
com

E2 - El == E4 - E3 == Vz (H 52)

Graficamente, e abreviando a(1) a(2) para aa, etc., temos simplesmente
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Vi V2

Figura I1.11: Transi¢des possiveis para os ntcleos 1 e 2.

Note-se que ndo se consideraram como transi¢des possiveis

v, -Yv,

v, -,

que supdem alteracdes concomitantes dos spins dos dois nucleos [7, 15]. Isto ndo
surpreendera, pois cada féton R.F devera afetar o estado de um nucleo apenas
(ver, pérem, mais adiante). Na verdade, aquelas transicdes ndo satisfazem a regra

de selecao

pois, para

seria,

e, para

Amt = _1,

v, -,

Amt = _2

v, >y,

AthO

Se v; = v, = v, isto é, se os nucleos forem equivalentes, caso A, com | = 0, entdo
Y, =¥;e E, = E;. O diagrama de energias sera
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Eis=w

Ei=-v

Figura I1.12: As transi¢des de energias dos nucleos 1 e 2.

e haverd, como é esperado, uma so6 freqiiéncia de ressonanciav; = v, =v [6,7, 9].

2.11 O principio da incerteza e a largura dos sinais de
RMN

Tal como acontece em outras técnicas espectroscopicas, as linhas espectrais em
RMN nao sao linhas infinitamente estreitas. Isto é, ndo se verificam transicdes
apenas quando a condi¢do de ressonancia v = 32 é rigorosamente atingida, mas

existe, uma certa probabilidade de transicdo, para v S‘;’—ft’ e v= ‘2"—7‘; com um
.. w6
maximo parav = 22 (fig2.9).

W= ool 2ZIT

-

Figura I1.13: As linhas espectrais ndo sao infinitamente estreitas

Isto é, devido a incerteza nos valores da energia dos estados de spin, incerteza §E;
que, de acordo com o Principio de Heisenberg, é tanto maior quanto menor for o
tempo de vida ti de cada estado
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Dado que os tempos de vida ti sdo comparativamente elevados, da ordem de
segundos, quando, por exemplo, para estados vibracionais e rotacionais
moleculares sdo da ordem de107® — 10~ %s, §E; é pequeno, contribuindo apenas
com cerca de 0,1Hz para a largura da linha do sinal de ressonancia.

O alargamento dos sinais RMN quando o regime de troca comecga a afetar o
espectro RMN pode ser interpretado em termos do Principio de incerteza de
Heisenberg. Se o tempo de vida de um nucleo numa forma A for ta, entdo a
incerteza na energia é dada por

h
AE. T, =~ — I. 54
Ta o ( )
e na freqliéncia
Av = ! I1. 55
V= 21T, (I1.55)

Teremos, portanto nestas condi¢gdes do regime de troca, sinais tanto mais largos
quanto menor for ta. O efeito serd mais notério se t4 < T,,onde T, inclui a
contribuicdo do tempo de relaxacao transversal e a da nao-homogeneidade do
campo [6, 16].

2.12 Computacao Quantica via RMN

Quais sdo os requisitos basicos para se construir um computador quantico? Os
elementos basicos da teoria sdo os bits quanticos, qubits, sistemas quanticos de
dois niveis. Para construir tal aparato, devemos selecionar um sistema fisico do
qual se possa fazer uso da manipulagdo da informacgao contida no sistema.

As condi¢bes para a computacdo quantica ser implementada via RMN, sao
basicamente as seguintes:

1- Possuir uma representacdo para o qubit: O spin de um niicleo atémico;

2- Evolucdo unitaria: Transformagoes unitdrias (operadores de rotacdo) sdo
construidas através de pulsos de RF aplicados a spins em um campo
magnético estdtico. O acoplamento entre os spins ocorre por meio de
ligacbes quimicas entre dtomos vizinhos;

3- Preparar o estado inicial: Polarizacdo dos spins em um forte campo
magnético e uso de técnicas de preparacdo de estados puros;
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4- Medir o resultado da saida: Medida da voltagem induzida por momentos
magnéticos que precessionam;

Dificuldades: 4 preparacdo de estados puros reduz o sinal exponencialmente no
numero de qubits, a menos que a polarizacao inicial seja suficientemente alta. Tais
dificuldades parecem apenas, ser de cunho tecnoldgico, em 2004, Rugar et a/[18],
detectaram o sinal magnético de um unico spin [19].

Uma vez superando-se os problemas técnicos, fatores como o tempo de coeréncia
dos sistemas nucleares, a completa descricdo do sistema através de operadores
unitarios, e o grande desenvolvimento técnico/experimental de manipulacao dos
spins nucleares, fazem da RMN a técnica experimental mais poderosa e bem
sucedida no campo da computacdo quantica. No momento a RMN € a que fornece
maiores requisitos para o desenvolvimento da computag¢do quantica, com o
advento de novas tecnologias e técnicas experimentais.
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Capitulo III

3 Geometria e Informacao Quantica

Neste capitulo, veremos que operagdes com um Unico qubit (spin - %) na
presenca de um campo magnético Bo, sdo representadas na esfera de Bloch, e que o
vetor estado guarda toda a informacgao do sistema.

Em principio, é impossivel representar os estados de um sistema com varios
qubits (spin’s- %2) na esfera de Bloch, melhor dizendo, nao é possivel representar
sistemas com interacao via esfera de Bloch.

Assim, iremos abordar o desenvolvimento da representagdo de um qubit na
esfera de Bloch e algumas propriedades na mesma, generalizaremos esse conceito
através de uma reparametrizacdo da propria esfera de Bloch, para obtermos o que
doravante denominamos “esfera de Bodocongd’. Esta é uma representacdo de um
espaco que pode cobrir toda a esfera ou parte dela, na forma de “calotas” que,
associamos a qubits imersos em uma esfera bidimensional. Tal procedimento se
mostra bastante util para podermos representar um sistema com interacdo de
varios qubits com suas respectivas operagdes entre constituintes.

3.1 A esfera de Bloch

O bit é o ente fundamental da computacao classica. J4 a computagdo quantica é
construida tendo por base um conceito analogo, o bit qudntico ou qubit. A
diferenca principal entre bits e qubits é que um qubit |y) € uma combinacio linear
dos autovetores |0) e |1), ou seja,

) = al0) + BI1) (1I1. 1)

onde a e fsao numeros complexos em geral, embora em diversas ocasides possam
ser reais, os kets |0) e |1) representam os vetores:

o= [4 =[]
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Observemos entdo que os autovetores |0) e |1) pertencem a um espago vetorial
complexo C?, formado uma base ortonormal para esse espaco vetorial Essa
propriedade de superposicao de estados de um qubit é contra-intuitiva, e vai de
encontro ao senso comum quando nos sistemas no mundo classico.

Em computacdo quantica, tal base é chamada de base computacional e o
autovetor [) é conhecido como a superposicdo dos autovetores |0) e |1), com
amplitudes a e f.

A interpretacgao fisica para um unico qubit é que ele pode esta simultaneamente
nos estados |0) e |1). Isso nos faz pensar que a quantidade de informacdo contida
no estado |y) pode ser infinita, ja que teriamos infinitos pontos na superficie da
esfera de Bloch (fig.Ill.1). No entanto, essa quantidade infinita de informacdo se
encontra no nivel qudntico. Para termos acesso a tamanha quantidade de
informacao, precisamos fazer uso de uma medida. Ai, entdo, temos que levar em
conta um dos postulados da mecanica quantica segundo o qual um processo de
medicio altera o estado de um qubit, fazendo com que o qubit assuma o estado |0),
com probabilidade |a|?, ou o estado |1), com probabilidade |3

Qualquer estado |) de uma particula de spin % pode ser entdo, escrito na forma
da equacao (III.1). Portanto, as particulas de spin %2 serdo tratadas aqui como
sendo sistemas de dois niveis, os chamados qubitsna computacio quantica.

A esfera de Bloch (Fig. III.1) surge como uma ferramenta geométrica poderosa
na descri¢do de um Unico qubit, porque o estado de um qubit representado por um
ponto sobre sua superficie, pode ser relacionado com grandezas fisicas para a
descricao de um sistema de dois niveis.

Entretanto, devemos sempre lembrar que essa representagdo é para um unico
qubit e portanto limitada, pois ndo existe uma generalizacdo simples da esfera de
Bloch para muitos qubits [2].

A esfera de Bloch é uma generalizacdo da representacdo de um numero
complexo Z, sendo |Z|?> = 1 um conjunto de pontos no circulo unitario no plano
complexo.

Fig. IIl.1 - Esfera de Bloch.

Um unico qubit pode ser visualizado de forma genérica como sendo o conjunto de
pontos tipo (6, ¢) na superficie de uma esfera unitaria,
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|Y) = cos (g) |0) + e‘sen (g) [1) (111. 2)

Tal esfera é parametrizada por 0 <6 <m e 0 < ¢ < 2m, que em coordenadas
esféricas, correspondem a latitude e longitude respectivamente.

Figura I11.2: Esfera unitaria com coordenadas (6, ¢).

A relacao entre estados puros de um qubit e os pontos na superficie da esfera de
Bloch sera dada pelo vetor r = (X,Y, Z), definido como,

X = sen(8) cos(p) (IIL. 3. a)
Y = sen(0) sen(¢) (IIL. 3.b)
Z = cos(8) (III. 3.¢)

Logo, o vetor [sen(6) cos(¢), sen(8) sen(¢p),cos(8)] é chamado de vetor de
Bloch, representando assim um ponto qualquer na superficie da esfera de Bloch,
tal que a superposicio dos autoestados |0) e |1) é dada por

lp) = Z]0) + (X +iY)|1) (111 4)

Confira a equacao IIL.2.
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3.1.2 Propriedades da esfera de Bloch

Operagdes sobre um qubit, ou seja, na esfera de Bloch, devem preservar a norma,
portanto sdo descritas por matrizes unitarias 2x2. Dentre essas, as matrizes de
Paulisao umas das mais importantes e sao dadas por:

oy = [(1’ (1) (1IL.5.2)

oy = [? _oi (IIL 5.b)
1 0

oy = [O _1] (II. 5.¢)

Com essas matrizes, podemos escrever uma outra classe de matrizes unitarias, as
matrizes de rotacdo, que sdo definidas como:

= _ieo-_X — 9 — 9 Q
Ry(6) =e 72 =cos > 1—isen 5 ) Ox (Ill. 6. a)
= _ieﬂ — 9 — 7 9
Ry(8)=e 72 =cos 5 1—isen 5 ) or (II. 6.b)
O 0 7]
R,(0) = e~ 97 = cos (E) 1—isen (E) oy (II1. 6. ¢)

As equacgodes (II1.6) representam rotagdes em torno dos eixos Ox, Oy e Ozna esfera
unitaria do R3. A partir de tais matrizes de rotacdo, podemos representar
qualquer tipo de operador unitirio de um qubit, ou seja, qualquer operador
unitario que atue na esfera de Bloch [2].

3.3 A geometria do espaco euclideano

O espaco euclideano é absolutamente uniforme, ou seja, Aomogéneo. Esta
uniformidade do espaco euclideano é uma caracteristica fundamental dessa
geometria, surgindo assim o conceito de isometria do R3, também chamada de
movimento rigido de R3, por preservar a norma [20].

Todas as propriedades geométricas familiares de uma figura: tais como
comprimento, area, volume, angulos, etc., sdo derivados de distancias: norma.

27



Por exemplo, o comprimento de um poligono é a soma das distancias entre seus
vértices. A area de um retangulo, por exemplo, é o produto de seu comprimento
pela sua largura, ja o volume de uma caixa retangular é o produto do comprimento
pela sua altura pela sua largura, e as areas e volumes de regides mais complicadas,
podem ser aproximados com o preenchimento de pequenos retangulos ou caixas.

Figura Ill.3.a Figura I11.3.b

Figura I11.3.a e 3.b: Tridngulo esférico e Triangulo Euclidiano.

Considerando que isometrias preservam a norma, conseqiientemente,
preservam também comprimentos, angulos, areas, e volumes. Em resumo,
isometrias preservam o tamanho e a forma de toda figura geométrica [21].

Ha véarias outras geometrias tais como, a esférica, a hiperbdlica, etc. Mas
estudaremos aqui, apenas a geometria esférica, com algumas diferencas
intrigantes. Na geometria euclideana a soma dos angulos internos de um triangulo
qualquer é sempre 180°. Enquanto que, na geometria esférica, tal soma é sempre
maior que 1809, sendo que a diferenca é proporcional a area do triangulo (ver
Figura IIL.3).

Figura II1.4: Tridngulo esférico qualquer.
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3.4 Geometria esférica - A esfera $2 no R3

O rompimento real com a geometria euclidiana s6 veio ocorrer, com a teoria da
Relatividade geral de Einstein, formulada muitos anos depois [22, 23].

A geometria do R3, assim como a do R?, est4 baseada na férmula de distancia de
Pitdgoras: a distancia entre os pontos P; = (x1,¥1,21) € P, = (x3,¥5,2,) é

d(Py, Py) =/ —x1)% + (v2 — y1)? + (22 — 21)? (111 7)
A distdncia esférica ds? (Ps, P2) entre Pre Pz€ S% é dado pela equacdo
2 -1(1
dS?(P,, P,) = 20 = 2 sen [Ed(Pl, Pz)] (111 8)

Sendo dS?(P;, P,) uma fun¢do de d(P;, P,), e que "pontos esfericamente
eqiiidistantes” também sdo eqiiidistantes em R3. Assim, as /inhas de S? sio
necessariamente os grandes circulos.

P

Figura Ill.5.a Figura IIL.5.b

Figura II1.5.a e 5.b: Pontos eqiidistantes esféricos e pontos eqiiidistantes euclidianos

0 angulo entre dois grandes circulos C; e C, é exatamente o angulo entre os
planos 11, e II, (fig. I11.6).
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Figura I11.6: Angulo entre grandes circulos.

Como ja sabemos, a soma dos angulos internos de qualquer triangulo euclidiano é
m. Em contraste, a esfera tem a seguinte propriedade:

Para qualquer tridngulo esférico, com angulos internos «, 8 e y, a funcao,
Excesso=a + f +y-m (I11.9)

E proporcional a area do triangulo, e conseqiientemente nio-nulo [5, 24]. Uma
das conseqiiéncias dessa geometria é o “teorema de Pitagoras” que agora assume a
forma,

cos(a) =
cos(b).cos(c) (II1.10)

b e ¢ sio medidos em radianos (rad).

FiguraIlll.7.a Figura II.7.b
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Figura I11.7.a e 7.b: Tridngulo retangulo esférico e triangulo retangulo euclidiano.

3.5 Areparametrizacdo da esfera de Bloch

Seja a esfera de Bloch como a conhecemos, agora reparametrizada pelo
“comprimento de arco” PQ (ver fig. 111.8),

Figura I11.8: Comprimentode arco PQ.

~ s
sendo entdo, 8 = = logo teremos,

S
X =Rsen (E) cos(p) (III. 14.a)
Y =R sen (%) sen(p) (I1I. 14.b)
Z =R cos (%) (III. 14. ¢)

Tal esfera agora, é parametrizada por 0 <S<m e 0 < ¢ < 2m, para R fixo
podendo eventualmente admitir os valores 0 < R < oo, sendo .S o raio superficial
da “calota”e R continua sendo o raio normal da esfera.

Em um limite em que R — oo, as equacoes (III. 14) se transformam em,

X = Scos(p) (1. 14.a)
Y = Ssen(¢) (I1I. 14.b)
Z=R (111 14. )
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Agora podemos visualizar a dependéncia em R, sofrida pela esfera de Bloch
reparametrizada, e investigar o que acontece com a informagado dos sistemas

representados por tal esfera.

Figuralll.1l.a Figura Il1.11.b Figura I1.11.c Figura I11.11.d

Figura I11.9.a, 11.b, 9.c e 9.d: Esfera de Bloch reparametrizada com R=1, R=2, R=3 e R—oo respectivamente.

A norma de r = (X,Y,Z) é preservada para qualquer valor de R. Logo podemos
sem perda de generalidade escrever,

|Y) = cos (%) |0) + e?sen (%) [1) (111. 16)

A esfera de Bloch, como sabemos, é uma representacdo para um qubit na esfera
unitaria. A reparametrizacdo pelo comprimento de arco nos mostra uma
dependéncia com o raio normal R da esfera.

Contudo, ainda temos uma condi¢do a ser imposta, que é, fixar o tamanho da
calota. Agora, nessa nova representacdo, o raio superficial, S =
m[u. c. — unidade de comprimento], por definicio, sera igual a “unidade’.

Assim, o comprimento da circunferéncia, que nesse caso é um grande circulo
serd, C = 2nR; sendo R = 1, teremos entdo que C = 2m.

Teremos entio AB = nfu.c.] e AB == [u.c]
1.[u.c]

, 0U seja, AB = mrad.
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Figura I1.10: Segmento AB.

Agora, o que temos é uma nova representacdo para um qubit. Como o vetor-
estado |y) varre toda esfera, e toda “informacdo” estd contida na superficie, é
natural perguntarmos, o que acontece com a informagao quando R cresce?

Logo,com 0 <S<meO0<¢p<2mreR = 1,2,3,.., temos:

I

Figura II1.11: A “calota”vista por uma normalao polo norte.

Assim, podemos ver que, S = §; = 5, = §3 =...=§,, para os respectivos Ri=1, 2,
3,.., é isoperimétrico, ou seja, S é fixo e mede 1 [u.c.].

Como se mantém constante o tamanho de .5, temos uma compensacgao entre Re 6,
quando estivermos estudando a evolucdo de um sistema de dois niveis, sobre os
efeitos geométricos no mesmo, ou seja, quando o raio normal R, ficar infinitamente
grande em relacdo ao raio superficial S. O que tal constituinte ira perceber, sdo os

. o 1 .
efeitos da curvatura, que diminuird com o aumento do R (K = E)’ ou seja, para tal,
teremos esferas, hemisférios, calotas e discos(planos) imersos, (que de agora em
diante chamaremos de “calotas’, indistintamente) em uma “esfera maior’, a qual o

sistema pertence e sente os efeitos de sua mudanca.

Como veremos adiante, chegamos ao que chamamos de esfera de Bodocongd,
uma esfera bidimensional na qual esta imersa a esfera de Bloch reparametrizada.
Para (R = 1 u.c.), temos a estrutura de uma esfera, ja que Se & coincidem, e toda
esfera de Bodocongé é coberta.
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Figura II1.12: Esfera de Bloch imersa na esfera de Bodocong6 com R=1.

Para (R = 2 u.c.), teremos um hemisfério imerso. Do ponto de vista topolégico
este hemisfério é um disco fechado [25].

Figura II1.13: Esfera de Bloch imersa na esfera de Bodocong6 com R=2.

Para (R = 3 u.c.) teremos uma calota imersa, agora com curvatura menor,

Figura I11.14: Esfera de Bloch imersa na esfera de Bodocong6 com R=3.

Até que no limite de R — oo, teremos um disco, com curvatura nula, vemos que a
esfera de Bloch reparametrizada, foi a cada passo, sendo deformada, compactada,
até que no limite de R — oo, temos um p/ano, com curvatura nula.
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Figura III.15: Esfera de Bloch imersa na esfera de Bodocongé com R—co.

Com a evolugao em R da esfera de Bodocongd, vemos que a posi¢do da esfera de
Bloch reparametrizada permanece invariante em relagdo ao eixo Z (Figura II1.16).
0 que acontecera se “mudarmos” a esfera de Bloch de posicao? Ou seja, rotaciona-
la? Veja que aqui, na esfera de Bodocongd, podemos rotacionar toda a esfera de

Bloch, que é completamente diferente de aplicarmos um operador unitario de
rotagdo sob os estados superpostos |) da esfera de Bloch.

Figura II1.16: Posicdo invariante da esfera de Bloch imersa na esfera de Bodocong6 com variagdo no raio de
R=1 até R—oo.

Para um estado geral de uma CALOTA, e pela equacao (I11.4), segue que, se

[sen (%) cos(¢)] ¥
V = |sen (%) sen(p)|=|Y (111.17)
Z

s )

Os operadores de rotacdo da esfera de Bloch re-parametrizada, serao dados por:

1 0 0
Ry = [0 cos(a) —Sen(a)] (1I1.18)
0 sen(a) cos(a)
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cos(f) 0 sen(B)

Ry, = [ 0 1 0 ] (111. 19)
—sen(B) 0 cos(B)
cos(y) —sen(y) O

R, = [sen(y) cos(y) 0] (1. 20)
0 0 1

Estas matrizes representam rotacdes em torno dos eixos X, Y e Z na esfera
unitaria do R3 [26, 27].

Logo, para uma aplicacdo dos trés operadores, teremos Ryy,V = [Rx Ry R;], que
tem o significado

RevzV = |Rz[Ry[RyV1]| (1. 21)

Assim teremos, para uma rota¢ao em relacao ao eixo X,

[ sen (f) cos(@) ]

RxV =|cos(a) sen( )sen(go) — sen(a)cos Z)| (1. 22)

[sen(cz)sen(q))sen( ) + cos(a)cos Z)J

Para uma rotacao em relagdo ao eixo ¥,

[ cos(B) cos(p) sen ( ) + sen(ﬁ)cos ]
RyV = | sen (—) sen(¢p) | (111. 23)

—Sen(ﬁ)cos(go)sen( ) + cos(ﬁ)cos J

Para uma rotacdo em relagdo ao eixo Z

cos(y) sen (E) cos(¢p) — sen(y) sen(p)sen ; ]

R,V = |sen(y)sen( )cos(<p) + cos(y) sen(p)sen Z (111. 24)

)|
s ) |
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E finalmente, para uma rotacdo em relagdo a um eixo qualquer, teremos a
combinacao de RyV, RyV e R,V [28],

RyyzV =

[ sen ( ) cos(@) cos(B) cos(p) sen( ) + sen(B)cos (R)
cos(a) sen (%) sen(p) — sen(a)cos sen (%) sen(p)
_sen(a)sen(q))sen( ) + cos(a)cos —sen(ﬁ)cos(qo)sen( ) + cos(B)cos (5)

[cos(y) sen ( ) cos(¢) — sen(y) sen(go)sen
sen(y)sen ( ) cos(¢p) + cos(y) sen(¢)sen ( ) (I11. 25)

s ()

Ryy7V =
_ fgi(ﬂcos(ﬁ Jcos(p)sen (%) — sen(g)sen (5) sen(y) cos(a) + sen(¢)sen (E) cos(y) sen(B)sen(a) + |
cos (;) sen(y)sen(a) + cos ( ) cos(y) sen(pB) cos(a)
sen(y) cos(f) cos(p) sen ( ) +sen(@)sen (;) cos(y) cos(a) + sen(p)sen (%) sen(y)sen(f)sen(a) —
cos (S) cos(y) sen(a) + cos ( ) sen(y)sen(pB) cos(a)

—sen(f) cos(¢) sen (E) + cos(B) sen(a)sen(p)sen (E) + cos (E) cos(a) cos(B)

(111 26)

3.6 A esfera de Bodocongd - Um modelo para varios
qubits

Vimos que, a rotagdo sofrida pela esfera de Bloch, reparametrizada, é diferente da
aplicacao de operadores de rotagdo sob a esfera de Bloch. Com isso, os autovetores
ndo serdo alterados. O que teremos sdo esferas concéntricas, para o caso (R =
1 u.c.).Ja para o caso em que haja evolu¢do do raio normal, havera diminui¢ado da
curvatura, em calotas e discos (R — ). Utilizando esses resultados sera possivel
estudar, por exemplo, um sistema de spins % acoplados na presenca de um campo
magnético, ou seja, agora temos a possibilidade de tratarmos de mais de uma
esfera de Bloch no sistema, e com interagdo entre el/as.

Em uma nova reparametrizacdo, agora na esfera de Bodocongd, tomando as
coordenadas esféricas 8 e ¢, como freqgiiéncia angular, jA que, como vimos,
distancias na superficie de uma esfera, pode ser tanto dngulos ou medidas em
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radianos. Teremos frente a uma normalizacdo de frequéncias de ressonancia e
acoplamento via “triangulacdo’, a posicdo e a distincia entre os constituintes do
sistema de spins %, ou seja, entre as esferas de Bloch reparametrizadas.

3.6.1 Propriedades da esfera de Bodocongd

As propriedades aqui atribuidas a esfera de Bodocongd, estdo relacionadas as
“posicoes” que cada esfera de Bloch reparametrizada ocupara em sua superficie, ao
qual estdo imersas. Assim, o que teremos para cada sistema, sdo posicoes e
distancias distintas, representando a freqiiéncia de ressonancia e o acoplamento,
ou seja, a interagdo entre os qubits, como sera explorado no capitulo seguinte.

Assim, para uma esfera de Bloch reparametrizada rotacionada na direcao Oy,
temos,

V) x.a = [sen(a) sen(qa)sen( ) + cos(a) cos( )] |0) + [sen( )cos(<p) +
(cos(a)sen ( 5 ) sen(@) — sen(a) cos ( ))] [1) (II1. 27)

Para o caso em que a =0, recuperamos a estrutura da esfera de Bloch
reparametrizada,

[W)xsa0 = cos(==)10) + e®sen (=) |1) (11. 28)

e para uma esfera de Bloch reparametrizada rotacionada na dire¢ao Oy, temos

[V)y.p = [ sen(B) cos(go)sen( ) + cos(B) cos ( SR)] |0) +
[cos(ﬁ) cos(fp)sen( ) + sen(B)cos (—) +
L(sen( )sen(q)))] |1) (I11. 29)

Para o caso em que =0, recuperamos a estrutura da esfera de Bloch
reparametrizada,

[Y)y.p=0 = COS( )|0)+ e“psen( )|1) (111. 30)

e para uma esfera de Bloch re-parametrizada rotacionada na direcdo Oz temos
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1Y)z, = [cos ( )] |0) + [cos(y) cos(p)sen ( > ) — sen(y) sen(p) sen (%) +
(sen(y) sen( ) cos(@) + cos(y).sen(y). sen( ))] [1) (II. 31)

Para o caso em que y =0, recuperamos a estrutura da esfera de Bloch
reparametrizada,

[¥)zy=0 = COS( )|0)+ e“"sen( )|1> (111.32)

e finalmente para uma esfera de Bloch re-parametrizada rotacionada em uma
direcao qualquer Oxrz temos

[V xyzapy = [ sen(B) cos(p) sen ( ) + cos(B) sen(a)sen(p)sen (5) +
cos ( ) cos(a) cos(ﬁ)] |0) + [cos(y)cos(ﬁ)cos(<p)sen ( )
sen(p)sen (S) sen(y) cos(a) + sen(¢p)sen ( ) cos(y) sen(B)sen(a) +
cos ( ) sen(y)sen(a) + cos ( ) cos(y) sen(B) cos(a) +
(sen(y) cos(B) cos(p) sen ( ) + sen(@)sen ( ) cos(y) cos(a) +
sen(p)sen (5) sen(y)sen(B)sen(a) — cos (g) cos(y) sen(a) +
cos ( ) sen(y)sen(B) cos(a))] [1) (III. 33)

a = f =y = 0, recuperamos a estrutura da esfera de Bloch.

|Y)xyzia=p=y=0 = cos( )|0)+ e“”sen( )|1) (111. 34)

As tabelas //1.1 e II[.2 trazem uma andalise dos casos em que R=1e R - o, e
vemos que no caso em que R =1 e a = =y =0, recuperamos a estrutura da
estera de Bloch. Todos os estados investigados sdo normalizados.
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Tabela I11.1: Esfera de Bodocong6 para R
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Tabela I11.2: Esfera de Bodocong6 para R—co.

41



Capitulo IV

4 Aplicacoes da esfera de Bodocongo

Neste capitulo trataremos de dois casos experimentais (que “confirmaram” o
modelo), a molécula usada para a implementac¢do do algoritmo de Shor, com sete
qubits e o “contra-exemplo”, o Fulereno (Ceo0), e de alguns casos ideais, como
aplicacoes da esfera de Bodocongd.

Com essa nova representacdo, sera possivel configurarmos os mais diversos
sistemas moleculares (computadores quanticos), como por exemplo: o sistema de
trés qubits acoplados.

4.1 Sistemas compostos

Suponha que estejamos interessados em um sistema composto formado por dois
(ou mais) sistemas fisicos distintos. Como devemos descrever os estados do
sistema composto? O postulado seguinte descreve como o espaco de estados de um
sistema composto deve ser construido a partir dos espacos de estados dos
sistemas individuais.

Postulado 1. O espago de estados de um sistema fisico composto é o produto
tensorial dos espacos de estados dos sistemas fisicos individuais. Se os sistemas
forem numerados de 1 até n, e o sistema i for preparado no estado |);, decorre
que o estado do sistema composto sera

[Wh @ ), ® [¥); @ ... & [Py (IV.1)

O postulado 1 permite ainda a definicao de uma das idéias mais interessantes e
intrigantes associada a sistemas compostos, o emaranhamento. Considere o estado
de dois qubits

_101) +]10)
V2

esse estado tem a propriedade notavel de que nao existem estados de um qubit |a)

e |b) tais que [P) = |a)|b) = |ab), que é algo pouco compreendido, os estados

emaranhados desempenham um papel crucial na computacdo quantica e na
informacdo quantica [2].

[¥) (IV.2)
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Para um sistema composto de dois qubits, temos:

|Y)1 = al0) + b|1) (IV.3.a)
N vl
[¥), = cl0) + d[1) (IV.3.b)
1Y) ® |, = ac|00) + ad|01) + bc|10) + bd|11) (IV.3.¢)

e para um composto de trés qubits:

[¥) = al0) + b[1) (IV.4.a)
(NAVAA)

[¥)2 =cl0) + d[1) (IV. 4.b)
WANN vl

[¥)s = el0) + fI1) (IV. 4.¢)

V)1 Q |¥), Q |Y); = ace|000) + acf|001) + ade|010) + [011)
+bce|100) + bef|101) +  |110) + bdf|111)  (IV.4.d)

As “setas” em cores indicam a composi¢do de “caminhos” na superficie da esfera
de Bodocongo, ou seja, a conexdo entre os estados do sistema composto.

4.2 Triangulacao

Uma triangulacdo de um conjunto de pontos consiste em encontrarmos
segmentos de retas que conectam esses pontos de tal modo que nenhum desses
segmentos cruze com nenhum outro e cada ponto seja vértice de pelo menos um
tridngulo formado por esses segmentos. Esses segmentos particionam o conjunto
de pontos em triangulo, dai o nome triangulacao.

No6s escolhemos n pontos py,p,, P3, ..., Pp Na superficie de uma esfera, estes
pontos sdo chamados de pontos de vértice. Uma vez escolhidos os pontos de
vértice, completamos uma triangulacdo da regido, ou seja, tragamos “retas” (arcos
de grandes circulos para se obter o triangulo esférico), entre os pontos de vértice
de tal modo que as seguintes condi¢cdes sdo satisfeitas:

i. As “retas” formam os lados de uma colecao de tridngulos;
ii. As “retas” ndo se cruzam;
iii. Cada ponto de vértice esta em pelo menos um triangulo esférico;
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iv. A unido dos triangulos forma a esfera;
V. A colecdo de tridngulos é sempre maxima, ou seja, ndo restam vértices
para conectar.

Nés sempre podemos formar uma triangulacao a partir de quaisquer n pontos de
vértice, mas a triangulagio nao é necessariamente Unica, podendo existir
triangulacoes diferentes do mesmo conjunto de vértices [26, 27].

A forma mais simples de triangulacdo que sera usada neste trabalho é a que se
segue, para distdncias entre dois pontos na superficie da esfera,

1
dSZ(Pl, Pz) =20 =2 Sen_l [Ed(Pl' Pz)] (IV 5)
onde,
d(Py, Py) = (Xiy1 = X2 + (Vi = YD2 + (Ziyn = 2)?  (IV.6)
com,
X; = sen(6;) cos(p;) (Iv.7.a)
Y; = sen(6;) sen(¢p;) (IV.7.b)
Z; = cos(6;) (IV.7.¢)

logo, teremos para uma triangulagdo de n pontos, o seguinte sistema de equagdes,

1
AS* Py Pisr) = 2sen™ |5 (Kees = K02 + (eer = Y7 + Gira — 27

1
2 _
dS“(Piy1, Piyz) = 2sen™! [E\/(XHZ —Xis1)? + Yigo = Yig1)? + (Ziyo — Zi+1)2]

1
2 _
dS°(Piyz, Pip3) = 2sen™? [E\/(XH?’ —Xit2)? + (Vg = Yiy2)2 + (Ziyz — Zi+2)2]

1
AS (Poo, B) = 2sen™ |53 0hn = X 1) + O = Yo )? + (B = Zn 17|

dS2(P,, P,) = 2 sen~! B\/(Xn X+ (Y, —Y) + (Z, = zi)2] (IV.8)
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4.3 Configurando um computador quantico

A posicao de cada qubit (esfera de Bloch) na esfera de Bodocongo, ira determinar
como cada computador quantico (molécula) esta configurado, ou seja, para cada
novo conjunto de posicées de qubits, havera uma configuracao diferente para o
computador quantico.

O campo externo através da interacdo Zeeman, é o que ira determinar tal
configuracdo, pois as freqiiéncias de ressonancia dos qubits (v;), dependem do
campo Bj. Logo, com a mudanc¢a do campo By, teremos novas posi¢cdes na esfera
de Bodocong6 e conseqiientemente uma nova configuragdo para o computador
quantico.

Assim, teremos como aplicacdes desse formalismo, os seguintes casos:
[ - Uma “molécula teorica™

IT- O fulereno Cgo (J;; = 0);

III - A molécula usada na implementagao do algoritmo de Shor (J;; # 0).

4.4 O modelo para configuragdes teoricas de trés
qubits

Nas secgoes 4.4.1, 4.4.2 e 4.4.3 apresentamos trés modelos, os sistemas tedricos
aqui apresentados, para um sistema composto de trés qubits, mostram algumas
das possiveis configuragdes para um computador quantico.

4.4.1 Triangulo eqilatero esférico %

Neste exemplo, para uma molécula com configuracdo ideal, triangulo eqtiilatero
esférico, temos como estados possiveis, ou caminhos possiveis, as amplitudes das
eqs. (I1I-27, I11-29, 111-31), dados pela (Tab. III.1 - R=1),

A equacao seguinte (III. 27) mostra a configuracdo em relacao ao eixo Ox

V) x.a = [sen(a) sen(<p)sen( ) + cos(a) cos ( )] [0) + [sen( )cos(q)) +
(cos(a)sen( )sen(q)) —sen(a) cos ( ))] [1)
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I
Paraa = o) (fig.1V.1.a): 0s estados acessiveis sao

|¢)X;a=n/2 = [(ﬂ) -1 (l)] [1);0=0,;5= g,'R =1

2 2

|¢)X;a=n/2 = (Q

2

)10) =i (Z)11);p =5 = TR =1
(E)-l—i(l)]ll);(p:n-;s:g/Rzl

2 2

|¢)X;a=n/2 =

W’)X;a:n/z == (ﬂ) |0) —i (g) [1);¢0 = 3?71,' s = %,'R =1

2

(Iv.9.a)
(IV.9.b)
(IV.9.¢)

(1V.9.d)

A proxima equagao (II1. 29) mostra a configuragdo em relacao ao eixo Oy

[Y)y,p = [ sen(f) cos((p)sen( ) + cos(B) cos ( SR)] |0) +
[cos(ﬁ) cos(<p)sen( ) + sen(ﬁ)cos( ) +
(sen( ) sen((p))] [1)

/[
Para f§ = 0 (fig.1V.1.c): os estados acessiveis sdo

1)y, I = (g) |0) + (g) 11);0=0,s= %,-R =1

gz = () + (D)o =5 = T =

gz = ()10 + (D100 =ms=LR=1
gz = (D= (D109 =255 = Tr -1

A equacdo seguinte (III. 31) mostra a configuragdo em relagdo ao eixo 0z

(IV.10.a)

(IV.10.b)

(IV.10.¢)

(IV. 10.d)
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1Y)z, = [COS ( )] |0) + [cos(y) cos(p)sin ( ) — sin(y) sin(¢) sin (%) +
(sm(y) sin ( 5 ) cos(p) + cos(y) .sen(¢).sin ( ))] [1)

Paray =m (fig.IV.1.b): os estados acessiveis sao

)z -z = (—2) 0) — (ﬁ) 1);9=0;s=>R=1 (IV.11.a)
W)z, 2 = (—2) 0) — i (—) ;p="rs="R=1 (IV.11.b)
¥)zy -z = ($) 100+ (Q) D;p=ms=R=1 (IV.11.c)

V) zy 2 = (F)o+i(3)10e=2s=2R=1  (V.11.d)

-t

FiguralV.l.a Figura IV.1.b FiguraIV.1.c Figura IV.1.d

Figura IV.14: Configuragdo hipotética (a, 8, ¥)

4.4.2 Linear |

Neste exemplo, para uma molécula com configuracdo ideal, todos os qubits em
um mesmo paralelo (a; ; —f), temos como estados possiveis, ou caminhos
possiveis, as amplitudes das eqs. (I1lII-27, 1I1-29, 11I-31), dados pela (Tab. IIL.1 -
R=1),

Seguindo o procedimento anterior, temos:

I
Paraa = o) (fig.1V.2.b): os estados acessiveis sdo

Wxsarsz = [(Z) = i()] 109 =0; 5= ZR=1 (v.12.a)
[V xsa=rs2 = (?) 10) — ( )|1) =2 s=R=1 (IV.12.b)
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[V)xia=n/2 = = [(?) +1i G)] D;p=ms=R=1 (IV.12.¢)

[Wxia=n/z = — (?) 0) —i (@) 1;p="rs=ZR=1

> (Iv.12.d)
T
Para f = 5 (fig.1V.2.c): 0s estados acessiveis sao
V2 V2 n
[Whyp-z= - (7) 10) + (7) 1);9=0,s=2R=1 (IV.13.a)
_[(2) L (2 =T o= T.p—
|l/’)y,-/3 =2 = [(?) t1 (7)] 11);0 = 5= R=1 (IV.13.b)
V2 V2
[Y)yp-z = )10+ () m;e=ms=Rr=1 (IV.13.0)
_[(¥&\_: (2 =3 o= Tp
Wypz=|(3) - i(P)|ie=Fs=Fr=1 (IV.13.d)
Para ff = _7 (fig.1V.2.a): os estados acessiveis sdo
V2 V2 n
¥y, === (?) 10) - (7) 1);9=0,s=R=1 (IV.14.a)
o (2 o (2 =T o= T.p—
[¥)y.p =Z= [— (7) T (7)] 1);9p=2s=R=1 (IV.14.b)

[W)yp-z == (“2—5) 0) — (?) D;p=ms=R=1  (IV.14.0)

W)y, —x = [— (?) —i (g)] 9= s=5R=1  (V.14.d)

=t

FiguralV.2.a Figura IV.2.b Figura IV.2.c Figura IV.2.d

Figura IV.2: Configuracgdo hipotética (a, 8, —f), respectivamente.

4.4.3 Linearll
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Neste exemplo, para uma molécula com configuracao ideal, todos os qubits em
um mesmo paralelo (a; —a; f) temos como estados possiveis, ou caminhos
possiveis, as amplitudes das eqs. (III-27, 1II-29, 11I-31), dados pela (Tab. IIL.1 -

R=1), seguindo com o mesmo procedimento, temos:

/[
Paraa = 0 (fig.1V.3.a): os estados acessiveis sao

Wxsamrrz = [(Z) = i(3)| 100 =0;s= ZR=1
Wamrz = (2)10) =1 (L) [1);0 =% s = TR=1
Wiz = = [(Z) + 1 (3] 10 =m s = TR =1
W’)X;a:n/z == (g) |0) —i (g) [1);0 = 3771,' s = %,'R =1
Paraa = %ﬂ (fig.1V.3.c): 0s estados acessiveis sao
|¢)X;a=—77:/2 = [(g) +1i (%)] |1) ;p=0,5= %,'R =1
[Wiamnsz = = (2) 10+ (L) 1);9 =2 5= TR=1
w})X;a:—rr/z = [_ (\/2_5) +i (%)] |1> y P =T, S = g,'R =1
Wamarsz = (2)10)+1(Z)1);0 =L s = TR=1
Para f = % (fig.1V.3.b): os estados acessiveis sao
gz =—(2)10)+(F)1Dip=0;s=ZR=1
W= [+ (Do =5 5= Tr=1
gz = (5) 10+ (F) 1o =ms=SR=1

(IV.15.2)
(IV.15.b)
(IV.15.¢)

(IV.15.d)

(IV. 16.2)
(IV.16.b)
(IV.16.¢)

(IV. 16.d)

(IV.17.a)

(IV.17.b)

(IV.17.¢)
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[Y)yp-z = [(;) — i (7)] D;p="s=R=1 (Iv.17.4d)

FiguraIV.3.a Figura IV.3.b Figura IV.3.c Figura IV.3.d

Figura IV.3: Configuragdo hipotética (a, —a, B), respectivamente.

4.5 Os fulerenos

Dependendo das condi¢cdes do procedimento de sintese, os elementos podem
existir sob varias formas, chamadas de al/dtropos. Assim, o carbono elementar pode
se arranjar em mais de 40 configurag¢des, cuja maior parte é amorfa (isto é, ndo-
cristalina). Como exemplo citamos o residuo sélido da destilacdo do petroéleo bruto
e o carvao. Além disso, todos conhecem a fuligem gerada na combustao incompleta
de materiais organicos. O negro de fumo é um produto comercial importante,
sintetizado pelo aquecimento de hidrocarbonetos gasosos a quase 1000°C na
auséncia de ar, e que tem muitos usos, inclusive na tinta de impressao. O carbono
ativado é muito poroso e capaz de absorver tracos de matérias organicos do ar (em
purificadores de ar e mascaras de gas) e da agua (em filtros de agua).

Sao conhecidas duas modifica¢Ges cristalinas do carbono, a grafita e o diamante.
A grafita, o mais estavel dos alétropos de carbono, é um sistema 1 benzendide
policiclico completamente fundido, composto por folhas paralelas separadas por
3,35A e arrumadas em um padrdo semelhante ao de uma colméia aberta. A
natureza completamente deslocalizada destas folhas (todos os carbonos tém
hibridizacdo sp?) da origem a cor preta e a capacidade de conducgdo elétrica. A
propriedade lubrificante da grafita é o resultado do deslizamento facil das folhas
umas contra as outras. O “grafite” dos lapis é carbono grafitico (fig.IV.4), e as
marcas negras deixadas pelo lapis em uma folha de papel sdao formadas por folhas
do elemento que foram arrastadas pelo atrito [12, 13].
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Figura IV.4: Estrura da grafita, e o grafite dos lapis

No diamante, que é incolor, os &tomos de carbono (com hibridiza¢ao sp®) formam
uma rede isolante de conférmeros, interligados como a cadeia do ciclo-
hexano (fig.IV.5). O diamante é o material mais denso e duro (menos
deformavel) que se conhece. Também é menos estavel do que a grafita em altas
temperaturas [13].

Figura IV.5: Diamantes e sua estrutura tridimensional.

Uma descoberta ndo esperada aconteceu em 1986 por Curl, Kroto e Smalley
(prémio Nobel - 1996): O Css, um novo aloétropo de carbono, de estrutura esférica,
com a forma de uma bola de futebol. Eles descobriram que a evaporacdo da grafita
com um feixe de /asergerava uma mistura de agregados de carbono em fase gasosa
dos quais o mais abundante continha 60 atomos de carbono. A melhor forma de
montar tal agregado satisfazendo a tetravaléncia do carbono é “enrolar” 20 anéis
de benzeno fundidos de modo a ligar as valéncias livres para gerar 12 pentagonos,
isto é, um sélido chamado de icosaedro truncado que tem 60 vértices equivalentes,
exatamente como uma bola de futebol. O nome da molécula fulereno é uma
homenagem a Buckminter Fuller, porque sua forma é semelhante aos “domos
geodésicos” (fig.IV.6) desenhados por ele [29].
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Figura IV.6: Estrutura com domos geodésicos [29]

A substancia é solivel em solventes organicos, o que ajudou muito a provar sua
estrutura e a explorar sua quimica. O espectro de ZC-RMN, por exemplo tem uma
Unica linha em § = 142,7 ppm no intervalo esperado (fig.IV.7).

158 130 148 140 1an

1Py

Figura IV.7: Espectro com a linha de RMN do Ceo e sua estrutura tridimensional [30].

Devido a curvatura os anéis benzeno do Ceo estdo sob tensido, e seu contetudo
energético em relacao a grafita é 10,16 kcal.g-1 por atomo de carbono [31]. Além
disso, levou ao isolamento de muitos outros agregados de carbono maiores,
apelidados de “fulerenos”, como o C70, que tém a forma da bola de rugby (ovalada)

(fig.1V.8),

Figura IV.8: Estrutura - C7o
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de fulerenos que engaiolam atomos hodspedes, como He e ntcleos de metal
(“fulerenos endoédricos”) (fig.1V.9).

Figura IV.9: Fulereno - Engaiolamento

Os fulerenos sao produzidos comumente na combustdo incompleta da matéria
organica sob certas condi¢des e por varios tipos de tratamento térmico da fuligem,
de modo que podem ser considerados “produtos naturais” de nosso planeta, desde
os estagios iniciais de sua formacao [13].

Uma das conseqiiéncias mais interessantes das pesquisas sobre os fulerenos foi a
identificacdo dos nanotubos de carbono.

Os nanotubos consistem de um ou mais tubos cilindricos concéntricos formados
de folhas de 4&tomos de carbono com arranjo hexagonal, nos quais as extremidades
podem estar fechadas por tampas assemelhadas a fulerenos e contendo seis anéis
de cinco membros de atomos de carbono (fig.1V.10).

Figura IV.10: Nanotubos de Carbono

A preparacdo dos nanotubos tem estimulado muita pesquisa, e os compostos
podem ter uma grande variedade de aplicagdes praticas tais como armazenagem
de hidrogénio e catalise [32].
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4.5.1 O modelo para o fulereno

O procedimento foi o mesmo utilizado para o algoritmo de Shor, essa molécula foi
escolhida como um teste para o nosso modelo, por apresentar em seu espectro de
RMN, uma tnica linha de ressonincia (6 = 142,63 ppm), indicando que, mesmo
com 60 atomos de carbono, o fulereno apresenta um acoplamento J;; = 0. Assim
sendo, ao normalizarmos a frequiéncia e efetuarmos a triangulacdo via o
acoplamento, o que obtivemos, foi como era de se esperar, apenas um “desvio”em
Ox.

Logo, as 60 esferas de Bloch, representando os 60 qubits de um fulereno,
possuem a mesma posicdo na esfera de Bodocongd (fig.IV.11). Como era
esperado, ja que possuem a mesma freqiiéncia de ressonancia v; e sdo desprovidos
de acoplamento J;;.

X

Figura IV.11: “Colapso”de todas as 60 esferas de Bloch em uma tinica posigéo.

4.6 Algoritmo de Shor

Todas as técnicas experimentais propostas até hoje falharam em implementar
algoritmos quanticos. No entanto, a técnica de RMN é a que chegou mais longe em
termos de processamento de informac¢do quantica [33, 37]. Desde que Richard
Feymann profetizou o surgimento da computacdo quantica, ndo houve muitos
avancos na area até 1994. Foi quando surgiu o exemplo mais famoso de um
algoritmo quantico, formulado por Peter W. Shor, dos laboratérios Bell [1], para
determinar rapidamente os fatores primos de um numero inteiro, usando um
computador quantico. Para fatorar grandes nimeros em um computador classico,
os melhores algoritmos até entdo conhecidos, exigem recursos que crescem
exponencialmente. Por exemplo, um ndmero com 500 digitos exige 100 milhdes de
vezes mais passos de processamento computacional do que um nimero de 250
digitos. O custo de processamento do algoritmo de Shor cresce polinomialmente,
ou seja, um numero de 500 digitos exige apenas oito vezes mais passos que um
numero de 250 digitos [2, 3].
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O algoritmo de Shor é um marco da computagcdo quantica porque ele foi o
primeiro algoritmo a utilizar as funcionalidades particulares de um computador
quantico para otimizar a solucao de um problema. A publicacdo do algoritmo de
Shor desencadeou uma avalanche de novas pesquisas e experiéncias na
computacdo quantica. Em 2001 um grupo de Pesquisas da IBM, Vandersypen et al,
conseguiram construir um computador quantico de 7 qubits via RMN [38]. Nesse
computador foi implementado o algoritmo Shor, que conseguiu realizar
corretamente a fatoracdo do numero 15 (15=3-5). A importancia desse
experimento é que ele comprova a possibilidade real da computagdo quantica [39,
44]. As principais dificuldades enfrentadas nesse primeiro momento foram mais de
cunho tecnolégico do que teérico [3, 18, 19].

O computador quéantico da IBM foi implementado através de uma molécula
(C11H5F502Fe) com 7 spins: os nucleos da molécula sdo constituidos por 5 ntcleos
de fldor e 2 nucleos de carbono conforme ilustra a (fig.1V.12).

Figura IV.12: Computador Quantico da IBM - (C11HsFs02Fe)

A programacdao do computador quantico é feita através de pulsos de radio-
freqiiéncia. A leitura dos resultados é implementada via ressondncia magnética
nuclear (RMN), a mesma tecnologia usada nos aparelhos de tomografia
computadorizada.

o/2n Ty Toj  J7i Jai Js Jai dai I

i

1 -220520 50 1.3 -221.0 377 6.6 -114.3 145 25.16

2 4895 137 18 186 -39 25 799 39

3 250883 30 25 10 -135 416 129 o 5

4 -49187 100 17 541 -57 2.1 AT F

— 3 ~

5 151866 28 1.8 194 595 G\ x@HE/\

6 -4519.1 454 20 689 [ C J—‘_T\Ci PG
(F ) ) '

7 42443 316 20 Gf Jfeco

CgHg CO

Figura IV.13: Tabela com os dados de RMN do (C11HsFs02Fe) [38].
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4.6.1 O modelo para “Shor”

0 procedimento adotado nesta sec¢do, foi utilizar os dados experimentais da
molécula (C11HsFs02Fe), usada na implementacdo do algoritmo de Shor via RMN
(fig.1V.13), para testar o nosso modelo.

O primeiro passo foi a normalizacdo das freqiiéncias de ressonancia de cada um
dos sete qubits, em seguida, foi usada uma triangulagdo, para obtermos os valores
de“desvio”,d;, via os acoplamentos J;;. Os resultados obtidos para essa molécula

foram

V1 V2 V3 Vg Vs Ve V7
—1.758m | 0.0397 —0.392m | 1.210m
Tabela IV.1: Frequéncias de ressonancias normalizadas.
51 5} 5 54 5L 5. 5
0.187m | —0.923m 0.745m | 0.617m

Tabela IV.2: “Desvios” §; normalizados.

Com isso, temos a localizagdo dos qubits (esferas de Bloch) na esfera de
Bodocong6 (fig.1V.14),

Figura IV.14: Visualiza¢des da configuragdo do computador da IBM.
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lembremos ainda que, a localizacdo de cada qubit estd associada ao tipo de
informacao intrinseca que cada um possui, individualmente e coletivamente, ja que
estdo todos acoplados e com isso, trocando informacdes entre si.

Tal procedimento possibilita, prepararmos os nossos estados quanticos seguindo
a descricdo do sistema, ou seja, levando em consideracao o “fingerprint” de cada
qubit, através de suas freqiiéncias de ressonancia e, como estes se comunicam,
através do acoplamento J;;.

As operagdes envolvidas na esfera de Bodocong6, sdo as operagdes de rotacao,
como no caso da esfera de Bloch. Mas por se tratar de um sistema composto, a
interpretacdo para tais operagdes, é uma “rotacdo rigida”, ou seja, ao
rotacionarmos um estado, estaremos rotacionando todos os outros possiveis (por
isso foi usado uma sequéncia com mais de 300 pulsos na implementagdo do
algoritmo de Shor [3, 38]).

4.7 “Descoeréncia geométrica”- Analise da curvatura

Um conceito muito importante, e que tem sido estudado bastante nos ultimos
anos, é o de descoeréncia, o ruido quantico. Isto é todo e qualquer processo que
venha a corromper a evolu¢ao esperada do sistema.

Como foi visto no CAP.1I, o FID é o decaimento exponencial da magnetizacdo. Uma
das causas desse fendmeno é a inomogeneidade do campo magnético estatico (o
campo externo), responsavel pelo fen6meno de precessao dos spins que, em uma
parte da amostra fica fora de fase com a de spins de outra parte.

Efeitos devidos a inomogeneidade sdo, em principio, reversiveis, um outro fator é
a energia térmica dos spins para o equilibrio com sua vizinhanc¢a, um processo que
por sua vez, envolve troca de energia [2].

Considere agora um sistema (o primeiro caso) isolado, representado por um
estado quantico puro, que passa a interagir com um ambiente muito maior do que
0 préprio sistema mas, no todo, ainda permanecendo como um sistema isolado
(sistema + ambiente). Quando teremos o colapso do sistema? Como ja foi dito
antes, o nosso modelo afirma que a esfera de Bodocongd (ambiente) é o lugar em
que todas as esferas de Bloch (sistema) interagem e sentem os seus efeitos.

Por exemplo, no limite de R = o0 em que a esfera de Bodocong6 se torna muito
maior que as esferas de Bloch, temos,
n ] e ] ~
Paraa = o) (fig.1V.15.a): 0s estados acessiveis sao

. T
[V xa=m/z = —il1); ¢ = 0; s= =; R—> (IV.18.a)

N
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3

;' §S= —; R->

|¢)X;a=n'/2 =—i|1); ¢ = E 2

T
[Vxia=n/z = —tI1); @ =m; s = > R > »

. 3n T
Wxiammsz = =1l1) @ = S s = SR> o0

T
Paraf = 5 (fig.1V.15.c): os estados acessiveis sdo

/i1
[V)xp=rsz =11); ¢ = 0; s = > R —> o
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Figura IV.15: Configuracdo hipotética (a, B,y¥) R— oo, respectivamente.
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(IV.19.a)
(IV.19.b)

(IV.19.¢)

(IV.19.d)

(IV. 20. )
(IV.20.b)
(IV.20.¢)

(IV. 20. d)

-

Temos uma diminui¢do dos estados possiveis, dos caminhos possiveis! Mesmo na
auséncia de qualquer tipo de medi¢do. O sistema sofreu o que denominamos de
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“descoeréncia geométrica”, ou seja, o sistema inicial perdeu informag¢do pelo
simples fato da curvatura do ambiente, a esfera de Bodocongo, ter diminuido.

Vemos que a quantidade de estados acessiveis diminui, “desaparece” com a
diminuicdo da curvatura. Saimos da condic¢do inicial (R = 1) e evoluimos para uma
configuracdo em que o ambiente é infinitamente maior do que o sistema, ou seja,
R — oo,

Como foi dito antes, toda informacdo esta contida na superficie, logo, era de se
esperar qualquer mudanca sofrida, no nosso caso, a mudanca foi a diminuicdo da
curvatura, influenciado no resto do sistema, como foi mostrado.
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Capitulo V

5 Conclusoes e Perspectivas

Apébs estudarmos o modelo para um qubit via esfera de Bloch, fizemos uma
reparametrizac¢io pelo comprimento de arco, afetando assim o espaco projetivo C?,

a esfera de Bloch, que é o espaco de estados de Spin% , onde se dao todas as

operac¢des de manipulagdo através da implementacdo da computacao quantica via
RMN, com o uso de operadores unitarios de rotagao, as portas légicas.

Mostramos que a posicio de cada qubit (esfera de Bloch) na esfera de
Bodocong6, implica em como cada computador quéantico (molécula) esta
configurado, ou seja, a cada novo conjunto de posi¢cdes, havera uma configuracdo
diferente para o computador quantico.

Mostramos a possibilidade de configurarmos computadores quanticos através do
campo estatico By, o campo externo através da interacdo Zeeman, é quem ira
determinar tal configuracdo, pois as freqiiéncias de ressonancia dos qubits (v;)
dependem do campo B,. Logo, com a mudanc¢a do campo B, teremos novas
posicdes na esfera de Bodocong6 e conseqlientemente uma nova configuracdo para
o computador quantico.

Conseguimos mostrar a relacdo entre a informacdo contida em um sistema de
spins acoplados com a curvatura do espaco ao qual o espaco de Hilbert projetivo

L . , . 1
C?, esta imerso. Onde vimos que, no caso em que a curvatura € positiva k = =z
igual a k =1, ou seja para R =1, teremos todos os estados de superposicao
possiveis, enquanto no caso em que k = 0, ou seja, R = oo, nem todos os estados
superpostos sao mais possiveis, surgindo o que denominamos de “descoeréncia

geométrica’, evidenciando a relacdao entre a informacdo contida no sistema, as

e

esferas de Bloch, com a curvatura do ambiente, a esfera de Bodocongé.

Portanto, o principal resultado deste trabalho é que o modelo proposto foi capaz
de representar e configurar um computador quantico, com n — qubits na esfera de
Bodocong6, através do campo estatico By, como também programa-lo através do
campo oscilante de R.F.

Acreditamos que sera possivel aumentar o leque de aplicabilidade do modelo,
para sistemas como:

i) Portas geométricas para sistemas compostos;
ii) O confinamento dos quarks;
iii) 0 paradoxo da informacéo - bits, qubits e buracos negros;
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Pra tanto iremos considerar tais sistemas como qubits na esfera de Bodocongoé.
Em particular, estamos interessados em estudar os efeitos da curvatura do
ambiente sobre o sistema.
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Apéndice |
6 Teorema de Gauss-Bonnet

6.1 Forma local do teorema de Gauss-Bonnet

Faremos uma breve introducao sobre o teorema de Gauss-Bonnet, com algumas
aplicacoes, em especial para triangulacgdes.

Teorema de Gauss-Bonnet na versdo local: Sejam X: U — S uma parametrizagao
ortogonal de uma superficie orientada S, onde U < R? é homeomorfo a um disco
aberto e x é compativel com a orientacdo de S. Seja R ¢ X(U) uma regido simples
de Sesejaa:1 — Stal que JR = «a(l). Supnha que «a é orientada positivamente,
parametrizada pelo comprimento de arco s, e sejam a(sv), .., a(sk) e Oy, .., Ok
respectivamente, os vértices e os angulos externos de a [5]. Entdo

K Sit1 k
Zf kg(s)ds+ﬂ Kdo + 20i=2n (AL1)
=0 " Si R i=0

onde k,(s) é a curvatura geodésica dos arcos regulares de a e K é a curvatura
Gaussiana de S.

6. 2 Forma global do teorema de Gauss-Bonnet

Vejamos agora alguns aspectos topoldgicos que serdo usados para a versao global
do teorema de Gauss-Bonnet. Iniciaremos com algumas definig¢des.

Seja R uma regido da superficie regular S. Chamaremos R de regiao regular se R
for compacta e sua fronteira dR for a unido de um numero finito de curvas
regulares por partes, fechadas e simples que nao se intersectam.

et
| 1
!l ,‘P--“—_ |
e/
P 7/ \
1‘. ~— e \
\ r — ,-” }
\ ) |
s j /
i —— i
\ !
L f
—
Figura A .1.a: Regido regular Figura A .1.b: Regido ndo regular
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Uma regido simples com apenas trés vértices com angulos externos a; # 0, i =
1,2, 3, é um tridngulo.

Uma triangulacio de uma regido regular R € § é uma familia finita A de
tridngulos T; i = 1,2,3,...,n,tal que

i) i=1Ti = R.

ii) SeT;NT; =@, i#j,entdo T; N T; € uma aresta comum de T; e T; ou
um vértice de T; e de T .

A partir destas definicdes e tomando uma triangulacio A de uma regido
regular R c S, denotaremos por y(R)a caracteristica de Euler-Poincaré da
triangulacao, e esta serd dada por

y(R)=F—A+V (AL2)

onde F é o numero de triangulos, A é o niumero de lados (arestas) e V é o nimero
de vértices da triangulagao A.

Numa superficie regular, cada regido regular admite uma triangulagao.

Sejam S uma superficie orientada e {Xa}, € A, uma familia de parametriza¢des
compativeis com a orientacdo de S. Seja R € S uma regiao regular. Entao existe
uma triangulacdo A de R, onde cada tridangulo T; € A estd contido em alguma
vizinhanca coordenada da familia {Xa}. Além disto, triangulos adjacentes
determinam orientagdes opostas em lados comuns, desde que a fronteira de cada
triangulo esteja orientada positivamente (Fig. A 1.2.a).

oy Ty W P e, ‘.'
- \ — A \
¥ \ » > AAN r \
» J “‘- / \“ - .'|
/ \ / o ‘ -2 "__ Y
. .-/ ’ \'\ [ l / . \
AON A ~ [
J \ / \ - | 4
WA AV | |
A ) <L - -
Figura A I.2.a: Triangulacdo orientada Figura A 1.2.b: Triangulagdo Figura A I.2.c: Ndo-Triangulacdo

A caracteristica de Euler-Poincaré y(R) ndo depende da triangulagdo da regido
regular da superficie S. Dai, vemos que a caracteristica € um invariante topoldgico.

A caracteristica de Euler-Poincaré de uma superficie compacta e conexa S ¢ R3

assume um dos seguintes valores: 2,0,—2,...,—2n. Além disso, seS’ c R3,
compacta e conexa, tem y(S') = x(S) entdo S’ e S sio homeomorfas.
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Em outras palavras, toda superficie compacta e conexa S ¢ R3 é homeomorfa a
uma esfera com um nimero g de al¢as. O nimero

_2=x) (AL3)

é chamado o género de S.

-
FiguraAl3.a: FiguraAL3.b: Figura AL.3.c: Figura A 1.3.d:

Figura A 1.3: (a) O Toro; (b) O 2-Toro; (c¢) O 3-Toro; (d) A esfera com trés asas y = —4

Teorema de Gauss-Bonnet na versdo global Seja R € S uma regido regular de
uma superficie orientada e sejam Cj,...,C,, as curvas fechadas , simples e
regulares por partes que formam a fronteira dR de R. Suponha que cada C;, (i =
1,...,n), é orientada positivamente e sejam 6, ...,6,, o conjunto de angulos
externos das curvas Cy, ..., C, . Entdo

if kg () ds+ﬂ Kdo + Zp:gi = 2mx(R) (AL4)
1=1"Ci R P

onde s denota o comprimento de arco de C;, e a integral sobre C; significa a soma
das integrais em todos os arcos regulares de C; [5].

6.3 Aplicacdo do teorema de Gauss-Bonnet

Iremos apresentar aqui, uma aplicagdo do teorema de Gauss-Bonnet.

Seja 7'um triangulo geodésico em uma superficie orientada, calcularemos a soma
de seus angulos internos. Sejam 61, 62 e 65 os angulos externos de 7' e, ¢1 = T — &4,
¢z = m—6 e ¢3 = m—63 os angulos internos. Aplicando o teorema de Gauss-Bonnet
em 7temos

2
i=0

3
fkgds+ff Kdo + 20i=2n (AL5)
T i=1

Como sabemos a curvatura geodésica de uma geodésica é nula, entdo a equagdo
acima se torna
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3
ff Kdo + 29i=2n (AL6)
T i=1

ou ainda,
3 3 3 3
ff Kdo = ZR—ZHi = ZR—Z(n—gol-) =2n—3n+2<pi = —an)i
T i=1 i=1 i=1 i=1

(AL7)

Assim, a soma dos angulos internos de um triangulo geodésico é dada por,

3
(pi=7t+ﬂ Kdo (ALB)
i=1 T

Dai, esta soma depende da curvatura da superficie em que este tridngulo se
encontra. Vejamos alguns exemplos:

i) Vamos considerar o tridngulo sobre um plano. Assim K=0e

Q

Figura A L.4: Tridngulo plano
3
Z(pizrr+ff Kdo =m (AL9)
i=1 T

ii) Estando o tridngulo numa esfera, entdo K >0, logo

Figura A L.4: Tridngulo esférico

L

3
q0i=7t+ﬂ Kdo >m. (AL 10)
T
=1
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