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Resumo

Neste trabalho, estudamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e algumas de suas
aplicagbes. Este teorema garante a existéncia e unicidade de solugao para variados ti-
pos de equacgoes, e uma das razoes de sua importancia reside no fato de que ele fornece,
junto com seu enunciado, um método aproximativo para a determinagao do ponto fixo,
método este que ¢ muito eficiente. Aplicamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach no
Teorema da Perturbagao da Identidade (teorema este que consiste uma etapa crucial na
demonstracao do importante Teorema da Fungao Inversa, em Andlise), em Equagoes

Numéricas e no Método de Newton para Zeros de Fungoes.

Palavras-chave: Ponto Fixo. Contragido. Aproximacoes Sucessivas.
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Abstract

In this work, we studied the Fixed Point Theorem of Banach and some of its appli-
cations. This theorem guarantees the existence and uniqueness of solution for various
types of equations, and one of the reasons of its importance lies in the fact that it
provides, along with his utterance, an approximate method for determining the fixed
point, which method is very efficient. We apply the Fixed Point Theorem of Banach
in the Theorem Perturbation of the Identity (this theorem which is a crucial step in
demonstrating the important Inverse Function Theorem in Analysis), in Numerical

Equations and in the Newton’s Method to Zeros of Functions.

Keywords: Fixed Point. Contraction. Successive approximations.
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Introducao

Seja X um conjunto nao vazio e f : X — X uma func¢ao. Em muitos problemas
préticos e tedricos, estamos interessados em encontrar os pontos z € X que sao levados

em si mesmos pela funcao f, ou seja, os pontos x € X tais que

Haxl=z

Os pontos que satisfazem essa equagao sao chamados de pontos fixos da trans-
formacao f e a equagao acima é denominada equacao de ponto fixo.

Teoremas que nos garantam existéncia e, por vez, unicidade de solugoes de
equagoes de pontos fixos sao chamados de teoremas de ponto fixo. Ha vérios teo-
remas de tal tipo na literatura matematica, como por exemplo, o Teorema do Ponto
Fixo de Banach!, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer?, o Teorema do Ponto Fixo
de Schauder® e vérios outros, todos com pressupostos distintos sobre o conjunto X e
sobre a fungao f.

Aqui trataremos de um teorema de ponto fixo extremamente til conhecido como
Teorema do Ponto Fixo de Banach, que é vilido em espacos métricos completos.

O Teorema do Ponto Fixo de Banach foi estabelecido por Stefan Banach e pu-
blicado em 1922, numa revista denominada Fundamentos da Matemaética, ver [6]. O
Teorema do Ponto Fixo de Banach é um importante resultado da andlise funcional,
assegurando a existéncia e a unicidade de ponto fixo para certos tipos de operadores
denominados contragoes.

Outra das razoes da importancia do Teorema do Ponto Fixo de Banach reside no

fato de ele fornecer, junto com seu enunciado, um método iterativo de determinacgao

1Stefan Banach (1892-1945).
?Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) foi um matematico holandés.
3Juliusz Pawel Schauder (1899-1943) foi um matemético polonés.
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aproximada do ponto fixo, sendo que a aproximacao é tanto melhor quanto mais in-
teragoes forem feitas, metodo este muito eficiente.

Esse teorema é, de fato, o teorema de ponto fixo com mais aplicagoes praticas.
Seus fortes resultados estendem sua influéncia aos dominios das equagoes integrais,
equacoes diferenciais, equagoes numéricas em C, da andlise numérica, dos processos

estocasticos nas probabilidades e de outros ramos da matemética pura e aplicada.

Um breve histérico sobre Stefan Banach

Figura 1: Stefan Banach

O matemadtico Stefan Banach nasceu no ano de 1892 na Cracévia, na Polonia,
e faleceu no ano de 1945 em Lviv, na Ucrania. Foi professor titular na Universidade
Jan Kazimierz de Lviv. Sua principal contribui¢ao para a Matemadtica foi a moderna
Anilise Funcional.

Entre os varios trabalhos do matemadtico polones Stefan Banach, destacam-se a
sua contribui¢do para a teoria das séries ortogonais e inovagoes na teoria de medida
e integragao. Dos trabalhos publicados por Banach, o livro Théorie des opérations
lineaires (1932, “Teoria das operagoes lineares”) é o mais importante. Outro trabalho
considerado de grande importancia na época, o Théorie de Sept Reverse (1934, “Te-
oria do Sete Reverso”) acabou sendo considerado incompleto na década seguinte. Na
tentativa de generalizar equacoes integrais, Banach introduziu o conceito de Espagos
Vetoriais Normados, além de provar varios teoremas dessa area. Dentre os teoremas
que recebem o nome de Banach, os mais conhecidos sao: o Teorema de Hahn-Banach,
o Teorema de Banach-Steinhaus, o Teorema de Banach-Alaoglu, o Teorema de Banach-

Schauder e o Teorema do Ponto Fixo de Banach.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Meétricas, Normas e Produtos Internos

Métricas

Uma questdao importante que se coloca é a de identificar quais propriedades
bésicas que a nogao intuitiva de distancia possui para permitir seu emprego em véarias
instancias. Surgiu da identificacao dessas propriedades a nogao matematica de métrica,

a qual abstrai e generaliza a nogao intuitiva de distancia. Vamos a essa definigao.

Defini¢gao 1.1 (Métrica). Seja M um conjunto nao vazio. Uma métrica é uma
funcao real d : M x M — R, que associa a cada par ordenado x,y € M um nimero
real d(z,y), chamado distancia de x a y, de modo a serem satisfeitas as sequintes

condi¢des para quaisquer T,y,z € M:

(M1) d(z,y) = 0 se e somente se z = y; (Condigao de distancia nula)
(M2) d(z,y) > 0 para todo z,y € M; (Positividade)

(M3) d(z,y) = d(y,x); (Simetria)

(M4) d(z,2) < d(z,y) +d(y, z). (Desigualdade Triangular)

A quarta propriedade acima é particularmente importante e é denominada de-
sigualdade triangular devido a seu significado geométrico nos espagos R? e R*® com a

métrica usual.

11



CAPITULO 1. PRELIMINARES 12

Um ponto importante da definigio de métrica é a condicio que afirma que
d(z,y) = 0 se e somente se z = y.

A condicao de positividade acima é, em verdade, consequéncia da desigualdade
triangular e da condigao de simetria.
De fato, usando essas duas condigoes, pode-se provar o seguinte fato mais forte:

Para todo z,y,z € M vale
d(z,y) > |d(z, 2) — d(y, z)|

o que, em particular, garante que d(z,y) > 0.
Para provar isso, note-se que, pela desigualdade triangular, d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).
Logo,

d(z,y) 2 d(z,z) — d(y, 2)

Trocando-se x por y e usando-se a condigao de simetria, obtemos também
d(z,y) = d(y,z) 2 d(y, 2) — d(z, 2)

Ambas as relagoes dizem que d(z,y) > |d(z, z) —d(z,y)|, como querfamos demonstrar.

Se M é um conjunto e d é uma métrica em M, dizemos que o par (M,d) é um
espaco métrico. Ou seja, um espago métrico vem a ser um conjunto munido de uma
métrica.

A nocdo de Espago Métrico foi introduzida por Fréchet' em sua dissertacio de
1906. A expressao “espa¢o métrico”, no entanto, nao foi sua invengao, tendo sido
utilizada por Hausdorff? em 1914.

O exemplo mais basico de uma métrica é oferecido, no caso M = R, pela funcao
d(z,y) = |z — y|, z,y € R. Outro exemplo essencial idéntico em M = C, é oferecido
pela a funcao d(z,w) = |z — w|, z,w € C. Essas sdo chamadas métricas usuais em R e

C, respectivamente.

"Maurice René Fréchet (1878-1973). Fréchet também introduziu a nogao de compacidade.
?Felix Hausdorff (1868-1942).

| {oTECA



CAPITULO 1. PRELIMINARES 13

Exemplo 1.1 (O espago métrico dos nimeros reais R). Considere a funcdo
d:RxR—R, tal qued(z,y) =|z—y|, z,y€eR.

Esta fungdo é a distincia usual entre dois ponto =,y € R. E uma métrica em R.

De fato:
Sejam z,y, z € R. Segue das propriedades da fungao médulo que:
(M1) d(z,z) = |z — z| = |0] = 0;
(M2) Se z # y, entao z — y # 0 e, portanto, |z — y| > 0. Logo, d(z,y) = |z —y| > 0;
(M3) d(z,y) = |z —y| = ly — | = d(y, z);
(M4) d(z,2) =z —2| =z —y) +(y—2)| < |z —y| + |y — 2| =d(z,y) +d(y,2). O

Exemplo 1.2 (O espacos métrico euclidiano R"). Os pontos de R" sdo as listas
r = (#1,...,2,) onde cada uma das n coordenadas x; é um nimeros real. Hd irés
maneiras naturais de se definir a distancia entre dois pontos em R™.

Dados © = (21, ...,%,) ey = (y1,...,yn) € R", escrevemos:

1
2

dz,y) = VEi—n)?+ ..+ (@ —ya)? = (Z(Ia o yi)z)

do(z,y) = |or—wl+ .+ [T —al =D |7 — il
=]

dm(z,y) = max{|zy —nl|, ..., |Tn — ynl} = max {|z; — y[}

1<i<n

As fungoes d,d,,d,, : R" x R®" — R sao métricas e sao chamadas, respectivamente,

métrica usual, métrica da soma e métrica do mdrimo, no R".

0
’2
d
oo x
21
: dy
of g no

Figura 1.1: As métricas d, d, e d,, no R?.
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De fato:
Seja‘m I = (mlﬂ"'?xﬂ)!y — (yls weey yﬂ) e z= (zl'.!"'!zﬂ) € R“1 Ti, Yi, Zi € R" e

i € {1,...,n}. Entao:

b d(Ivy) =2 '\/(Il - yl)g +...t+ (.‘.IJ“ - yn)2 = (Z(xi - yi)2)

=1

(M1) d(z,z) = \J Y (@i—m)2=,>_(02=0.
i=1 i=1
(M2) Se = # y, entdo hé pelo menos um “z;, # y;,”, com #;, € {1,...,n}.
Dai, z;, — yi, # 0, donde, (z; — 3:)? > 0.
Logo,
d(.‘l‘,y) 5 \/(1'] o 91)2 oot (Iiu - 950)2 +...+ (xn o yn)2 2 ‘\/(:L'iu - yiu)z > U

(M3) d(z,y) = \J S @i-w)r= J 3 (s — )2 = d(y, 2);
f=] i=1

(M4)

d(z,2)]* = Z(-’Ee - z) = Z [(zi — ) + (3 — z))°
i=1

i=1
k0

= ) [(@:— w)® + 2w — w) (W — ) + (i — 2)?]

i=1
n

= ) (@i—w)’+2 Z(xi - ¥)(y: — =)+ Z(‘ye =)

i=1

< Z(Ii —y)?+2 Z(J«'i —yi) (Y — =)+ 2(!};‘ - z)?
é Z(ﬂ?i - y:‘)z +2 (Z (5= '9'1‘)2) (Z (vi — Zi)g) = E(yi = Zi)2
= |:(Z (& — yi)z) 24 (Z (v — 7—-‘)2) l = [d(z,y) + d(y, 3)]2

Dai, d(z,2) <d(z,y)+d(y, 2).
(*) Desigualdade de Cauchy®-Schwarz* O

3 Augustin Louis Cauchy (1780-1857) foi um matemaético francés.
“Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) foi um matemaético alemao.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 15

Para demonstrar a propriedade da desigualdade triangular aqui, precisamos da Desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz, em termos das coordenadas dos pontos de x e y:

ol () (&%)

Portanto, vamos demonstrar esta desigualdade.

Considere a funcio f(A) = (TaA —y1)* + ... + (zuA — yn)? em X € R.

o) = Z(m vi)? = Z(:c%\z 2z, \y; + )

=1

= /\223:?—2/\Z:z:iy,f+2'yf

i=1 i=1 i=1
Que é uma funcao do 2° grau em A, com valores em R.
Como f é uma soma de quadrados, f(A) > 0, VA € R. Assim, o seu descriminante

deve ser A < 0, isto é:

(S o (552) (S52) <o
(Son) < (£4) (£4)

Ziﬂiys < (ZIE) (ny)
=1 =1

i=1
A igualdade ocorre quando A = 0. E quando isto ocorre, f possui apena uma raiz

Ou,

(uma raiz dupla) ), 0 que implica em

n

f(Xo) = Z (wido — y,-)Q =0

i=1
Como o Ay e os z;,y; pertencem a R, segue desta equagdo, que z; g — ; = 0, ou
, ¥i = Aox; para todo i € {1,...,n}. Assim, a igualdade ocorre quando z; e y; sdao
proporcionais.

a

CA|

LL
e

¥k
T :

-

K>t

—



CAPITULO 1. PRELIMINARES

L (:C y) le yll e ll:n ynl - Z |$l - .Ua‘
i=1

n

(M1) dy(z,2) = Y |z —ai| = Y _[0] =0.

=1 i=1

(M2) Se z # y, entdo hé pelo menos um “z;, # v;,”, com 4o € {1,...,n}.
Dai, z;, — yi, # 0, donde |z;, — ¥;,| > 0. Logo,

ds(z,y) = |21 — | + oo + |Ti = Yio + - + |Tn — Ynl 2 |i — ¥io| > 0.

(M3) ds (:I: y) Z |$l yal = Z [yz == $s| =d (y, 3:)

i=1

(M4)

do(z,2) = Z |zi — 2| = Z [(z: — w:) + (i — )

Z | ah] + Z [y — zi| = ds(z, ) + ds(y, 2).

i=1 i=1

IA

m(m y) ma.x{i:cl yll Wy !mn yn[} == lu{lag {lxt yil}

(M1) don(z,) = max {l: — 2:l} = max {{0]} = 0.

1<i<n

(M2) Se z # y, entdo hd pelo menos “z;, # y;,”com i;, € {1,...,n}.
Dai, z;; — ¥i, # 0, donde |z;, — y;,| > 0. Logo,

dm(m-:y) — Ina3’(‘“3':1 - yll 3 eeey I-Tén - yiul 9 sney Iwn - yn.l} 2 ]xiu - yil)l > U;

(M3) dm(x y) = m&x{|5¢l - y!l} = ma.x{]y, =& xsl} dm(yam)

(M4)

los —2z| = |(@i—y)+@y—2) < |loi—wl+ly— 2zl

Daf, max{lz:—zl} < max{lz:—ul} + max{ly—al}

Ou seja, dm(z,2z) < dn(z,y) + dnly, 2).

16



CAPITULO 1. PRELIMINARES 17

Proposicao 1.1. Sejam d, d, e d,, as métricas naturais definidas no R™. Entdo, para

quaisquer x,y € R™, valem as desigualdades:

dm(z,y) < d(z,y) < di(z,y) < n.dm(z,9)

Demonstragdo: Sejam z = (z1,...,%n),y = (Y1,..,¥n) ER® e i€ {1,..,n}. Entdo:

(1) din(,9) = max {|zi ~ w1} = iy — vil, com o € {1,...,n}. Logo,

dm(:ray) = ixiu - yin' =V (xiu - 950)2

< \/(.’B,: - yi)z Fooe (-'Bia - yio)2 + .+ (xn - yn)2 S d(.’l:, y)

(II) Como  d,,(z,y) = 111{151{.);{@, — 4|} = |Ti, — Yiol-

Entdo, |z; — | < |zi, — ¥is| para todo @ € {1,...,n}. Logo,

do(z,y) = |21 — 1|+ |22 — Y| + ... + |20 — ynl

< Zip = Yisl + 1Zio = Yiol + o+ + |Tio = Yiol = 1. |24 — v3p] = ndin(z, 9).

(111)

d(z,y) = V(t1—y1)2+ (22 —1)* + . + (0 — Yn)?
ViIzr =912 + |22 — a2 + oo + |2 — Yo
= \/|$1—yli2+---+|$n*yn|2+2Zl$i—y§|-|~f;ﬁ—yj|

i#]
\/(lxl G yl| e lxn _yn|)2 = |$1 == yll e g o |In s yﬂl
= ds(msy)'

Logo, d(z,y) < dy(z,y).
Portanto, de (I),(II) e (IIL), segue que

dn(z,y) < d(z,y) < ds(z,y) < nudn(z,9)



CAPITULO 1. PRELIMINARES 18

Normas

Definicao 1.2. Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo de escalares K. Assumiremos
K =R ouC, isto é, consideremos espago vetoriais reais ou compleros. Uma norma

em V' é uma fungao || - || : V — R, que satisfaz as sequintes condigoes:
(N1) [lz|]| > O para todo z € V;

(N2) Se ||z|| = 0 entdo z = 0;

(N3) [[Az|| = || |lz|| para todo z € V' e X € K; (Homogeneidade)

(N4) ||z +yll < llz|l + lyll para todo =,y € V. (Desigualdade Triangular)

Um espago vetorial munido de uma norma || - || é chamado Espago Vetorial Normado

e denotado por (V, | - ||)-
Exemplo 1.3. Seja (V, | - ||) um espago normado. A fun¢io definida por

dz,y) =|lz—y|, Vz,yeV

€ uma méirica em V chamada de métrica induzida pela norma || - ||.

Exemplo 1.4 (O espago vetorial R"). Os conjuntos (R™, || - ||), (R™, || - ||s) e (R, || - ||lm)

sao exemplos de espagos vetoriais normados, onde, para x = (z1,...,x,) € R, se tem

Izl = y/zi+..+23

lzlls = |z1| + ... + |zl
lzllm = max{|zi], ..., |zn]}
As métricas d, d, e d,, em R"™ vistas na se¢do anterior sao provenientes das

normas ||z|, ||z||s € ||z||m, respectivamente. Lembremos que a norma de um vetor z é

a distancia de z a origem, ou seja, ||z| = d(z,0).
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Produtos Internos

Definicao 1.3. Seja V um espago vetorial sobre o corpo de escalares K, onde K = R
ou C. Um produto interno em V ¢ uma funcgio (-,-) : V x V = R, que satisfaz as

sequintes condigies:
(P1) (z,z) > 0 para todo x € V;

(P2) se (z,z) =0 entdo z = 0;

(P3) (z,y) = (y, ) para todo z,y € V;

(P4) Mz +y,2) =Xz, 2) + (y,2) para todo z,y,z€ V e XA € K.

Um espaco vetorial V munido de um produto interno (-,-) é chamado Espaco com
produto interno e denotado por (V, (-,-)).

E possivel definir diferentes produtos internos para um mesmo espago vetorial.
Segue das propriedades de produto interno que:
1) (0,z) =0 para todo z € V;
2) (A\z+ py,2) = A(z,2) + p(y,2), paratodo z,y,z€ Ve pu€ek;

3) (@, Ay + p2) = A(z,y) +fi(z,z), paratodo z,y,2 € Ve pueckK.

Exemplo 1.5. Sejam z = (21, ...,%n), ¥ = (Y1,---,Yn) vetores em K*. A funcio dada

por
(z,9) =) =
i=1
é um produto interno em K".

Exemplo 1.6. Sejam (V, (-,-)) um espaco com produto interno. Entdo a funcio defi-
nida por

]l == /(z, )

é uma norma em V.
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As normas num espago vetorial V' para as quais existe um produto interno satis-

fazendo ||z|| = y/(z, z) sdo chamadas de normas induzidas por um produto interno.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja (V (-,-)) um espago como
produto interno. A func¢do definida por ||z|| = /(z, ) satisfaz a sequinte desigualdade

Iz, o) | < llllllyll, ¥ 2,y €V

Demonstragao. Se y = 0, a desigualdade é ébvia.
Suponhamos entao que y # 0.

Observe que, para qualquer ¢ € K temos que

0 < (z —ty,z —ty) = ||z|* — 2Re (=, ty) + [t |ly||*

e em particular, tomando ¢ = <|T;; ”yz) tem-se que
0< ":BH2 o | ($, y) 12
- llyll?
de onde segue o resultado desejado. ]
Vejamos que a fungao definida por
]| == v/ (=, z)

é de fato uma norma em V:

(N1): ||z|| = v/(z,z) > 0 para todo z € V;

(N2): |zl =0 \/(z,1) =0 (z,5) =0z =0;

(N3): |zl = /P, A7) = /2% (z,2) = VINE @ 3) = |AV/(@2) = Ll
(N4): [lz +yll < llz]| + [|yll)- De fato,

lz+yl® = (z+y,z+y)=|lz]*+2Re(z,y) + |y

< (el +llwl)?,

aplicando a raiz quadrada segue o resultado desejado. O

CA

OTE

&

UFCE,
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Proposicao 1.2. Quando uma norma provém de um produto interno vale a chamada

Lei do Paralelogramo:
lz + gl + llz — 9l = 2 (|=l|* + [ly]|*)

Demonstracdo. Sejam x,y € V.

Suponhamos que a norma || - || provém do produto interno
lzll = v/(z,z)
Como
lz+ul* = (z+y,2+y) = ||’ + 2Re(z,9) + |ly]®

lz—yl* = (z-y,2~y)= |zl - 2Re(z,y) + ||y’

Entao
lz+yl” = llz —ylI* = 2||*+ 2]yl
= 2(|lz)* + llyl*)

1.2 Espago Métrico

1.2.1 Nocgoes Topolégicas

Seja (M, d) um espago métrico. Entao qualquer subconjunto X ¢ M também é
um espago métrico com a métrica d herdada de M o qual serd chamado de subespaco
métrico.

Seja (M, d) um espago métrico. Uma bola aberta com centro em z, € M e raio

r > () sera um conjunto da forma
B(zo;r) ={z € M : d(zo,z) <1}

Definicao 1.4. Dizemos que zo é um ponto interior do subconjunto X C M se
eriste € > 0 tal que
B(zp;€) C X.
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O conjunto de todos os pontos interiores a X sera denotado por int(X). Segue

da defini¢ao que mnt(X) C X.
Definigao 1.5. Dizemos que um subconjunto X C M é aberto se X C nt(X).

Desde que a inclusao int(X) C X é sempre vélida, o conjunto X serd aberto se, e

somente se, X = nt(X).

Exemplo 1.7. Toda bola aberta B(xzo;r) de um espago métrico M é um conjunto
aberto.

De fato, seja 1 € B(zg;7), considere € = r — d(z1,z9) > 0 e verifiquemos que
B(z,;€) C B(zo;T).
Para x € B(z;;¢€) temos que d(z,zo) < d(z,z1) + d(z1,20) < € +d(z1,20) =T,
portanto € B(z;r) de onde segue que B(z1;¢) C B(zo,r). Assim, z; € int(B(zo;7))
e da arbitrariedade do ponto tomado temos que B(xzq;7) C int(B(zg;7)), 0 que mostra

que o conjunto é aberto.

Defini¢ao 1.6. Sejam (M,,d;) e (Ms,dy) dois espacos métricos. Uma funcao
f: My, = M, é continua no ponto xo € M se para todo € > 0 existe § = d(e, xp) > 0,
tal que

Vzo € My, com d\(z,z¢) < 6, tem-se dao( f(z), f(z0)) < € (1.1)

Dizemos também que f € continua em M, ou simplesmente continua, se for continua

em cada ponto xy € M.

Considerando a notacao f(X) = {f(z) : * € X} a afirmagao (1.1) pode ser

escrita da seguinte forma
[(B(zo;8)) C B(f(x0); €)-

Teorema 1.2. Uma funcgao [ : My — M, é continua se, e somente se, o conjunto
[ Y)={zeM: f(z) €Y},

¢ aberto em M, para todo conjunto aberto Y em M.

Demonstragao. Ver [5]. O

A, e e A
[ &
1 L™ B 11
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Definicao 1.7. Sejam (M,d) e (N,d) dois espacos métricos. Uma aplicacio
f: M — N chama-se lipschitziana quando eriste uma constante ¢ > 0 (constante

de Lipschit?’) tal que, quaisquer que sejam z,y € M, d(f(z), f(y)) < c.d(z,y).

Neste caso, f é continua em cada ponto z, de M.

De fato, dado € > 0, tomemos § = £. Entao,

Vz e M, d(z,zy) < 6 = d(f(z), f(z0)) < cd(z,zp) < c.d = e.
Logo, f é continua.
Definigao 1.8. Dizemos que um conjunto X é fechado se X° é aberto.

Definicao 1.9. Seja X C M. Dizemos que o € M é um ponto aderente de X se
X N B(zp;€) # 0 Ve > 0.

O conjunto de pontos aderentes de um conjunto X, também é chamado de fecho

de X e denotado por X. Observe que X C X.
Teorema 1.3. Um subconjunto X C M ¢ fechado se, e somente se, X C X.

Demonstragao. Ver [3]. O

1.2.2 Sequéncias
O conceito de métrica (distancia) entre pontos quaisquer de um espago métrico

nos permite definir a nogao bésica de convergéncia de sequéncia.

Definicao 1.10. Seja (z,) uma sequéncia no espago métrico M. Dizemos que a

sequéncia ¢ convergente se existe v € M tal que

hitn d i, 2 )=

n—oo

z € dito o limite de (z,) e escrevemos

lim z, = = ou simplesmente z,, — .
n—o0

SRudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) foi um matematico alemao.
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Observe que d(z,,z) — 0 se, e somente se, dado ¢ > 0 existe ny € N tal que
d(z,,z) <€, Vn>nyg

Teorema 1.4. Sejam (M,,d,) e (Ma,ds) espagos métricos. Uma fungio f : My — M,
€ continua no ponto Ty € M, se, e somente se, para toda sequéncia (z,) em M, tal

que T, — Ty, tem-se que f(x,) — f(zo).
Demonstragao. Ver [3]. O
Teorema 1.5. Sejam (M, d) um espago métrico e F C M:

1. Seja o € M. Entdo, o € F se, e somente se, existe uma sequéncia (zn) em F

tal que z,, — xy.

2. F € fechado se, e somente se, para toda sequéncia (z,) em F, tal que z,, — x4 €

M, tem-se que xy € F.
Demonstragao. Ver [3]. 0O

Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que um subconjunto X C M é limitado
se existe C > 0 tal que

d(z,y) <C Vz,ye X

e dizemos que uma sequéncia (z,) em M é limitada se o conjunto X = {z, : n € N}
for limitado.
Temos que um conjunto X é limitado se, e somente se, para qualquer z; € X

fixado, existe uma constante C > 0 tal que
d(z,zp) < C VzelX.

Defini¢ao 1.11 (Série). Seja (z,) uma sequéncia no espago métrico M. Para cada

n=1,2,3,..., podemos construir a soma parcial (ou reduzida)

Sl = Iy,
82 = o1+ Za,
Sz = x1 +T9 + 3,

Sn = $1+‘T2+---+$n
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O termo geral S, da sequéncia (S,) é chamado de n-ésima soma parcial (ou
reduzida de ordem n) de (z,). A sequéncia das somas parciais (S,) assim obtida é

chamada de série e é denotada por an.

[s o]
Se eziste a € M tal que a = lim S, dizemos que a é soma da série z:rn, €
n—oo =0

ESCTEVEMOS

o0
a=an=zl+x2+...+xn+...

n=(0

Neste caso, dizemos que a série é convergente. Quando a sequéncia das somas par-

ciais (S,) ndo possui limite em M, dizemos que a série € divergente.

Um exemplo importante de série é a série geométrica:

Z:cn=1+:r+:r2+...+:::"+...
n=0

Quando ||z|| < 1, segue-se que, de

S, = l4z+2*+..+2z"

.8, = T+z*+..+z""!

= .’E"+1
tem-se S, — 2.5, = 1 — z"*!, donde S, = T
-z
1.— In+1 1
Dai, lim S, = lim = e portanto a série geométrica converge, e sua
n—00 n+o 11—z 1—1x

soma é igual a .

B4 -2

Por outro lado, quando ||z|| > 1, a série geométrica diverge, pois neste caso a n-ésima
parcela z", nao tende para zero, que é condi¢ao necesséria (mas nao suficiente) para a
o0

convergéncia da série E Tn, pois se a = lim S, entao a = lim S,,_; também.
n—oo n—00
n=0

Como z, = S, — Sp_1, temos

limz,=1lm S, —-S,.1=1lm&S,—1lm S, ,=0-0=0.

n—roo =00 n—oo n—o00
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1.2.3 Completude

Definicao 1.12. Seja (z,) uma sequéncia no espago métrico M. Dizemos que a

sequéncia é de Cauchy se para cada € > 0 existe ng € N tal que
d(Tm,Ts) < €, para todo m,n > ng.

Exemplo 1.8. A sequéncia (%) € de Cauchy, pois se € > 0 € dado, considere x9 € N
tal que noe > 2, cuja existéncia € garantida pela propriedade Arquimediana de R.
Entao,

myn > me o |- — —| < &+ +
n m n

.
ng TNy
Proposigao 1.3. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragio. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em M, entdo dado € = 1, existe
ng € N tal que d(zy,,Z,,) < 1, Yn > ny.

Tomando k = max{1,d(z,,Zn,),n = 1,2,...,n9 — 1}, segue-se que d(z,, o) < k para

todo n € N. Assim,

d(Tp, Tm) < d(Tn, Tny) + d(ZTm,To) < 2k, para todo n,m € N.

Proposicao 1.4. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragao. Seja (x,) um sequéncia tal que z, — a, isto é, dado ¢ > 0, existe
ng € N tal que d(zn,a) < §, para todo n > ng.
Segue-se que

€

= = para todo n,m > ny.

d(Zn, Tm) < d(zp,a) + d(zm, a) < % +

Logo, (z,) é de Cauchy. O
e A reciproca da proposigao acima é falsa.

Exemplo 1.9. A sequéncia (z,) = ;1; converge no espago métrico R, para o ponto 0 € R
portanto é de Cauchy. Esta sequéncia nao é convergente no espago métrico (0,1), pois
neste espa¢o métrico nao eriste ponto alguma para o qual ela possa convergir. Logo, a

sequéncia (—:;) do espago métrico (0,1) é de Cauchy sem ser convergente.
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Definigao 1.13. Dizemos que um espago métrico (M, d) é completo se toda sequéncia

de Cauchy em M é convergente.

Proposicao 1.5. Todo subespaco do espago métrico (M, d) completo, é completo se e

somente se € fechado.

Demonstragio. Seja F C M. Suponhamos F' completo. Seja (z,) um sequéncia em
F' convergindo para zo € M. Como a sequéncia é convergente em M, é de Cauchy
em M e portanto é de Cauchy em F, logo convergente em F' para z; € F C M, por
unicidade do limite segue-se que zy = z; e assim F' é fechado. Reciprocamente, seja
F C M fechado, com M completo. Dada uma sequéncia de Cauchy (z,) em F, existe
limz, =25 € M. Como F é fechado em M, tem-se zy € F. Logo, F' é completo. [

Definicao 1.14. Um espago vetorial normado completo M, chama-se um espaco de

Banach.



Capitulo 2

Ponto Fixo das Contracoes

2.1 Ponto Fixo de Banach

Aqui trataremos de um teorema de ponto fixo extremamente 1itil conhecido como
Teorema de Ponto Fixo de Banach, que funciona em espagos métricos completos. Este
teorema foi proposto por Stefan Banach em 1922 e é também conhecido como principio
das contracoes. Uma das razoes de sua importancia reside no fato de o Teorema de
Ponto Fixo de Banach fornecer, junto com seu enunciado, um método aproximativo

para a determinacao do ponto fixo, método este que é muito eficiente.

Definicao 2.1. Um ponto fixo de uma aplicagao T : M — M ¢é um ponto x € M tal
gue T(z) =z.

Definicao 2.2. Sejam M e N espagos métricos. Uma aplicagao T : M — N chama-se

uma contraca@o quando eriste uma constante A, com 0 < )\ < 1, tal que
d(T(z), T(y)) < Ad(z,y), para quaisquer z,y € M.

Note que uma contragao é uma aplicacao lipshitziana, com 0 < X\ < 1, e portanto

¢é uniformemente continua.
Teorema 2.1. Se f é uma fungao de contragao sobre um M, entao f é continua.

Demonstragao. Suponha que (z,) é uma sequéncia tal que lim z, = z, entao
n—+oc

lim f(a) = £(z), pois |f(zn) ~ f(2)| < Now — 2| < |2 — 2. O
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O teorema seguinte, apesar da simplicidade de sua demonstracao, é um dos mais
utilizados na demonstragao da existéncia e unicidade de um ponto fixo. Ele afirma que
toda contragao em um espago métrico completo tem um e somente um ponto fixo. E
além disso, ele fornece um método iterativo de determinar aproximadamente o ponto

fixo, sendo que, a aproximagéo é tanto melhor quanto mais iteracoes forem feitas.

Teorema 2.2 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja M um conjunto dotado
de uma métrica d e suponha M completo em relagio a d. Seja X um subconjunto
fechado de M e seja T : X — X uma fung¢do. Vamos entdo supor que existe um

nimero A, 0 < A < 1 tal que para todos os pontos = e y de X valha

d(T(z), T(y)) < Ad(z,y), (2.1)

Entao, a equacao de ponto fixo

=Tz); (2.2)
tem solucao em X e essa solugao € tunica. Além disso, para qualquer zo, € X, a
sequéncia T, = T(T,-1), n > 1, obtida aplicando-se repetidamente T a partir de xy,

converge (rapidamente) ao ponto fizo x na métrica d. A saber, tem-se que

n

1-2A

d(z,,z) < d(zy,xp). (2.3)

Demonstragao. Temos que X é completo em relacao a4 métrica d, visto que é um
subconjunto fechado de um espago métrico completo.

Denotaremos por T™ a n-ésima composigao de T' consigo mesma: ToT o...oT.
e e

n vezes
Definimos entao, para um xy € X arbitrdrio, z, = T"(z9), n € N, n > 0.

Vamos agora provar que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em X. Para isto, sejam
m e n dois nimeros naturais quaisquer tais que m < n. Entao, usando a desigualdade
triangular n — m vezes, temos o seguinte:
d(TmyTn) < A(Tm,Tmi1) + d(Tmi1,Zn)

< d(:rmaxm+1) + d(Zm+1, Tm+2) + d(Tmi2, Tn)

e d(Im, $m+1) + d(xm—kl: $m+2) T d(xn—la-rﬂ)-



CAPITULO 2. PONTO FIXO DAS CONTRACOES 30
Pela propriedade de contragao, temos que
d(zi, Tiy1) = d(T(2i-1), T(2:)) < Ad(Ti-1,7:) < Nd(Ti—z, Ti1) < --- < Nd(20,71).
Dai,
d(Tm, Tn) < (™ + XL A2 4 4 /\"_l) d(zg, 1)
e, portanto,

d(TmyTa) < A™(LHX+ N 4+ ..+ 21™) d(2p, 71)

S A" (Z A’) d(il?{],.’l?l) — 1AinAd($o,$1). (24)

Isto prova que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em X, pois A™ pode ser feito arbitra-
riamente pequeno, tomando m grande, para qualquer n > m.

Como (z,) é uma sequéncia de Cauchy em X e X é completo, deve existir um = em
X tnico ao qual a sequéncia converge. Temos sempre, usando a igualdade triangular,
que

d(z,Tm) < d(z,z,) + d(Tn, Tm)-

Tomando n > m e usando (2.4), temos

m

A
1-A

d(z,z,) < d(z,z,) + d(zo,xy).

Como (z,) se aproxima de = para n grande, podemos fazer o termos d(z,z,) arbitra-

riamente pequeno, tomando n grande, sem alterar os demais. Dai, concluimos que

m

1-A

d(z,z,) < d(zo, z1). (2.5)

Esta 1ltima desigualdade mostra que z,,, de fato, se aproxima exponencialmente rapido
de z.
Vamos agora provar que z, o limite da sequéncia (z,), ¢ um ponto fixo. Para

isso, calculemos d(z,T(z)). Teremos, pela desigualdade triangular
d’(z! T(I’)) = d(:l’,‘, $m+1) o] d(Im+1,T(I)),

para todo m. Usando (2.5) e a contratividade de T' teremos

m+1
d(e,T(@) < S d(zg, ) + Ad(zn,2)
)‘m+l m+1 m+1
o= = /\d(zg,xl) + T ,\d.(a:n,zl) = 21 = ,\d(.’.rg.,.’l':l).
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Como m é arbitrério podemos fazer m — oo e obtemos d(z, T(z)) = 0, o que implica
que z = T'(x).

Por fim, resta-nos provar que z é o 1inico ponto fixo de T. Para tal, vamos supor
que haja um outro ponto v em X tal que v = T'(v). Terfamos, usando a contratividade
de T, que

d(z,v) = d(T(z),T(v)) < M(z,v)

Ou seja, (1 — A)d(z,v) < 0. Como 0 < A < 1, segue-se que d(z,v) = 0, que implica

v = z. Isto completa a prova do Teorema do Ponto Fixo de Banach. O

Sobre a necessidade das hipéteses do Teorema do Ponto Fixo

de Banach

Um fato que chama a atengéo neste teorema é a presenca de apenas duas hipéteses,
suficientes para demonstra-lo. Veremos agora alguns exemplos que mostram ser estas

hipéteses também necessarias:

e A condigao do espago métrico ser completo é crucial, sem ela as conclusdes do
teorema podem néo mais ser validas.

1
Exemplo 2.1. Sejam M = (0,1) e a fun¢ao f : M — M definida por f(z) = 3%+ 3

O espago métrico M nao ¢ completo.
Temos também que a fun¢éao f é uma contragao e nao possui ponto fixo no intervalo
(0,1), pois

1

1
f(z)_z%§x+§—a:¢n:_l.

Com este exemplo mostramos que, mesmo tendo uma contragio, é impossivel obter as
conclusdes do Teorema do Ponto Fixo de Banach caso o espago métrico em questio
nao seja completo.

Apesar da sequéncia (z, ), construida iterativamente na demonstracao do Teorema
do Ponto Fixo de Banach, ser de Cauchy, ela ndo converge para um ponto do dominio
da fungao f. Porém, se estendermos f continuamente no complemento do espago (0, 1),
isto é, no dominio [0.1], entéo a sequéncia (z,) convergird para o iinico ponto fixo de

f, a saber, o ponto z = 1.
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Figura 2.1: Comportamento da sequéncia (z,).

e A condigao da fungdo ser uma contragdo é crucial, sem ela as conclusoes do

teorema podem nao mais ser validas.

Exemplo 2.2. Consideremos o espagco métrico R com sua métrica usual, e a funcdo

f : R = R definida por f(z) = 2% + 1.

Temos que a funga@o f néo é uma contragao no seu dominio R e nao possui ponto fixo,
pois

f@)=ze?+l=z22-2z4+1=0,

que nao possui solugao real. Logo, f nao possui nenhum ponto fixo.

Exemplo 2.3. Consideremos o espago métrico R com sua métrica usual, e a funcao
f :R = R definida por f(z) = z° — 1.

Notamos que a fungao f também nédo é uma contragao, como no exemplo acima, mas
agora perdemos a unicidade, pois f possui dois ponto fixos, a saber:

1+v5 . 1—+5
2 2

De fato,

f@)=zer’-1l=zerl-z-1=0z=

1++5
e
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e A condicao 0 < A < 1 é crucial, sem ela as conclusdes do teorema podem nao

mais ser validas.

Aplicagoes f : (M,d) — (M,d) tais que d(f(z), f(y)) < d(z,y), V¥ z,y € M séao

ditas nao-expansades.

Exemplo 2.4. Consideremos o espago métrico R com sua métrica usual, e a funcao
f :R — R definida por f(z) =z + 1.

Notemos que a fun¢ao é uma nao-expansao. Neste caso claramente f nao possui ponto

fixo, caso contrdrio, terfamos a igualdade 0 = 1.

Exemplo 2.5. Consideremos o espaco métrico R com sua métrica usual, e a fungio

f : R — R definida por f(z) = z.

Notemos que a funcdo é uma nao-expansdo. Observe que, em oposi¢io ao exemplo

anterior, neste caso todos os pontos do dominio de f sdao pontos fixos.

Exemplo 2.6. Seja M = [1,00) com sua métrica usual d(z,y) = |z —y| e seja
[ : M — M definida por f(z) =z + 271
Entao vale que para todo x,y € M, = # vy,

d(f(z), f(y)) < d(z,y).

De fato, para 1 <z < y,

f(y)—f(:c)=f:f’(t)dt=f: (1*-35) a< [(at=y-s

pois 1 —¢7? < 1 para t > 1, sendo esta a melhor estimativa possivel.
Assim,

|F(y) — f(@)| < ly — =l

Como querfamos provar.
Note agora, porém, que f nao tem nenhum ponto fixo.
De fato, f(z) = z significa z + 27! = z, ou seja, ™' = 0, o que nao é possivel se

z € [1,00).
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2.1.1 Uma Generalizagcao do Teorema do Ponto Fixo de Ba-

nach

Vejamos agora, uma pequena generaliza¢ao do Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Ocorre por vezes que a aplicagao T', como discutida acima, nao é uma contragao, mas
alguma de suas poténcias o é. Neste caso podemos também garantir o do Teorema de

Banach do Ponto Fixo de Banach.

Proposicao 2.1. Seja M um conjunto dotado de um métrica d e suponha M completo
em relagdo a d. Seja X um subconjunto fechado em M e seja T uma fungao de X
em X, T:X — X. Vamos supor que erista um nimero m € N tal que a aplica¢do
T™ seja uma contragao, cujo ponto firo é x € X. Entdao T também tem um ponto fizro

tnico, a saber, 0 mesmo x.

Demonstragao. Para provar que x é também ponto fixo de T, notemos que, como

z = T™(x), temos também que
Ta) =T ) =TP(T)).

Isto diz que T'(z) é ponto fixo de T™. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, este
iltimo é x e é vnico. Dai, T'(x) = z. Ora, isso diz precisamente que z ¢ ponto fixo de
T.

Provemos agora que z é também o tinico ponto fixo de T. Para tal suponha que haja
um outro ponto fixo y.

Entéo, y = T(y). Daqui tiramos que T(y) = T?%(y). Juntando estas duas igualdades,
vemos que y = T'(y) = T%(y).

Repetindo este processo, chegamos a

y=T(y) =T*y) =... =T™(y).

Isso diz que y é ponto fixo de T™. Agora, pelas hipéteses, o tinico ponto fixo de T™ é

z. Logo, y = z. O



Capitulo 3
Aplicacoes

O Teorema do Ponto Fixo de Banach é, de fato, o teorema de ponto fixo com
mais aplicagoes prdtica. Seus fortes resultados estendem sua influéncia aos domfnios
das equagbes integrais, equagoes diferenciais, equacoes numéricas em C, da andlise
numeérica, dos processos estocdsticos nas probabilidades e de outros ramos da ma-
temética pura e aplicada. Um exemplo tipico do seu uso é no calculo por aproximacoes
sucessivas de raizes de funcoes.

Aqui aplicamos seus resultados no Teorema da Perturbacao da Identidade, em

Equagoes Numérica e no Método de Newton para Zeros de Funcoes.

3.1 Teorema da Perturbacao da Identidade

Em certas aplicacGes do Teorema do Ponto Fixo de Banach, tem-se uma aplicagao
f:M — M (onde M é espago métrico completo), que , restrita a um subconjunto
fechado X C M, é uma contragdo. Sendo X um espaco métrico completo, a fim de
concluir a existéncia de um ponto fixo de f, basta (e é indispensdvel) verificar que
f(X) € X, o que exprime dizendo que X é um subconjunto fechado invariante por f.
Em particular, toda bola fechada invariante por uma contragao, contém o ponto fixo
dessa contragao.

Uma condigao suficiente para que uma bola fechada seja invariante por uma

contracao é dada por:
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Lema 3.1. Seja f : M — M tal que d(f(z), f(y)) < Md(z,y), com 0 < X\ < 1. Dado
d(a, f(a))
1-2A
isto €, f(B) C B. Em particular, se M é completo, o ponto fizo de f estd em B.

qualquer a € M, ser > , entdo a bola aberta B = Bla,r| € invariante por f,

Demonstrac¢ao. Para todo x € B, temos d(z,a) < r.

Disto e das hipdteses, temos que
d(f(z),a) < d(f(z), f(a)) + d(f(a),a) < Md(z,a) + (1 = XN)r < Ar+ (1= A)r=r.
Logo, f(z) € B, ou seja, f(X) C B. O

O Teorema da Perturbagao da Identidade é uma versao diferencidvel do Teorema
da Fungao Inversa e, ao mesmo tempo, constitui etapas cruciais de sua demonstragao.
A parte mais importante do que ele afirma é a que assegura ser a imagem f(U) um
conjunto aberto. Implicito nesta afirmagdo estd um teorema de existéncia, em cuja

prova utilizamos o método das aproximagoes sucessivas.
Definicao 3.1. Um homeomorfismo é uma bijecao continua cuja inversa é continua.

Definicao 3.2. Seja g, : U C E — E, onde ¢ € uma contragao, a fungao f : U — E,
dada por f(z) = g(z) + ¢(z) é chamada perturbacado de g por .
Se g(z) =z,z € U, f é chamada perturbacao da identidade.

Teorema 3.1 (Perturbagdo da Identidade). Seja ¢ : U — E uma contragdo definida
num subconjunto aberto U do espago de Banach E. A aplicagao f : U — E, dada por

f(z) =z + ¢(z), é um homeomorfismo de U sobre um subconjunto aberto de E.

Demonstragao. Observe que f é continua, pois f = I + ¢ e ¢ é uma contracao.

Suponhamos que, para quaisquer z,y € U, se tenha
lo(z) — e(y)| < Alz —y|, com0 < A< 1.

Utilizando a desigualdade |a + b| > |a| — |b], obtemos

If(z) = f)] = le—y+o(z)—@) 2 |z—yl - |plr) — o)
2 |lz—y|l=Alz—y|l=(1- Nz -yl

ou seja, |f(z) = f(y)] = (1= A)|z —yl.
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Isto mostra que f é injetiva e sua inversa f~1 : f(U) — U é lipschitziana, com constane
ﬁ. Logo, f é um homeomorfismo de U sobre f(U).
Resta provar que f(U/) é aberto em E. E agora que usamos a existéncia do ponto fixo
para contragoes.
Seja entdo b = f(a) = a + ¢(a), a € U, um ponto qualquer de f(U).
Como U ¢é aberto em E, existe um 7 > 0 tal que a bola fechada B = Bla;r] estd
contida em U.
Afirmacao: A bola aberta B = B'(b, (1 — \)r) est4 contida em f(U).

Ou seja, dado y € E tal que d(y,b) = |y — b| < (1 — A\)r, devemos mostrar que a
equagdo f(z) =y ou, o que é o mesmo, z + ¢(x) = y possui uma solucéo z € U.
Para isto, consideremos a contragio &, : B — E, definida por &,(z) = y — ¢(z).
Segue-se que f(z) = y © §,(z) = z. Como a bola fechada B é completa, basta verificar
que &(B) C B.
Ora,

la —&(a)l = la+p(a) —y| = |y - f(a)| = |y — b < (1= N)r.

Logo, pelo Lema 3.1, B é invariante por &, isto é, £,(B) C B e, portanto, f(O) é
aberto em E. O

3.2 Equagoes Numéricas
Apresentamos agora, uma aplicacio do Teorema do Ponto Fixo de Banach na

estimativa da existéncia de solugéo de uma Equacio Numérica.

Seja a reta real e a seguinte equacéo de ponto fixo em R:
=g, 8eNE,

onde 0 < ¢ <1 ¢é uma constante dada. Terd essa equacio? Serd tinica?

Seja T' : R — R, definida por T(z) = c.senz. Podemos adotar em R a métrica

usual em relagao a qual R é completo.
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Vamos provar que isso é verdade:

d(T(z),T(y)) = c|senz —seny|=c| —senz + seny|

S <clz - y| = cd(z,y),

f cos tdt
v

pois |cost| < 1. Assim temos que T é uma contragiao com \ = c.
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O Teorema do Ponto Fixo de Banach nos afirma entao que, partindo-se de qual-

quer numero real zy, as iteradas sucessivas de T' convergem ao mesmo niimero x, ponto

fixo de T:

e

| =

No caso de ¢ =

obtemos:

T2

I3

T4

Ts5

Tg

I7

Ty

Tg

T10

T11

T2

T3

Ou seja, a solugdo da x = c.senx é o ponto fixo de T, isto é, z = 0.

z, = csen(csen(csen(---csenzg---)))

"

n vezes

(1) = %sen(l) = 0.420735

T(0.420735) = %sen(o.mms) = 0.204216
7'(0.204216) = %Sen(0.204216) = (.101399
T(0.101399) = %3671(0.101399) = 0.050612
7(0.050612) = %sen(0.050612) = 0.025295
T(0.025295) = %36?1(0.025295) — 0.012646
T(0.012646) = %sen(0.012ﬁ46) — 0.006322
T(0.006322) — %sen(0.006322) — 0.003160
7(0.003160) = %56‘&(0.003160) = 0.001579
7(0.001579) = %Sen(0.001579) = 0.000789
T(0.000789) = %SER(O.UUO'TSQ) = 0.000039

1
7'(0.000039) = 5361@(0.000039) = 0.000001

1
T(0.000001) = -2-sen(0.000001) = (.000000

zo = 1, com z, = T(z,-1), considerando seis casas decimais,
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3.3 Meétodo de Newton para Zeros de Funcoes

Podemos utilizar o Teorema do Ponto Fixo de Banach para determinar os zeros
de funcGes reais através do Método de Newton! .
Seja f : R — R uma fungéo da qual desejamos determinar um zero, ou seja,

uma solucao da equacao f(§) = 0 . Notemos que esta equagao equivale & equacgio
_ . @

B

um problema de ponto fixo para a aplicagao T : R — R definida por

I,

['(z)

Proposicao 3.1. Se f for pelo menos duas vezes diferencidvel, entao f possuird um

pelo menos se f'(£) # 0. Colocando dessa forma o problema torna-se

zero §, tnico, num dado intervalo [a,b] se existir A\, com 0 < X < 1 tal que

f—((%,)(";()—?g” <A, para todo x € [a,b) (3.1)
e se
‘%‘ <(1-2Aa, (3.2)
onde p = a;b e a = gg_b, Neste caso, tem-se € = nlLIEo:nn, onde a sequéncia
T, € [a,b] € determinada iterativamente por
T
$n+1=$n—}fr((":}l)', n 20,
sendo xg € [a,b], arbitrdrio. Ter-se-d,
] Ll PP =] & s b=, 2 2 B (3.3)
1—-AX 1=

Se adotarmos xo = p teremos ainda | — z,| < @™, n >0, por (3.2).

A condigdo (3.1) pressupde que f (z) # 0 em [a,b]. A condicdo (3.1) é importante para
garantir a contratividade de T', enquanto que (3.2) é suficiente para garantir que T leve
pontos de [a,b] em [a,b], podendo ser eventualmente substituida por outra condicio
que garanta o mesmo. O método de Newton funciona mesmo sob condigoes mais
fracas sobre a f, nesse caso fora do contexto do Teorema do Ponto Fixo de Banach. A

convergencia das iteragées pode, entao, ser mais lenta que aquela garantida em (3.3).

ssac Newton (1643-1727), foi um fisico e matemitico inglés.
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Demonstragdo. Sejam z,y € [a,b]. Tem-se

- fy) flz) [d f@1 _ [Pref @)
TW =T =v= 50 %% ) -1 3 [“m] o NZ0)

Assim, (3.1) garante que

IT(y) — T(z)| < Aly — =

Isto estaria dizendo-nos que T" é uma contragao. Precisamos, porém, garantir que T
leve pontos de [a,b] em [a,b]. Isso equivale a garantir que |T'(z) — u| < a para todo
z € [a.b], ou seja, para todo = tal que |z — u| < a. Uma maneira de impor isso usando

(3.1) é supor vilida a condigéo (3.2).

De fato,
s s S et | @
76) -l =) -1+ LD < Tmn+bﬁ”
)| f(a)
s Ae=dl+Fy
Ws(m Alz = p|+ (1= ANa
pois zcla,b]

& A+ (1= Aa=a.

Com isso, provamos que 7' é uma contra¢do que mapeia o espago métrico completo

[a,b] em si mesmo. O Teorema do Ponto Fixo de Banach garante o resto. O

O Método de Newton pode ser motivado geometricamente pela figura

=% [ =
Figura 3.1: Iteracoes do Método de Newton.

A reta que passa pelo ponto (z,, f(z,)) tangencia o grafico da funcéo f. Sua inclinagio

- f(zn)
f'(zn)

Repetindo-se o procedimento a partir do ponto z,,, aproximamo-nos mais ainda do

zero £ de f.

é, portanto, f (z,). Assim o ponto z,4; indicado na figura vale z,,; = z,

———
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