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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre as séries de Fourier e algumas de
suas aplicagoes na condugao do calor sensivel em materiais sélidos. Inicialmente, faze-
mos uma revisio bibliogrifica sobre séries de Fourier, ressaltando algumas definigGes,
proposigoes e teoremas importantes; assim como alguns exemplos de fungoes reais sec-
cionalmente continuas e periédicas com suas respectivas séries de Fourier. Em seguida,
abordamos alguns problemas de transferéncia de calor: para isso apresentamos algumas
defini¢oes importantes na calorimetria e termodinimica e depois deduzimos e resolve-
mos o modelo matemético da condugao de calor ao longo de uma barra com condigoes
de contorno homogéneas. Resolvemos um caso da equagao do calor com condigoes de
contorno nao-homogéneas. Descrevemos a equagao do calor para um caso geral no R"
e sua ocorréncia de transferéncia de calor em regime permanente (estacionério). Defi-
nimos o problema de Dirichlet para uma regido qualquer no R? e depois solucionamos
0 mesmo numa regido retangular limitada no R*. Podemos dizer que este trabalho
sintetiza conhecimentos das equagdes diferenciais parciais e ordindrias presentes em
modelos de grande importancia e aplicagio em processos que ocorre transferéncia de

calor, como no aquecimento de pecas rotativas e circuitos e na escolha de melhores

isolantes e condutores térmicos em objetos.

Palavras-chave: Séries de Fourier. Equagao do Calor. Equagao de Laplace.

|OTECA

-1
L e

nt

UFCG /™



Abstract

In this work we present a study of Fourier series and some of its applications
in the conduct of sensible heat in solids. Initially we review the literature on Fourier
series, highlighting some definitions, propositions and theorems; as well as some exam-
ples of piecewise continuous and periodic with respective Fourier series real functions.
Then, we discuss some problems of heat transfer: for this we present some important
definitions in calorimetry and thermodynamics and then deduce and solve the mathe-
matical model of heat conduction along a bar with homogeneous boundary conditions.
We solved a case of the heat equation with non-homogeneous conditions outline. We
describe the heat equation for a general case in R" and their occurrence of heat transfer
in steady state (stationary). We define the Dirichlet problem for any region in R? e
after we solve it in a rectangular region bounded in R?. We can say that this work
synthesizes knowledge of ordinary and partial differential equations in animal models

of great importance and application processes occurring heat transfer during the he-

ating of rotating parts and circuits and in choosing the best insulation and thermal
conductive objects.

Keywords: Fourier Series. Equation of Heat. Laplace Equation.
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Introducao

O Célculo Diferencial e Integral iniciado com os estudos de Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (1642-1727) possibilitou um grande avango na
literatura matematica. Conhecer taxas de variagoes é de fundamental importancia em
problemas aplicados. Por exemplo, na fabricagdo de novos medicamentos faz-se uso
indispensédvel das equacoes diferenciais usando taxas de variagdes da absorgao e da
eliminagao da droga no organismo, assim como os efeitos causados, para descobrir a
dosagem e o intervalo de aplicagdo a serem ministrados corretamente.

As aplicacoes da teoria de Equagoes Diferenciais tem uma vasta gama que nor-
teiam muitas dreas do conhecimento, em particular nas Ciéncias Exatas e da Terra.
No curso de Equagoes Diferenciais Ordinérias estuda-se aplicagoes na Fisica (estudo
de fendmenos) e na Quimica (estudo de reagdes).

As equacoes diferenciais possibilitam modelar vérios problemas bioldgicos, fisicos
e quimicos. Porém, nem sempre — ou quase nunca — problemas modelados com equagoes
diferenciais possuem uma solu¢iao analftica ou podem ser resolvidos de maneira fécil;
principalmente quando sido equagoes diferenciais parciais. Quanto mais real o modelo
matemadtico, mais complicado de obter a solugao.

Neste trabalho estudaremos dois modelos mateméticos baseados na Equacgao
do Calor ¢ na Equacao de Laplace, que sio Equagoes Diferenciais Parciais (EDP)
cléssicas reportadas em [BOYCE, FIGUEIREDO] [1, 3]:

1 - Na condugao do calor ao longo do comprimento de uma barra, a temperatura

u(z,t) do ponto z da barra, no instante ¢ , deve satisfazer & equagao do calor

u = ku_t;- . (1)

2 - No equilibrio de wma membrana, analisada em duas dimensoes — na regiao do

plano z, y — sob a agao de certas forgas obtém-se uma equacao que deve satisfazer

10
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a equagao de Laplace
st Uy =0 (2)

Resolver os problemas acima consiste em obter as fungbes que sao suas solugoes.
Porém, nao sendo facil de obté-las, aplica-se o método de aproximar a solu¢ao por uma
série de fungoes.

No estudo do Célculo Diferencial e Integral estao presentes as séries de poténcias
que sao séries de fungoes, onde as fungoes sao poténcias da varidvel independente. Isto
é, a Série de Poténcias de uma funcao f centrada em z = a é uma série da

forma

f@=) e(z—a)=c+a(@-a) +c@-a’+...+ez—a)"+
n=0

na qual o centro a e os coeficientes cg,¢y,¢2,... €y,... sao constantes. Dentre essas
séries se destacam dois tipos por se aproximarem com mais precisao da funcao que

f(“)( )

representam: Séries de Taylor — onde os ¢, sdo da forma

, quando a funcao f
possui derivadas de todas as ordens num intervalo contendo a como ponto interior — e as
Séries de Maclaurin (quando a = 0 na série de Taylor). Porém, uma série de poténcia
¢ usada para aproximar uma fun¢do em um determinado ponto e, o erro aumenta
consideravelmente quando se tenta ampliar essa aproximagao para um intervalo I,
como diz [BOYCE][1].

Existe outro método que também visa aproximar uma fungao f(z) por uma série
de fungoes e que gera boas aproximagoes em intervalos. O mateméatico Jean-Baptiste
Joseph Fourier (1768-1830) em seus estudos de modelar a condugao do calor em uma
barra de metal foi o precursor deste método que é usado para resolver algumas equacoes
diferenciais parciais. Este método é aplicavel desde que se possa expressar uma fungao
dada como uma série infinita de senos e cossenos. Em sua homenagem, estas séries
ficaram conhecidas como Séries de Fourier. Nao foi Fourier quem formalizou com
rigor o método, mas foi o primeiro no desenvolvimento do mesmo. A Série de Fourier

de uma fungio f é dada por [BOYCE, FIGUEIREDO] |1, 3]:

flz) = —00+Z[0-n603(n£ )-i-b sen(nzz)].

UFCG / BIBLIOTECA
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Os dois problemas cléssicos — 1 e 2 — citados anteriormente, sao resolvidos com
o uso das Séries de Fourier ao invés de Séries de Poténcias de z, visto que buscamos
aproximar uma fungao ao longo de um intervalo e nao apenas em um ponto. As Séries
de Fourier devem se aproximar de fungoes periédicas de modo que essa aproximagao
seja quase que perfeita ao longo de um intervalo (que tem comprimento igual ao periodo
da fun¢ao) para uma determinada quantidade de termos da série.

O processo de resolugao das equagoes 1 e 2, com condigoes iniciais e/ou condigoes

de contorno especificadas, consiste em dois passos:

e Separar as varidveis — quebrar a equaciao diferencial parcial em duas equagoes
diferenciais ordinérias — recaindo em problemas de autovalores de fungoes, encon-
trando assim familias de solugoes da equagao diferencial parcial que satisfazem

parte das condigoes

e Usar as Séries de Fourier para encontrar a solucdo final que satisfaz o restante

das condigoes.

Desta forma, no decorrer deste trabalho, especificamente no capitulo 1, sao apre-
sentados resultados sobre as Séries de Fourier. Antes, porém, fazemos algumas con-
sideracoes sobre defini¢oes, propriedades e teoremas a respeito de fungoes periddicas,
fungao par e fun¢ao impar, fungao seno ¢ cosseno, séries de fungoes e convergéncias
de séries de fungoes que sao conhecimentos prévios necessarios para a compreensao do
que é a Série de Fourier de uma funcao f, quando esta série existe e quando representa
bem tal fungdo f (convergéncia). Ou seja, definir e obter a Série de Fourier de uma
funcdo f e saber quando as caracteristicas de continuidade, diferenciabilidade e inte-
grabilidade das fungoes f,,, que compoem os termos da Série de Fourier de uma funcgao
f, continuam valendo para f.

O estudo detalhado da convergéncia da série de Fourier de uma fun¢ao nao é
apresentado neste trabalho, tendo em vista que o nosso objetivo é abordar as aplicacoes
das séries de Fourier as Equagoes Diferenciais.

O capitulo 2 contém a dedugao, resolugao e exemplificagdo da equagao diferen-
cial que descreve a condugao do calor unidimensional ao longo de uma barra com

isolamento térmico lateral. Os exemplos analisados envolvem condi¢ao de contorno

UFCG/BIBLIOTECAl
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homogénea e nao-homogénea. Também, descrevemos conceitos da Teoria da Calori-
metria, como calor, calor especifico, calor latente, calor sensivel, condutividade e a
Equagao Fundamental da Calorimetria.

Ja no capitulo 3, esta presente a resolugao da Equagao de Laplace no modelo que
descreve a conducao do calor em uma placa bidimensional em regime permanente.

Ao longo deste trabalho aparecem graficos de fungoes com suas respectivas Séries
de Fourier que foram plotados no software Mathematica 7. Os comandos usados
nessas plotagens estdo presentes nos apéndices e sao indicados ao longo do texto por

icones como [Al| que aparecem ao lado do respectivo gréfico. Alguns gréficos, apds

plotados no Mathematica 7, foram complementados com outros elementos no software
Microsoft PowerPoint 2010.

Em suma, este trabalho descreve e sintetiza vérios conhecimentos produzidos por
matemaéticos, fisicos e quimicos que tém ampla aplicacdo em situacoes da sociedade,
principalmente no ramo das engenharias. Tendo como foco de aplicacao a transferéncia
de calor ao longo de materiais solidos. Conhecimento este que auxilia na escolha
do melhor material na construgdo de objetos que estejam relacionados a produzir,
conduzir ou conservar calor: fogoes, fornos, turbinas, isolantes térmicos, resfriamento

de ambientes, aparelhos elétricos, etc.




Capitulo 1

Séries de Fourier

Dada uma fung¢ao f : R — R nos perguntamos se é possivel aproximar f por

uma série infinita de senos e cossenos do tipo

f(z) =% ao+i [aﬂ cos (?) + b, sen (RLE)] ;s
n=1

Para que isso ocorra é necessirio que a fungao f possua certas caracteristicas, as
quais serao expostas no decorrer deste capitulo. Outra questao é como determinar os

coeficientes ag, a,, e b,? Esta questao sera abordada, especificamente, na se¢ao 1.3.

1.1 Funcgoes Periodicas e Convergéncia Uniforme

Definicao 1.1. (Funcao Periédica) Uma funcao f : R — R € periddica de periodo
T se f(x+T) = f(x) para todo x pertencente ao dominio de f.

Exemplo 1.1. A funcdo

1 sexeZ;
2 sexeRNZ.

f(z) =

€ periddica de periodo 1 (ver grdfico na figura 1.1).

Exemplo 1.2. Considere a funcao f(z) = ||z| — |k|| , onde k é o menor inteiro par
prézimo de z . Esta fungao € periddica de periodo 2 (ver grdfico na figura 1.2).

Exemplo 1.3. As fung¢ées f(xz) = sen(z) e g(z) = cos(z) sdo periddicas de periodo 27

(representadas graficamente nas figuras 1.8 e 1.4, respectivamente).

14
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CAPITULO 1. SERIES DE FOURIER
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Figura 1.3: Figura 1.4:

Se uma fungao f tem um perfodo T, entao 27" também é um periodo desta fungao.

De uma maneira geral, nT" é um periodo de f qualquer que seja n € Z. De fato,
f(@4+2T) = f(z+T+T)=f(z+T) = f(z)
e f(z+nT)=f(z+2T) = f(x). (1.1)

Deste modo, £1, +2, +3,... sao também periodos da funcao do exemplo 1.1,

+2, +4, +6,... sao periodos da funcao do exemplo 1.2 e +27, +4n, +6m,... sao

perfodos das fun¢oes sen(z) e cos(z).

Definigao 1.2. (Periodo Fundamental) O menor periodo positivo de uma fungao

€ denominado periodo fundamental. Usaremos T para representd-lo.

Nos exemplos 1.1 e 1.2 os periodos fundamentais sao, respectivamente, 7' = 1 e

T = 2. Ja nas fungoes sen(z) e cos(z) o periodo fundamental é T = 27.
Proposicao 1.1. Seja f uma funcao periddica de periodo T, entao:

I
i) f(az), a # 0, € periddica de periodo =

i) f (%) . b#0, é periddica de perfodo bT.

Tl
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CAPITULO 1. SERIES DE FOURIER 16

Prova:
i) Suponha que T" € o periodo de f(az), assim
flaz) = fla(z + T*)] = f(az + aT™).

Fazendo u = ax na iltima igualdade e como o periodo de f é T, temos que

flu) = flural™) = T=al" = T"=§.

ii) Suponha que T* € o periodo de f (ig—), assim

16)- 1] -1 ()

Fazendo u = % na iltima igualdade e como o periodo de f é T, temos

™ Y i
fu) = f(u+?) =5 T=? = =T ]
Da proposi¢ao 1.1 segue que as fungoes cos (Iur_x) e sen (EE:E) tém periodo

1 2L R .
T= 27\'515 = E como todo miltiplo de um periodo também é periodo da fungao,

temos que 2L também é periodo das fungoes cos (%) e sen (EEE) .

Definicao 1.3. (Sequéncia Numérica) Uma sequéncia numérica é uma fungao
a:N — R que para cada n € N associa um a, € R, chamado termo geral (quando
possui uma lei de formagdo) ou n-ésimo termo. Denotamos uma sequéncia escrevendo

todos os seus termos (ay,as,as,...) ou por (an)nen ou simplesmente por (a,).
Exemplo 1.4. Sao ezemplos de sequéncias numéricas:
1. (n)nen = (0,1,2,3,4,5,6,7,8,...)
1 111
# (5)” (255)
8 (Duen=1(2,2,2,2,2,2,2,...)
Definigao 1.4. (Série Numérica) Uma série numérica é uma soma infinita da forma

oo
Zan=a1+a2+03+---

n=1

ondea; €ER, 1=1,2,3,....




CAPITULO 1. SERIES DE FOURIER 17

o0 oo 1 n o0
Exemplo 1.5. Sao séries numéricas: Zn . Z (5) , Z(—l)“.
n=1

n=1 n=1

Uma série pode convergir (a soma infinita dos termos se aproximar de um valor

real) ou divergir (a soma infinita dos termos ir pra infinito ou alternar).

o0
Definicao 1.5. Uma série numérica Z an converge se a sequéncia das somas parciais
n=1
n
S, = Z“" converge, ou seja, se lim S, = S, onde S € R.
ot n—00
J:

o0

Exemplo 1.6. Zq" é chamada de série geométrica e converge se, e somente se,
n=0
1 =~ TIN"
lg| < 1. Convergindo para o valor S = T Desta forma, temos que Z (5) =2,
n=1

Defini¢ao 1.6. (Sequéncia de Fungdes) Seja S um subconjunto ndo vazio de R.
Uma sequéncia de fungoes é uma correspondéncia que a cadan € N associa uma fung¢do
£, definida em S e tomando valores em R. Usamos a nota¢ao (fo())nen, T € S ou

simplesmente (f,), quando estd suficientemente esclarecido no contezto qual seja o

dominio S, para denotar uma sequéncia de fungoes.
Exemplo 1.7. Sdo sequéncias de fungoes:

1. (2")nen, € [0,1].

z
2. (—) , TER.
m+1)2/ N

Defini¢ao 1.7. (Convergéncia Pontual de Sequéncia de funcoes) Dizemos que
uma sequéncia de fungoes (fo(z))nen, T € S C R converge pontualmente (ou converge
simplesmente) para uma fungdo f : S C R — R quando, para cada o € S fizado, a
sequéncia numérica (fn(zo))nen € convergente para (f(zy)), isto €, dado € > 0, para

cada xy € S existe N € N (N = N(g, x)) tal que
n>N = |fa(zo) — f(z0)| <e.

Exemplo 1.8. A sequéncia (f,) dada por f.(z) = ~n1_o:’ z € (0,400) € pontualmente
convergente para a fungdo f : (0,+00) — R tal que f(z) = 0,Vz € (0,+0c). De fato,

1
dado € > 0, tomemos N > = > 0, temos que

TECA
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CAPITULO 1. SERIES DE FOURIER 18

Definicao 1.8. (Convergéncia Uniforme de Sequéncia de Fungées) Uma sequéncia

de fungoes (f(x)n)nen, T € S C R € dita uniformemente convergente para uma funcgao

f:5 CR — R guando dado £ > 0 eziste N(¢) € N tal que

n>N = |fu(z)- f(z)| <6, Vz €S

Exemplo 1.9. A sequéncia (f,) onde f,(z) = Serﬁ;’z), x € R converge uniforme-
mente para a fungao f(x) = 0, Yz € R. De fato, dado £ > 0, tomemos N > :‘:1—2, dai
temos que
1 sen(nz) 1
>N>— -0|<—=<e.
n > = 75 0 Th L8

Definicao 1.9. (Sequéncia de Cauchy) Dizemos que uma sequéncia (f,) de fungées
de S ¢é uma sequéncia de Cauchy quando, para cada € > 0 existe N € N tal que

mn>N = |fa(z)— fm(z)| <¢e, VZ €S.

Teorema 1.1. Uma sequéncia (f,) de fungies de S C R converge se, e somente se, €

uma sequéncia de Cauchy.

Prova:

(=) Suponhamos que (f,) converge uniformemente para f : S —> R. Entdo, por
defini¢ao, dado € > 0, existe N(¢) € N tal que

n>N — |f,.(x)-f(x)|<§, Vz €S

m>N = |fm(:c)—f(x)|<%, VzeS

Logo, para m,n > ¢ temos

mn>N = |[fa(z) = fm(z)| |[fal@) = f(@)] + [f(2) = fm(@)]] <
[fa(z) = f(@)] + |f(2) = fm(@)] =
[fa(2) = f(@2)| + |fm(z) - f(2)] <

£ £
§+§—€, VIES,

/AN

A

ou seja, (f,) € uma sequéncia de Cauchy.

TECA

Bi
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(«) Suponhamos agora que (f,) é uma sequéncia de Cauchy. Entdo, para cada x € S
a sequéncia numérica (f,(z)) € uma sequéncia de Cauchy e, sendo R um corpo
ordenado completo, tal sequéncia converge para um nimero real r}Lngo falz) (uni-
vocamente determinado, tendo em wvista a unicidade do limite em R). Assim,
definamos a fungao f : S — R tal que f(z) = nl_llﬁlélo fa(z). Dado € > 0 tomemos
6 >0 comd <. Temos que existe N € N tal que, para todo xz € S,

n>N = |fu(@) = fasm(z)] <4, Ym € N.

Logo, fixado n > N, temos que
,,li_',nmUn(“’) = faem(@)] = |falz) = f(z)| <0 <6

ou seja, se n > N, entdo |f.(x) — f(z)| < &, Yz € S. Isté é, (f.) converge

uniformemente para f. W

Teorema 1.2. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes de S em R que converge unifor-
memente para uma fun¢ao f : S —> R e suponhamos que todas as fungoes f, sdo

continuas em um ponto xo € S. Entao, f € continua em x,.

Prova: Temos que dado € > 0 existe N € N tal que
n>N = |fulz)—-f(z)| < % Vz € 8.

Fizemos um natural no > N. Como f,, € continua em x,, existe 0 > 0 tal que

E

zeS e |.’L‘ - -TO‘ <6 = |fﬂ0($) - fﬂo(IO)l < 3

Logo,

[f(@) = f(@o)| < |f(2) = fro(@)] + | fno (%) = Fro(T0)| + | fro (€0) — f(20)| < 3% = &

se |z — x| < 4, o que demonstra a continuidade de f em z;. L

Teorema 1.3. Seja (f,) uma sequéncia de fungies de [a,b] em R que converge unifor-
memente para uma fungio f : [a,b] — R e suponhamos que todas as fungées f, sdo

integrdveis em [a,b]. Entao,

i) f € integrdvel em [a,b] e
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b b b
i) tim [ fu@dz = [ @iz = [ im f(@
Prova:
(i) Consideremose >0 e seja N € N tal que
n>N = |fau(z)—= f(z)| < & Vz € [a,b]. (1.2)
Seja agora P wma partigdo de [a,b]. Por 1.2 temos, para todo z € [a,b],
fn(z)—e < flz) < fn(z)+e,
entdo
s(fn,P) —e(b—a) < s(f,P) < S(f,P) < S(fn,P) +€(b— a),

onde s(fy, P) e S(fn, P) sao as somas de Riemann inferior e superior, respec-

tivamente, relativas a parti¢ao P.

Logo,
S(f,P) — s(f,P) < S(fn, P) — s(f, P) + 2¢(b — a).

Mas, desde que fx € integrdvel em [a,b], existe uma particao P, de [a,b], tal que
S(fn,Po) — s(fn, Po) <e.
Para a particao P, temos
S(f, Py) — s(f, Po) < e[l +2(b— a)].
De onde segue que f ¢ integrdvel em [a,b].
(ii ) Observemos que, para todon = N

[a  ful)da — f:f(x)dz| < f: ful@) - f@)ldz < e(b—a).

Portanto,
b b
i [ @ = [ sz,

TEC
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Definicao 1.10. (Série de Fungdes) Dada uma sequéncia de funcées (f,) definidas
em S C R, definimos como série das fungoes f, o somatério

oo

an = fitfatfat...+fat... (1.3)

n=1

O subconjunto dos pontos x de S tais que a série z: fa(x) converge é chamado de

dominio de convergéncia de 1.9. -
e =]
Exemplo 1.10. A série geométrica Z z" tem como dominio de convergéncia o con-
junto S = {z € R; |z| < 1}. -
00
Exemplo 1.11. A série Z:L’ tem como dominio de convergéncia o conjunto S = {0}.
n=1

Dada uma série de fungoes com dominio de convergéncia S, podemos definir a

fungdo ¢ : S — R por ¢(z) = Z fn(z). A série Z falz) converge pontualmente (ou
n=1 n=1
uniformemente) conforme a sequéncia das somas parciais (®,) dadas por

®,(z) = file) + folz) + ... + fulz)

seja convergente pontualmente (ou uniformemente) em S.

Definicao 1.11. (Convergéncia Pontual de Série de Fungées) Uma série de

fungoes Z fa(z), onde f, : S — R séao fungies reais definidas em um subconjunto S

n=1
o0
de R, converge pontualmente se, para cada xo € S fizado, a série numérica Z fal(zo),
n=1
convergir. Isto é, se dados € > 0 e xg € S, existir um inteiro N = N(e,x,), tal que

m
Zf_,-(:cg) < € para todo n < m, tais quen > N.

j=n
oo
- (z=1)" .
Exemplo 1.12. A série Z = converge pontualmente para —1 < x < 3. Pois,
T
n=1
N (=1 I
se x = —1 temos a série numérica E que converge pelo critério de Leibniz. Jd
n
n=1

se —1 < x < 3, aplicamos o teste da razao

(z—1)
2

hm (x . 1)n+1 nan
noo | (n+ 1)20 (z— 1)

n —
n+1

= lim <1l se—-1<z<3

n—+0o0

(x—l)‘
2

e a série converge absolutamente se —1 < x < 3.

T ——

WFCG/ 3iBLIOTECA|
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Definicao 1.12. (Convergéncia Uniforme de Série de Fungoes) Uma série de

fungoes Z fa(z), converge uniformemente, se, dado € > 0, existir um inteiro N,

n=1
> fil=)

j=n

dependendo apenas de €, tal que <€, para todom >n > N.

Teorema 1.4. (Critério de Weierstrass) Seja Z fn(z) uma série de funcées em S

n=1

o0 o0

tais que |fo(z)| < b, € Z b, € convergente. Entao, Z fa(z) converge uniformemente
n=1 n=1

(e absolutamente) em S.

o0
Prova: Seja (®,) a sequéncia das somas parciais da série Z fa(z). Desde que a série

n=1
o0
Z b, € convergente, dado € > 0 existe N € N tal que
n=1
m>n >N = bn-+1+bn+2+---+bn+m < &

Portanto, param > n > N temos

sup |‘I)m($) = @n(m)l Q bn+1 -+ b-n+2 + ...+ b“+m < &
zES

oo

e pelo teorema 1.1 temos que Z fa(z) converge uniformemente em S. &
n=1

=, cos(nz) cos(nz) 1

Exemplo 1.13. A série Z 3 converge uniformemente. Pois, ‘ 3 < s

n=1
= 1
e E — converge. Assim, aplicando o teste de Weierstrass verifica-se que a série
n

n=1
o0

cos(nz) .
Z - converge uniformemente.

2
n=1

Proposicao 1.2. Sejam f e g funcoes periddicas de periodo T'; a e b duas constantes
reais quaisquer. A funcao h definida por

h(z) = af(z) + bg(z)

também € periddica de periodo T (isto €, a combinagao linear de fungoes periddicas
de mesmo periodo também é periddica, com mesmo periodo das fun¢oes que foram

combinadas).

OTECA
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Prova: Temos que,
Mz+T)=af(x+T)+bg(z+T)=af(z)+bg(z) = h(z),
que implica em h ser periddica de periodo T. -1

Observacao 1.1. Ampliando a idéia da proposi¢ao 1.2 obtemos que:

i) Uma série finita de fungoes periddicas de mesmo periodo também é periédica
com mesmo periodo, ou seja, dadas as fungoes reais fi, fo,..., fn de periodo T e
n

as constantes ay, ay, ..., a, € R, entao h(z) = Ea‘- fi(z) também é periddica de
=1
perfodo T.

ii) Uma série infinita de fungées periddicas também € periédica com mesmo perfodo
para os valores de x onde a série converge, ou seja, dadas as funcoes reais
oo

fisfare s fuy- .. de perfodo T, entdo h(z) = Y anfu(z), onde a, sdo cons-

1

n=
tantes reais, € uma funcgao também com periodo T' para os pontos x onde a série

converge.

A observagao acima pode ser deduzida analogamente a proposigao 1.2 pelo principio

de indugao.

Como consequéncia dos teoremas 1.2 e 1.3 temos as propriedades para séries de
fungdes:

Propriedade 1.1. Suponhamos que as fun¢ées u, sejam continuas e que a série
o0 (e =]

Z u,(z) convirja uniformemente. Entdo, a soma da série u(z) = Z un(z) € também
n=1 n=1
uma fungao continua.

oo

Propriedade 1.2. Se a série Z un(z) converge uniformemente para u em S e cada
n=1
U, € continua em xo € S. Entdo, u é continua em xy.

Propriedade 1.3. Suponhamos que as func¢éoes u, sejam integrdveis em um intervalo

la,b] = I C R e que a série Zun(z) convirja uniformemente. Entao,

ff (é un(:r:)) dz = g (./; u,,(:c)dz) '

'RLIOTECA
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1.2 Ortogonalidade das Fungoes Seno e Cosseno

Definicao 1.13. (Funcao Par) Uma fungio f : R — R € dita par se f(z) =
f(=z), Yz € R. Isto significa que o grdfico de f € simétrico com relagdo ao eizo dos
Y.

Definicdo 1.14. (Fungao Impar) Uma fun¢io f: R — R € dita fmpar se f(z) =

—f(—=z), Yz € R. Isto significa que o grdfico de f é simétrico com relagdo a origem.

Exemplo 1.14. As funcées f(z) =z e f(x) = sen(z) sdo fmpares em qualgquer inter-
valo simétrico. Jd as funcoes f(z) = z* e f(x) = cos(x) sdo pares. Como se pode ver

nos grdficos abaizo:

4r y
fla) ==

]

-2 1
-31 -3 -2 -1
Figura 1.5: Fungao z em [-3, 3] Figura 1.6: Fungdo z*° em [-3, 3]
le A ?}

f(z) = sen (x) J(x) = cos (z)

Figura 1.7: Fungao seno em [—, 7] Figura 1.8: Fungéo cosseno em [—, 7]

Proposicao 1.3. As integrais das fungées f(z) = sen (?) e g(z) = cos (n_;r‘a:)’

comn € Z*, calculadas de —P até P sao nulas, onde P é um miiltiplo de L.
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Prova: De fato, como P ¢é muiltiplo de L, entao P = kL com k € Z e assim

[ ()& = (PN,

= ;—:[cos(kmr) — cos(—knm)]

= 0.
Pois, a fungao cosseno € par e assim cos(knw) = cos(—knw).

[ ()& = b= (D),

- %[sen(kn’fr) — sen(—knm)]

= {0
Pois, seno de miiltiplos de m sao nulos e assim sen(knr) = sen(—knw) = 0. |

Defini¢ao 1.15. (Produto Interno) Sejam f e g funcoes reais, continuas, definidas
num intervalo a < z < . Denotamos e definimos o produto interno dessas fung¢ées

como sendo

Ie]
<f g = j f(2)g(x)da (1.4)

Definicdo 1.16. (Ortogonalidade) Duas fungies sdo ditas ortogonais se o produto

interno entre elas é nulo.

Teorema 1.5. (Relagoes de Ortogonalidade) Se m,n € N*, entdo:

L L, se n=m
. /;Lcos($)cm($)d$=<0, se n#Em

0 [ () ()i "7
~L

iii) /L cos (%) sen (?) dzr =0, Ym,n.
=

Demonstragao: Para provar o item (i) analisemos dois casos.

UFCG/ - 3LIOTECA]
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Sem #n:

[ oo (B5Z) oon (2Z) e = 3 [ [eos (T2 4 T o (P2 ) gy

() (0

_ [/ (7r(n+m)a:) 2 +[:COB (ﬂ(n;m)m

- —[0+0]

\
B~ ]
o
%
A

=
|
=
~—
3
3
8
Nt
g
I

As demonstragoes de (ii) e (ii1) sdo andlogas. =

1.3 Série e Coeficientes de Fourier de uma Fungao

Definicao 1. 17 Uma fungao f : R — R € absolutamente integrdvel sobre um inter-
valo [a, b] se/ |f(z)| dz < o0 .

Pelos resultados anteriores temos que a série

-— + Z [aﬂcos ( ) + b, sen (nzx)] (1.5)

possui todas as infinitas parcelas periddicas de periodo 2L. No conjunto de valores de
x para os quais a série (1.5) converge ela define uma fung¢ao f de perfodo 2L. Dizemos

entdo que a série (1.5) é a Série de Fourier para f e escrevemos

f(z) ~ % +i [an cos (RE ) + b, sen (HEI)] ; (1.6)

—

BLIOTECA|
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onde as constantes reais ag, an, b, (n € N*) sao chamados Coeficientes de Fourier.
Usamos “~” ao invés de “=" na equagao 1.6 porque, pelas informacoes anteriores,
garantimos que a série de f existe, mas talvez nao convirja para f.
Podemos agora responder a questao de como determinar os coeficientes de Fourier!

Determinando ay: Dada uma funcao f escrita na forma

flz) = % ap + f: [aﬂ cos (%) + b, sen (%)] (1.7)

=]

e considerando que a série convirja uniformemente temos as condigoes da propriedade
1.1. Desse modo, f(z) e o lado direito da igualdade (1.7) sdo fungdes continuas (por-
tanto integriveis) e tém o perfodo comum 2L; entdo, podemos integrar a igualdade

(1.7) termo a termo de —L até L de modo a termos

/_if(I)d.I:/:{% ao+g[ancos(%f) +bnsen(ﬁg—§)]}dx_

Aplicando a propriedade (1.3) na igualdade acima, temos

[ e = % [ S fon [ n () e f o () ] 9

Resolvendo a integral da igualdade (1.8) determinamos ao em fungao de f(z).

Isto é,
L L L
ag g
f— — T —_— — L
[ t@ae = 2 [ a= %] = aL
ou seja,

1 L
w = 7 [ red. (1.9)

mnr

Determinando a,: Multiplicamos a igualdade (1.7) por cos ( i3

) para m 2> 1 fixo
e aplicamos as propriedades (1.1) e (1.3), dai

L mnzx L mnr = L nwT fi )
[ s ()t = [ Spem (Mg 55 [ o () o ()

[ e (75 on (7).

Pelo teorema (1.5) temos que a primeira integral do somatério é nula quando

n # m e, igual a a,L quando n = m. J4 a segunda integral é sempre nula. Assim

temos (sem perda de generalidade em substituir m por n),

[ o (M) e = % [ con (P2 st = 04

UFCG/BIBLIOTECA
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Logo,
%/j f(z) cos (H-EE) dz . (1.10)

Determinando b,: Multiplicamos a igualdade (1.7) por sen (%) para m 2> 1 fixo
e aplicamos as propriedades (1.1) e (1.3), dai

L mnxT L m T nr
[_Lf(z)sen(T)dx = /Igm( gz)mz /L wcos (272 sen (27 da

o [ () (252} ]

Pelo teorema (1.5) temos que a primeira integral do somatério é nula. J4 a

segunda integral é nula quando n # m e, igual a b,L quando n = m. Assim temos

(sem perda de generalidade em substituir m por n),
L
/ f(:c)sen(m-x = aof mrx dx+bL = 04+b,L.
=L
Logo,
L[ rwysen (U52) e (111
LJ)_ ; L ' )
Observagao 1.2.

i) Dada uma fungio f que possui uma Série de Fourier, podemos determinar seus
coeficientes de Fourier pelas equagdes (1.9), (1.10) e (1.11); e em sequida deter-

menar sua série de Fourier;
ii) Note que a equagdo (1.9) € um caso particular da equacdo (1.10), isso justifica
o porque da parcela % na série de Fourier de uma funcdo. Caso ndo houvesse o
1 c 5
produto de ag por 5 entdo a equagao que determina ag seria diferente da equagao
que determina os demais a,.
Formalmente, temos que se uma funcao f : R — R periédica de periodo 2L

¢é integrdvel e absolutamente integravel em cada intervalo limitado; em particular

L
/ |f(z)|dz < co. Entdo, f possui uma série de Fourier da forma
-L

1)~ 343" oon (75) s (25)].

UFCG / BiBLIOTECA
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onde os coeficientes de Fourier sao dados por

1 L
g = 7 _Lf('r)dma

i = l if(x)cos(gg—x-)d:c,
b = i if(:r)sen(m)dx.

Para encontrar a série de Fourier de uma fungao f usamos a defini¢ao de f em
um de seus intervalos de repeti¢ao e chamamos seu periodo de 2L que nos fornece L a

ser substituido nas férmulas para calcularmos os coeficientes de Fourier.

Exemplo 1.15. f(z) = ||z| — |k|| , onde k € o menor inteiro par prézimo de z .
Como visto, na seg¢ao (1.1), f tem periodo 2L = 2, assim L = 1. Além disso,

podemos reescrever f no intervalo [—1,1] como

—z, se —1<
fz) = { " =
b

T se <

Dai, podemos determinar os coeficientes usando as equagoes (1.9),(1.10) e (1.11):
if 2 —22]° 2" 1 1
%_T[[1“$d$+_/o :r:dx] = [T]ql_'_ [EL—§+§—~1

in = 1| roos (M) ot [ eon (U3%) ]

11/
¥

= [—Es«en(nﬂx)—
1

0 T 1
= cos(nrz) B il = sen(nnz) + oy cos(nmz)

i T 1
R 7= + 22 cos(—nm) + 3.3 cos(nm) — o
2
= 53 [=1 + cos(n~)]
2 n
= =51+, (n=1,23,.)

b = 1 [ —wen () o+ [ oen (52) ]

1
T

= [—— cos(nmz) +
nw

1
1 : T
5 sen(nnzx) L + — cos(nrz) — 3 sen(nnz)

0

1 1
o s cos(—nm) + = cos(n)

= 0, (n=1,919....)

BLIOTECA
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Logo, podemos escrever a série de Fourier de f :

flz) ~ = + Z 2[ 1+ (—1)"] cos(nnz)

ou escrever os termos da série de Fourier de f :

S % - 4 cos(mz) B 4 cos(3nz) B 4 cos(5mx) r

n2 972 2572
ou escrever o somatorio das parcelas impares da série de Fourier (as parcelas pares sao
nulas) :
flz) ~ . i < i cos[(2n — 1)7)].
24~ [T

Se fizermos n = 1 na Série de Fourier de f, temos:

flz) ~ —+Z 2[ 1+ (=1)"] cos(nrz)

- 4c03( )
2 L

i~

Se fizermos n = 3 na Série de Fourier de f, temos:

B | -

f@) ~ 5+ 3 mgl=1+ (~1)") cosum)
n=1

4cos(rz) 4cos(3rx)
I B on?

b =

Se fizermos n = 5 na Série de Fourier de f, temos:

5
1 2 i

f@) ~ z+ ; —3(=1+(=1)"] cos(nmz)
1 4cos(mz) 4cos(3mz) 4 cos(5mz)
2 w2 9n? 25m2

Se fizermos n = 10 na Série de Fourier de f, temos:

fl@) ~ Z

~

4cos(7r:c) _4cos(3rz) 4cos(Srz) 4dcos(Trz)

1
2 w2 972 2572 4972

4 cos(9rz)

8172

30
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Representando graficamente f e sua Série de Fourier para n = 1,3,5,10 e 20,

temos:
" g ¥
1
2 = 1 2 * 2 -1 3 2 *
Figura 1.9: Gréfico de f Figura 1.10: Série com 1 termo
v ¥
=5 -1 1 2 o -3 =i 1 2 :
Figura 1.11: Série com 3 termos Figura 1.12: Série com 5 termos
I} l}
= 1 2 . 2 =i s 2 .
Figura 1.13: Série com 10 termos Figura 1.14: Série com 20 termos

Como mostra os grificos acima, para n = 20 a série de Fourier estd mais préxima
de f do que em n = 1,3,5 ou 10. Além disso, como n-par implica no n-ésimo termo da

série ser nulo, entao calculada a série para um n-impar serd a mesma para o préximo

n que é par.

1.4 Convergéncia e Soma de uma Série de Fourier

UFCG / 21BLIOTECA

No exemplo acima (1.15) vemos que quanto maior o valor de n — quanto mais

termos calcularmos da série — mais a série de Fourier se aproxima de f. No entanto,
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existem fungoes que possuem séries de Fourier que divergem da funcao. Veremos nesta
secao condigoes que garantem a convergéncia da série de Fourier para a funciao que ela

representa.

Definicao 1.18. (Salto de Funcao Descontinua) Seja a fungio f: SCR — R

descontinua em a € S. Definimos e denotamos o salto de f em a como,

salto(f)(a) = f(a+0) - f(a—0),
onde f(a+0) = lim f(z) ¢ f(a=0)= lim f(a)

Observacgao 1.3. A definicao de salto de fungio também se estende para pontos onde a
Jungdo f € continua, sendo que nestes pontos tem-se salto(f)(a) = 0, jd que f(a+0) =
f(a—0).

Definicao 1.19. Seja f: S CR — R e a € S. Denotaremos por

fla+0)+ f(a—0)

Fla = 2202

o valor médio dos limites a direita e a esquerda no ponto a.
Se f é contfnua em a, entdo f(a) = f(a), pois f(a+ 0) = f(a —0) = f(a).

Definicao 1.20. (Descontinuidade de Primeira Espécie) Seja f uma funcdo real,

dizemos que f tem descontinuidade de primeira espécie em a quando:
i) sobre cada intervalo limitado I da reta real, f é continua, exceto em a € I;
it) f € continua d direita e a esquerda de a;
1) salto(f)(a) € finito.

Definigao 1.21. (Funcao Seccionalmente Continua) Uma fungio f : ACR —

R ¢ dita seccionalmente continua se ela tiver apenas um nimero finito de descontinui-

Tl

dades (todas de primeira espécie) em qualquer intervalo limitado, ou seja, dados a < b,
eristema < a; < @y < ... < @p-1 < @y < b, tais que f é continua em cada subintervalo

aberto (a;,aj41), 3 = 1,2,...,n— 1, e existem os limites

21BLIOTECA

fla+0)= lm f@) e fla-0)= lm f(z).
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Exemplo 1.16.

1. A fungio u : R —» R dada por u(z) = 2, se z € [4k,4k + 2[ e u(z) = -2, se
z €[4k +2,4(k+1)[ , Vk € Z € seccionalmente continua.

2k +1
2. A fungdo h(z) = tg(x) nao é seccionalmente continua nos pontos = ~(----t-)-£,

com k € Z. Pois, salto(h) (M) € infinito; h (M - 0) = 400

2 2
eh(w+0) = —00.

3 f:R — R, onde f(z) = 1sex € Qe f(z) =0sex € R\Q ndo é
seccionalmente continua em nenhum ponto. Pois, em qualquer intervalo limitado

I, f possuit wm nimero infinito de saltos.

1
4. g:(0,4+00) — R dada por g(z) = — nao € seccionalmente continua em x = 0.

Pois, ndo eziste g(0 — 0).

ny

'JN —
(01 - &

Figura 1.15: Gréfico de h Figura 1.16: Grafico de u

Definigao 1.22. (Fungao Seccionalmente Diferencidvel) Uma funcio f : A C
R — R ¢ dita seccionalmente diferencidvel se f for seccionalmente continua e a

fungio derivada f' também for seccionalmente continua.

Teorema 1.6. (Teorema de Fourier) Seja f : R — R uma fungdo seccionalmente
diferencidvel e de periodo 2L. Entao, a Série de Fourier da funcao f converge em cada
ponto x para f(z), isto ¢,

1

f@)=35a+ [ancoe( “ 22 ) + busen (”f’)] (1.12)

n=1
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Demonstragao: Ver em [FIQUEIREDO] [3]

A série de Fourier de uma fungao f converge para f em todos os pontos onde a
funcdo é continua, pois f(z) = f(z).
Exemplo 1.17. Seja a fungdo f : R — R dada por f(z) =1 sez € [-7,0), f(z) =2

se z € [0,7) e periddica de periodo 2w. Vamos obter a série de Fourier de f.

Calculando os coeficientes de Fourier, temos:

0 m 0 ™
s = 1[/ 1dx+/ w]=[f] +[2—I] =1+2=3
—r 0 Td - ™
0

T 0
™ 0 n
ey, 1 [ cos(nz)dz + / zcm(m-)dx] ” [E’.{(L‘i).] + [M]
o - 0 nmr | nmw o
_ _sen(—mr) 4 2 sen(nm) —0, (n=1,2,89,..)
nm nw
0 ™ 0 w
by = i [ sen(nz)dz +/ 2sen(n1:)d:c] = [——M] v [—M]
L 0 nro | . (% S
__cos(0) & cos(—nm)  2cos(nm) i 2cos(0) 1 - cos(nm)
= nm nw nmw nw nmw
1—(=1)" 0, sen € par
- e - —, sen € impar
— pa
Logo, podemos escrever a série de Fourier de f :
3 = [1-(-1)"]
flz) ~ 3+ ng ——"sen(na) (1.13)
3  2sen(z) 2sen(3z) 2sen(5z) 2sen(7z)
5 -+ . + 3 + 5 %+ o Sl (1.14)

Pelo teorema de Fourier o grdfico da funcao definida pela série 1.13 € o da figura
abaizo e nem era preciso conhecer a série para trac¢d-lo, jd que ela converge para a

fungdo f nos pontos de continuidade.

ty

Y
_+ ___‘_____+_
0 L 0 x
-Tr 0 ™ 2w -Tr 0 ™ 2w
Figura 1.17: Gréfico de f Figura 1.18: Gréfico da série de f

3LIOTECA
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Exemplo 1.18. Vamos esbogar o grdfico da série de Fourier da fungao f : R — R,
onde f(z) =z+2, sex €[-2,0), f(z) =2% sex €0,2) e f periddica de periodo
4.

Como [ € seccionalmente diferencidvel, entao a série de Fourier de f converge
para f em cada ponto x onde f € continua, ou seja, o grdfico da série é o mesmo da
fungio f nos intervalos (2k,2(k + 1)) com k € Z.

Nos pontos x = 4k, k € Z a série converge para o valor

f(4k—0)+ f(4k+0) 240 _

2 2 L,

e nos pontos r = 4k + 2, k € Z a série converge para o valor

f((4k+2) —0) + f((4k +2) +0) =0+4 _

2.
2 2

Assim, podemos plotar o grdfico da série de Fourier de f usando apenas as in-

formagoes acima, sem precisar calculd-la:

NI

Figura 1.19: Gréfico da Série de Fourier de f

1.5 Séries de Fourier de Fungdes Pares e Impares

Se f é um fungao que possui série de Fourier onde f é par ou impar, ocorre que
essas caracteristicas se relacionam com os coeficientes de Fourier. Ja era de se esperar,
visto que a fungao seno é impar e a fungao cosseno é par. O fato de uma fun¢ao ser

par ou fmpar facilita o cdlculo de seus coeficientes de Fourier.
Proposigao 1.4.

i) A soma de duas fungoes pares € uma fungdio par;

=9
=
¥

'BLIOTECAl

UFCG/ *




CAPITULO 1. SERIES DE FOURIER 36

ii) A soma de duas fungées fmpares é uma fungdo émpar;
itt) O produto de duas fungoes pares € uma funcdio par;
w) O produto de duas fungoes impares é uma fungdo par;

v) O produto de uma fungdo par com uma fmpar é uma fungdo fmpar.

Prova:
i) e ui) Sejam f e g fungoes pares, temos f(z) = f(—=z) e g(z) = g(—z) para todo z, dai

(f+9)@) = flz)+g(x)=f(-2)+9(-2z)=(f+9)(-z) = (f+g) épar
e (f9)(@) = f()g(z)=f(-=z).9(-z)=(f9)(-z) = (f.g) € par

i) e w) Sejam f e g fungoes impares, temos f(x) = —f(—z) e g(x) = —g(—=z) para todo

x, dai

f(x) + g(z) = —f(=2) + [-9(—2)] = —f(-2) - 9(~2)

= —[f(-z)+9(-2)l=—(f+9)(-z) = (f+g) € impar
e (f9)(x) = [f(x)g(z)=—f(-2).[-9(-2)] = f(-2).9(—2)
(f9)(=z)) = (fg) épar

(f +9)(z)

Il

]

v) Sejam f uma funcdo par e g wma funcio impar, temos f(z) = f(—z) e

g(z) = —g(—z) para todo z, dai

(f9)(z) = [f(z)9(2) = f(-2).[-9(-2)] = —f(~2).9(-2)
= —[f(-2).g9(-2)] = —(f9)(-z) = (f.g) € impar L]

Observacgao 1.4. Dada a fun¢ao nula, f(z) = 0 para todo x € R, temos que f(z) =
f(—=z) = —f(—z), ou seja, a fun¢ao nula € ao mesmo tempo par e fmpar.
Observagao 1.5. Toda funcao real f = f(x) pode ser reescrita como a soma de
f(z) + f(-2)
Ry S §

uma fungdo par com uma fungdo impar. Basta tomarmos fp(z) =

fi(z) = L;f(_ﬁ, onde fp(z) € par, fi(z) € impar e, fp(z) + fi(z) = f(z).

LIOTECA
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Proposigao 1.5.
i) Seja f : ]1} — R uma furic&o par que € integravel em qualquer intervalo limitado.

Entiio ]_ J@)iz =2 /ﬂ Fdde .

ii) Seja f : R — R uma funcao impar que € integrdavel em qualquer intervalo

limitado. Entdo, / f(x)dz=0.

Prova:

i) Seja f(z) par e fazendo a mudanga de varidvel y = —x em f, temos dy = —dzx

e dai,

f_if(x)d:»'": —/;f(—:::)dx: /DLf(—a:)dx—_— fobf(:c)dx .
Logo,
/_if(x)dm:/_Zf(:c)da:+_/o‘bf(:r)dx=./:f(:c)d:c+/oLf($)d$=2/:f(x)dI'

i1) Seja f(z) impar e fazendo a mudanga de varidvel y = —x em f, temos dy = —dz

e dat,

/i f(z)dz = — fb ﬂf(—:r:)d:r, = /0 L f(-z)dz = fu s f(z)dz = — /0 . f(z)dz

/:if(l”)d&‘=f:f(x)dx+/:f(x)dw=—/0Lf(:c)dx+/:f(m)dm=g_ -

Assim, se f é uma fungao que possui série de Fourier, segue das duas proposigoes

anteriores, (1.4 e 1.5), que:

i) Se f for uma fungdo par, periédica de periodo 2L, integrivel e absolutamente

I
4

integravel, entao :;E
2 NIL :;"
Gy = f fe)eos (72) do, n=0,1,2,3,..., S

bo = 0, n=1,23,....

E dizemos que a série de Fourier de uma fungao par é uma série de cossenos.

UFCG
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ii) Se f for uma fungdo impar, periédica de perfodo 2L, integrivel e absolutamente

integravel, entao

s = 0; 5=071,23::;
2 nwe
b, = Z/; f(:r)sen(T)dx, n=123,....

E dizemos que a série de Fourier de uma fung¢ao impar é uma série de senos.

Exemplo 1.19. Dada a fung¢ao f : R — R periddica de periodo 2L e definida por
f(z) = z*, para —L < x < L. Vamos encontrar sua série de Fourier.
(Solugado:)

Como f € par, entdo teremos uma série de cossenos cujos coeficientes sao:

2 =, 2 [£31F or?
o= 1) #e-f5] -

L 3
2 ¥, nrz
= Efa oo (7)o (1.15)
nrT I )
Fazendo y = < :}dx:dya, dnd
2 nazy . _ [ o L L _r "
/:r: cos( 7 )dx “/‘y ) (:Ofs(y)dywr =53 Y cos(y)dy . (1.16)

Integrando por partes temos, u = y* => du = 2y dy e dv = cos(y) dy => v = sen(y),
donde

/ y” cos(y)dy = y” sen(y) — 2 f ysen(y)dy . (1.17)

E novamente integrando por partes , temos w = y => dw = dy e dz = sen(y)dy =
z = —cos(y), donde,

/ ysen(y)dy = —y cos(y) + / cos(y)dy = —y cos(y) + sen(y) . (1.18)

Substituindo 1.18 em 1.17, 1.17 em 1.16 e 1.16 em 1.15 podemos explicitar a, como,

212 2.9.8 L 2
o = g [sen (M) (B - 2) + 2 s (M) | = Zzm costrm)
0 nemw

ndm3 L L2 L L
4L?
= e cos(nm)
2
B ::rg(*l)", n=1234

4
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Portanto, a série de Fourier de f é

@) ~ %E " 4L* (=)~ i (REI)

£f+4_L2 -cos(E)+lcos 21r_:£ —lcos §E +
3 72 L 4 L 9 L

Plotando o grdfico de f e de sua série de Fourier para L = 2 comn = 1,2,3,5 e 10,

VARVAVAVA

w2 n2
n=1

temos:

Figura 1.20: Grafico de f Figura 1.21: Série com 1 termo
¥ ¥
| \WAVAV/
% & -2 7 & A X % -2 - 2 4 e
Figura 1.22: Série com 2 termos Figura 1.23: Série com 3 termos
¥ y
\AAL AAA/
% & =& = 2 &% & X . a3 T3 4 &
Figura 1.24: Série com 5 termos Figura 1.25: Série com 10 termos

1.6 Desenvolvimento de Fourier em Outros
=
Intervalos ‘-u:‘,ll
'-—
o

Nos exemplos anteriores usamos fungées definidas em intervalos do tipo (—L, L], "‘;‘

sendo essas fungoes simétricas neste intervalo e expandidas por toda reta real a serem
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periédicas de periodo 2L. Porém, é comum em problemas de aplicages a fungao f
nao estd definida no intervalo (—L, L] ou nao apresentar simetria em relagdo ao eixo y

(fung@o par) ou simetria em relagao a origem (fungao fmpar).

Proposicao 1.6. Seja f : R — R uma fungao periddica de periodo 2L integrdavel em

=L

todo seu dominio e a € R, entdao

Prova: .
2+
Definamos ®(x) = f. Pelo Teorema Fundamental do Cdlculo, seque-se que
z—L
®(z) = f(z+L)— f(z—L). (1.19)

Como f € periddica de periodo 2L, temos f(x — L) = f(z — L+ 2L) = f(zx + L)
que substituindo em 1.19 resulta em

& (z) =0, Vz, (1.20)
a+L +L

ou seja, € constante e assim ®(a) = ®(0), isto €, f= /  § n
a—L —=L

Em alguns casos a proposic¢ao 1.6 facilita o célculo dos coeficientes de Fourier de

fungbes ndo simétricas no intervalo (—L, L. E o caso do exemplo abaixo.

Exemplo 1.20. Considere a fun¢dio f definida no intervalo [-1,3] e expandida sobre
toda a reta a ser periddica de periodo 4, dada por

z+1, 8 —-1<z<1
flz) =
2, sel<z<3
Temos que f € periddica de periodo 2L =4 = L = 2. Porém, f ndo € par,
nem impar. Observe que para calcularmos os coeficientes de Fourier para f € mais

conveniente integrarmos no intervalo [—1,3] (fazendo a = 1 na proposi¢io 1.6) ao

invés de [—2,2)].
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1 3 11 1 1 [a? : .
ag = 5[}f(x)dm=§/_1(3+1)dm+—2~/l 2@25[?4'1?]_1‘}'[1]1:3-

Ay = /f(m mr:z:) = %/:(a:-{-l)cos(nﬂz)dz+ _[32cm(ﬁg£)dm
= 5[ oo (5 der g [ oon () e [ 2eon () e
= 0+ [ eos("3T)det [ con ("57) o
= {im(m)r:im(ﬂ).
nmw 2 o nm 2
5 %/}328611 mr:r: dz
= —/ .rsen(mm d:x: / mrx %/325911(%
1
= /lmsen(n2 )da:+0+f (ng)da:
0 1
= 3
- [ (5 + e ()], - [ ()],
4 nmw 2 3nw
B nznzse“(T)'Em(T) '
Logo, temos que a série de Fourier de f €
pr 3 [ (35) o (5 + (moen (5) ~ e (357)) s (59)]

Esbogando graficamente f e sua série de Fourier paran = 1,3,5,10 e 20, temos:

y
x - T X
oy p 234567 S 4-3-3-1 133496 7
(<]
Figura 1.26: Grafico de f Figura 1.27: Série com 1 termo T:'

1A

EC
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VY 2 VAWV e V)

-5’-4-3—2-1‘" 12 3°4 5 6 7° 5 4-3-2-2 413435867

Figura 1.28: Serle com 3 termos Figura 1.29: Série com 5 termos
¥

WV S

~5-4-3-2-1 1234967 3-4-33-3 A2 3A58&1

Figura 1.30: Série com 10 termos Figura 1.31: Série com 20 termos

O matemadtico Josiah William Gibbs (1839-1903) estudou a convergéncia da série
de Fourier de uma fun¢ao na vizinhan¢a de um ponto de descontinuidade. Obser-
vando que: no ponto r = a, onde a fungao tem um salto de descontinuidade do tipo
salto(f)(a) = b # 0, a série oscila bastante quando z — a. Devido aos seus estudos,
este fenémeno é conhecido como Fenémeno de Gibbs'. No exemplo 1.20 podemos ver o

Fenoémeno de Gibbs, no grafico da série de Fourier de f, nos pontos z = 4k —1, k € Z.

» . Fendémeno
—— 2} T deGibbs “H—
2
1
-3 =1 i 2 3  4° R i 2 3 A
Figura 1.32: Gréfico de f Figura 1.33: Série com 40 termos

Em problemas de aplicagao — como ¢é o caso da equagao do calor — estamos
interessados em representar uma funcao do tipo f : [0,a] — R por uma série de
Fourier. Tal representacao nao é possivel ja que f nao é periédica. Porém, podemos
expandir f sobre toda a reta real de modo a torné-la uma funcao periédica. Esta

expansao pode ser feita de trés maneiras:

'Um estudo analitico detalhado deste fenomeno esta presente em [FIGUEIREDO][3] e é omitido
aqui neste trabalho.

SLIOTECA|
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1. Expansao de periodo completo: expandir f repetindo-a, isto é, fazendo

f(z + a) = f(z),Vz € R deixando f com perfodo igual a a (ver figura 1.35);

2. Expansao de meio periodo par: expandir f de modo que tenha periodo igual

a 2a e seja uma fungao par (ver figura 1.36);

3. Expansao de meio periodo impar: expandir f de modo que tenha perfodo

igual a 2a e seja uma fungdo fmpar (ver figura 1.37).

'y y a¥
~/ - A/
\/ i \/ \/ \/
Figura 1.34: Grifico de f Figura 1.35: Expansao de f repetida
e
y
xT
\ ’
\/ \V/ | N W 2
Figura 1.36: Expansao tornando f par Figura 1.37: Expansao tornando f impar

Podemos ver a fungao f do exemplo 1.20 como uma expansao de periodo completo
da funcdo f, : [0,4] — R, onde fi(z) =2+ 1,5e0<z < 1, fi(z)=2,se 1<z <3e
filz)=2—-3,se3< z<4.

Exemplificaremos a seguir expansoes de meio periodo par e impar.

4
Exemplo 1.21. Dada a fungao g : [0,7] — R definida por g(z) = -:ﬂ_f Ezpandindo
g em meio periodo de modo que ela se torne uma fungao par periédica de periodo 2w
obtemos g : R — R, onde

—4z
—, s¢e —m<2x<0

T
g(z) = g(z +2r) = g(z) ,Vz € R.
4z
s se0<z<m
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Entao, a série de Fourier de g é uma série de cossenos e temos que seus coefici-

entes de Fourier sdo

bn — 0, ﬂ=1,2,3,... ao____E/ dez[g] :4
mJ T i)
2 T 4x 8 |z 1 L3
an = ;;/0. ';r"cos(m)dx—?[;Sen(n:.-:)-}-;icos(m)]o
8 |1 1 ) B
= F[Em(nﬂ)—;&—z] =n21r2[(_1) -1], n=1,2,3,...

Logo, a série de Fourier (de cossenos) de g é

g(z) ~ 2+ Z ;%—-5[(—1)“ — 1] cos(nz) (1.21)
9 1-6 cos(z) 16cos(3z) 16cos(5z) 16cos(7z)
Tt e 9r2 2572 972

Exemplo 1.22. Dada a fungdo g : [0,7] — R definida por g(z) = 4?5 Ezpandindo
g em meio periodo de modo que ela se torne uma funcdo impar periédica de periodo
27 obtemos g : R — R, onde g(z) = 4;?, —-r<z<7eg(z+2nr)=g(r) Vr € R.
Entio, a série de Fourier de g é uma série de senos e temos que seus coeficientes de

Fourier sdo

aﬂ =2 07 n=01172|31"'

by = % /; 4—1-:5 sen(nz)dr = % %I cos(nz) + -1:—2 sen(n:r:)L
8 —m -8 g(—1)"+
— ! s = —— ks = ——— = 1 2 3 e
2 n CDS(TITI’) ﬂ.ﬂ'( 1) nm y N ) My ody
Logo, a série de Fourier (de senos) de g €
oo 8(_1)n+1
o e LT 1.22
@) ~ 32 S i sen(r) (122
8sen(z) 4sen(2x) 8sen(3z) 2sen(4x)
- + ~ B oo
m ™ 3 T

Comparando graficamente a série de cossenos 1.21 com a série de senos 1.22 da

4z
fungao g(z) = p temos:
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y
4

2

-3n 27 -nm ' T 2x 37

Figura 1.38: Expansao par de g

v

4

SV S
AT

Figura 1.40: Expansao fmpar de g

—3r -2n —'n : :r 2n 3‘:r

Figura 1.39: Série de Cossenos (n=50

4}‘ /

—T T .,__7*/-2 T t :2 L /’[;r 3n
r -4 | |

Figura 1.41: Série de Senos (n=>50)

Para um nimero finito de termos calculados, note que a série de cossenos é uma

melhor representacao da fun¢ao g em relagio a série de senos. Isso porque a primeira é

obtida de uma funcao par que é continua, enquanto a segunda é obtida de uma funcao

fmpar que tem saltos (portanto, apresenta o Fenomeno de Gibbs).

)

X
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Capitulo 2

Equacao do Calor

E comum nos depararmos com problemas de temperatura que envolvem “quente”e
“frio”, até mesmo no nosso préprio corpo. Estao presentes de forma indispensdvel na
Teoria da Evolugao do homem e na Teoria do Big-Bang. A esses antéonimos, quente
e frio, estd associado o conceito de calor, seja por perda de calor (esfriar) ou por
ganho de calor (aquecer). Estudos sobre calor sao encontrados em Termodinamica e
Calorimetria (ramos da ciéncia que partem da defini¢ao do que é o calor e estudam no
que diz respeito a classificagao, conservagao, transferéncia, importancia e sua a¢ao nos
processos fisicos e quimicos). O objetivo deste capitulo é apresentar alguns conceitos
relacionados a calor, em seguida modelar o fenomeno da transferéncia de calor sensivel
em uma barra obedecendo a certas condigoes fixadas, encontrar a solugao geral da

Equacao do Calor, utilizando séries de Fourier, e exemplifica-la.

2.1 Conceitos de Calorimetria

Definigao 2.1. (Calor) E a transicio de energia térmica entre dois corpos (ou duas
partes de um corpo) devido a diferenca de temperatura entre eles, sendo que essa
transi¢ao ocorre do corpo com maior temperatura para o corpo com menor tempera-
tura. Indicamos a Quantidade de Calor por Q e sua unidade de medida no Sistema
Internacional de Unidades (SI) é o Joule (J), podendo ser usado a caloria (cal), sendo
que 1cal ~ 4,186.J.

Quando as temperaturas se igualam, a transigao de calor cessa e dizemos que

46
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houve um equilibrio térmico. Dizer que ocorre Transferéncia de calor é equivalente
a dizer que ocorre Transferéncia de Energia Térmica. A transferéncia de calor pode

ocorrer de trés maneiras: condugdo, convecgao e radiagao.

Defini¢do 2.2. (Condugao de Calor) E a transferéncia de calor em uma substincia
(sdlido, liguido ou gds) ou entre substincias que estao em contato fisico direto por

colisoes (agitagoes) entre dtomos e/ou moléculas vizinhas.

Por exemplo, ao passar roupa o ferro elétrico transfere calor para a roupa pelo
processo de conducdo, onde o contato direto do ferro com a roupa promove a agitacao

das particulas do tecido transferindo o calor do ferro para a roupa.

Defini¢io 2.3. (Calor Latente) E a perda ou recebimento de calor que modifica o
estado fisico de um corpo.

Quando o calor latente é positivo o corpo esta ganhando calor, e assim o corpo
funde ou vaporiza. J4 quando o calor latente é negativo o corpo estd perdendo ca-
lor, e assim o corpo solidifica ou condensa. O calor latente depende da natureza da

substancia, assim como de cada mudanca de estado fisico.

Definicio 2.4. (Calor Sensivel) E a perda ou recebimento de calor que provoca

apenas varia¢io na temperatura de um corpo.

Defini¢ao 2.5. (Calor Especifico) E a quantidade de calor, em Joules (J), ne-
cessdrio para elevar em um grau kelvin (1K ) a temperatura de um quilograma (1kg) de

- J
uma substincia. F indicado por ¢ e sua unidade de medida no SI € W (joule por

(caloria por grama grau célsius).

cal
quilograma grau Kelvin), podendo ser usada 7-°C
O calor especifico depende da natureza de cada substancia.

Dada uma substancia, a equagao
Q=m-c-AT (2.1)

é conhecida como Equacao Fundamental da Calorimetria e relaciona a quanti-

dade de calor sensivel Q (em cal ou J) com a massa m (em g ou kg), a variagao da
cal

g-°C e kg-K)’

temperatura AT (em °C ou K) e o calor especifico ¢ | em
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Defini¢ao 2.6. (Condutividade Térmica) A condutividade térmica, indicada por
k, € uma caracteristica especifica de cada material que quantifica a habilidade dos ma-
teriais de conduzir calor. Ela depende da variacdo de temperatura do sistema e da
pureza do material (especialmente sob baizas temperaturas). A condutividade térmica
equivale a quantidade de calor Q (em J) transmitida através de uma espessura L (em
m), numa dire¢do normal a superficie de drea A (em m?), devido a uma variagdo de

temperatura AT (em K ) quando a transferéncia de calor se deve apenas a variacao de

temperatura. A unidade de medida da condutividade térmica no SI é id = e
m-K m-K
(watt por metro kelvin). Em forma de equagdo temos a condutividade dada por:
Q L
=— e — 2
£ A-At AT (2]

Em geral, os materiais tornam-se mais condutores de calor com o aumento da
temperatura. Materiais com alta condutividade térmica conduzem calor de forma mais
répida que os materiais com baixa condutividade térmica. Desta maneira, materiais
com alta condutividade térmica sdo utilizados como dissipadores de calor e materiais
de baixa condutividade térmica sao utilizados como isolantes térmicos. O inverso da
condutividade térmica é a resistividade térmica.

E muito comum em panelas de aluminio as algas serem de um material preto
(polimero chamado baquelite). Em contato com o fogo esse material ndo aquece ao

contrério do aluminio. Neste exemplo, o aluminio é um étimo condutor de calor sensfvel

e, o baquelite é um péssimo condutor.

Definicao 2.7. (Difusividade Térmica) A difusividade térmica, denotada por «,
indica como o calor se difunde através de wm material. Isso depende, por um lado,
da condutividade (k) ou da velocidade de conducdo da energia térmica no interior do
matertial e, por outro lado, do calor especifico volumétrico — ¢:p, onde p € a densidade da
substdncia (p = g ) — ou da quantidade de energia térmica necessdria para aumentar
a temperatura de determinado volume do material. Obtém-se a difusividade térmica
dividindo a condutividade pelo calor especifico volumétrico e sua unidade de medida no

2
SI é %— (metro quadrados por sequndo):

a=—. (2.3)
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A difusividade é uma varidvel mais importante para o controle térmico das cons-
truges do que a condutividade, porque expressa quao rapidamente um corpo se ajusta
por inteiro a temperatura de seu entorno. Materiais de baixa difusividade retardam
a transferéncia de variagGes externas de temperatura para o interior das construgdes.
Um material com baixa difusividade conduz muito mal e é necessiria muita energia
térmica para aumentar a temperatura de determinado volume do material. Assim, em
construgoes civis, como pontes e edificios, é mais benéfico usar materiais com baixa
difusividade térmica; pois estes materiais se dilatam menos, evitando assim trincas
devido ao processo de dilatagao térmica por mudangas de temperatura do ambiente,
como a irradiagdo solar e a presenca de chuvas.

Por exemplo, comparando o concreto celular (k = 0,4W/m-°C; a = 4-10""m? /)
com o Cobre (k = 390W/m - °C; o = 1153 - 107"m?/s) temos que considerando-se a
mesma drea e a mesma espessura, uma parede de cobre aquecida em uma das faces

se aquecerd mais rapidamente na outra face do que uma parede de concreto celular.

Portanto, levando em consideracéao a difusividade térmica, uma parede de cobre é mais

exposta a trincas que uma parede de concreto celular.

Tabela 2.1. Elementos Metdlicos: Propriedades a 20 °C (293 K)

Substancia Calor Especifico | Condutividade | Difusividade
Pureza > 99% (J/kg - K) (W/m - K) (cm?/s)

Aluminio 0,896 236 0,975

Cobre 0,383 399 1,166

Cromo 0,440 91,4 0,29

Ferro 0,452 81,1 0,228

Ouro 0,129 316 1,269

Prata 0,234 427 1,738

TitAnio 0,611 22 0,08

<

Zinco 0,385 121 0,44 ’" =

FONTE: Adaptado da tabela 12, do apéndice 2, de [KREITH][5]
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Tabela 2.2. Isolamentos e Materiais: Propriedades a 20 °C (293 K)

Calor Especifico | Condutividade | Difusividade
Material (J/kg - K) (W/m - K) (em?/s)
Asfalto 0,698
Argila, 48,7% 0,880 1,26 0,0101
de umidade
Baquelite 0,383 399 1166000
Concreto Seco 0,837 1,8 0,0094
Tijolo Comum 0,84 0,38 - 0,52 0,0028 - 0,0034
Tij. Alvenaria 0,837 0,658 0,0046
Vidro, Janela 0,8 0,81 0,0034

FONTE: Adaptado da tabela 11, do apéndice 2, de [KREITH][5]

Definigao 2.8. (Taxa de Fluxo de Calor) Denotado por g, a taza de fluzo de calor
€ o quociente da quantidade de calor, em Joules, que atravessa uma superficie durante
um intervalo de tempo, em segundo. Assim, a unidade de medida de q € o Waltt,

|
W = (?) Por meio de equagdo temos que

Q

q4= At (24)

Definigao 2.9. (Fluxo de Calor) O fluzo de calor, denotado por q’, é a quantidade
de energia térmica (calor) transferida numa dada superficie; especificamente, ele é

quantificado pela quantidade de calor que passa por unidade de drea em wma unidade

W
de tempo. A unidade de medida de ¢" é Watt por metro quadrado (EE) Temos que

" q

2.2 Equacgao do Calor ao Longo de uma Barra

Deduziremos agora a eguagio do calor que descreve a transferéncia de calor
sensivel em uma barra sélida fixadas certas condigdes. Para isso, consideremos uma

barra homogénea de comprimento L, feita de um material uniforme condutor de calor,
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onde cada segao transversal tem drea A. Supondo ainda que a superficie lateral da
barra estd isolada termicamente impedindo a transferéncia de calor com o meio ambi-
ente — podendo ocorrer transferéncias de calor apenas nas extremidades da barra — e
que a temperatura seja a mesma em cada pondo de uma segao transversal.

Sob as condigoes acima, temos que o calor fluird apenas ao longo do comprimento
da barra. Tomemos uma das extremidades da barra como 0 e a outra como L de modo

que o calor flua no sentido de L, como na figura abaixo:

|__B§

LEGENDA: L Barra
. Isolante Térmico

Figura 2.1: Barra isolada termicamente e se¢ao transversal

Deste modo, a temperatura depende apenas da posicéo = € [0, L] e do tempo t >
0. Assim, podemos supor que existe uma funcao u(z,t) que determina a temperatura
em cada secao transversal da barra e em cada intervalo de tempo decorrido.

Para deduzirmos a equagao do calor partimos da Lei de Fourier que foi demons-

trada através de experimentos.

Lei 2.1. (Lei do Resfriamento de Fourier) Considere duas placas, Py e Py, de dreas
iguais a A, mantidas constantes as temperaturas Ty e T», respectivamente; se colocadas
paralelamente a uma distancia d uma da outra, haverd passagem de calor da placa mais
quente para a mais fria; e a quantidade de calor Q) € diretamente proporcional a drea

A e a diferenca de temperatura e, inversamente proporcional é distancia d, isto €,

Q=kAIT2_T1|

=, (2.6)

onde a constante de proporcionalidade k > 0 é a condutividade térmica do material
da barra.

Para aplicarmos a Lei de Fourier no problema da transferéncia de calor ao longo do
comprimento de uma barra, consideremos duas se¢oes transversais da barra, localizadas

em z e em = + Az, como sendo as placas P; e P, veja na figura abaixo:

IOTECA

A 3
.
§ b s

)
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A

v

[; x x+Ax L

Figura 2.2: Transferéncia de calor ao longo do comprimento de uma barra

Porém, as temperaturas nessas segoes variam com o tempo. Portanto, nao sao
constantes como requer a Lei de Fourier. Para aplica-la, definamos a taxa do fluxo
de calor através de uma secdo em z num instante {. Fixando o tempo t na equagao
2.6, considerando T, = u(xz + Az, t) e T\ = u(z,t) e passando o limite quando Az — 0,
temos:

lim kA|u(:c + Az, t) — u(z,t)|
Az—0 Az

A taxa do fluxo de calor, na dire¢ao positiva do eixo z, é uma fun¢ao que deno-

= kAlug(z,1)| - (2.7)

taremos como ¢(z,t) e é definida por:
q(z,t) = —kAu.(z,t) . (2.8)
Observacgao 2.1. O sinal negativo na equagio 2.8 ocorre porque u(z,t) e g(z,t) sdo
definidas na diregcao positiva do eizo x e sendo assim:
e se u(z,t) € crescente, entao u.(z,t) > 0 e o calor fluird para esquerda (direcao
negativa do eizo x) devendo ser q(z,t) < 0;
e se u(z,t) € decrescente, entio u.(z,t) < 0 e o calor fluird para direita (dire¢io
positiva do eizo x), devendo ser q(z,t) > 0;

Agora, fixado um elemento da barra entre z e z + Az a taxa total segundo a qual

o calor af entra, usando o fluxo de calor em 2.8, é dada por:
g = q(z,t) — q(z + Az, t) = —kA u.(z,t) + kA u.(z + Az, t) ,
ouseja, ¢ = kAlu.(z+ Az,t)— u.(z,t)] . (2.9)
E a quantidade de calor entrando nesse trecho da barra no intervalo de tempo
At, usando 2.9, é:

Q = q- At = kA[u.(z + Az,t) — u.(z,t)]At . (2.10)

FCG / Bit
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Por outro lado, escrevendo a quantidade de calor (Q) em fungao do calor especifico

(¢) segundo a Equagdo Fundamental da Calorimetria, temos
Q = mclAu = pVcAu = p(AAz)c ,Au (2.11)

3 { Awu é a variagao média de temperatura no intervalo de tempo At
onde

p ¢ a densidade do material da barra (p = g)

Nas igualdades acima, consideramos Az muito pequeno de modo que a variagao
média de temperatura Au seja igual a variagao de temperatura em algum ponto in-
termediario z + 6Az, com 0 < 6 < 1. Portanto, podemos reescrever a equagao 2.11

como:
Q =p (A Az) c|u(z + 0Az,t + At) — u(z + 0Az,t) ] . (2.12)

Igualando a equagao 2.10 com a equagao 2.12, temos:
kA us(z+ Az, t) — u.(z,t) | At = p (A Az) ¢ [u(z + 0Az,t + At) — u(z + 0Az,t) |,

donde segue que

K [ uz(x + Az, t) —uz(z,t) ] . [u(z + 0Az, t + At) — u(z + 0Az,t) |

Ko A (2.13)

Fazendo z — 0 e t = 0 na equagao 2.13 obtemos a equagao abaixo, que € a

equacio do calor unidimensional em regime transiente’:

%u
ku,, = pcu ou ol S e

= : (2.14)

®|®

onde o = ~k— é a difusividade térmica do material da barra.

Observacgao 2.2. Para garantir a deducao da equacao do calor, realizada acima, temos
que considerar a fungdo u(z,t) com derivadas parciais até segunda ordem continuas na

regido retangular R = {(z,t) e R* |0 <z < L ; t > 0}.

! regime transiente é quando a variacio do tempo influencia na variacao da temperatura. Na segio
2.5 abordamos a equacao do calor em regime estacionario que é quando a variagdo do tempo nao

influencia mais na variagao da temperatura.
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2.3 Problemas de Autovalores

Ao resolvermos a equagdo do calor numa barra com extremidades mantidas a
0 °C, aparece um problema de autovalor ao aplicarmos o Método de Fourier (método

da separagao de varidveis).

Exemplo 2.1. (Problema de Autovalores) Encontre a solu¢io nao-trivial da E.D.O.

F"(z)—0F(z) =0, para 0 < z < L, com as condigées de contorno F(0) = F(L) = 0.
(Solugdo:)

A equagio F"(z)—o F(z) = 0 é uma E.D.O. homogénea linear de sequnda ordem
com coeficientes constantes podendo ser resolvida por meio de sua equagdo caracteristica

associada que € r* — o = 0; cuja solugdo é dada por

r=%+0o.

Devemos analisar os possiveis valores reais para o:

Se 0 > 0: Entao, teremos duas raizes, reais e distintas (ry = /o e r; = —/0) da

equacao caracteristica, e assim a solucao geral da E.D.O. é dada por
F(z)=a1e"*+a3eV°?,
dai seque que,

(11+ﬂ.2‘—"0
FO)=F(L)=0 =
g eVlrageVl=9

2

mas a unica solucdo deste sistema ¢é a; = ay = 0 0 que implica na solugao da

E.D.O. para o > 0 ser F(z) = 0.

Se 0 =0: Entao, teremos duas raizes, reais e idénticas (r1 = ro = 0) da equagao

caracteristica, e assim a solugao geral da E.D.O. é dada por
F(z)=aiz+ay,

dai, F(0) = F(L) =0 = a; =a; =0 o que implica na solugao da E.D.O.
para 0 =0 ser F(z) = 0.

|
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Se 0 < 0: Entdo, teremos duas raizes complezas conjugadas da equacdo caracteristica.

Fazemos o = —\? (ficando comry = 0+ Xi e =0 — i) e assim a solugdo geral
da E.D.O. € dada por

F(z) = a; cos(Az) + azsen(Az) ,

dai, F(0) = F(L) =0 == a; =0 eazsen(AL) = 0. Como ndio queremos
az = 0, devemos tersen(A\L) =0 => AL=nwr = A= T}l—w,n eEZ.

Portanto, temos um conjunto de solugées da E.D.Q., quando o < 0, dado em

fungdo de n por

nmx
Fo(z) = an sen (T) (2.15)
Observacéo 2.3. Os valores —o = A\? para cada n € N*,
n2,ﬂ_2
=2 (2.16)

s@o chamados os autovalores ou wvalores préprios do problema dado pela E.D.O.
F"(z) + 0F(z) = 0 e pelas condigées F(0) = F(L) = 0. Note que ndo é necessdrio

considerar os valores negativos de n, pois estes diferem apenas por sinal dos valores

positivos.

Observacao 2.4. Para cada n € N*, as func¢oes

nnr

Fu(z) = sen (T) (2.17)

sao chamadas de autofungoes ou funcgées préprias do problema dado pela E.D.O.
F"(z) + oF(z) =0 e pelas condi¢ies F(0) = F(L) = 0.

Exemplo 2.2. Encontre a solugdo da E.D.O. G'(t) —o a G(t) = 0, parat > 0.

Onde o € o determinado no exemplo anterior.

(Solugio:)

A equagdo G'(t)—o a G(t) = 0 é uma E.D.O. linear de primeira ordem podendo

ser resolvida por integracao direta:

G'(t)—oaG(t) = 0 = —= =oca

UFCG / E!SLIOTECA
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integrando a ultima igualdade em relagao a t e aplicando a fun¢do exponencial, temos
G'(t)

0 dt =/cradt = h|GH)| = cat+b =
= elnIG(t)| — earctt+bl — G(t) S eb; o ot :
n?n?
fazendo b, = € e usando 0 = —\? = ~ Iz (pelo exemplo anterior) obtemos a

solugao da E.D.O. que também € uma familia de solucoes dada por

nzn,at
Ga(t) = bpe 17 (2.18)

2.4 Resolugao da Equagao do Calor: Barra Com
Extremidades a 0 °C

Buscamos agora determinar uma funcao u(z,t), definida em R, que descreva a
transferéncia de calor ao longo de uma barra de comprimento L cujas extremidades
T, e T, sdo mantidas a 0°C' (condigoes de fronteira®), u(0,t) = u(L,t) = 0, tal que u
satisfaga a equagao do calor em R e a condigao inicial u(z,0) = f(z), ou seja, buscamos

resolver o PVIF (Problema de Valor Inicial e de Fronteira):

( 6%u ou

aa__,ni = ot em R

Qu(0,t) = u(L,t) =0, t>0 (2.19)
u(z,0) = f(z), 0<z<L

onde sao dadas a funcao f e a difusividade térmica a.

Tl =0°

L

0} {L

Figura 2.3: Barra com extremidades mantidas a 0 °C, supondo que a barra foi aquecida

no meio e o calor flui para as extremidades.

2 Mais condigoes de fronteira referentes & equagio do calor estao presentes e discutidas em

[FIQUEIREDO][3] (capftulo 1, paginas 4 e 5).
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Definigao 2.10. (Solugao do PVIF 2.19) Seja R = {(z,t) e R* |0 <z < Let >
0} e R={(z,t) e R* |0 < z < L et >0} a aderéncia de R.
Uma fungdo u: R — R ¢ uma solug¢io do PVIF 2.19 se ela for continua em R,

tiver derivadas parciais uy e u,, em R e satisfizer as trés relacoes em 2.19.

Para resolver o PVIF 2.19 aplicamos o Método de Fourier que consiste em

separar as varidveis, e procurar solugdes u(z,t) na forma
u(z,t) = F(x)-G(t), (2.20)

ou seja, dada a equagao com duas varidveis independentes (z e t) buscamos a equagao
solugao (u(z,t)) de forma que ela possa ser expressa pelo produto de uma fungao que
s6 depende de z por outra funcao que s6 dependa de . Entao, o problema que antes
relacionava derivadas parciais de x e t pode ser reescrito de forma a relacionar derivadas
ordinérias de z e t.

Aplicando o Método de Fourier para resolvermos a E.D.P. do PVIF 2.19 fazemos
u

302 = (#)G()
uw(z,t) = F(z)-GE) = (2.21)
% = F(z)G'(t)

e substituimos estes resultados, considerando que F(z) # 0 e G(t) # 0, transformamos
a E.D.P na equagio

F'(z) _ 1G'(t)

o) = aG0 (2.22)

Na igualdade 2.22 o lado esquerdo independe de t e o lado direito independe de
z. Logo, devemos ter ambos os lados independentes de t e de = e, assim existe um

parametro ¢ independente de ¢ e de z onde,

F'(z) 1G'(8)

= — = 2.23
Fz) % ¢ ace ~° (%)
De 2.23 obtemos o problema de autovalores
F'(z)~o F(z) = 0, para0<z< L,
(x) (z) p (2.24)

F(0) = F(L) =0

UFCG [ = BLIGTECAI
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e a equagao diferencial
G'(t) —oaG(t) = 0, parat >0, (2.25)
que por 2.15 e 2.18, tém como solugoes nao nulas, respectivamente,

m) e Gull) = B g (2.26)

F,.(z) = a, sen (T

Portanto, a solu¢do u(z,t) = F(z)-G(t) do PVIF 2.19 é na realidade uma familia
de solugoes. Onde, para cada n =1,2,3,4,... temos uma fungao do tipo

wa(2,t) = ay by gt |L? o (n—?) (2.27)

a qual satisfaz a equacgio do calor e as condigoes u(0,t) = u(L,t) = 0.
Aplicando a condicao inicial obtemos u,(z,0) = sen (2?) Entao, u,(z,t) sé
sera solucao do PVIF 2.19 se a fun¢do f(z) tiver a forma

f(z) = sen ("LEE) (2.28)

Observagao 2.5. Se u(z,t) e v(z,t) forem solugoes da Equagdo do Calor, entao qual-
quer fungao da forma

a u(z,t) + bv(z,t),
onde a e b sao constantes, serd também solug¢ao. Ou seja, combinagdo linear de solugoes
também é solugdo, chamado de principio da superposigao que também vale para um
nimero finito de solugoes. Assim, qualquer expressao da forma

N
> entin(2, 1) (2.29)

n=1
também ¢ solucio do PVIF 2.19, onde 0s ¢, sdo constantes e 0s u, sao funcoes definidas

em 2.27 com a, e b, incorporados a c,, jd que ambos nao variam em funcdo de n.

Por consequéncia da observagao anterior, se a condigdo inicial f(z) for da forma

N
nmr
> cnsen ()
entdo, nesse caso, a solugao do PVIF 2.19 serd

N
u(z,t) = Zc,.e"“z”z“‘ﬂ‘zun(m,t)

=]
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E se f nao tiver a forma simples de 2.28, entdo expressamos f como uma soma

infinita da forma
= nnx
flz) = ; Cn SEn (T) ) (2.30)

ou seja, substituimos f(z) por sua Série de Fourier que deve ser uma Série de Senos.

Entéo, o candidato para a solugdo do PVIF 2.19, nesse caso, é

u(z,t) = i Ca €LY gop (%) : - (2.31)
n=1

onde 0s ¢, sao os coeficientes de Fourier da fungao f dada em [0, L], e estendida

para o resto de R de modo a ser impar e periédica de periodo 2L. Assim,

&, = %/DL f(z) sen (%) dz . (2.32)

Porém, devemos lembrar que a ignaldade 2.30 se verifica para todo z € [0, L] se

f for seccionalmente diferencidvel e f(0) = f(L) = 0.

Exemplo 2.3. Encontre a temperatura u(z,t) em qualquer instante em uma barra de
ferro com 50ecm de comprimento a uma temperatura uniforme, inicial, de 20 °C em
toda a barra, e cujas extremidades sao mantidas a 0 °C para todo t > 0.
(Solugdo:)

A solugao do exemplo 2.3 consite em encontrar u(z,t) que seja solu¢do do PVIF

abaizo onde consideremos a difusividade do ferro sendo a = 0,228 cm?®/s:

'Bzu_ﬁu

o2 T B’
qu(0,t) = u(50,t) = 0, t>0

0<z<50;t>0

u(z,0) = f(z)= 20, 0<z<50

Estendendo f(z) para todos os reais de forma a ser fmpar de periodo 2L = 100,

temos
r

—20 se —H0<z <0
f(@)=<20 se0 <z <50 ; f(z) = f(z+100) , Vz € R.

0 sex=0exz=50

“
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Dai podemos expressar a série de Fourier de f, onde

o = % :0 20 sen (%) di = [ﬁ cos (%)]:ﬂ 5 %[COS(R‘R) - cos(O)]

nm

;40[(_1)“_1] N 0 , sen for par

80 "
— , sen for impar
nmw

fl@) = i%o[(—l)“—l] sen (%) , Yz € (0,50) ,

escrevendo termo a termo, obtemos

T 80 3z 80 Srx
flz) = Msen(sg)+0+3—sen(50) 0+5—sen(50)+

ou escrevendo apenas os termos onde n é impar (jd que os pares sao nulos), seque que

R 80 (2n — )7z
fz) = ;(271—1)7786“( 50 )

Esbocando graficamente f e sua série de Fourier, temos:

¥y ’
2 y

-100  -50 50 100 T 7 16"

Figura 2.4: Gréfico de f Figura 2.5: Série de f (n = 20)

1
-
EY

Por fim, obtemos u(z,t) como sendo

o0

u(z,t) = g%[(—l)“ - 1] eI O2MYB0 o0 (%WOE) :

escrevendo apenas os termos onde n € impar (jd que os pares sao nulos), temos

e~ (2n—1)?720,228¢/2500 (2n — 7z
u(z,t) Z (2n = 1)11- sen (————-50 .

O grifico abaizo mostra curvas que representam a temperatura (em °C') ao longo

da barra, em instantes de tempo fizrados (em sequndos), onde é usado n = 50.
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u

i |
© 20 j{\ [\f\f,vg - e : ‘A’Q"\f‘ﬂ LEGENDA:
e |/ i
s 6f J — =0
g 1 S 225
=
ué. 10 — t=50
o g — t=500

-~ t =2500

10 20 30 40 50
Comprimento em cm

Figura 2.6: Distribui¢ao de temperatura ao longo da barra de ferro

Observe que a temperatura vai diminuindo sempre, & medida que a barra perde
calor pelas extremidades. Destacamos ainda que para t = 0 a convergéncia da série é

lenta.

Exemplo 2.4. Encontre a temperatura u(z,t) em qualgquer instante em uma parede
de aluminio com 40cm de comprimento cujas extremidades sao mantidas a 0 °C' para

todo t > 0 e a distribuicao de temperatura inicial, em °C € dada pela fung¢ao:

&, 0<z<20
flz) =u(z,0) =
0—-2,20<x<40
(Solugao:)
Devemos encontrar u(z,t) que satisfaga ao PVIF:

([ Pu ou

a@—-—a, O0<z<40;t>0
§ u(0,¢t) = u(40,t) = 0, t>0

u(z,0) = f(z) 0<z<40

onde a condutividade do aluminio é o = 0,975 cm?/s.

Ampliando f para todos os reais de modo a ser impar e periddica de periodo




CAPITULO 2. EQUACAO DO CALOR 62

2L = 80, temos:
z—40, —40<zx<-20
flx)=4 z, -20<z<20 , f(z+80)= f(z), Vz e R.
0—-z,20<z<40
Calculando a série de Fourier de f obtemos,
2 e nwT nrT
Cn = E[[ xsen(m)d:r+/ (40 — x)sen(m)dm]
20
2 | 40z nme 40\ nmwT
- &) () )]+
40
2 | —1600 nwT 40z nwT 40\? nmT
o o (1) + o (75) - (22) s ()|
2 [-800 /nm 40\* /nmy\ 1600
= E[ o () + (—ﬂ) sen () = S €08 (nm) +
1600 1600 nw 800 nm 40 nw
o (3) T (T)+ (a) e (—2")]

16059 (mr)
e \2)

Logo, f(z) = i :26??2 sen (E) sen (n40 ) Vz € [0,40] .
1

s 2

Esbocando graficamente f e sua série de Fourier, temos
y

/\ 20)”/\
~80 —60 -W 20 40\50726 8060 __W 20 4Wx
20

Figura 2.7: Griéfico de f

Figura 2.8: Série de f (n = 5)

Por fim, obtemos u(x,t) como sendo

160 (mr) oM n0,975¢/1600 oo (%) .

u(z,t) = Zn%z sen (-
n=1

Graficamente, temos as distribui¢oes de temperatura (em °C') ao longo da barra,

em instantes de tempo fizados (em sequndos), onde é usado n = 10

O
.
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u
20 t
O LEGENDA:
E 15|
E 10k — t=25
“E;:i — t=50
B 5} e =100
. " __£=200
X

10 20 30 40
Comprimento em cm

Figura 2.9: Distribuigoes de temperatura ao longo da parede de aluminio

2.5 Conducao do Calor em Regime Estacionario

No inicio da condugao térmica ao longo de uma barra, uma certa quantidade de
calor tenta passar de uma extremidade para a outra de modo que nesse processo ocorre
desequilibrios térmicos quando uma segao recebe esse calor de outra se¢ao anterior e no
mesmo instante ocorrem equilibrios térmicos. Esses equilibrios tendem a tornarem-se
cada vez mais rdpidos com o passar do tempo, pois as trocas de calor de uma segao
para outra secao posterior sao continuas. Desse modo cada i-ésima se¢ao transversal
em z; € [0, L] da barra tende a ter uma temperatura fixa quando o tempo decorrido
for suficientemente grande, ou seja, a variagao de temperatura da barra em relagao ao
tempo tende ser nula.

A equagao do calor ao longo de uma barra descrita na secao 2.2 é

0%u ou

o =Rl
onde u denota a temperatura em funcao da posi¢ao z e do tempo t. Porém, é de se
esperar que o tempo passe a influenciar cada vez menos na temperatura da barra quanto
maior ele for. Desta forma podemos dizer que quando ¢t — o0, entao % — 0. Neste
caso, a condugao do calor na barra ocorre em Regime Estacionario e isso significa
que depois de muito tempo a temperatura em cada se¢ao da barra permanece constante

e a quantidade de calor que entra numa se¢ao é a mesma quantidade que sai.

=

__j
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Quando a condugao do calor ao longo da barra passa a ocorrer em regime esta-

ciondrio, a equagao do calor pode ser reescrita como

d*u

e podemos expressar u(z,t) sendo apenas u(z).

Segue daf que a solugao de 2.33 é dada por:
u(z) =ar+b, coma,beR. (2.34)

Observacao 2.6. Nos ezemplos 2.3 e 2.4 fica claro a futura ocorréncia do regime
estaciondrio nas figuras 2.6 e 2.9, onde as curvas de temperatura ao longo da barra se

aprozimam do eizo x quanto maior € o valor de t.

2.6 Resolugao da Equacao do Calor: Barra com
Temperaturas Nao-nulas nas Extremidades

O modelo matemético que descreve a transferéncia de calor unidimensional ao
longo de uma barra de comprimento L com as extremidades submetidas a temperaturas
nao nulas®, u(0,t) = T} e u(L,t) = Ty, tal que u satisfaca a equagéo do calor em Re a

condicao inicial u(z,0) = f(z) é

ra@ — @ em K

ar?  ot’
Qu(0,t) = Ty, w(L,t) = T, t>0 (2.35)
Lu(:z:,(]) = FlE); O<z<lL

onde f é uma funcao dada.
Para resolver o PVIF 2.35 vamos reduzi-lo a um PVIF com condi¢ao de fronteira
homogénea como o da se¢ao 2.4 por meio de uma mudanga da varidvel dependente w.
Inicialmente, suponhamos que é possivel achar uma funcao v(z,t) de clase C?

definida em R tal que

v(0,8) =T, ¢ v(L,t)=T;. (2.36)

3 Na definigao da equagio do calor, na segao 2.2, consideremos o calor fluindo da segao transversal

x = 0 para a secao © = L. Assim, tomemos sempre Ty = T5.

—

O
vl
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Se u é solugao do PVIF 2.35, considere w = u — v e segue que

Wy = Up — Uy U = Wy + v
———
Wry = Ugx — Vg

Uzz = Wez + Vs
Dai,

U =QUzz = W+ =0 (Wez+ Vzz) => W= Q Wz + (@ Ve — V) .
Fazendo g(z,t) = & vzz — v, na iiltima igualdade acima, obtemos

Wy = O Wee + g(2, 1)

(2.37)
que € a equagdo do calor apés a mudanga da varidvel u para w, se ¢ = 0 em R. De fato,

isso deve ocorrer pela escolha apropriada da fungao v, onde v é solucao da equagao do
calor; para isso tomemos v sendo

U(I,t) — Tl + Ml_x

2.
I (2.38)
e assim a equagao 2.37 passa a ser

Wy = & Wy ,

(2.39)
que é a equagao do calor na varidvel dependente w.
Pelo fato de w = u — v segue que w(0,t) = u(0,t) —v(0,t) =71 - T\ e
w(L,t) = u(L,t) — v(L,t) = T, — T o que implica em
w(0,t) =w(L,t) =0, parat >0 (2.40)
e segue também que w(z,0) = u(z,0) — v(z,0), isto é,
w(z,0) = f(z) - T — WTTI):C : (2.41)
Usando 2.39, 2.40 e 2.41, temos que w é solugao do seguinte PVIF é
'Q@ = Qw_ em R ? |
0z~ ot’ ‘ e
Qw(0,t) = w(L,t) =0, t>0 (2.42) i
L~T) =
w(z,0) = f(z)—T, — B-T) =

I , O<z<L '
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que ¢ um PVIF homogéneo como o PVIF 2.19. Desta forma, a solucao de 2.42 é:

_ = —n?n2at /L2 w
w(z,t) n; Cu e sen (“77) (2.43)
onde os ¢, sao os coeficientes da série de Fourier (de seno) da funcao [f (@) =11 - ‘*“—_(Tg “LTI) >
obtidos fazendo
2 rL (To — TY)z nwx
- E/ﬂ [f(;c) S | sen (T) dr . (2.44)
(L—-TN)z

Nao esquecendo que a fungao [ flz) —T) — ] deve ser impar, seccio-

L
nalmente diferencidvel e periédica de perfodo 2L.

Portanto, a solugao do PVIF 2.35 é dada por u(z,t) = v(z,t) + w(z,t), ou seja,

] (I-T) = S —n2n2at /L2 nrx
wat) =Th+ 2=+ ﬂ;cn e sen (T) . (2.45)

Observagao 2.7. Note que quandot —» 0o, na equagdo 2,45, u(z,t) — v(x) (estado

estaciondrio).

Observacao 2.8. Andlogamente ao PVIF 2.35, pode-se resolver o PVIF

u ou
(05:;5 = —é't-, emR
Qu(0,t) = hy(t) , w(L,t) = ho(t), t>0 (2.46)
u(z,0) = f(x), O<z<lL

onde as temperaturas nas extremidades néo sio constantes, mas sim funcées em relacio
ao tempo. Para isso, € necessdrio determinar v de classe C? de modo que v(0,t) =
hi(t),v(L,t) = hy(t) e que v seja solugio da equagdo do calor em R, em seguida
realizar a mudanc¢a de varidvel e reescrever o PVIF 2.46 em funcdo de w de modo a

ser homogéneo. Isso € possivel para algumas escolhas de hy e hs.

Exemplo 2.5. Encontre a temperatura u(z,t) em qualquer instante em wm fio de
titanio com 20cm de comprimento cujas extremidades sao mantidas a 55 °C e 25 °C
para todo t > 0 e a distribuicdo de temperatura inicial, em °C ¢é dada pela funcdo

u(z,0) = f(z) =85 —2z, 0 <z < 20.

JLIOTECA
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(Solugao:)

A solugao do exemplo 2.5 consiste em resolver o PVIF abaizo, onde

R={(z,t)eR*|0<z2<20; t>0}

([ Pu Bu R
Y07 T Bt o
Su(0,t) = 55, u(L,t) = 25, t>0 (2.47)
u(z,0) = f(z)=85— 2z, 0<z<20
Fazendo v(z,t) = 55+ 95—505—5)3, temos de 2.45 que a solugdo para a = 0,08 é
dada por:
(25 = 55)$ o= —n2x20 031,’.[;2 nwr
e BB A0 O n?x%0, [ 2.
u(z,t) = 55 + 20 +§cne scn( 20 ) , (2.48)

onde 0s ¢, sdo os coeficientes de Fourier da funcdo (f — v) ezpandida para todo R de
modo a ser impar de periodo 2L = 40, sao dados por:

m —_—
Cp = 4 (85 —2x —55— +-—-————(25 55)2:) sen (mr:c) dx

20 J, 20 20
- 5 =3 ()
20
- 3[R () -4 () 1 () ()]

60 20 60
= ——cos(nm)+ — cos (nm) + —
nmw nmw nmw

40 60
=
nmw nmw

- —3z % 40 _1\n @ —n?720,08t/L? ?ﬂ
u(x,t)—55+-2~+ [-—;1—;( 1) +mr] e sen( 20 ) (2.49)

n=1

Esbogando graficamente f e v com trés periodos, temos:

“LIQTECA!

UFCG,



CAPITULO 2. EQUACAO DO CALOR

¥
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Figura 2.10:

Grifico de f

X

y

NG\

-60 -—40

N

20
_25 L
\_,,,

20 40 60

N

Figura 2.11: Gréfico de v

Ja esbogando graficamente (f — v) e sua série de Fourier para n = 40, temos

P g

\ 30
20

N N

BT T

N

60

N

Figura 2.12: Gréfico de f —v

¥

30
20

20

Figura 2.13: Série de f — v (n = 40)

Plotando u(z,t) que representa a temperatura (em °C') ao longo do fio, em ins-

tantes de tempo fixrados (em segqundos), onde é usado n = 40, temos:

LIOTEC
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u
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b LEGENDA:
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o =
55 = — t=60
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2 S —_ —— t =300
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[ — t =600
25 | — t=1200
. " " e <
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Figura 2.14: Distribuigoes de temperatura ao longo do fio de titanio
No gréfico acima pode-se perceber u(z, t) tendendo ao estado estacionario (quando

t é suficientemente grande) que pela observacao 2.7 u(z,t) — v(x), ou seja,

s, B = wleis ——3-2?- +55. (2.50)

e 2]

g 1
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Capitulo 3

Equacao de Laplace

3.1 Equacgao do Calor em Dimensoes Maiores

Quando pensamos na condugao do calor ao longo do comprimento de uma barra
e da sua largura, o modelo matemdtico que descreve tal processo envolve a equagao do
calor bidimensional com trés varidveis independentes(comprimento, largura e tempo).
Assim, a temperatura u(z,y,t) deve satisfazer a equacao diferencial:
Pu  O*u ou
. (3.1)
oz oy? ot
Em regime estaciondrio, u serd funcao de x e y e Frim 0. Entao,:
u " &u
9z2 " Oy?

Se analisarmos o calor fluindo em todas as diregoes de uma barra, entao ele fluird

=0. (3.2)

ao longo do comprimento, altura e largura da barra. Assim, a condugdo do calor é
tridimensional e envolve quatro varidveis independentes (comprimento, altura, largura
e tempo). Neste caso, a equagao do calor em regime transiente é expressa como

Pu  Pu  u ou

2 Tt as| = ac (3.3)
e a equagao do calor em regime estacionario passa a ser

Pu  Pu  Pu
32 T 372 to2 = 0. (3.4)

Obvio que a equacio do calor tridimensional modela a conducio do calor em

uma barra melhor que a equagao do calor bidimensional; j4 a bidimensional representa

70
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melhor que a unidimensional. Porém, quanto mais varidveis consideradas no modelo,
mais dificil é obter a solugdo. Se pensarmos na condu¢ao do calor ao longo de um
fio que tem drea de segao transversal bastante pequena, entao é suficiente tratarmos o
problema como uma condugao apenas ao longo do comprimento do fio (unidimensional).
No problema da condugao de calor em placas de pequena espessura podemos considerar
o problema como bidimensional. Ou seja, a teoria da conduc¢ao do calor em uma, duas
ou trés dimensoes tem suas aplicagoes dependendo do fendmeno observado.

Em dimensoes maiores, a equagdo do calor é escrita na forma:

Regime']“ramiente:?—u—=az§u ou a—u~=aV2u

ot ot (3.5)
Regime Estaciondrio: Au=0 ou VZu=0,
u Pu

onde u = u(X,t) , X = (21,82,-,00) €ER" 4> 0, M= g bk 5y b0

laplaciano em R™ nas varidveis espaciais e V?u é o gradiente de ordem 2.

3.2 Equacao de Laplace e Problema de Dirichlet

Definicao 3.1. (Funcdo Harménica) Uma funcio u(z,y) continua numa regido

Q c R? ¢ dita harménica quando ela satisfaz a Equacao de Laplace

u  *u

onde ) € um conjunto aberto e conexo.

Denotaremos por 052 a fronteira de € e, por £ o conjunto dos pontos aderentes
a Q. Sendo que O = QU IN.

Percebe-se que aFquacao de Laplace é exatamente aFEquagao do Calor Bidimen-
sional em estado estaciondrio (permanente) onde o laplaciano da fungéao temperatura,

Au(z,y), é nulo em Q.

Exemplo 3.1. Dada a fungdo u(x,y) = 2> — y* definida no conjunto aberto e conexo

Q tal que Q= {(z,y) eR? | =3 <z <3 e —2<y<2}, temos que:

e u € harmonica, pois = => Upe+ Uy =2—2=0.

 BiBLIOT
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e 0 ={(-3,y)|-2<y<2} U {Byl-2<y<2}tU
U{(z,-2)|-3<z<3} U {(2,2)| -3<2z<3}.

e 0={(z,y) €eR?| —3<zx<3e-2<y<2}.

O Problema de Dirichlet para a Equagao de Laplace trata-se de, dada uma

fungio continua f : 30 — R, determinar uma funcio u :  — R satisfazendo as
seguintes condigoes:

(i) u é contfnua em Q,
(ii) u é harmonica em ,
(i) = f em 99 (condi¢ao de fronteira).

Segundo [DJAIRO][3], desenvolvimentos marcantes na Matemética do século
XX estio ligados a tentativas de resolver esse problema. Além disso, para uma regiao
qualquer Q a solugao é altamente nao-trivial e algumas vezes nao possui solugao, mas
mesmo assim h4d uma grande quantidade de regices €2 onde o problema é solivel.

Trés formulagoes e solugoes do Problema de Dirichlet c¢ldssicos sao sobre as regioes:
1. Retangulo: Q=R = {(z,y) e R* |0<z<ael0<y<b}
2. Disco: Q= D = {(z,y) € R? | 2* + y* < p*} onde p é o raio,

3. Semiplano: Q = H = {(z,y) € R? | —co <z < 400 e y > 0}.

3.3 Problema de Dirichlet no Retangulo

Para resolvermos o Problema de Dirichet onde a regiao Q é um retangulo R,
consideremos R = {(z,y) € R? |0 < z < ae0 < y < b}. Assim, a fronteira de R

é composta de quatro segmentos de reta que compéem a f e podemos representé-los
por:

u(xv U) = fO(I)v u(:t:, b) = fl(x)'l ‘U.(O, y) — go(y), u(a’} y) =h (y)' (37)

72
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Y

fi(x)

g0(y)

fo(x) a

Note que os dados de fronteira ndo podem ser arbitririos, j4 que f deve ser

continua na fronteira. Entao as seguintes condigoes devem ser verificadas:

fo(0) = g0(0),  fola) = 1(0), fila) = a(b),  £1(0) = go(D)- (3.8)

Afim de encontrar u(z,y), resolvendo o problema de Dirichlet no retangulo, de-

vemos decompd-lo em outros quatro problemas de Dirichlet onde em cada um deles
fazemos trés das fungoes em 3.7 iguais a zero. Resolve-se cada um desses quatro pro-

blemas separados e depois obtemos a solugao do problem% no retangulo como sendo a

soma das quatro solugoes parciais.
Em particular, vamos resolver o problema de Dirichlet no retangulo R tomando

u(z,0), u(z,b) e u(0,y) como fungdes identicamente nulas, ou seja, vamos encontrar

uma fungéio u(z,y) continua em R solugio do seguinte problema:

(%u &

@-&-52’—% =0 em R
| u(z,0) = u(z,b) =0, z € [0,q] (3.9)
|u(0,y) =0, u(a,y) = f(y), y€[0,]

onde f é uma funcao definida em [0, b] que satisfaz f(0) = f(b) = 0.

)
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Pelo método da separagao de varidveis, procuramos solugoes do tipo
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u(z,y) = X(z) - Y(y). Daf:

ou dX &u d?X
& e E e
ou dY Pu d?Y
5 e =K e = 1
e 3y % = o7 o (3.11)
Substituindo 3.10 e 3.11 na equacao de Laplace, obtemos:
?X &’y 1 d&?X 1 d%Y

e, como X independe de Y (e vice-versa), existe uma constante o (constante de se-

paracao) tal que:

iiix—*d)(-—()
1L X _ 1 ey N fadh
X d2 Y dp 2Y '
—— o) =0
dy?

Impondo as condi¢oes de contorno homogéneas, temos:

¢ "

u(z,0) = X(z)-Y(0)=0 Y(0)=0
Qu(z,b)=X(z)-Y(b)=0 = (Y ()=0 (3.14)
| u(0,y) = X(0)-Y(y) =0 | X(@)=0

ja que buscamos solugoes nao identicamente nulas.

Usando 3.13 e 3.14, chegamos aos problemas:

< X"(x) —oX(z)=0 (3.15)
| X(0)=0

< Y'(y) +oY(z) =0 (3.16)
Y(0) =Y(®) =0

Semelhante ao exemplo 2.1, o problema de autovalores 3.16 s6 tem solugao nao

nula se o > 0, neste caso

5.5
a:an:%,nzl,zs.,... (3.17)
e as solugoes sao da forma
Ya(y) = B, sen ("%?”) ,n=123,... eyel0,b. (3.18)
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Agora, para resolver o PVI 3.15 consideremos a equagio caracteristica de X" (z)—
oX(z) = 0 dada por: r* — o = 0, cuja solugio é r = =*/0. Assim, a equagao
caracteristica possui duas raizes reais e distintas (r; = /o e ro = —/0) jd que o deve

ser o mesmo dado por 3.17. Logo, a solugdo geral da equagao em 3.15 é:

X(z) = AeV® 4Ce V",

mE

ou seja, X,(z) = AT 40  n=1,23,.. (3.19)
Impondo a condi¢ao X (0) = 0, obtemos
0 =440 =% Ch=—Au;: (3.20)

Substituindo 3.20 em 3.19, obtemos a solugao do PVI 3.15:

Xa(@) = Ane"® - Ape™ T = 4,(F —e7F)
ouseia, X(z) = 2Ansenh (57) - (3.21)

Entéo, para cada n = 1,2,3,... tem-se uma solucéo da Equagao de Laplace que

satisfaz apenas as condigoes de contorno homogéneas:

un(z,y) = Dy senh (w) sen

- (w) . Dy = 24A,B, . (3.22)

b

Usando o principio da superposigao de solugoes, temos que:

5 W o (O
u(z,y) = ;Dn senh ( 5 ) sen ( 7 ) (3.23)
também é solucdo. Impondo a condigio de contorno ndo-homogénea f(y) = u(a,y),
segue que:
> . nwa nmy
fly) = ; Dysenh (“3%) sen (52) . e [0,8] (3.24)

Estendemos f(y) de modo a ser {mpar e periddica de periodo 2L = 2b. Segue que

as constantes (D“ senh (n_:;)ra)) sao os coeficientes de Fourier os quais denotaremos
por b,:
nmwa 5 " nwy
_ - By - 2
by = Dysenh (“3°) bfﬂ fw)sen (2Y) dy, n=1,2,3, (3.25)
Desta forma, a soluc¢ao do problema 3.9 é dada por 3.23, com
b

D, = e p=1,2,3,... 3.26
senh ("~—~—’;“) " ( )

fed | B i

!

L |
4

g

|

UF
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Exemplo 3.2. Determine u(z,y) definida em R = {(z,y) e R |0< 2<2¢e0 <

y < 1} tal que u seja harménica em R, u(z,0) = u(z,1) = u(0,y) = 0 Vz,y € OR e

uw2,y)=fly) =y’ +y,y€[0,1].
(Solugao:)
Os coeficientes de Fourier de f(y) sao dados por:

2 e 2 nwy
ba = i/ﬂ (-4 +)sen (77 dy

1 1
= —2/ y® sen (nmy) dy+2/ ysen (nry) dy
0 0

Y’
- o b ;
= cos (nmy) + 53

1

nin?

o i
+2 e cos (nmy) + 3,3 Sen (n;'ry)] .
2

[ 1 2 1
= -2 ~— cos (nm) + 3.3 008 (nm) — W] +2 [-;}; oos(nw)]

L

= —4-[(—1)"+1+1] 5 = 2.8

n3d

Dat,

b, = D, senh (2n7) = [(=1)**t +1]

n3m3
o que implica em

A=D1 +1]

Dn = n3m3 senh (2n7)

Logo, u(z,y) € dada por:

u(z,y) = Z [:3[?&3_;2;1(; :r]) senh (n7wz) sen (n7y) | .

n=

Plotando u(z,y) em R onde € usado n = 100, temos:

2
2 sen (nmy) + —— cos (mry)]

1

+
0

(3.27)

(3.28)

(3.29)

UFCG
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Figura 3.1: Distribuigao de temperatura em R

A partir de 3.29 pode-se calcular a temperatura u(z,y) em qualquer ponto do
interior da placa de dimensoes 0 < z < 2, 0 < y < 1 no problema de condugao do
calor bidimensional em regime permanente com as condi¢oes de contorno u(z,0) =

u(z,1) = u(0,7) = 0 e u(2,y) = —y* + y. Por exemplo, considerando n = 100, temos:

u(1,1/2) = 0.0111282 u(1/2,1/4) = 0.00156812
u(1,1/5) = 0.00654216 w(1/2,1) =0
u(3/2,1/4) = 0.0379832 u(2,1/2) = 0.25
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Apéndice A

Comandos no Mathematica 7

A.1 Graficos do Exemplo 1.15

Para plotar a Figura 1.9:

f = Plecewise[{{-x-4, -5<=x<-4}, {x+4, -4<=x<-3)},
{-%-2, -3<=x<¢-2), (x+2, -2<=x<-1}), {-x, -1 <=x<0},
{x, 0<c=x<1l}, {-x+2, 1 <=x<2}, (x-2, 2<=x< 3},
([-x+4, 3<=x<d), (x-4, d<=x<5})}]

Plot]f, {x, -3, 3), AspectRatio = %,

PlotStyle » {RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness{2.3]},
AxesLabel -+ {x, y}, AxesStyle » {20, 20},
Ticks + ((-2, -1, 0, 1, 2), {0, 1}}]

Para plotar a Figura 1.10:

u = FourierTrigSeries|[f, x, 1, FourierParameters + {1, Pi}]

3

Plot.[u, {x, -3, 3), AspectRatio + =,

PlotStyle + {RGBColor([0, 0, 1], AbsoluteThickness[2.3]]},
AxesLabel + (x, vy}, AxesStyle + (20, 20},

Ticks » {{-2, -1, 0, 1, 2}, {0, 1}}]

Para plotar a Figura 1.11:

g = FourierTrigSeries[f, x, 3, FourierParameters » (1, Pi}]
3
Plot[g, (x, -3, 3), AspectRatio + 1=,

PlotStyle + (RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness(2.3]},
AxesLabel + (x, vy}, AxesStyle » (20, 20},

Ticks » ((-2, -1, 0, 1, 2}, (O, 1}}]
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Para plotar a Figura 1.12:

h = FourierTrigSeries|[f, x, 5, FourierParameters » (1, Pi}]

Plot[h. {x, -3, 3), AspectRatio - -i'?a-,
PlotStyle + (RGBColor ([0, 0, 1], AbsoluteThickness[2.3]),

AxesLabel + (x, y), AxesStyle + (20, 20},
Ticks» ((-2, -1, 0, 1, 2), {0, 1)) ]

Para plotar a Figura 1.13:

w = FourierTrigSeries|[f, x, 10, FourierParameters + (1, Pi}]

3
Plot[u, (x, -3, 3), AspectRatio + =,
PlotStyle + {RGBColor [0, 0, 1], AbsoluteThickness[2.3]},

AxesLabel + ({x, y}, AxesStyle » (20, 20},
Ticks » ((-2, -1, 0, 1, 2}, (O, 1}}]

Para plotar a Figura 1.14:

v = FourierTrigSeries[f, x, 20, FourierParameters -+ {1, Pi}]
3
not.[v, (%, -3, 3), AspectRatio + =,

PlotStyle »+» {RGBColor [0, 0, 1], AbsoluteThickness[2.3]),
AxesLabel + (x, y)}, AxesStyle + {20, 20},

Ticks» ((-2, -1, 0, 1, 2), (0, 1)}]

A.2 Graficos do Exemplo 1.19

Para plotar a Figura 1.20:

f = Plecewise[{((x+4)*2, -6<=x< -2}, (x*2, -2<=x<2)},
{(x-4)*2, 2<=x<6})}]

Plot[f, {x, -6, 6), AspectRatio - 1—";,
PlotStyle + (RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness([2.3]},
AxesLabel + (x, vy}, AxesStyle + (20, 20},

Ticks - ((-6, -4, -2, 0, 2, 4, 6}, (0, 2, 4}}]
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Para plotar a Figura 1.21:

g = FourierTrigSeries([f, x, 1, FourierParameters + (1, P1/2}]
3

plot[g, (x, -6, 6), AspectRatio + -,

PlotStyle + {RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness[2.3]},

AxesLabel + (x, y), AxesStyle + (20, 20},

Ticks —» {{-6! -‘! '211 00 2r ‘r 6}! {Or 2! ‘,}]

Para plotar a Figura 1.22:

h = FourierTrigSeries([f, x, 2, FourierParameters » (1, Pi/2}]

3
Plot[h, (x, -6, 6), AspectRatio » =,
PlotStyle + (RGBColor([0, 0, 1], AbsoluteThickness[2.3]},
AxesLabel + {x, y}, AxesStyle -+ (20, 20),

Ticks + ((-6, -4, -2, 0, 2, 4, 6), {0, 2, 4)}]

Para plotar a Figura 1.23:

u = FourierTrigSeries|[f, x, 3, FourierParameters + (1, Pi/2}]

3

Plot[u, (x, -6, 6), AspectRatio » —,

PlotStyle » (RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness[2.3]},
AxesLabel -+ {x, y), AxesStyle » {20, 20},

Ticks + ((-6, -4, -2, 0, 2, 4, 6}, (0, 2, 4)}]

Para plotar a Figura 1.24:

v = FourierTrigSeries[f, x, 5, FourierParameters » (1, Pi/2}]

Plotlv. {x, -6, 6), AspectRatio » %,

PlotStyle + {RGBColor [0, 0, 1], AbsoluteThickness[2.3]},
AxesLabel -+ (x, y), AxesStyle » (20, 20},

Ticks » ((-6, -4, -2, 0, 2, 4, 6}, {0, 2, 4;)]

Para plotar a Figura 1.25:

w = FourierTrigSeries[f, x, 10, FourierParameters -» (1, Pi/2}]

3
not[u, (x, -6, 6), AspectRatio + =,
PlotStyle +» (RGBColor({0, 0, 1], AbsoluteThickness[2.3]),

AxesLabel + (x, y), AxesStyle + {20, 20},
Ticks » ((-6, -4, -2, 0, 2, 4, 6), {0, 2, 4}}]

IOTECA
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A.3 Gréficos do Exemplo 1.20

Para plotar a Figura 1.26:

f = Piecewise[{(x+5, -5<x<-3)}, {2, -3sx<-1},
{2+1, -1s8<1), (2,158<3), (-3, 35x¢5}),
{2, 55sx<7}}]

Plot{f, {x, -5, 7), AspectRatio +1/5,

PlotStyle + {RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness([1.6]},
AxesLabel -+ (x, vy}, AxesStyle -+ (21, 21},
Ticks » {(-5, -4, -3

-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7), (0, 1}}]

Para plotar a Figura 1.27:

u = PourierTrigSeries[f, x, 1, FourierParameters » {1, Pi/2}]
Plot[u, {x, -5, 7}, AspectRatio +1/5,

PlotStyle + {RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness([1.6]},
AxesLabel + (x, y}, AxesStyle +» {21, 21},

¥ioks -+ ({-5, -4, -3, =2, -1,0,1, 2, 3. 4,5, 6,7},
{0, 1, 2}}]

Para plotar a Figura 1.28:

g = FourlerTrigSeries|[f, x, 3, FourierParameters +» (1, Pi/2}]
Plot|g, (%, -5, 7}, AspectRatio +1/5,

PlotStyle + [RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness[1.6]],
AxesLabel + (x, y), AxesStyle » {21, 21},

Ticks -+ ({'51 ": '31' '20 '1; or 1- 2! 3r ': 5: 6: 7}'
{0, 1, 2}}]

Para plotar a Figura 1.29:

h = FourierTrigSeries[f, x, 5, FourierParameters + (1, Pi/2]}])
Plot[h, (=, -5, 7}, AspectRatio +1/5,

PlotStyle -+ {RGBColor ([0, 0, 1], AbsoluteThickness([1.6]},
AxesLabel »+ (x, y), AxesStyle -+ (21, 21),

Ticks + ({-5, -4, -3, -2, -1, 0,1, 2,3,4,5,6,7),
(0, 1, 2}}]

Para plotar a Figura 1.30:

w = FourierTrigSeries([f, x, 10,
FourierParameters » {1, Pi /2}]
Plot[w, (x, -5, 7}, AspectRatio +1/5,

PlotStyle + {RGBColor([0, 0, 1], AbsoluteThickness([1.6]},
AxesLabel + {x, vy}, AxesStyle » {21, 21},

Ticks » ({(-5, -4, -3, -2, -1, 0,1, 2, 3,4, 5,6, 7),
{0, 1, 2))1]

IUFCG
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Para plotar a Figura 1.31:

v = FourierTrigSeries|[f, x, 20,
FourierParameters + (1, Pi /2)]
Plot[v, (x, -5, 7), AspectRatio +1/5,
PlotStyle +» [RGBColor [0, 0, 1], AbsoluteThickness[1.6]),
AxesLabel » (x, y), AxesStyle -+ {21, 21},

Ticks -+ ({-5, -4, -3, -2, -1,0,1,2,3,4,5,6,7),
{0, 1, 2}}]

A.4 Graficos do Fenomeno de Gibbs

Para plotar a Figura 1.32:

f = Piecewise[((2, -2sx<-1), (x+1, -15sx<1)}, {2, 15x<3)},
(x-3,3sx<4))]

Plot[f, (x, -2, 4), AspectRatio +1/2,

PlotStyle » (RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness[1.6]},

AxesLabel -+ (x, y), AxesStyle » {21, 21},

Ticks +» {{-2, -1, 0,1, 2, 3, 4), (0,1, 2)}]

Para plotar a Figura 1.33:

z = FourierTrigSeries([f, x, 40, FourierParameters -+ {1, Pi/2}]
Plot[z, {x, -2, 4}, AspectRatio »1/2,

PlotStyle + (RGBColor ([0, 0, 1], AbsoluteThickness[1.6]},
AxesLabel + (x, vy}, AxesStyle » {21, 21),

Ticks» {{-2, -1, 0,1, 2,3, 4}, {0, 1, 2})}]

A.5 Graficos dos Exemplos 1.21 e 1.22

Para plotar a Figura 1.38:

f = Piecewise[{{(-4x/Pi) -8, -3Pi<x<-2Pi),
{(4x/Pi) +8, -2PL<x<-Pi}, (-4x/Pi, -PL2x< 0},
{dx/Pi, 0<x<Pi), {(-4x/Pi) +8, Pisx<c2Pi),
{((4x/Pi) -8, 2Pi sx<3Pi}}]

Plot[f, (x, -3Pi, 3Pi}, AspectRatio 0.3,

PlotStyle + {RGBColor [0, 0, 1], AbsoluteThickness[1.6]]},
AxesLabel » {x, y), AxesStyle + (25, 25},

Ticks + {{-3Pi, -2Pi, -Pi, 0, Pi, 2Pi, 3Pi), {2, 4})}]
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Para plotar a Figura 1.39:

m = FourierTrigSeries[f, x, 50, FourierParameters -+ (1, 1}]

Plot[m, (x, -3Pi, 3Pi}, AspectRatio »+ 0.3,
PlotStyle » {RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness[1.6]},
AxesLabel + {x, y), AxesStyle + {25, 25},
Ticks » ({(-3Pi, -2Pi, -Pi, O, Pi, 2Pi, 3Pi),
{-4, -2, 2, 4})}]

Para plotar a Figura 1.40:

f = Piecewise[(((4x/Pi) +8, -3PL sx<-Pi), (4x/Pi, -PL sx<Pi},
{(4x/P1) -8, PAsx<3Pi)}]

Plot[f, (=, -3Pi, 3Pi), AspectRatio - 0.4,

PlotStyle + [RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness[1.6]},

AxesLabel + (x, y}, AxesStyle » (25, 25},

Ticks + {(-3Pi, -2Pi, -P1, 0, Pi, 2Pi, 3Pi}, (-4, -2, 2, 4}}]

Para plotar a Figura 1.41:

m = FourierTrigSeries|[f, x, 50, FourierParameters » {1, 1}]

Plot[m, (=, -3Pi, 3Pi), AspectRatio + 0.4,

PlotStyle + (RGBColor ([0, 0, 1], AbsoluteThickness[1.5]},
AxesLabel + {x, v}, AxesStyle » {25, 25},

Ticks + {((-3Pi, -2Pi, -P1, O, Pi, 2Pi, 3Pi), (-4, -2,0, 2, 4))])

A.6 Graficos do Exemplo 2.3

Para plotar a Figura 2.4:

f = Piecewise[{ {20, -100 <= x < -50}), {-20, -50 <= x < 0},
{20, 0 <=x<50), (-20, 50<=x<100}}]
Plot[f, {x, -100, 100}, AspectRatio - -1%,
PlotStyle + {RGBColor([0, 0, 1], AbsoluteThickness[1.8]},
AxesLabel » (x, y), AxesStyle » {20, 20},
Ticks » {{-100, -50, 0, 50, 100}, {-20, O, 20:}}]

Para plotar a Figura 2.5:

v = FourierTrigSeries[f, x, 20, FourierParameters » (1, P1/50}]
3
Plot|v, (x, -100, 100], AspectRatio + ==,
PlotStyle + (RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness([1.8]],
AxesLabel + (x, y), AxesStyle + (20, 20},

Ticks + ({-100, -50, 0, 50, 100}, (-20, 0, 20))]

“LIOTECA
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Para plotar a Figura 2.6:

Sin [ n_;x ] o ((0-2285% x?) /2500) ¢

-40 50
T Pl = — =1)*n -1
(x, &1 = — > ((-1)*n -1)

nal n
-40 30 813[5‘?"63] - ((0.228 0% %) /2500) 0
a(x ) s — ) ((-1)*n -1)
n=1 n
-40 38 8"“[25:?'!] o~ ((0.2281% x) /2500) 23
B(x ] = — ) ((-1)*n -1)
nel n
-40 28 sm[f.s’:uz] @-((0.228 17 x7) /2500) 50
| — -1)4 Fh |
olx )= — HZ_:,(( )An -1) -

Sin [ % ] @ ((0.228% ) /2500) 500

40 2
D ((-1)*n - 1)

dix_] =
x n=l n
- 50 Sin[“_s.’;'&] - ((8-228 4% x?) /2500) 2500
= _1 A -1
elx]=— ..Z.:'“ )An =1) -

<< PlotLegends ; Plot([(a[x], b[x], e[x], d[x], e[x])}, (x, 0, 50},
PlotStyle » (Red, Green, Blue, Black, Orange, AbsoluteThickness[1.2]),

PlotLegend < {"t = 0", "t = 25", »¢ = 50", “t = 500%, "t = 2500"),

LegendLabel + “"Tempo em Segundos", LegendPosition -0'{]. , =0.45}]

AxesLabel -+ (x, u), AxesStyle » (18, 18}, LabelStyle » (GrayLevel([0], 16),

A.7 Graficos do Exemplo 2.4

Para plotar a Figura 2.7:

f = Plecewise[{ (B0 +x, -B0 <=x < -60), (-x-40, -60 <= x < -40},
{(-40-x, -40 ¢=x < -20}, {x, -20 <c=x <0}, (x, 0 <= x < 20},
{40 - x, 20 <= x < 40}, {-%x+40, 40 <= x < 60), (-BO + X, 60 <= x < 8B0})]

3
Plotl(, (x, -80, B0}, AspectRatio +
PlotStyle + [RGBColor[0, 0, 1], AbscluteThickness[1.8]},

AxesLabel + [x, v}, AxesStyle + {20, 20},
Ticks + {(-80, -60, -40, -20, O, 20, 40, 60, 80), {—2ﬂ, 0, 20}}]

Para plotar a Figura 2.8:

h = FourierTrigSeries[f, x, 5, FourierParameters + {1, Pi /40}]

Plot[h, {x, -80, B0}, AspectRatio -+ 1—30.
PlotStyle » {(RGBColor([0, 0, 1], AbsoluteThickness[2.3]},
AxesLabel + {x, y), AxesStyle » (20, 20},

Ticks +» {{-80, -60, -40, -20, O, 20, 40, 60, 80}, {-20, O, 20}}]
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Para plotar a Figura 2.9:

in[nau] o ((0-97317% x¥) /1600 ¢
Tz , €] = Sin| —
. n nz_:' [ 2 n*2
160 Sin[""] - ((0-9750% x*) /1600) 0
a|x =
fx] :r“2 — [ n~2
160 ain[nlx] @ ((0.973 0% x?) /1600) 25
b[x ] = in
oy L ; [ n*2
160 in[n!l] e~ ((0-9750n2 x?) /1600) 50
clx = in
(] nr2 é [ n*2
0.975n% »?) /1600) 100
P— 160 lzn'Si [n:r Si“[n"] ol Y-
x = J] | e
= n*2 53 2 n*2
-{(0.975 »* »?} /1600) 200
[ ] 160 isj. nom n["";'] e ” }/’ ]
e|lx W — n| ———
= ~2 = 2 n*2
<< PlotLegends ; Plot((a[x], b[x], e[x]., d[x]., e[x]}., (x, 0, 40},
PlotStyle + (Red, Green, Blue, Black, Orange, AbsoluteThickness[1.2]],
AxesLabel -+ (x, u}, AxesStyle -+ (18, 18}, LabelStyle -+ (GrayLevel[0], 16},
PlotLegend - {"r_ = 0%, "& = TV, %e = HAY, s = T00%; Mt = ?00"},
LegendLabel 4 "Tempo em Segundos", LegendPosition < []., -0.45)]

A.8 Graficos do Exemplo 2.5

Para plotar a Figura 2.10:

f = Piecewise[((-165-2x, -60 ¢ x< -40), (5-2x, -40 < x < -20},
{(-B5-2x, -20<x<0), (B5-2x, 0 <x< 20},
{-5-2x, 20<x< 40}, (165-2x, 40 <x < 60})]
Plot[f, {x, -60, 60},
PlotStyle + {RGBColor([0, 0, 1], AbsoluteThickness[1.8]},
AxesLabel + {x, y), AxesStyle » {20, 20},
Ticks + {({-60, -40, -20, O, 20, 40, 60), (-85, -45, 45, 85)}]
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Para plotar a Figura 2.11:

v = Piecewise[{{-115+ (25-55) x /20, -60 < x < -40},
{-5+ (25-55) x/20, -40 < x < -20),
{-55+ (25-55) x/20, -20<x<0),
(55 + (25 -55) x/20, 0 < x < 20},
{5+ (25-55)x/20, 20 < x < 40},
{115+ (-55+25) x /20, 40 < x < 60} }]
Plot[v, (x, -60, 60},
PlotStyle -+ {RGBColor ([0, 0, 1], AbsoluteThickness([1.8]},
AxesLabel + [x, y)}, AxesStyle + (20, 20},
Ticks + ((-60, -40, -20, 0, 20, 40, 60},
{-55, -25, 0, 25, 55}}]

Para plotar a Figura 2.12:

Plot[f-v, {x, -60, 60},
PlotStyle + [RGBColor[0, 0, 1], AbsoluteThickness[1.6]]),
AxesLabel + {x, y), AxesStyle -+ (20, 20},
Ticks -+ ({-60, -40, -20, O, 20, 40, 60},
{-30, -20, 0, 20, 30}}]

Para plotar a Figura 2.13:

G = Piecewise[({f-v, -60 <x<60}}]

g = FourierTrigSeries|[G, x, 40,
FourierParameters -+ {1, Pi /20}]
Plot[g, {x, -60, 60},
PlotStyle + {RGBColor([0, 0, 1], AbsoluteThickness[1.5]},
AxesLabel + (x, vy}, AxesStyle + {20, 20},
Ticks » {{-60, -40, -20, 0, 20, 40, 60},
{-30, -20, 0, 20, 30}})
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Para plotar a Figura 2.14:

25-58) =
P ) ¥ e e
20
40 -
Z[( o PR ]sxn[""'] .'““-"'"”"V‘“l‘)
VA nom 20
(25 -55) x
afx ] =5+ —M8M8M +
- 20
& -40 60
S (3 -1 7me ==) saa[ ZZT] arlenst/amo)
i nox nx 20
(25 -55) x
b[x ] =55+ —mM8M8M8— +
= 20
40 _
Z({ﬂ (-1)“ns+ S 81n[nx3] ."‘(n'm“:"’]/‘“?“]
o nmx nx 20
(25-55) x
cfx ] «55+ —— &+
- 20
40 -
Z[[ 40 {=8) Sae 60 81“[“""] .-({e‘naua:&];wu)m)
o n nx
(25 -55) x
e[x ] =55+ —8M8M8M8M +
o 20
40 =
Z[[ - (=1) *n+ s ]81:1[“*’] .-{{n.oar.ix?}/wn]m]
&1 nx nx 20
(25 -55) x
k[x ] =55+ —m8M8M8— +
ot 20
40 -
Z[[ 40 ¥ S 60 Si-“[“:"‘] .-((n.m-.=u=]_,f|no)1:no}
e n x nx 20
<< PlotlLegends ; Plot[{a[x], b[x], c[x], e[x], k[x]},
(x’ o’ 20}’
PlotStyle +» {Red, Black, Green, Blue, Orange,
AbsocluteThickness[1.2])}, AxesOrigin - (0, 15},
AxesLabel - {x, u}, AxesStyle —» {18, 18},
LabelStyle -» {GrayLevel[0], 16},
Ticks -» {{0, 5, 10, 15, 20}, {0, 25, 55, 90}).,
PlotLegend =+ {"t = 0", "t = 60", "t = 300", "t = 600",
"t = 1200"), LegendLabel - "Tempo em Segundos",
LegendPosition -+ {1, -0.45}]

A.9 Graficos do Exemplo 3.2

e
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Para plotar a Figura 3.1:

0 4 ((_1}:“1 + 1)
TIR . P )= Sinh[n 7 x] Sin[n 7 y]
' n’ n° Sinh[2 n x]

Plot3D[{T[x, ¥1}, {x, 0, 2}, {v, 0, 1}, Mesh » None,

Axes - True,

PlotStyle - Directive[Cyan, Opacity[0.8],
Specularity[White, 50], Mesh -» None, PlotPoints - 10],

Boxed -» False, AxesOrigin - {0, 0, 0},

AxesStyle » {22, 22, 22}, AxeslLabel - {x, v, u},

LabelStyle » {GrayLevel([0], 20},

Ticks -» {{0, 0.5, 1, 1.5, 2}, (0.5, 1}, {0.25}}]







