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Resumo

Neste trabalho tem-se como propdsito apresentar as contribui¢goes de uma
abordagem pedagégica, pautada na articulagio entre a visualizagio e a experimentagao
proporcionada pelo ambiente informatizado, temdtica atualmente em evidéncia e que
se refere ao uso de novas tecnologias de informagao e comunicagio na educagao bésica,
a fim de proporcionar aos alunos um aprendizado mais rico, claro e atualizado no que se
refere as ferramentas tecnolégicas disponiveis ao processo de ensino/aprendiagem, mais
especificamente os recursos computacionais e em particular o uso de softwares que se
encontram disponiveis para o ensino dos conceitos de funcoes. Os elementos observados
emergiram da manipulagao do software Geogebra, nesse ambiente, desenvolveu-se e
construfu-se esta proposta de estudo. Esse software nos oferece uma linguagem
dinamica, uma interface simples, facilitando assim o manuseio do mesmo pelos alunos
em sala de aula ou em casa. E valido ressaltar que o uso deste tipo de ferramenta
tecnolégica nao tem a intengio de substituir as aulas conceituais, desta forma faz-se
necessario apresentar a formalidade exigida por essa ciéncia, nem tao pouco, substituir o
professor, muito pelo contrdrio, esse tipo de ferramenta tem um papel muito importante
e atualmente indispensavel na construgao do conhecimento, auxiliando o professor
a explorar os conceitos e tornar o processo de ensino aprendizagem do contetido de
fungées, e em particular de fungées afins mais dinamico e atrativo aos olhos dos alunos.
Contudo, além das discussoes sobre as TIC’s, e a abordagem do software Geogebra, se
faz necessdrio constituir as atividades desenvolvidas com auxilio do software que sao

propostas para os alunos e profexssores bem como somente para o professor.

Palavras-chave: TIC’s; Geogebra; Funcao Afim.



Abstract

This paper aims to present the contributions of a pedagogical approach, based on
the relationship between visualization and experimentation afforded by computerized
environment, thematic currently in evidence and which refers to the use of new
information and communication technologies in basic education, the order to provide
students with a richer, clearer and updated in regard to learning technological tools
available to the teaching/learning, more specifically the computational resources and
in particular the use of software that are available for teaching the concepts of
functions. The observed elements emerged manipulating the Geogebra software, in
this environment, developed and built up this proposed study. This software offers us
a dynamic language, a simple interface, thus facilitating its handling by the students in
the classroom or at home. It is worth noting that the use of this type of technological
tool is not intended to replace the conceptual classes, thus it is necessary to submit the
formality required by this science, nor replace the teacher, quite the contrary, this type
of tool has a very important and currently indispensable role in building knowledge,
assisting the teacher to explore the concepts and make the process of teaching and
learning of the content of tasks, and in particular more dynamic and appealing to the
students related functions. However, besides discussing T1C’s, and the approach of the
Geogebra software, it is necessary to constitute the activities with the help of software

that are proposed for students and profexssores and only for the teacher.

Keywords: TIC’s; Geogebra; In Order Function.
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Introducao

Ao longo dos anos a Matemdtica vem se tornando uma disciplina cada vez
mais evoluida e dinamica, apesar de que em sua maioria nao é vista de tal forma
pelos discentes. A capacidade de estabelecer relagoes entre as diferentes 4reas
do conhecimento é uma habilidade desejavel para o bom desempenho, no mundo
globalizado de hoje.

Nesse contexto, o estudo das fungées em particular, percorre o conhecimento
escolar desde as primeiras nogoes de proporcionalidade nas séries iniciais até as séries
finais do ensino bésico e no nosso cotidiano. Esse conceito desempenha um papel
importante na formacao dos estudantes, visto que, estd entre as mais titeis nogoes em
toda a matematica e se faz presente em quase todas as atividades desenvolvidas tanto
na matemadtica quanto em vérias outras ciéncias. Este conteido é de fundamental
importancia para que possamos entender e expressar situagoes e fenémenos do nosso
dia a dia, ou seja, as fungoes sao as melhores ferramentas para descrever o mundo
real em termos matemédticos. A capacidade de sintetizar uma grande quantidade de
informagoes através de uma equagao matemadtica ou da representacao grafica pode ser
um grande diferencial.

Por vezes, conseguimos cativar a atenc¢ao dos alunos para a aula de Matematica, a
partir do momento em que introduzimos algo de novo na aula, como por exemplo, uma
ferramenta tecnolégica para aprender Matemética. E fato, que no ensino do conteudo
de fungoes na Educacao Bésica, os professores demandam muito tempo no que diz
respeito aos procedimentos e técnicas relativas as construgoes graficas. E para realizar
a andlise do comportamento do gréfico de uma fungéo a partir da variagdo da lei da
funcao, tem-se apenas ensinado técnicas de construgao de gréficos.

Visando esta realidade, o presente trabalho consisti em elaborar uma proposta
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para a introdugao e exploragao dos principais conceitos presentes no estudo de fungdes
afins, promovida em um ambiente informatizado. A proposta foi desenvolvida tendo
em particular como piiblico alvo, alunos do 1* ano do ensino médio.

Afim de explanar bem a importancia da incluséo de novas tecnologias no ensino
de Matematica; no capitulo 1, trazemos uma abordagem sobre as TIC’s - (Tecnologias
de Informagao e Comunicagdo) no ensino, no nosso caso, no estudo de fungdes.
No capitulo 2 faz-se uma abordagem histérica acerca do surgimento do conceito de
fungoes, procurando identificar as diversas interpretagoes/representacoes que estiveram
presentes na cria¢ao e no desenvolvimento do conceito. No capitulo 3, tratard de uma
abordagem formal e aplicativa do contetdo a ser explorado no Geogebra, aperfeicoando
a Fun¢do Afim e sua aplicabilidade em nosso dia a dia. No capitulo 4, abordar-se-4 a
importancia da utilizagao do software Geogebra para compreender o estudo das fungoes
e suas caracteristicas. Por fim, no capitulo 5, as consideragoes finais que apontam para

importancia do uso das TIC’s no ensino de matematica.
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Capitulo 1

Tecnologias no Ensino

Nas secoes que seguem neste capitulo, abordaremos alguns aspectos relevantes

que levaram a motivagao e construgao apresentada.

1.1 O Uso de TIC’s na Educacao

Atualmente, os modernos recursos didaticos e demais equipamentos relacionados
ao uso das Tecnologias da Informacgao e Comunicagao - TIC’s se tornaram fundamentais
para a vida contemporanea, sobretudo, para a Educagao. As TIC’s podem ser definidas
como um conjunto de recursos tecnoldgicos utilizados de forma integrada, com um
objetivo comum, a concep¢ao que devemos ter é de que sao recursos excelentes para
ensinar e aprender matemsética, além de outras dareas de conhecimento.

Na educagao presencial, as TIC’s sao vistas como potencializadoras dos processos
de ensino-aprendizagem. Essas ferramentas, por sua vez, quando usadas corretamente
mudam a forma de fazer, compreender e ensinar a matematica ajudando o professor
a enriquecer suas aulas, proporcionando assim uma aprendizagem significativa para os
alunos. Da mesma maneira que nao se questiona o papel alfabetizador, nao podemos
mais abrir mao da presenca das Tecnologias da Informagao e Comunicacao no ambito
escolar. O uso de tecnologias nas escolas vem rompendo barreiras e se tornando
cada vez mais efetivo, para isso conta com dois fatores que precisam ocorrer em
paralelo: primeiramente o professor munido de uma incorporagao tecnoldgica e segundo
o fornecimento de tecnologias para a escola pelo Sistema Educacional.

A maneira mais coerente de se trabalhar as TIC’s em sala de aula é com o

14
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uso do computador que auxilia o aluno no processo de aprendizagem e ainda na
independéncia e autonomia no uso dos softwares que possibilitam o pensamento,
a reflexao e capacidade de resposta na resolugao de problemas. Esta ferramenta
desenvolve uma influéncia poderosa sobre o aluno, pois permite desenvolver diversas
competéncias que, por vezes, se encontram esquecidas no curriculo educacional. Sem
diivida o uso do computador tem ocupado um papel ativo na educagao, referindo-se a
sala de aula, nao é mais uma opc¢ao do professor, mas uma necessidade na formacao do
mesmo, aprimorar a qualidade do ensino transmitido ao aluno.

Os profissionais da docéncia vém buscando cada vez mais se capacitar em
relacdo ao uso das TIC’s, espera-se do professor que nao somente se aprenda sobre
elas, mas que as incorpore em suas atividades de ensino como uma ferramenta para
aprendizagem dos alunos. Isso requer conhecimento e capacidade de planejar, criar e
recriar ambientes de aprendizagem, para que assim caminhem em paralelo aos discentes,
que em sua maioria, ja estao familiarizados com as marcas da evolucéo digital do mundo
contemporaneo, visto que atualmente, a maioria deles ja utiliza o computador como
ambiente de entretenimento (jogos) ou de comunicagéo e convivio social (redes sociais).
Ao aplicar as TIC’s em sala de aula, os professores deixam de ser os transmissores do
conhecimento, os detentores do saber e passam a desempenhar o papel de mediadores
do conhecimento, de orientadores frente ao aluno.

Diante deste cendrio, a inclusao das tecnologias em sala de aula tem ocorrido de
modo muito acentuado através da utilizagao de softwares educativos, os quais ao serem
utilizados vém garantindo uma melhor aprendizagem dos contetidos matematicos, com
inimeras opgoes disponiveis. O uso dessas ferramentas computacionais promove um
enriquecimento dos ambientes de aprendizagem no qual o aluno, interagindo com os
objetos, tem chance de construir o seu conhecimento. Porém, esta construgao deve
ser mediada diante o professor, porque as vezes, os conceitos sdo aprendidos de forma
incorreta.

Essas ferramentas vém garantindo, por meio da construgao interativa de
“figuras”e “objetos”, uma melhora significativa da compreensao dos alunos, através
da visualizacao, percepcao dinamica de propriedade e realizagdo de investigagoes
matematicas. Neste caso, é possivel enxergar através de tarefas ligadas as novas

tecnologias o fato de que o aluno aprende a ser o verdadeiro construtor do seu
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conhecimento, acarretando em um melhor e mais rico processo de ensino-aprendizagem.
Por esses e outros motivos é necessario inserir o uso de tecnologias nas aulas de
matemadtica.

Atualmente, a tecnologia influencia a sociedade e as relagoes entre todos os
individuos. E perceptivel a presenca das tecnologias a nossa volta, elas estio inseridas
diretamente ou indiretamente, no cotidiano das pessoas, em particular no cotidiano
dos nossos alunos, a presengas das tecnologias na Educacgao é evidente, nao tendo mais
sentido a discussao sobre usar ou nao o computador, os softwares e os demais recursos
disponiveis nas escolas. Assim, a aprendizagem matematica através de softwares
depende de agOes como, experimentar, interpretar, visualizar, induzir, conjecturar,
abstrair, generalizar e enfim demonstrar. Por meio da informética na educagao, o
conhecimento é construido a partir de investigacao e explorac¢ao, potencializando o

processo ensino-aprendizagem.

1.2 Motivagao

Em pleno século XXI, sao iniimeros os avangos encontrados em varias dreas do
conhecimento e em diversos setores da sociedade, como a tecnologia nas técnicas e
procedimentos nos processos cirlirgicos no campo da satde, as sofisticadas maquinas
de automacgdo, no campo da industria, no gerenciamento, nas diversas formas de
publicidade no campo do comércio, na informacao simultanea e comunicagao imediata
no setor de investimentos, e no campo da educagao nao pode ser diferente, no que
se refere ao processo de ensino-aprendizagem. Sem divida, de todos os recursos
tecnolégicos, o computador é o que mais avanga e possibilita a maior variedade de
utilizagao nos meios educacionais.

Segundo (GONCALVES e NUNES, [12]) As TIC’s, em particular, sio tecnologias
que possibilitam a veiculac¢do da informacgao e da comunicagao com rapidez, dinamismo,
com difusdo de imagem e som. Reconhecemos o papel de outras tecnologias, como o
radio, o videocassete, a televisdo etc., porém, limitamos nosso trabalho as TIC’s mais
recentes, como o computador e os softwares.

No campo da educagao, o ensino da Matematica na perspectiva das tecnologias

deve ter como objetivos o estimulo a curiosidade, & imaginagao, & comunicagao,
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a construcao de diferentes possibilidades para a resolugdo de problemas e o
desenvolvimento das capacidades cognitivas. Essas tecnologias, como a calculadora, o
retroprojetor, o datashow, e o computador sao ferramentas que conseguem possibilitar
situagoes de aprendizagem mais significativas para os alunos.

Neste cendrio, é possivel para o professor aliar os contelidos matemaéticos as novas

tecnologias. Para tanto, levantamos algumas indagagoes:

e Como as TIC’s influenciam o ensino de matemaética atualmente?

Essas ferramentas tém garantido um melhor rendimento no processo de ensino-
aprendizagem do alunado. Sabemos que as TIC’s estabelecem ligacoes entre
a Matemaética e os conteidos de outras dreas do conhecimento, utilizando-
as como elemento interdisciplinar, podemos dinamizar o processo de ensino-
aprendizagem, viabilizando potencialidades inerente a atuagao de um cidadao
protagonista na sociedade tecnolégica vigente. No mundo de hoje, as tecnologias
sao indispensdveis na educagao das criancas e dos adolescentes, visto que estes se
encontram rodeados de tecnologias por toda parte. O estudante do futuro sera
cada vez mais interativo e participard da construgao do préprio saber utilizando

as novas tecnologias.

e Quais as implicagoes educacionais decorrentes da insercio dos recursos

tecnoldgicos no ensino da Matematica?

Espera-se que os alunos familiarizados com esses recursos possam demonstrar
mais interesse e, possivelmente, melhores desempenhos fazendo uso de tais
ferramentas voltadas ao ensino da matemética. A apropriacao das TIC’s, no
espago escolar contribui para uma ressignificacdo do conceito de conhecimento
e do processo de transmissao do mesmo. Essas ferramentas tecnoligicas sao
recursos poderosos, por sua vez, quando usadas corretamente mudam a forma de
fazer, compreender e ensinar a matematica, e é através destas que vemos aflorar
as potencialidades do ensino, onde o tempo e espago, ji nao sdo mais problemas,
0 que proporciona uma educacao sem distancia, sem tempo, levando o sistema
educacional a assumir um papel, nao s6 de formacgéao de cidadaos pertencentes
aquele espago, mas a um espago de formacgao inclusiva em uma sociedade de

diferencas.
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e O uso de softwares mateméticos pode auxiliar no ensino-aprendizagem?

Certamente, no entanto, a maneira adequada de se fazer uso das TIC’s no
ambiente educacional depende da proposta que serd utilizada e da postura dos
profissionais envolvidos. E fato que, despertar a curiosidade e motivagdo nos
alunos nem sempre é tarefa facil. Ja se faz necessdrio cativar a atengao dos
alunos para as aulas, principalmente para as aulas de Matemadtica, mas a partir
do momento em que introduzimos algo de novo na aula, como por exemplo,
atividades ou experiéncias interessantes com recursos tecnolégicos, fazendo uso
de software para aprender-se Matemadtica, conseguimos com isto, motivar esses

alunos a aprender a matemadtica ensinada.

Quais sao as maiores dificuldades enfrentadas pelo professor de matematica
para utilizagdo desses recursos tecnolégicos como ferramentas diddticas em suas

praticas pedagogicas?

Existem alguns problemas no sistema educacional, poucos sao os professores que
fazem uso desses recursos tecnolégicos em atividades voltadas para a sala de aula.
Em especial, sdo intiimeros recursos disponfveis para o ensino da matemdtica,
porém, ainda falta capacitacdo por parte dos professores dessa drea para que
melhor utilizem esses recursos. Para isso, sao exigidos dos professores o interesse
e a percep¢ao dessa nova realidade, sendo necessdria uma grande mudanga
na concepgao e forma de ensinar dos atuais professores. E importante, ou
melhor, é imprescindivel que o professor esteja capacitado em relagao a essa nova
realidade educacional, e que cada vez mais invistam em processos de capacitacao,
de tal forma que os professores possam integrar a tecnologia a sua proposta
pedagdgica, para que dessa forma, sejam implementadas propostas mais eficazes
que contribuam para o aprendizado do aluno. Portanto, o papel do professor nao
pode ser mais o de apenas transmitir conhecimento. Nesse novo cendrio, espera-
se estabelecer uma nova relagao entre aluno e professor, uma vez que os alunos
fazem parte de uma geracao mais ligada as tecnologias e mostram-se mais abertos
e envolvidos com o seu uso. Sendo assim, cabe ao professor a tarefa de inteirar-se
dessas ferramentas, sendo mediador, motivador e organizador das situagoes de

ensino e aprendizagem.
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No panorama educacional brasileiro, o livro diddtico é importante e essencial
instrumento de apoio ao trabalho do Professor, ele exerce uma grande influéncia na
pratica do mesmo, no que se refere ao desenvolvimento do conteido, linguagem e
profundidade e ainda é referéncia na formagio dos alunos. E relevante seu papel na
difus@ao do hébito e do gosto pela leitura. As mudancas que acontecem atualmente em
sala de aula, como a utilizagdo de novas tecnologias, revisdes nas diretrizes curriculares e
expectativas de aprendizagem, impdem desafios constantes & producéo do livro Escolar
para que esse seja cada vez mais rico no que se refere aos avangos metodolégicos,
recursos graficos, visando acompanhar as novas dinadmicas em sala de aula e contribuir
para uma aprendizagem cada vez mais significativa. O que se espera do livro did4tico
¢é que este acompanhe com sucesso as transformagoes da Educacao nacional.

O que se almeja neste sentido, é que dentro em breve essas praticas pedagégicas,
que hoje sdao apenas esporddicas, passem a constituir uma prdtica corriqueira no
cotidiano dos professores, ou seja, que o uso dos recursos tecnolégicos passe a ser uma
pratica natural. “Acredita que essa mudanga de paradigma nao serd para o professor
uma escolha, mas um fato, uma vez que, as inovagoes tecnoldgicas fazem parte de quase
todo o resto das atividades da sociedade atual” (JESUS, [16], pg. 15). Além disso, é
papel da escola fazer efetivo uso do aparato de recursos tecnolégicos que a mesma
possui, tornando viavel a utilizagao desses recursos no ensino, a fim de obter resultados
significativos no que tangem o ensino da matemaética.

E incomodo para qualquer professor de matemdtica que esteja comprometido
com a melhoria do ensino, o fato de surgirem nas iiltimas décadas tantos avancos
e novidades em relagdo as ferramentas tecnoldgicas voltadas ao campo da educacéo,
disponibilizados como recursos didédticos que podem ampliar e renovar o processo de
ensino-aprendizagem, nao estarem sendo explorados.

Crescem os estudos acerca do ensino-aprendizagem do contetido de funcoes, tais
estudos tém traduzido varios olhares para subsidiar a discussao acerca dos problemas
no processo de ensino-aprendizagem desse tema. E os resultados que seguem dessa
gama de estudos sugerem variadas formas de abordar o contelido. As possibilidades
dos recursos, a praticidade e o aumento do acesso dos mesmos, fizeram surgir préticas
educacionais voltadas ao uso das tecnologias.

Assim, durante o perfodo referente ao processo de formacao em Licenciatura Plena
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em Matematica, é buscado explorar ao maximo todas as potencialidades oferecidas pelo
curso e com isso alcancar uma excelente formacao académica. O licenciando ao cursar
as disciplinas decorrentes do curso, tem a oportunidade de conhecer alguns recursos
computacionais apresentados como ferramentas didéticas voltados para o ensino da
matematica do Ensino Médio, sao exemplos desses recursos alguns softwares, a saber,
o Winplot, Wimat, Kalgebra entre outros. O software Geogebra porém, é um dos
que mais se destaca dentre esses. Realizando um estudo mais acentuado a respeito do
Geogebra, e entdo conhecendo suas potencialidades, foi de imediata percepcao o quao
rico é este recurso diddtico, e como este pode se tornar um grande e valioso aliado
no ensino de matemadtica, em especial, para trabalhar alguns contetidos especificos
do Ensino Médio, como: fungdo afim, quadréitica e equagoes polinomiais, além de
geometria plana e espacial, por exemplo.

Todavia, buscando melhorar cada vez mais meu processo de formacao, acabei por
me deparar com o Programa Institucional de Bolsas de Iniciagao a Docéncia - PIBID,
no qual tive a oportunidade de participar durante o periodo de dois anos e meio.
Através do PIBID pude ter acesso ao cotidiano da comunidade escolar de ensino bésico
a qual atuava como escola parceira do programa, e nesta tinhamos a oportunidade
de observar e analisar as metodologias adotadas pela professora supervisora e assim
favorecer agbes pedagdgicas que promovam metodologias inovadoras que venham a
garantir uma significativa melhoria no processo de ensino-aprendizagem. Nessas
oportunidades busquei formas de aprimorar e melhorar minha prética pedagdgica,
conhecer e aplicar novas propostas metodoldgicas relacionadas a vdrios contetidos, em
especial, me chamou a atengao as propostas voltadas para a utiliza¢do de tecnologias
na Educacfo Bdsica. Portanto, posso afirmar que foi através ou em meio da minha
participacao neste programa que surgiu a motivagao para realizagdo desta proposta
de trabalho. Neste contexto, objetiva-se a busca pela utilizacdo de ferramentas
tecnologicas, em especial o método sugerido pela proposta deste trabalho de conclusao
de curso recai na utilizagao de recursos computacionais: os softwares, em particular,
o Software Geogebra para o ensino do conteido de Fungdo Afim no ensino bdsico,
com o intuito de facilitar o processo de ensino-aprendizagem deste contetido do Ensino
Médio. Essa proposta de atividade se deve ainda, as minhas experiéncias préprias e

inquietagoes em meio ao ambiente de sala de aula, e ainda em buscas visando melhorar
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a aprendizagem dos alunos e obter melhores resultados com a disciplina de matematica.

1.3 O Estudo de Fungoes Segundo os Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio:

PCNEM

Em meio a uma sociedade da informacgdo crescentemente globalizada, é
importante que a educagao se volte para o desenvolvimento das capacidades de
comunicagao, de resolver problemas, de tomar decisoes, de fazer inferéncias, de criar,
de aperfeigoar conhecimentos e valores, de trabalhar cooperativamente.

A Matemadtica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a estruturar
o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha um papel
instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e para muitas
tarefas especificas em quase todas as atividades humanas.

Ja no que diz respeito ao carater instrumental da Matemética no Ensino Médio,
ela deve ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e estratégias para serem
aplicadas a outras dreas do conhecimento, assim como para a atividade profissional
(Brasil, [7]). Sendo assim, ¢é preciso que o aluno perceba a Matemdtica como um sistema
de cddigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicagao de ideias, necesséria
ao seu processo de desenvolvimento, e que ainda contribui para que o mesmo construa
uma visao de mundo, que lhe permita ler, compreender, analisar, e enfim, modelar a
realidade e interpreta-la.

Os Parametros Curriculares Nacionais, ao apresentarem as novas diretrizes para
o Ensino de Matemitica ressaltam, entre outros aspectos, a discussio e argumentacao
de temas de interesse de ciéncia e tecnologia, neste contexto se faz uso da interconexao
tecnologica e matematica.

Segundo os PCN’s durante a etapa final da educagdo bésica, o ensino médio, o
processo de formagao do aluno deve contemplar a aquisicao dos conhecimentos bésicos,
a preparagao cientifica e a capacidade de utilizar as diferentes tecnologias relativas as
dreas de atuagao (Brasil, [7]).

Os Parametros Curriculares Nacionais (Ensino Médio) - Parte III - Ciéncias da
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Natureza, Matematica e suas Tecnologias, apresentam algumas recomendagées no que

se refere as competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matematica:

Tabela 1.1: Recomendagoes dos PCN’s acerca das competéncias.

Interpretar e utilizar diferentes formas de representacao (tabelas, graficos,

expressoes, icones...)

Identificar varidveis relevantes e selecionar os procedimentos necessdrios para a
produgao, andlise e interpretagao de resultados de processos e experimentos cientificos

e tecnoldgicos.

Identificar, representar e utilizar o conhecimento geométrico para aperfeicoamento

da leitura, da compreensio e da agao sobre a realidade.

Identificar, analisar e aplicar conhecimentos sobre valores de varidveis,
representados em graficos, diagramas ou expressoes algébricas, realizando

previsao de tendéncias, extrapolagoes, interpolagoes e interpretagoes.

Analisar qualitativamente dados quantitativos representados grafica ou

algebricamente relacionados a contextos socioeconomicos, cientificos ou cotidianos.

Fonte: (Brasil, [7]).

Seguindo essas recomendagoes é possivel promover condi¢oes para que os alunos
possam buscar o aprimoramento do saber, e selecionar informagoes, desenvolver a
capacidade de questionar processos naturais e tecnoldgicos, desenvolver o raciocinio,
avaliar, argumentar, tirar suas proprias conclusoes, ou seja, ser capaz de aprender, criar
e formular, ao invés do simples exercicio de memorizagao de conteidos. O aluno deve
ter a visao de que o conhecimento matemaético é necessario para a compreensio de uma
grande diversidade de situagoes referentes & sua formacao e ao seu cotidiano, servindo
ainda, como instrumento de investigagao e apoio a outras areas do conhecimento.

Em relagao ao estudo do conteido de fungoes, os PCN’s consideram este como
sendo articulador de diferentes contetidos, dentro e fora da propria matemaética. Além
disso, o documento afirma que o ensino de fungoes permite ao aluno o desenvolvimento
da linguagem algébrica, indispensdvel para estabelecer/expressar a relacao entre as

grandezas e modelar situagoes problemas.
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Desta maneira, os problemas de aplicagao devem introduzir o estudo de funcoes,
servindo de contexto e motivagao para a aprendizagem dos conceitos envolvidos neste
tema. O ensino isolado desse tema nao permite a exploragao do cardter integrador que
ele possui. O conceito de fungdo desempenha um papel importante para descrever e
estudar através da leitura, interpretacao e construgao de graficos, o comportamento
de certos fenomenos estudados em dreas do conhecimento, como a Quimica, a Fisica,
Geografia, Economia entre outras.

MAGARINUS [21], aborda segundo os PCNEM o fato de que, apés a definicio
de fun¢ao, o estudo de conjuntos e relagoes é abandonado, uma vez que para a andlise
dos diferentes tipos de fungao este estudo é desnecessdrio. Portanto, destacam que:

“o ensino pode ser iniciado diretamente pela nogdo de funcéo para
descrever situacoes de dependéncia entre duas grandezas, o que
permite o estudo a partir de situacoes contertualizadas, descritas
algébrica e graficamente.”(BRASIL, 2000, p.121)

Além disso, salientam que a linguagem excessivamente formal deve ser moderada
e, em determinados momentos, deixada de lado. Cabe, portanto, ao ensino de
Matemadtica garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito
de fungao em situagoes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de situacoes
problema de Matematica e de outras areas.

O uso das tecnologias de informacdo e comunicagao contribui significativamente
para um ensino mais eficaz, interessante e prazeroso deste conteido. O impacto da
tecnologia na vida de cada individuo vai exigir competéncias que vao além do simples
lidar com as maquinas. Esse impacto da tecnologia, cujo instrumento mais relevante
é hoje o computador, exigird do ensino de Matematica um redirecionamento sob uma
perspectiva curricular que favorega o desenvolvimento de habilidades e procedimentos
com os quais o individuo possa se reconhecer e se orientar nesse mundo do conhecimento
em constante movimento. Portanto é de fundamental importancia a insergao das
tecnologias no ensino de fungoes, assim como, a percepgao por parte do aluno a cerca do

papel desempenhado pelo conhecimento matematico no desenvolvimento da tecnologia.
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1.4 O Uso de Softwares no Ensino de Funcgoes

E fato que a maioria dos programas curriculares tem recomendado mais atengao
ao ensino de fungoes, uma vez que este contetido tem aplicagdo em vdrias dreas do
conhecimento. O impacto da tecnologia, sobre a maneira como as fun¢oes matematicas
podem ser representadas e manipuladas, estd conduzindo educadores matemadticos a
repensarem o modo como as fungoes sao ensinadas. Entretanto, trabalhar fungoes sem
que os alunos construam o conhecimento a partir de situagoes-problema, visualizem
adequadamente as situagoes graficas ou manipulem os objetos de aprendizagem, nao
propicia uma aprendizagem significativa para os mesmos.

E sabido que o ensino de fungoes presente no ensino médio remetem a
caracteristicas do ensino tradicional, além de outros fatores, como a falta de estrutura
fisica de muitas escolas, e ainda, a falta de professores capacitados no uso de tecnologias.
E notério que a abordagem desse tema no ensino bésico, geralmente, tem deixado
muito a desejar, visto que este conteido é dirigido em sua maioria somente a partir
das abordagens apresentadas pelos livros didaticos.

O que observa-se na maioria dos casos é que este conteiido é lecionado fazendo
muito pouca relagao com o cotidiano e de maneira bastante abstrata. O que leva ao
extremo desinteresse por parte do aluno, e o leva a aprender o conteiido apenas por
aprender, tendo em vista que posteriormente lhes serd cobrado.

Porém, para realizarmos um ensino-aprendizagem de qualidade referente ao
contetido de fungoes devemos utilizar todo aparato de ferramentas disponiveis, com o
intuito de facilitar & compreensao dos alunos, em relagao a certos elementos presentes
no conteido de funcées, ou ainda, dar significado as teorias apresentadas nos livros
didédticos, como: Interpretagdo geométrica da raiz ou zero da fungdo, coeficientes
angular e linear, crescimento e decrescimento das fungoes (DANTE, [8]; RIBEIRO,
[24]; SOUZA, [27]). Caso contririo ndo passard de uma abordagem ineficaz que néao
leva a uma anélise da relagdo entre as varidveis ou grandezas envolvidas. Perdendo
assim a oportunidade de mostrar a importancia do aprendizado em Matemédtica para
as demais areas do conhecimento, ao nao mostrar a sua aplicabilidade.

Os softwares sao importantes ferramentas no ensino de Matematica, eles podem

ser usados pra uma melhor aprendizagem dos conteidos, atualmente, é possivel
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encontrar aplicativos dos mais diversos tipos que atendem desde a educagao infantil até
o ensino superior. A Matemética é uma das disciplinas mais privilegiadas, pois possui
um numero significativo de softwares educativos. Um motivo pode ser a tentativa de
encontrar estratégias que tornem a matéria mais atraente e de melhor compreensao.
Muitos desses softwares sao gratuitos, hd versoes para vérios sistemas operacionais e
podem ser adquiridos na internet de forma rapida.

Entre os que oferecem possibilidade de trabalhar com gréficos de funcoes
destacam-se Cabri-Géomeétre, Graphequation, Graphmdtica, Winplot, Aplusiz, Winfun,
Modelus, Régqua e Compasso, Poly, Thales, WinMat, Geogebra, entre outros (LOPES
JUNIOR, [20]). Destacamos em particular, este iltimo, pois este pode ser usado tanto
no ensino Fundamental e Médio como no ensino Superior, dependendo dos objetivos
estabelecidos. Escolhido de antemao como objeto para realizacgo da nossa proposta
de ensino, o software Geogebra serd utilizado para estudarmos o contetido de fungoes.
Este software nos proporciona um ensino mais dinamico e inovador deste contetdo,
além de motivadores do interesse e curiosidade pelas aulas por parte do alunado,
os softwares sao usados para promover uma metodologia diferenciada, e atividades
exploradoras envolvendo o estudo de fungdes. E possivel, ainda, explorar as relagoes
entre as propriedades algébricas e o comportamento qualitativo de gréaficos dependendo
de parametros (ARAUJO, [2]).

Com o uso do software Geogebra, é possivel promover naturalmente uma
conexao entre as varias representagoes que, geralmente, nao sao articuladas quando
apresentadas nos livros diddticos do ensino basico. Este software permite ainda, uma
melhor articulacao do conteiido e melhor escolha de atividades. Agiliza processos de
calculo e construgao com lapis e papel. Com a construgao gréfica, as propriedades
das fungoes sao mais bem compreendidas, pois sao percebidas pelos préprios alunos
por experimentagdo, propiciando maior tempo para assimilagao das caracteristicas
das fungoes. “B légico que ha desafios, mas é necessario enfrenta-los a fim de se
interagir com o mundo moderno, ainda mais quando o resultado é um aprendizado
mais significativo, participativo e gratificante”, ressalta (LOPES JUNIOR, [20]).

Muitos professores ja vém adotando esta ferramenta em sala de aula para explorar
geometria, dlgebra e planilhas de cdlculo interativas. Em particular vamos explorar

neste estudo o conteido de fungao Afim.



Capitulo 2
Funcoes

Neste capitulo faremos uma abordagem histérica acerca do surgimento de um dos
mais fundamentais conceitos da matematica - o de fun¢ao. Procurando apresentar as
diversas interpretagoes e representagoes que estiverem presentes na construgo e no seu
desenvolvimento do mesmo. Introduziremos a definigao de fungao, tal qual conhecemos
hoje, bem como, alguns aspectos relevantes associados ao seu estudo. Enfatizando a
importancia da representagido gréfica de uma fung¢io, e ainda, observar as formas de
se representar uma funcao. Em nosso estudo, os conjuntos envolvidos sempre serao

subconjuntos de R.

2.1 Breve
Abordagem Histérica Acerca do Conceito de
Funcoes

A Histéria da Matemaética constitui um dos capitulos mais interessantes do
conhecimento, permitindo-nos compreender a origem das idéias que deram forma a
nossa cultura e observar também os aspectos humanos do seu desenvolvimento, e ainda,
enxergar os homens que criaram essas ideias e estudar as circunstancias em que elas se
desenvolveram.

Assim como as nogoes de espago e geometria, o surgimento e o desenvolvimento
do conceito de fungao deu-se através de um processo lento, passando por evolugoes

acentuadas ao longo dos séculos até entao alcangar a forma que é apresentada nos

26



CAPITULO 2. FUNCOES 27

livros didéticos da atualidade. Essas evolugbes podem ser percebidas pelos estudantes
de matemadtica ao atentarem para o estudo deste processo durante seus progressos
escolares desde as séries da educagao bésica até o ensino superior.

De acordo com BIANCHINI [4], néo é de conhecimento preciso o surgimento do
conceito de fungao, até onde se sabe nao se tem conhecimento ao certo de quando
este conceito foi usado pela primeira vez, mais se tem conhecimento das primeiras
abordagens desse conceito através dos povos babilonios, que em cerca de 2000 a.C.,
construiram tabelas sexagesimais de quadrados e de raizes quadradas, as quais podem

ser consideradas tabelas de fungoes.

Figura 2.1: Tableta Yale contendo o calculo da raiz quadrada de 2.

Antigos registros mesopotamicos sobre lunacoes (espacos entre duas luas novas
consecutivas) representavam, por meio de tabelas, a relacdo entre as fases da lua e
o periodo de tempo solar. Os babilonicos valorizavam essas tabelas na medida em
que elas estabeleciam uma correspondéncia de valores. Eles a utilizavam nao somente
para obter as informagoes que continham, mas também para avaliar os resultados
correspondentes a valores intermedidrios, o que faziam através de aproximacoes por
segmentos de reta (BIANCHINI, [4]).

O conceito de fungao, presente nos mais diversos ramos da ciéncia é relativamente
novo, visto que a maior parte de seu desenvolvimento ocorreu nos séculos XVIII e
XIX (SOUZA, [27]). A histéria do termo fungdo nos remete a mais um exemplo do
interesse dos matematicos em relagao a questao de generalizar e ampliar conceitos. Os
papiros egipicios apresentavam problemas praticos ligados as necessidades cotidianas
e nao tinham o objetivo de analisar o comportamento dos fenémenos. Desafiando a

mente humana, as situagoes sugeridas provocam o pensamento légico, direcionando-
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o aos resultados numéricos. Mas o cardter de generalizacdo, prépio da matemética,
levou os estudiosos a avangos grandiosos (DANTE, [8]). A partir da observacio de
modelos presentes nos fendmenos que ocorriam no mundo que os cercava, como por
exemplo, a trajetoria da bala de um canhao, os estudiosos procuravam dar explicacoes
mais racionais para os eventos, o que fazia os mesmos investigarem e descobrir leis
que regiam esses modelos. Podemos intuir que o conceito de funcao surgiu a partir
de uma necessidade de expressar racional e matematicamente uma ac¢ao que ocorre
naturalmente em virtude de uma outra.

Este tipo de relagdo ocorre a nossa volta o tempo inteiro, como por exemplo: o
preco das passagens de um oOnibus depende, dentre outros fatores, da distincia entre
a cidade do embarque e a de destino; a taxa de evaporagao das dguas de um rio
depende da temperatura; a pressao do mar depende da profundidade; o crescimento
de uma planta ocorre em funcao do tempo, do clima, das condigoes de adubagem
do solo, sao intimeros fatores que podem acarretar no crescimento de uma planta,
assim podemos observar que ela se desenvolve em funcao de todos esses fatores
juntos. Entretanto os primeiros pensadores puderam perceber que seria impossivel
compreender em sua totalidade de uma tinica vez, a dimensao de uma realidade plural
a qual eles objetivavam dominar. Perceberam ainda que para realizarem seus estudos
deveriam selecionar esses fenémenos ao qual buscavam a compreensao, em conjuntos
significativos de elementos.

Segundo BOTELHO [5], para Caraga (1989) surgem a partir de entdo
explicacoes dos fenémenos naturais, assim a realidade que aqueles cientistas buscaram
compreender, apresenta duas caracterfsticas essenciais: fluéncia e interdependéncia. A
primeira diz respeito a um movimento natural e constante do mundo que nao para de
se transformar, de evoluir. A segunda nos leva a perceber sua verificagao no momento
em que se observa que, no universo os fatos ndo ocorrem de maneira isolada, em
todos eles ha compartimentos que se comunicam e participam da vida uns dos outros.
No exemplo anteriormente citado, da planta, se tomarmos o crescimento da mesma,
condicionado as condigbes de adubagem do solo, as mesmas proporcionaram um melhor
desenvolvimento do vegetal, o que caracteriza a interdependéncia.

Assim, podemos dizer que partindo da necessidade de resolver um problema de

ordem pratica, entre duas grandezas diferentes em diversas situagoes, brotou de forma
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intuitiva o conceito de fun¢do em seu mais origindrio sentido.

Segundo ROSSINI [26], o historiador Youschkevitch (1981) considera trés etapas

no desenvolvimento do conceito de fun¢ao, até a metade do século XIX, sendo elas:

Antiguidade

casos
dependéncia entre
duas quantidades,
sem ainda destacar
uma nogdo geral de

Idade Média

Na ciéncia européia
do século X1V,
apresentavam-se  as
nocoes de funcdes
sob forma geométrica
e mecénica, porém
ainda prevalecendo

Periode Moderno

Foi a partir do século XVI e

especialmente durante o

século XVII, que comecaram a
prevalecer as  expressdes
analiticas de fungdo, sendo que

29

quantidades
varidveis e nem de

fungdes.

as descricdes verbais|lo  método  analitico  de
ou por um gréfico, | introdugso a funggo
mais que por umafireyolucionou a matemdtica
formula. devido a sua extraordindria
eficicia assegurando a esta
nogdo um lugar de destaque em
todas as ciéncias exatas.

Figura 2.2: As trés etapas do desenvolvimento da nogao de fungao.

Diferentemente da ideia intuitiva de funcionalidade da Idade Antiga, o conceito
de fun¢ao no periodo Moderno era uma conjectura puramente abstrata e inteiramente
voltada para o campo da matematica pura.

O desenvolvimento do conceito de funcdo contou com as contribuigoes
significativas de varios matematicos. O emprego das aproximagoes na antiguidade
significa a aplicagao de uma relagao funcional elementar, pois é uma simples
proporcionalidade e constituiu o primeiro passo em rumo ao desenvolvimento posterior
de nogoes mais gerais de fungao.

Novas contribuigoes, ainda implicitas, para o desenvolvimento do conceito de
fungao surgiram muito depois, no final da Idade Média, por exemplo, as do matematico
franceés Nicole Oresme (1323-1382), (BIANCHINI, [4] e BOYER, [6]). Com este, sugeriu
a representacdo dos diferentes graus de intensidade das varidveis velocidade e tempo
relacionados ao fenomeno: movimento de um corpo com aceleragao uniforme.

Segundo (BOYER, [6]), Galileu Galilei (1564-1642) e Isaac Newton (1642-1727),
por exemplo, utilizaram em seus trabalhos algumas nogoes de lei e dependéncia, como

hoje sabemos, fortemente ligadas ao conceito de fungao.
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Galilei contribuiu para a evolugao da ideia de fungao, ao introduzir o tratamento
quantitativo nas suas representacoes graficas. Nessas época, o aprimoramento dos
instrumentos de medida proporcionou a busca de resultados inspirados na experiéncia
e na observagao.

Segundo (BIANCHINI, [4]), as ideias mais explicitas de fungao parecem ter
surgido somente na época de René Descartes (1596-1650), matematico francés que
adotou equagbes em x e em y para introduzir uma relacdo de dependéncia entre
quantidades variaveis, de modo que permitisse o calculo de valores de uma delas por
meio do valor da outra. Em outras palavras, uma equa¢do em z e y podia representar
uma dependéncia funcional entre quantidades varidveis, podendo-se determinar uma
varidvel a partir da outra, dando um cardter mais amplo & ideia de fun¢do. Descartes
apresentou ainda, o método das coordenadas para a representacgao grafica de relagoes

entre varidveis, em modelo préximo ao que conhecemos nos dias atuais (EVES, [10]).

¥ 1 (eizo vertical)

(eizo horizontal)

Foi somente a partir dos trabalhos do fisico e matematico inglés Isaac Newton
que em sua teoria sobre fluentes, termo usado por ele para descrever as suas ideias
sobre fungoes, as considerava intimamente ligadas & nogao de curva e as taxas de
mudanga de qualidade variando continuamente. E ainda, restringiam-se a imagens de
uma fungao real, de varidvel real Caraga (1952). Newton também desenvolveu uma
grande habilidade em expressar estes fluentes em termos de séries infinitas. Tentou
definir limite de uma funcao, falando em quantidades e taxas de quantidades (BOYER,
6])-

Quanto ao matemdtico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), ele nao é
o responsével pela notagio de fungdo, porém segundo Eves [10] a palavra fungao, na

sua forma latina equivalente, foi empregada pela primeira vez por Leibniz em 1694. Ele
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usou o termo funcao pela primeira vez, para designar um tipo de férmula matemaética,
para se referir a certos seguimentos de retas cujos comprimentos dependiam de retas
relacionadas a curvas. Mais tarde, viu-se que a ideia de fungao desenvolvida por Leibniz
tinha um alcance muito reduzido, e posteriormente, o significado da palavra fungao foi
experimentando generalizagoes sucessivas, até chegar a conceituagio atual (BOYER,
[6])-

No século XVIII, o matemdtico suico Jean Bernoulli (1667-1748), adota a
terminologia de Leibniz para fun¢éo de . Ele estava interessado em funcgoes que fossem
bem comportadas, devido & natureza dos problemas para os quais contribuiu, como
por exemplo, o aprimoramento da regra de L’Hospital para formas indeterminadas de
limite, que envolvia func¢oes diferenciaveis. Bernoulli utilizou o termo funcao, assim
designando os valores obtidos por operagoes entre varidveis e constantes. Ele chegou
a considerar uma funcao como uma expressao qualquer, formada de uma varidvel e
algumas constantes (BOYER, [6]).

Segundo ROSSINI [26], a primeira definigdo explicita de uma funcio como
expressao analitica apareceu num artigo de Jean Bernoulli, publicado nas memdrias
da Academia Real de Ciéncias de Paris, em 1718. “Definicdo. Chama-se funcao
de uma grandeza varidvel uma quantidade composta de alguma maneira que
seja desta grandeza varidvel e de constantes”(BERNOULLI, J. 1742, p.241 apud
YOUSCHKEVITCH, 1981, p.35).

Posteriormente, o sui¢o Leonard Euler (1707-1783), um dos maiores matematicos
de sua época, também trabalhou com funcoes e considerou uma fungao como uma
equacao ou férmula qualquer envolvendo varidveis e constantes. Foi Euler quem
aplicou a ideia de fluentes de Newton para a andlise que é o ramo mais abrangente da
matematica. Euler apresentou como exemplo uma funcdo contendo raizes quadradas,
mostrando que ainda nao se considerava a unicidade para o valor da fungdo. Nao se
falava em dominio nem em contradominio. Para Euler as func¢oes sé eram continuas,
também nao era somente a expressao analitica, mais a curva tracada a mao livre, sem
cantos. Seus estudos foram essenciais para o desenvolvimento do conceito de fungao,
trazendo grandes contribui¢oes para a linguagem simbdlica e introduzindo ainda a
notacéo f(x), padronizada nos dias de hoje (BOYER, [6]).

Eves [10] ressalta ainda, que outros matemdticos também deram sua parcela
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de contribui¢ao para a construcdo e o desenvolvimento do conceito de fungao.
Matematicos como Dedekind, Cauchy e Joseph Fourier,

Joseph Fourier (1768-1830) foi talvez o mais influente da nova geracao de
matematicos ativos em 1820 em Paris. Sua principal contribuigao foi a ideia, percebida
por Daniel Bernoulli, de que qualquer fungdo y = f(x) pode ser representada por
uma série da forma conhecida na atualidade como série de Fourier. Tal representagao
fornece uma generalidade muito maior que a série de Taylor, quanto ao tipo de funcoes
que podem ser estudadas.

Dentre tantos que contribuiram para o desenvolvimento do conceito de fungao
a definicdo de Lejeune Dirichlet (1805-1859) é a mais préxima do que temos hoje.
Dirichlet chegou a formular a seguinte defini¢ao:

Uma varidvel é um simbolo que representa um qualquer dos
elementos de um congunto de ndmeros; se duas varidveis T e y
estao relacionadas de maneira que, sempre que se atribui um valor
a z, corresponde automaticamente, por alguma lei ou regra, um
valor a y, entdo se diz que y € uma funcdo (univoca) de x. A
varidvel x, a qual se atribuem valores a vontade, é chamada varidvel
independente e a varidvel y, cujos valores dependem dos valores de
z, € chamada varidvel dependente. Os valores possiveis que x pode
assumir constituem o campo de definicao da funcdo e os wvalores
assumidos por y constituem o campo de valores da fung¢io (EVES,
2004, p.661).

EVES [10] discute também que essa defini¢io é tdo ampla que dispensa a
necessidade de qualquer forma de expressao analitica a relacdo que hé entre x e y, essa
defini¢ao acentua a ideia de relagao entre dois conjuntos de niimeros. Destaca também
que, no século XX foi apresentada uma nova defini¢ao para o conceito de fungao através
da linguagem da Teoria dos Conjuntos, criada pelo matematico alemao Georg Cantor,
essa teoria abrangeu relacoes entre dois conjuntos de elementos quaisquer, sejam esses
elementos nimeros ou qualquer outra coisa. Essa nova definicao deu maior énfase &
drea da algebra abstrata. Desta forma, de acordo com a Teoria dos Conjuntos, uma
funcao f é, por definicao, um conjunto qualquer de pares ordenados de elementos, pares

esses sujeitos a seguinte condigao:
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Se (a1,b1) € f,(a2,b2) € f e a1 = ay, entdo by = by . O
conjunto A dos primeiros elementos dos pares ordenados chama-se
dominio da funcdo e conjunto B de todos os sequndos elementos
dos pares ordenados se diz imagem da funcdo. Assim, uma

funcao € simplesmente um tipo particular de subconjunto do produto

cartesiano A x B. (EVES, 2004, p.661).

A Teoria dos Conjuntos despertou grande interesse por parte de todos os
estudiosos da época, podendo-se perceber que hoje é utilizada em todos os campos
da matemaética, visto que ndo hd nenhum campo da matemadtica na atualidade que
nao tenha recebido seu impacto. E ainda propiciou ampliar o conceito de funcao,
contribuindo substancialmente para se chegar a defini¢gdo conhecida atualmente.

Podemos verificar através do histérico apresentado que o conceito de fungio
foi um processo bastante lento e que passou por varias mudangas ao longo do seu
desenvolvimento. Identificamos ainda que, algumas abordagens mais significativas que
surgiram durante sua evolugao ao longo da histéria, como por exemplo: fungao como
relagdo entre quantidades varidveis, funcdo como expressao analitica, fun¢do como
relagdo entre conjuntos e fungao como transformagao. Mas a abordagem do conceito
que mais se destacou entre as demais, se tornando a idéia central do conceito de fungao,
presente tanto no nascimento da fisica quantitativa quanto em nosso cotidiano, é a de
relagdo entre quantidades varidveis. Atualmente, expressamos as fungdes de véarias
maneiras para poder analisd-las, fazer previsoes e até interferir em alguns processos de

mudancas.

2.2 Nogao Intuitiva de Funcao

A ideia de funcao esta presente quando relacionamos duas grandezas varidveis, e
pode ser observada em diversas situagoes no cotidiano, como por exemplo, o niimero de
litros de combustivel e o preco a pagar; velocidade de um carro em funcao do tempo; a
producao de automoveis em relac¢ao ao periodo de tempo; a distancia percorrida é dada
em func@o do tempo; o consumo de combustivel de um avido em fungao da velocidade.

Na Figura 2.3 observamos um salto de paraquedas, a velocidade do paraquedista

sofre influéncia de varios fatores como, por exemplo, a a¢ao da gravidade e a resisténcia

|
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do ar. Enquanto o paraquedas estiver fechado, podemos considerar que o corpo esta
em queda livre. Quanto mais tempo, apds o salto, ele permanecer fechado, maior
sera a velocidade com que o paraquedista caird: a velocidade, depende, entre outros
fatores, do tempo. Ficando assim evidente, a presenca constante de relagoes existentes
entre as varias grandezas presentes a nossa volta. Podemos observar virias outras
situagoes parecidas com esta ou ainda tao mais comum aos nossos olhos, sao situagoes
corriqueiras e passam despercebidas em meio a correria na qual grande maioria de nés

vivemos.

Figura 2.3: Salto de paraquedas

Realizamos uma segunda observagao, ao abastecer um automdével, o prego a ser
pago no final do abastecimento esta diretamente relacionado a quantidade de litros que
o dono do automdével pretende comprar, ou seja, o prego a pagar depende do niimero
de litros comprados. Note que estao sendo relacionadas duas grandezas: a quantidade
de litros de combustivel z e a quantia em reais y. Veja na tabela abaixo, que cada
quantidade de litros de combustivel corresponde a um tinico valor em reais a ser pago,
ou seja, a cada valor que atribuimos a variavel z, obtemos um tnico valor para a
variavel y.

Observando a tabela 2.1, podemos ver claramente, que o preco a pagar é dado
em fun¢ao do nimero de litros comprados, ou seja, o preco a pagar é igual a R$ 3,10
vezes o nimero de litros comprados. Representando por y o prego a ser pago e por x
o numero de litros de gasolina comprados, podemos assim escrever uma. férmula para

y em fungao de z dada da seguinte forma: y = 3,10 - z.
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Niimeros de Litros | Preco a pagar (R$)
0 0,00
1 3,10
2 6,20
3 9,30
40 124,00
@ 3,10z

Tabela 2.1: Relagao entre litros de combustivel e preco a pagar.

Intuitivamente, ndo pensamos em férmulas matemadticas quando compramos um
produto. O que fazemos é relacionar a quantidade comprada com o preco a ser
pago através do conhecimento que temos sobre a maneira com que estas grandezas,
quantidade e preco variam.

Trabalhar com fungbes é comum, visto que estabelecemos relagbes para quase
tudo que costumamos ter, fazer ou adquirir. Praticamente tudo a nossa volta estd
relacionado ou associado de alguma maneira. No conceito de fun¢ao uma das formas
de se representar uma relagdo entre grandezas é por meio de uma regra ou férmula,

afim de simplificar o entendimento e a resolugao do problema proposto.

2.3 Conceitos Preliminares: Par Ordenado,
Produto Cartesiano e Relacao

Chama-se par todo conjunto formado por dois elementos, dentro de um parentese,
exemplo: (1,2), (3,4) e (-1, 3) indicam pares. Para cada elemento a e cada elemento b,
onde a é a primeira coordenada e b é a segunda coordenada, admitiremos a existéncia
de um terceiro elemento denotado por (a,b), que denominaremos par ordenado, de
modo que dois pares ordenados (a, b) e (¢, d) sao iguais se, e somente se, a = ¢, e b= d,

ou seja,

(b)) =(c;d) <= a=c e b=d.
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Chamamos de Sistema Cartesiano Ortogonal, figura 2.4, um sistema de eixos
ortogonais constituidos por dois eixos, z e y perpendiculares na origem O, os quais
determinam o plano @ que é chamado de Plano Cartesiano. O eixo horizontal z
¢ denominado eixo das abscissas e o eixo vertical y, é denominado eixo das
ordenadas. Todos os pontos do plano podem ser identificados por um par ordenado.
Assim, para todo ponto do plano temos um par ordenado e para todo par ordenado
temos um ponto correspondente no plano.

r

u (s ]

("11 3)
*

0 z

Figura 2.4: Sistema Cartesiano Ortogonal

O plano cartesiano permite representar graficamente expressdes algébricas. Por
exemplo, um ponto P do plano cartesiano é a representacao grafica de um par ordenado
de nimeros reais (z,y) € R x R e é denotado por P = (z,y), onde z e y sdo suas
coordenadas. A coordenada x indica a medida do deslocamento a partir da origem,
para a direita (se positivo) ou para a esquerda (se negativo), e a coordenada y indica o
deslocamento a partir da origem, para cima (se positivo) ou para baixo (se negativo),

conforme a figura a seguir.

Definicao 2.1 (Produto Cartesiano). Considere dois conjuntos A e B ndo vazios.
Denominamos produto cartesiano de A por B, (denotado por A x B), o conjunto

formado por todos os pares ordenados (z,y), em que x € A e y € B, ou seja,
AxB={(z,y);r€A e y¢€ B}

Notacao: A x B;
Leitura: A cartesiano B e

Elemento: par ordenado (z,y).
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abscissa > ordenada

abscissa

T 41 f

Figura 2.5: Sistema Cartesiano Ortogonal

Exemplo 2.1. Considere A = {—1,2} e B={-2,1,2}. Temos que,
A X B = {(_11 _2)1 (_15 1)! (_]-1 2)1 (2: “‘2); (21 1)) (23 2)}

O qual pode ser representado no sistema cartesiano da sequinte forma:

y
3 s
("‘lsz)r . | [ l(2!'2)
|
(—1,1)1»-1_ _____ (1)
1

. l ! .
o T T TR
o

(—1,—2)L = .lrz ——= 4@ =2

Figura 2.6: Plano Cartesiano

Um produto cartesiano pode ser representado ainda por um Diagrama de
Venn, Figura 2.7, que consiste basicamente em circulos que possuem a propriedade
de representar relagoes entre conjuntos numéricos. Eles podem ser wusados
na representacdo de quaisquer conjuntos, no intuito de estabelecer uma melhor

demonstracao e compreensao dos elementos pertencentes ao conjunto.
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Figura 2.7: Diagrama

Exemplo 2.2. Sejam A,B C Z, com A = {—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4} e B = {-2,-1,0,1, 2},
temos que, AxB = {(—4,-2), (—4,-1),(—4,0),(—4,1),(—4,2), (-3, -2),(=3,-1),(=3,0),
(=3,1),(=3,2),(=2,-2),(=2,-1),(-2,0),(-2,1),(=2,2), (-1,-2),(-1,-1),(-1,0), (-1,1),
(=1,2),(0,-2),(0,-1),(0,0), (0,1),(0,2),(1,-2), (1, -1),(1,0), (1,1),(1,2), (2, -2), (2, -1),
(2,0),(2,1),(2,2),(3,-2),(3,-1),(3,0),(3,1),(3,2), (4, -2), (4, -1), (4,0),(4,1), (4,2)}.

O produto cartesiano pode ainda ser representado por uma estrutura de linhas e

colunas, usando pontos, como ilustrado abaizo para esse exemplo.

G2 (32 (22 (12 02 (12 (22 (32 (42

- Lol r e e Sl Sl St e

1o mm :‘g +_{-am :m: ;y 1) I(o:u :uu _;(zu :r-w im;

0% - l{-il.ﬂl 1{4.01 .i'_(az.e) l_(-m: l_{o.u} 'i'g,n) i_z.n _;_ (3.0 _;(4,0)
W — u* A u* ) pﬂ-ﬂ et muﬂ “,}_11:,;1 _;u.—n

—2 .H“-__‘{_J.-z] ‘{.-a-z; +_z.:: ‘_1-21_‘_0.21_+_-z 42 _*32_)_‘{4,-2:

i ]

| | | | | | [

4 é é ¢ 6 & é 4 é
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 2.8: Representacao geométrica do produto cartesiano A x B.

Exemplo 2.3. Notemos ainda que se considerarmos A,B C R com A = [—4,4],
B =1[-2,2]|, entaio Ax B={(z,y);—4<zx<4 e —-2<y<2}
Neste caso o produto cartesiano pode ser representado, geometricamente, por um

retangulo como mostra a figura abaizo:
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2

1
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I
i
4
Figura 2.9: Representagao geométrica do produto cartesiano A x B

Definicao 2.2 (Relagao). Dados dois conjuntos A e B nao vazios, chama-se relagao

bindria ou relagao de A em B, qualquer subconjunto de A x B o qual serd denotado

por R. Portanto R C A x B, ou seja,

R érelagiode A em B <= RCAXxB

Podemos escrever uma relacao de A em B das seguintes formas:

e Nomeando seus pares ordenados. Por exemplo:

Ry, = {(37_1)3 (4! 2)1(57 :2'1_)}: ou

e Através de uma sentenga matematica.
Consideremos A = {0,1,2,3} e B = {1,3,4,9} e seja Ry = {(z,y) € Ax B;y =
z+1},

Podemos representar uma rela¢ao ou por meio de um diagrama de Venn ou por meio

do plano cartesiano, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.4. Dados os conjuntos A = {—1,0,1,2,3} e B = {1,0,4,5} e a relagao

R ={(z,y) € A x B |y = z?}, vamos determinar R.
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Temos,
7 y =
Al y=(-12=1
0 i =02=1
1 g = 1]
2 3 ==
3|y=3"=9¢B

Entao, R = {(—1,1),(0,0),(1,1),(2,4)}, e sua representagio pode ser vista nas

figuras:
A
v
5, S +&4)
1
1
31 i
1
[}
2+ i
i
(_111) i i l‘l)l
e st
i 1 i
- L i -
—2 -1 (0,0) 1 2 3 5

Figura 2.10: Diagrama de Venn Figura 2.11: Representagao de R

para R no Plano Cartesiano

Exemplo 2.5. O time de fulebol de uma escola precisa escolher as cores do uniforme,
que serd composto por uma camiseta e uma bermuda. Para isso, ele tem as sequintes
opgoes:

Camiseta: {azul,amarela, branca,verde};

Bermuda: {azul,preta}.

a) Represente as op¢des que esse time terd para compor seu uniforme, estabelecendo
uma relagao R por meio de um conjunto de pares ordenados.

b) De quantas maneiras diferentes esse time poderd compor seu uniforme?

c) Se houvesse mais uma cor de bermuda, de quantas maneiras eles poderiam compor

o uniforme?

OTECA

5
i

i
o il

14

e .




CAPITULO 2. FUNCOES 41

Respostas:

a) R = {(azul,azul), (azul, preta), (amarela, azul), (amarela, preta), (branca, azul),

(branca, preta), (verde, azul), (verde, preta)}.
b) Oito maneiras.

c) Doze maneiras.

2.4 Maneiras de Representar uma Funcgao

A nocgao de fungdo pode ilustrar-se esquematicamente de virias maneiras. As

quatro maneiras usuais de representar uma fungao sao:
e Algebricamente: por uma equagao ou férmula explicita;
e Numericamente: por meio de uma tabela de valores;
e Visualmente: por meio de um grafico ou através de um diagrama,;

e Verbalmente: descrevendo por meio de palavras.

2.5 Definindo Funcao

Em matematica, algumas relagées recebem um nome especial, a saber, fungao.

As fungoes descrevem relagoes matematicas especiais entre dois elementos.

Definigao 2.3 (Fungao). Dados dois conjuntos A ¢ B nao vazios, uma relacio f de

A em B € uma funcao quando associa cada elemento x € A, a um tnico elemento

y € B, ou seja,

f é funciode Aem B <= Vre€A3dyeB, talque f(z)=y

Podemos representar uma funcao f de A em B com as seguintes notagoes:
f:A— B tal que y= f(z) ou A-Ly B
Ou ainda,

f:A — B

z — f(2)

IL' i :
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A varidvel x é denominada varidvel independente ou argumento de f, e a varidvel
y € denominada varidvel dependente de f. Essa terminologia tem o objetivo de sugerir
que z estd livre para variar, mas, uma vez dado um valor especifico para z, o valor de

y esta determinado.

Observagao 2.1. De acordo com a defini¢ao acima devemos observar que:
a) Todos os elementos de A devem se relacionar;
b) Além disso, cada elemento x € A deve se relacionar uma inica vez, visto que

deve ezistir um unico y € B tal que f(z) = y.

No Diagrama de Venn, podemos visualizar melhor estas observacoes:
A) Se existir um elemento de A do qual nao parta flecha alguma, como mostra a
figura abaixo, f nao sera uma fungao, pois nao satisfaz a Observagao 2.1 item a).

A B

f nao é funcao

Ou ainda,
B) Se existir um elemento de A, do qual partam duas ou mais flechas, como
mostra a figura a seguir, f também nao sera uma funcao, pois nao satisfaz a Observacao

2.1 item b).

" f nao é funcio
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De acordo com a definicao acima, podemos citar como exemplo de funcéo, o
exemplo 2.2. E ainda o exemplo 2.4 serd uma func@o, desde que acrescentemos o
elemento 9 ao conjunto B, de modo que 3 € A se relacione com algum elemento de B,
neste caso, 9.

Vejamos, mais alguns exemplos:

Exemplo 2.6. Vamos relacionar os conjuntos A = {-5,-2,3,5,7} e B =

{-7,-5, 3,2} utilizando a féormula y= —x, comz € A ey € B.

Observando o diagrama acima ilustrado, podemos notar que hd um elemento de
A que ndo possui correspondente em B. Temos, neste caso, uma relacio que ndo

representa uma funcao de A em B.

Exemplo 2.7. Observe o diagrama abaizo ilustrado.

A
L
0"
i A
2 .
|E :
O |
(VIR
'_ i
Q|
O diagrama mostra que conjunto A estd relacionado com o B por meio da férmula b |
=
y=2z+1,sendox € Aey€ B. &
Notemos que: {s_ |
|
4.
=
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e lodos os elementos de A tém correspondentes em B, satisfazendo a observacao
a);

e cada elemento de A estd associado a um tinico de B.

Neste caso, essa relacao é uma fungdo a qual pode ser expressa pela sequinte led

de correspondéncia ou formula:
y=2zx+1, ou f(z)=2z+1.

Exemplo 2.8. Vamos relacionar os conjuntos A = {9,25,36} e B = {—6,—3,3,5,6}

utilizando a férmula y* =z, comx € A ey € B.

Observando o diagrama, podemos notar que hd elementos de A que estao
associados a mais de um elemento de B. Temos, neste caso, uma relacao que nao

representa wma funcdo de A em B, pois isso contraria a letra b) da Observagdo 2.1.

Exemplo 2.9. Relacionando os conjuntos A = {—2,0,1,2,3} e B = {—2,-1,2,7}

utilizando a férmula y = x> — 2, com x € A ey € B, temos o diagrama,
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Notemos que:

e todos os elementos de A tém correspondentes em B, satisfazendo a observacao
a);
e cada elemento de A estd associado a um tnico de B.

Neste caso, temos uma funcao e expressamos esta, pela sequinte lei de

correspondéncia ou formula:
y=z>-2, ou f(z)=12%-2.

Observacao 2.2. Por esses exemplos apresentados acima, podemos concluir que toda
funcao é uma relagdo, mas nem toda relagao € uma fungdo. As fungoes nada mais sao
que um tipo particular de relacao que possuem uma propriedade especifica, dada pela
relagdo f de A em B que associa cada elemento x € A, a um inico elemento y € B.

Sejam A, B conjuntos ndo-vazios, denotando por F = {f : A —
B; f € uma funcio} e por R = {os subconjuntos de A x B}, ou seja, F € o
conjunto formado por todas as funcoes e R o conjunto de todas as relagdes enire A e
B, obtemos as sequintes inclusoes:

FCRCAXB
— A X B
funcao (.‘F)
relacao (‘R.)

2.6 Dominio, Contradominio e Imagem

Levando em consideragao a definicao de fungdo dada na Definicao 2.3, é
importante abordar sobre os conjuntos A e B, bem como o conjunto formado pelas

varidveis dependentes. Assim, temos:

Definicao 2.4. Sejam A, B dois conjuntos nao-vazios e f : A — B uma fun¢do. O

conjunto A é chamado dominio de f e o conjunto B é chamado de contra-dominio

4BLIOTECA
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de f. Além disso, o conjunto dos valores dependentes de f
Im(f)={y€B; y=[f(z), z€A},
é chamado de imagem de f.

Denotamos também o dominio de f por D(f), isto é, A = D(f). Portanto, D(f)
é o conjunto dos valores da varidvel independente para os quais f é definida e Im(f)
é o conjunto dos valores da varidvel dependente calculados a partir dos elementos do

dominio.

Exemplo 2.10. Dados os conjuntos A = {0,1,2,3} e B = {0,1,2,3,4,5,6}, vamos

considerar a fung¢do f : A — B que transforma x € A em 2z € B, ou seja,

f:tA — B

z — f(z) =2z

O diagrama de Veen tem a eguinte configuragao:

Veja que para caracterizar wma fungdo € necessdrio conhecer seus irés
componentes: o dominio A, o contradominio B e uma regra que associa cada elemento
de A a um tnico elemento y = f(z) € B. Neste exemplo o dominio é A = {0,1,2,3},
o contradominio é B = {0,1,2,3,4,5,6}, a regra é dada por y =2z (ou f(z) =2z) e
a imagem de f € Im(f) = {0,2,4,6}. Notemos que Im(f) C B.

2.7 Grafico de uma Fungao

Em nosso dia a dia podemos observar a presenga de representacoes graficas, por

exemplo, em livros, ao lermos uma revista ou um jornal, ou quando assistimos a um

IOTECA|
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programa ou noticidrio na televisao, ou ainda quando acessamos sites na internet. E
possivel perceber a presenca de gréficos nas suas mais variadas formas, utilizados para
divulgar os mais variados tipos de informacoes.

Nos gréficos aparecem a representacio visual de informacdes relacionando
grandezas. Além de proporcionar, de maneira eficaz, uma sintese de informagoes, os
recursos graficos facilitam a exposi¢ao e compreensao das informagoes, pois permitem
uma répida leitura da mesma. A linguagem gréfica é cada vez mais utilizada como
meio de comunicagao.

Na figura que segue, observamos um grafico que descreve a variagiao do volume de

agua do agude Boqueirao do Cais localizado na cidade de Cuité nesta 1iltima década.

Figura 2.12: Volume de dgua do agude na wltima década.

O gréfico acima é conhecido como grafico de linhas. Podemos obter uma simples
leitura do grafico acima, pois o mesmo nos fornece uma variedade de informagées; por
exemplo: a medida do volume de dgua em milhées de metros cibicos, a capacidade
maxima e a minima que o agude alcangou, e o ano que o agude alcancou essas
capacidades, e ainda perceber o fato que o volume atual do acude Boqueirao do Cais
é o segundo menor da wltima década.

E de fundamental importancia para formagdo do aluno, os conhecimentos
matematicos bdsicos para uma correta interpretagio da linguagem gréafica nos dias
de hoje, visto que esta linguagem estd presente constantemente em nosso cotidiano.
Associado ao conceito formalizado anteriormente para o conceito de fungoes, os graficos

podem fornecer informagoes visual importantes sobre uma funcao.

UFCE | g
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Definigao 2.5. O conjunto

G(f) = Gs = {(=, f(z)); x € A}

denomina-se grdfico de f. Assim, o grdfico de f € um subconjunto de Ax B. Munindo-
se o plano de um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, o grdfico de f pode
entdo ser pensado como o lugar geométrico descrito pelo ponto (z, f(z)) € RxR quando

x percorre o dominio de f.

Exemplo 2.11. Vamos construir no plano cartesiano o grdfico de uma funcao
[ :A— R, definida por f(z) =z +3, com A= {-2,-1,0,1, 2}.
Para isto, atribuimos valores a x e encontramos valores correspondentes paray, obtendo

pares ordenados (x,y), como mostra a tabela.

T y=z+3 (z,y)
2ly=-243=1|(-2,1)
d|y=-1+83=2](~1,2)
0| y=0+3=3 | (0,3)
1| y=1+3=4 | (1,9
2| y=2+3=5| (2,5)

Em seguida, associtamos cada par ordenado da tabela a um ponto no plano
cartesiano, Figura 2.13, ligando os pontos por uma linha continua, obtemos o grdfico

da funcao f, Figura 2.14.

LioTEC)

(S

|




CAPITULO 2. FUNCOES 49
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Figura 2.13: Representagao de Figura 2.14: Gréfico de f(z) =
(z,y) no Plano Cartesiano z+3

O dominio e a imagem de uma funcao f podem ser identificados projetando o

grafico de y = f(xz) sobre os eixos coordenados, como mostram as figuras a seguir.

»

Yy
I »
i v
l
imagem :
1
[ 2
R imagem
1
! |
1
t 1
i 1
o 1 > o
o dominio T 0 dominio x

A projecio de y = f(z) sobre o eixo x é o conjunto de valores x permissiveis para
f e a projegao sobre o eixo y é o conjunto de valores y correspondentes.

Para esbogar o gréifico de uma fun¢ao f, utilizamos o fato de que os pontos do
gréafico sao pares ordenados (z,y) em um plano cartesiano, com = € D(f) ey € Im(f).

E importante ressaltar que pela andlise de um gréifico podemos conhecer se a
relagdao é uma fun¢ao ou nao, ja que para y ser funcao de z, devemos ter que para cada
valor de z, existe um 1inico valor de y. Para isto, basta verificarmos se a reta paralela
ao eizo y conduzida pelo ponto (z,0), em que x € A, encontra sempre o grdfico de f em

um so ponto. Em outras palavras, basta tragar perpendiculares ao eixo & por valores
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pertencentes ao dominio. Se todas as perpendiculares tragadas cortam o gréfico em
apenas um ponto, a relagao representada por esse grafico é uma funcao. Caso contrario

o gréafico nao representa uma fungao, esse processo é conhecido como teste da reta

vertical.
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Figura 2.15: Representagao de R, Figura 2.16: Representacio de Ry

A relacao R; como mostra a Figura 2.15 é uma fungao, pois qualquer reta
perpendicular ao eixo z corta o gréifico de R; em um sé ponto. Isso significa que
qualquer = do dominio possui uma tnica imagem.

No caso de R; como mostra a Figura 2.16, isso ji4 nao acontece, pois a
perpendicular tragada cortou o grafico em dois pontos, o que significa que existe x
no domfnio que tem duas imagens. Portanto R, ndo é uma fungao.

Uma outra caracteristica importante sobre o estudo de fungoes ¢ identificar quais
sao os valores no eixo da abscissa que o gréafico passa, ou seja, quando a fungdo se

anula. Desta forma, temos a seguinte:

Definigao 2.6 (Zero da funcao). Em uma funcdo f, todo valor x € D(f) cuja
imagem ¢ nula, isto é, f(x) =0, é denominado zero da fungao, ou ainda, ponto de

corte de y = f(x) com o eizo x, ou seja,

x € zero de y=f(z) <= f(z)=0

Graficamente, os zeros da funcao correspondem as abscissas dos pontos em que o
grdfico de f intersecta o eizo x. Na fungao f, cujo grdfico estd representado na figura
ilustrada abaizo, temos f(z,) = f(0) = f(z3) = f(z3) = 0, donde z;,0,2; e x3 sdo

zeros dessa funcgao.
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Figura 2.17: Representacgao gréfica dos zeros da fungao y = f(z).

Exemplo 2.12. Seja f : R — {11} — R uma fungdo cujo grdfico estd representado

abaizo.

Figura 2.18: Representacao grafica dos zeros da fun¢ao f.

Observando esse grdfico identificamos que os zeros da fung¢do f sdo: x =0,z =3
ex = 6. Além disso, mesmo o grafico cortando o eizo das abscissas em x = 11, ele

ndo € zero da funcgao, pois esse valor nao pertencer ao dominio de f.



Capitulo 3
Funcao Afim

Segundo (LOPES JUNIOR, [20]), para Elon Lages Lima (1999), o ensino
de matematica se alicer¢a em dois conceitos primordiais, “Teoria de Conjuntos”e
“Fungoes”. Compreendeé-los é de grande importancia para outras dreas da matematica

e contribuem para o avango em conceitos mais profundos e abstratos dessa ciéncia.

3.1 Definicao

Definicao 3.1 (Funcao Afim). Uma funcio f : R — R chama-se fungao afim

quando existem dois nimeros reais a e b tais que f(z) = ax + b, para todo x € R.

Exemplo 3.1. O prego de uma corrida de tdari, em geral, € constituido de uma
parte fira, chamada bandeirada, e de uma parte varidvel, que depende do mimero de
quilémetros rodados. O taximetro é um aparelho de medigao utilizado nos tdzis para
calcular quanto o passageiro vai pagar pela corrida. Este aparelho adiciona o valor da

bandeirada mais a quantidades de quilémetros rodados.

Figura 3.1: Taxi

Suponhamos que em certa cidade um motorista de tazi cobra uma taza fiva de

52
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R$ 3,20 pela “bandeirada”mais R$ 1,80 por quilémetro rodado. Dessa forma

temos para cada quilometro rodado a sequinte situagao:

Quilometros | Prego a pagar (R$)
1 1,80+-3,20=5,00
2 3,60+3,20=6,80
3 5,40+3,20=8,60
100 180,00+3,20=183,20
% 1,80 - 7 + 3,20

Tabela 3.1: Relagao entre quilometros rodados e prego a pagar.

Assim, intuitivamente saberemos que o prego de uma corrida de z quilometros é

dado, em reais por: p(z) = 1,80 -z + 3,20.

Segundo a Defini¢ao 3.1 observamos entao que o prego a pagar por uma corrida
de téxi é dado por uma fungao afim f(z) = az + b, de modo que no exemplo dado z é
a distancia percorrida, o valor inicial b = R$ 3,20 e o coeficiente a = R$ 1,80.

Assim podemos utilizar para as varidveis envolvidas, a notagao a seguir:

p(z) = prego da corrida de téxi;
a = preco do quilometro rodado;
b = bandeirada;

x = numero de quilometros rodados.

Vejamos mais alguns exemplos onde encontramos a func¢ao afim como uma

modelagem de fendémenos que nos cercam diariamente.

Exemplo 3.2. Um representante comercial recebe, mensalmente, um saldrio composto
de duas partes: wma parte fixra, no valor de R$ 1 500,00 e wma parte varidvel, que
corresponde a uma comissio de 6%, ou seja (0,06) sobre o total das vendas que ele faz

durante o més. Nessas condicoes, podemos dizer que:

saldrio mensal = 1500,00 + 0,06 - (total das vendas por més)

UFCG / & 3LIOTECA
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Observe entao que o saldrio mensal desse vendedor é dado em fungao do total de vendas
que ele faz durante o més, ou seja:
s(z) = 1500,00 40,06 - = ou s(x) = 0,06 -z + 1500,00 ou ainda y = 0,06 - z + 1500, 00

em que x € o total das vendas do més.

Exemplo 3.3. A empresa de TV a cabo Cab cobra de seus assinantes uma mensalidade
de R$ 95,00 e mais R$ 5,00 por programa extra comprado. Desse modo, o valor a ser
pago (prego) no final de cada més depende do nimero de programas comprados pelo
assinante.

Organizemos em uma tabela a relagao existente entre o nimero de programas

extras comprados e o total a ser pago. Usando x para indicar o nimero de programas

Nimero de programas extras | Prego a pagar (R$)
0 95+0-5=095
1 954+1-5=100
2 95+2-5=105
3 95+3-5=110
4 954+4-5=115

extras comprados e por y o pre¢o a pagar, podemos relacionar essas duas grandezas

pela sentenca a seguir:

y=9%+z-5

3.2 A Funcao Afim no Cotidiano

Suponhamos que em uma propriedade rural a dgua potdvel que se utiliza é
retirada de pogos com o auxilio de uma bomba d’agua com capacidade para bombear
15 litros por minuto. Essa bomba é ligada automaticamente quando o reservatorio esta
com 250 litros de agua e desligada ao enche-lo.

Com essas informagoes, podemos escrever uma férmula que permite calcular a
quantidade de dgua contida no reservatério em fungiao do tempo em que a bomba
permanece ligada, considerando que nao haja consumo de dgua durante esse perfodo.

Para isso, representamos por:

IWFCG
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e y a quantidade de litros de d4gua no reservatério enquanto a bomba permanece

ligada e
e r o tempo, em minutos, que a bomba permanece ligada.

Desta forma, a férmula que modela essa situagao é
y =15z + 250,

onde multiplicamos z por 15, que é a quantidade de litros de 4gua bombeada por minuto
e acrescentamos 250 que é a quantidade de litros de dgua no reservatério necesséria
para a ativagao da bomba.

Utilizando essa férmula, vamos calcular, por exemplo, a quantidade de dgua no
reservatério 25 minutos apés a bomba entrar em funcionamento, ou seja, calcular o

valor de y para z = 25. Temos,
y=15-2+250 = y=15-264+250=3754+250 = y =625

Portanto, apés 25 minutos de funcionamento da bomba, o reservatério estard com
625 litros de dgua.
Representando graficamente essa situagao, temos o grafico a seguir:

v

Of 5 10 15 20 25 =

Figura 3.2: Grafico do nivel de elevacao de agua do reservatorio.

Exemplo 3.4. Uma pessoa tinha no banco um saldo positivo de R$ 230,00. Apés um
saque no caiza eletronico que fornece apenas notas de R$ 50,00, o novo saldo é dado em
fungao do nimero = de notas retiradas. A lei da fungao € dada por f(z) =230 —50-z

ou, f(z) = =50 -z + 230, ou ainda, y = —50 - = + 230.
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Exemplo 3.5. Algumas empresas fornecem servigos de aluguel de carros. Numa
locadora de automdveis as tarifas do aluguel, correspondem ao tipo de carro que o

cliente deseja alugar, que variam da seguinte forma:
e Carro popular: R$ 70,00 por dia mais R$ 0,60 por quilémetro rodado.
e Carro de luxo: R$ 120,00 por dia mais R$ 1,10 por quilémetro rodado.

De acordo com as informacoes, podemos escrever uma férmula que permite
calcular a quantia a ser paga pela locagdo do carro, por dia, em funcao da quantidade de
quilometros rodados. Para escrever esta formula, vamos representar por y a quantia a
ser paga, em reais, pela locagdo de um dia e por x a quantidade de quilometros rodados.

quantidade de quildmetros rodados
quantia a ser paga— y = 0,6 -z 4+ 70

preco do quilémetro rodado PT¢5° da didria

Utilizando esta formula com as tarifas para o carro popular, vamos calcular a
quantia a ser paga por uma pessoa que percorrew 40km em uma dia. Para © = 40,
temos

y=0,6-404+70=244+70=y = 9%4.
Portanto, a quantia a ser paga por essa pessoa € RS 94,00. Para este caso temos o
sequinte grdfico:

Valor 4
(RS)

84.-___________

Quilémetros rnéado:
(Km)

Figura 3.3: Graéfico da relacao entre quilometros rodados e preco a pagar.
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3.3 Casos Particulares da Funcao Afim

Dada uma fungao afim qualquer f(z) = az + b, vejamos alguns casos particulares

que de acordo com os valores dos coeficientes recebem uma nomenclatura especial.

e Funcgao Identidade: Uma fungio f : R —> R recebe o nome de fun¢do
udentidade quando a cada elemento z € R associa o préprio z, ou seja, f(z) = z,
que é um caso particular de uma fungao afim escolhendo a =1 e b = 0. O gréifico

da fungéo identidade é

flz)==

Figura 3.4: Gréfico da Fungao Identidade.

Observemos que o grafico da fungao identidade, acima ilustrado, é a bissetriz do

1° e 3° quadrantes. E a imagem da fungdo é Im(f) = R.

e Funcao Linear
Uma funcgao f : R — R recebe o nome de funcao linear quando a cada elemento
= € R associa o elemento az € R, em que a # 0 é um nimero real dado, isto é,
f(x) = az, que é uma fungao afim, nos casos em que b = 0 e a é um valor dado

nao-nulo.

v fz)=azx

Figura 3.5: Gréfico da Fungao Linear.

O gréfico da fungao linear é uma reta nao vertical que passa pela origem (0,0),
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pois f(0) = a-0 = 0, como mostra a figura acima. A imagem da funcdo é
Im(f) =R,

e Fungao Constante
Uma fungao f : R — R recebe o nome de func¢ao constante quando a cada
elemento z € R associa sempre o mesmo elemento ¢ € R, isto é: f(z) =c¢. A

qual também é uma fungao afim pelas escolhas dea =0e b= c.

Na)=¢c

(0.¢)

Figura 3.6: Gréfico da Fun¢dao Constante.

O grifico da funcao constante é uma reta paralela ao eixo z que passa pelo

ponto (0,¢). Como mostra a figura acima. E a imagem da funcao é o conjunto

Im(f) = {c}.

e Translagao (da funcao identidade)
Uma fungéo f : R — R definida por f(z) = z + b, com b # 0 recebe o nome
de fungao translacao. Graficamente transladamos o grafico da fun¢ao identidade

sobre o eixo y, passando pelo valor b, isto é, pelo ponto (0, b), j4 que f(0) =b. A

flz)==+b

s flz)==
#

Figura 3.7: Grafico da Translagao da Funcao Identidade.

imagem dessa funcgao é Im(f) = R.
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3.4 Taxa de Variagao

Uma fun¢ao de uwma varidvel real a valores reais, ou apenas fun¢ao real ¢ uma
funcao do tipo f : A — B, onde A e B sao subconjuntos de R. A taxa de variacdo de
uma funcao real f, em relagao a sua variavel independente z, € a razao entre a variagao
da fun¢ao quando z sofre uma variagao.

Em outras palavras, consideremos dois valores reais quaisquer, z; e s, €
denotemos por Ar = z; — x; a variagdo de z. Agora, sendo y = f(z) uma
funcéo, a variagao da fungéo f, quando z varia de z; a z2 é dada pela diferenca
Ay = f(z2) — f(z1) = y2 — 1, onde yo = f(z2) e y1 = f(z1) e denotamos essa variagao
por Ay. Assim, taxa de varia¢ao da fungao f em relagdo a z quando z varia de z; a

*

TIg €
Ay
Az’
onde devemos supor que Az # 0, ou seja, T # T2
Vamos mostrar que a taxa de varia¢ao de uma fungao afim é constante e igual ao
coeficente a.
De fato, sejam z,,z, € R, tal que z; # 75 e f(z) = az+b uma fungao afim. Calculando
a taxa de variagao para f, temos:

Az To — I To —Tq Ty — I

Ay _ fz2) — f(=:) _ azy + b — (axy +b) _ a(zy — 1) -l (3.1)
Observacao 3.1. O coeficiente a da fungao afim f(z) = ax + b também é chamado
de taza de crescimento ou decrescimento da fungao afim. Na secao 3.8, apresentamos

a explicacao do porque dessas nomenclaturas.

3.5 Grafico da Fungao Afim

Estudamos no capitulo anterior que, uma das maneiras de construir o grafico de
uma fungao f, é atribuindo valores a variavel independente, obtendo pares ordenados e
representando-os em um plano cartesiano. Porém, se o dominio da fungao for o conjunto

dos nimeros reais R, podemos atribuir infinitos valores para varidvel independente,
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obtendo infinitos pares ordenados. Esse é o caso de uma funcao afim,

f:R — R

z —> f(z)=az+b.
Desta forma podemos nos indagar:

E possivel construir o grafico de uma fungao afim sem precisarmos ficar

atribuindo muitos valores a z?

A respeito desse questionamento, convém observar que o grifico de uma funcio,
a principio é representado em um plano. Assim, somos levados a conjecturar se os
graficos de fungbes podem ser identificados com elementos da Geometria Plana, como
por exemplo, a reta, a pardbola, etc. Por outro lado, nos exemplos de funcoes afins
dados acima observamos que suas representagoes graficas sao retas. E eis que surge

entdo uma nova questdo, a saber:

Serd o grafico de uma funcao afim uma reta?

Felizmente, a resposta é sim. Vejamos como demonstrar esse resultado.
Teorema 3.1. O grdfico de uma funcao afim é uma reta nao vertical.

Demonstracao: Para mostrar que o grifico de uma funcao afim f(z) = az+b é uma
reta, vamos usar a condigao de colinearidade de trés pontos, ou seja, que eles estdo
numa mesma reta, condigao essa, dada pela distancia entre os pontos: “Trés pontos
sdo colineares se a maior distancia entre eles é igual @ soma das outras duas menores”.

Sejam, Py(zy,az; + b), Py(xe,axy + b) e P3(x3,az3 + b), trés pontos quaisquer
pertencentes ao grdfico de uma fungao afim. Observemos que como queremos que a reta
seja nao vertical, podemos supor, sem perda de generalidade, que as abscissas r,,z3 €
T3 sao tais que 1 < T3 < x3. A formula da distancia entre dois pontos nos dd que a

distancia entre Py e Py é:

d(P, P,) = +/(z3—11)%+ [(azy + b) — (az; + D)2,
V(@2 — 21)? + a?(zy — 21)?,

= (I2 ‘e $1)‘V 1+ (12.

I
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Fazendo o mesmo processo para d(Py, P;) e d(P,, P3) obtemos
d(P], P3) = (I3 B $1)V 1 -+ 0.2 € d(Pz, P;;) = (.‘.L'3 e .’Bg)\/ 1 + 0.2.
Dai, seque que

d(P,Ps) = (z3—x1)V1+a?

= (23— Ta+ 73 — 71)V1 + @,
(23 — 22)V1+ a? + (22 — 21)V1 + a2,
= d(Py, P;) +d(P, P).

Mostrando assim que os pontos Py, P> e P; sao colineares e portanto, o grdfico de

qualquer fungao afim € uma reta nao vertical.

v
airs + b B e e g‘{:”;ﬂi +b)
|
apibf-sansnaani ﬁtahﬂﬂa + b) :
[ |
| u.+b“______“;l(=s.ﬂ-‘l1+b): :
. ' | !
| i i l
I 1 |
\ L
4 1 } >
1 T3 x3 x
|. Figura 3.8 Pontos eolinearss Figura 3.9: Reta passando por
P,,P, e Pj. P.P, ¢ P

Além disso, sabemos da Geometria Plana que wma reta fica inteiramente
determinada quando se conhecem dois de seus pontos. De posse dessa informagio e do
Teorema 3.1, concluimos que para construirmos o grafico de uma fungao afim f, basta

conhecermos dois valores f(z1) e f(z2) que f assume em dois valores independentes

Ty # T3 e tragar uma reta passando pelos pontos (zi, f(z1)) e (z2, f(z2)).

Exemplo 3.6. Seja a fung¢do f : R — R, definida por f(z) = 3z + 1. Como para
tragarmos o grdfico de uma funcao afim basta conhecermos dois pontos, x, # xa, sejam

eles 0 e 1 respectivamente. Deste modo, aplicamos esses pontos na fungao, da segquinte

maneira:

e parax =0, temos f(0) =3-0+1=1e
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e para x =1, temos f(1) =3-1+1=4.

Logo, temos os pontos (0,1) e (1,4). Agora, tragando no plano a reta que passa por

esses pontos, temos o grdfico abaixo:

y‘h
flz)=3z+1
T-7a
3l
2]
/
0 2 =

Figura 3.10: Representagao gréfica de f(z) = 3z + 1.

Sabendo que o griafico de uma fungdo afim é uma reta, resta ainda nos
perguntarmos sobre a localizacao desta reta no plano cartesiano. Isto estd intimamente
ligado aos coeficientes a e b da lei de formagao de uma fungao afim. Assim, nos

indagamos:

Os coeficientes a e b de uma fungdo afim nos fornecem informacoes a

respeito do comportamento do seu gréafico?

Com relagao ao grifico, o coeficiente a é denominado coeficiente angular ou
inclinagao da reta representada no plano cartesiano. A justificativa para essa
nomenclatura é que este coeficiente indica a tangente do angulo entre a reta e o eixo
Z.

De fato, consideremos uma reta r passando pelos pontos distintos A(zy, f(z1)) e
B(xzy, f(z3)) e denotemos por a o dngulo formado entre a reta r e o eixo z, como na

figura abaixo.
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yl 3
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Figura 3.11: Angulo a formado por r e o eixo z.

Prolongando a semi-reta que passa pelo ponto A e é paralela ao eixo z, formaremos
um triangulo retangulo no ponto C, como mostra a figura 3.12. O angulo Ado triangulo
BCA sera igual ao angulo da inclinagao da reta, pois, pelo Teorema de Tales, duas

retas paralelas cortadas por uma transversal formam angulos correspondentes iguais.

Figura 3.12: Representacao da tan a.

Levando em consideragao o triangulo BCA temos que a tangente de a é dada

pela razao:

cateto oposto  |BC| _ f(z3) — f(z1) Ay -
cateto adjacente  [AC| ~ z2—71 Az

tana =

como vimos na férmula (3.1).
No caso do coeficiente b, geometricamente, ele é a ordenada do ponto (0, b), onde
a reta intersecta o eixo y, pois para = 0 temos f(0) =a -0+ b= b. Neste sentido, o

coeficiente b é denominado coeficiente linear.
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v

\ (0,)

=]

\ 4
Figura 3.13: Representagao geométrica do coeficiente b.

Na pratica, sabendo que f é afim e que f(z;) = 1, f(z2) = y2 com z; # z,
podemos determinar os coeficientes a e b de modo que se tenha f(z) = az + b para

todo = € R. Isto corresponde a resolver o sistema abaixo cuja as incégnitas sao a e b:

n=f(x1) =az;+b
yo = f(z2) =aza+b

Fazendo a diferenca entre a primeira equagao e a segunda, obtemos:

Yo — y1 = (az2 +b) — (axy +b) = az2 — aw; = a(zs — 7)) = a=

Substituindo esse valor de a em y; = ax, + b, obtemos o valor de b:

Yo — Y
ylz(—:—;)xl+b = (@ —x) =gt~ + bz —z) =
2 — &)

NIy — Y2ty

= YL —nnh - +nn=bz—-z) = b=
Ty — Ty

Y2 — . TaY1 — T1Y2
o — Ty Lo —-Ly ’
Assim, bastam dois pontos quaisquer, (z1,%1), (z2,%2) € R?, tais que z; # z,

Deste modo, temos que a =

para que exista wmna, e somente uma, fungao afim, definida por f(z) = az + b, tal que,
f(z1) = y1 e f(x2) = ya, ou seja, cujo grifico contém os pontos dados.
Uma pergunta natural que surge é se a reciproca do Teorema 3.1 é verdadeira,

isto é, podemos fazer a seguinte
Conjectura 3.1. Toda reta nao vertical r € o grdfico de uma funcao afim.

Para responder a essa conjectura, consideremos uma reta r e dois pontos distintos

Py(z1,y1) e Py(x2,y2), pertencentes a ela. Vimos acima que dados dois pontos distintos
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existe uma 1nica fungao afim, cujo gréfico contém esses dois pontos. Como o gréfico da
fungao afim é uma reta que contém os pontos P; e P, dados, entéo esta reta coincide

com a reta r dada. Portanto, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Toda reta r, nao paralela ao eizo y, € o grdfico de wma funcdo afim.

3.5.1 Como Construir o Gréafico de uma Func¢ao Afim

De posse dessas informagdes vejamos como fica simples e prético construir o
grafico de uma fungao afim. Consideremos por exemplo, a seguinte funcdo f : R — R,
definida por f(z) = 2z — 1.

Inicialmente, atribuimos valores para z, obtendo os valores correspondentes para
y = f(x), e dessa forma, determinamos os pares ordenados (z,y). Como visto acima
sao precisos apenas dois pontos para se determinar uma reta e como cada par ordenado
corresponde a um ponto no plano cartesiano, podemos encontré-los atribuindo apenas
dois valores distintos para a varidvel independente z, por exemplo z = 0 e z = 2, como

na tabela abaixo:

x flz) =2z -1 (z,y)
0] f0)=2x(0)—1=-1](0,1)
2| f@=2x(2)-1=3 | (2,3)

Para representar graficamente essa fungao, vamos marcar num plano cartesiano
os pontos (0,—1) e (2,3) e tragar uma reta passando por eles, j4 que pelo Teorema

3.1 o gréfico de uma funcao afim sempre serda uma reta. Temos o seguinte gréafico:

(O] R ———

Figura 3.14: Gréfico de f(z) =2z —1
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3.6 Zero da Funcao Afim

Dada uma fungéo, vimos pela Definigdo 2.6 do capitulo 2 que, para que um
valor x seja zero da funcfo, é preciso que tenhamos f(z) = 0.
Vamos realizar tal substitui¢do na lei de formagéo da fun¢do afim definida por

f(z) = az + b, para determinar o zero de uma fungio afim. Para isto, basta entdo
resolver a equagado az + b = 0, ou seja,
b
flz)=0 & ar+b=0 & az=-b & g=-=, Va # 0.
Portanto, se a # 0 o zero da fungéo afim f(z) = az + b é dado por
T=——,
a
Exemplo 3.7. Vamos determinar o zero da funcdo f(z) = 2z —2, construir seu grdfico

e entender o significado geométrico do zero de uma fungao afim.

Como f(z) = 2z — 2 é uma fungdo afim, com a =2 e b= —2, temos que o zero
da funcao é:
T = b_ =2 _2_ 1
w2 82T
Logo, a reta dessa fungdo intersepta o eizo x no ponto (1,0) e o eizo y em (0, —2),
ja que seu coeficiente linear é b = —2.
yJL
flz)=2x—2
(1,0) N
of xr
I—(Zero da funcao)
/ -2

Figura 3.15: Graéfico da fungao f(z) = 2z — 2.

#

Pelo grdfico, vemos geometricamente que o zero da fungdo afim f(x) =2z —2 é

Se———

OTEC

¥ i
A

a abscissa do ponto de intersec¢ao do grifico da fungdo com o eizo x.

Deste exemplo, podemos notar que uma forma ainda mais simples para se

construir o gréfico de uma funcao afim, é encontrarmos o zero da funcao e observar

FCG
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qual é o valor do coeficiente linear b, ou seja, basta encontrar os pontos ( — E, 0) e
a
(0,b), e depois de identificados no gréfico tragar uma reta passando por eles.
No exemplo acima, temos

(m%g—),o) e (0,-2),

ou ainda, (1,0) e (0, —2), que sdo respectivamente, o zero da funcéo e o ponto onde o

grafico intercepta o eixo y.

3.7 Crescimento e Decrescimento da Fungao Afim

Defini¢ao 3.2 (Fungao crescente). Uma func¢dio f : A — B é dita crescente em um
intervalo contido no dominio de f se, e somente se, para todos T, e x5 nesse intervalo,
com Ty < Tq, tivermos f(x1) < f(x2) (Neste caso conserva-se o sinal da desigualdade).
Em outras palavras, podemos dizer que: Uma fungdo é crescente, se na medida em que
aumentamos o valor de x, entdo f(x) também aumenta.

Portanto, f é dita crescente se
Vo, 22, com z <z = f(71) < f(22)

que também pode ser posto da sequinte maneira:

f(z1) = f(x2) > 0.

Ty — T2

Vxy, 23, com T #To => (3.2)

Defini¢do 3.3 (Funcgao decrescente). Uma fungdo f : A — B € dita decrescente
em um intervalo contido no dominio de f se, e somente se, para todos T, e T, nesse
intervalo, com x1 < x3, tivermos f(x,) > f(z3) (Neste caso troca-se o sinal da
desigualdade). Em outras palavras, podemos dizer que: Uma funcdo é decrescente,
se na medida em que aumentamos o valor de x, entdo f(z) diminui. Portanto, f é

dita decrescente se
Vzy,22, com x<z2 = [f(z1) > f(22),

ou analogamente,

Yt e, GOM W FEEs =5 w <0. (3.3)
Ty — To
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Das definigoes acima podemos entdo identificar quando uma funcio afim é

crescente ou decrescente. Observemos as figuras abaixo:

ﬂ"

I(=)
L R

I
i
i
1
fz) +---- :
1
|
i

T < x2 = f(z1) < f(x2)

Figura 3.16

f(za)

1 < 2 = f(x1) > f(x2)

Figura 3.17

A figura 3.16 indica que na medida em que aumentamos o valor de z, entdo f(z)
também aumenta, e portanto seu grifico corresponde a uma funcao afim crescente.
Por outro lado, na figura 3.17 vemos que na medida em que aumentamos o valor de z,
entdo f(z) diminui, donde seu gréfico corresponde a uma funcao afim decrescente.

Logo, dada uma reta nao vertical no plano cartesiano é simples identificar se uma
funcdo afim é crescente ou decrescente. E se ndo tivermos o grafico de uma funcao
afim, existe alguma forma de identificarmos seu crescimento ou decrescimento?

Neste caso, a lei de formagao da func¢ao afim definida por f(z) = az + b, vai nos

ajudar a responder essa questdo através do sinal do coeficiente angular a.

JOTEC
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e Uma fungao afim, f(x) = ax+b é crescente se, e somente se, o coeficiente angular

a for positivo, ou seja, se, e somente se, a > 0.
De fato, por (3.1) e (3.2) temos que
oo L@ = f@)

&1 —Ts
donde vemos que f é crescente se, e somente se, a > 0.
e Uma fungio afim f(z) = az + b é decrescente se, e somente se, o coeficiente a for
negativo, ou seja, se, e somente se, a < 0.
De fato, por (3.1) e (3.3) temos que
z1) — f(z
st —Hes)

Iy — T2

?

donde vemos que f é decrescente se, e somente se, a < 0.

3.8 Estudo do Sinal da Fungao Afim

O estudo do sinal de fungao consiste em determinar os valores de z € Dy para os
quais f(z) =0, f(z) > 0 ou f(z) < 0. Para o nosso estudo consideremos f uma funcao

afim com a # 0.

e 1° Caso: f(z) =0
Como ja vimos, uma funcéo afim, f(x) = ax + b anula-se para = = =~y ou seja,

no zero da fungao.

e 2° Caso: Se a > 0, ou seja, se f é uma fungao crescente, temos que,

flz) >0 < f(r)=ax+b>0 <= azr>-b <+ ;a:>—E

[(z) <0 <= f(z)=ax+b<0 <= azx<-b <+ w<—-—33.
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Se colocarmos os valores de = sobre um eixo, veremos que o sinal da funcdo f(z) =

ax +b, com a > 0, é:

e 3° Caso: Se a < 0, ou seja, se f é decrescente, entao

fz)>0 <= f(z)=ax+b>0 <= azr>-b <+ :c<—2

flz)<0 <= f(z)=az+b<0 <= azr<-b < % % =

Se colocarmos os valores de = sobre um eixo, veremos que o sinal da funcio f(z) =

ar+ b, coma < 0, é:

Também podemos analisar a varia¢ao do sinal de uma fung¢ao afim observando

seu grifico. Para uma fungao crescente (a > 0) temos:

75
~a =* (Zero da fungao)

T0.—»)

Figura 3.18: Grafico da fung¢ao afim com a > 0.

LIOTEC

Observando o gréfico, podemos concluir que para a > 0:

cx=- — [@)=0,

UFCG
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- x>—g = f(z)>0 e
b
BFC s p f(z) <0.

Agora, construindo o gréfico de f com a < 0, temos:

> — — = (Zero da funcio)
. a

Figura 3.19: Gréfico da fungao afim com a < 0.

Observando o gréfico, podemos concluir que para a < 0, temos:

cz=—2 = fz)=0,

.x>—g = f(z)<0 e

oa:<—2 =¥ f{z)>0

71



Capitulo 4

Ensino de Funcao Afim com Auxilio

do Geogebra

Neste capitulo faremos uma breve apresentacao do software Geogebra e
apresentaremos propostas de como explord-lo no ensino de fungoes afins dinamizando

e facilitando assim o seu aprendizado.

4.1 O software Geogebra

E um programa computacional educativo gratuito de matematica dinamica. Foi
criado por Markus Hohenwarter como tese de doutorado da Universidade de Salzburg,
Austria, e traduzido para o portugués por J Geraldes (LOPES JUNIOR [20]). Este
software tem a finalidade de dinamizar o ensino de matemdtica. Possui, além das
ferramentas bdsicas de geometria, a possibilidade de inserir equagoes e coordenadas no
plano. Com o software Geogebra é possivel trabalhar geometria, dlgebra e célculo, visto
que, este software apresenta trés diferentes janelas: a gréfica, a algébrica e a planilha
de calculos. Elas permitem mostrar os objetos matematicos e o ambiente visual em
trés diferentes representagoes: graficamente através de (pontos e gréficos de fungoes),
algebricamente através de (coordenadas de pontos e equagoes) e na forma de tabelas
através das células da planilha de célculo.

Este software é uma ferramenta que pode auxiliar o professor na elaboracao de

estratégias metodoldgicas que evidenciem a participagao ativa do aluno no processo
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de formagao de conceitos matematicos, pois propicia a manipulacio e visualizacio de
objetos matemadticos de forma integradora das subdreas desta disciplina.

Dentro as ferramentas pesquisadas que se encaixam na categoria de TIC’s,
o Geogebra destacou-se por sua interface interativa, agilidade, simplicidade,
funcionalidade, e variedade de ferramentas. O Geogebra é uma ferramenta potencial
que pode inovar no processo de ensino-aprendizagem de matemética, em muitos dos
contetidos dessa ciéncia.

Outro fato relevante é que o Instituto Geogebra no Brasil, com sede em algumas
universidades, desenvolve materiais gratuitamente no treinamento do Geogebra
como ferramenta para o ensino e aprendizagem da matemdtica. E o Instituto
Geogebra Internacional Sao Paulo (IGISP) disponibiliza uma revista eletronica
(hittp://www.pucsp.br/geogebra), a fim de oferecer um espaco para a divulgacio de

pesquisas e trabalhos desenvolvidos com o uso deste software.

4.1.1 Conhecendo o Geogebra

H4 duas formas de fornecer instrugoes ao software: via barra de ferramentas
ou pelo campo de entrada. A barra de ferramentas serve como um “atalho”para
determinados tipos de comandos, ja no campo de entrada (ou comando escrito) o
usudrio pode acessar a maioria dos comandos da barra de ferramentas com a vantagem

de escrever em lingua portuguesa.

Figura 4.1: Janela de visualizagao do Geogebra
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Na janela de visualizacao (Area de trabalho), na parte superior ficam os objetos
geométricos e na Janela de Algebra A esquerda fica anotada toda informagao algébrica
dos objetos que estdo na janela de visualizagdo. Caso se pretenda conhecer como
foi feito o passo a passo em uma construgio, o programa oferece a fungio protocolo
de construgao que pode ser acessado no comando exibir. O software permite
construir virios objetos: pontos, vetores, segmentos, retas, graficos de funcoes e
curvas parametrizadas, entre outras potencialidades do programa, os quais podem ser
modificados dinamicamente, apés a sua construgao, sem perder as suas propriedades,
permite também, a introdugao de equagbes e coordenadas.

O Geogebra disponibiliza também opgoes para a visualizagao de eixos e malhas
bastando apenas na janela de visualizagao clicar em exibir depois selecionar o que
deseja ou nao ver.

Outro ponto interessante no Geogebra é a possibilidade de formatacgido que o
software proporciona como por exemplo: unidade do dngulo, pontos sobre a malha,
tipo de arredondamento, estilo do ponto, opgoes para rotular objetos, estilo do angulo
reto e muitas outras facilidades. A maioria dos softwares nao permite ao usuario moldar
os objetos como o Geogebra, além disso, podemos criar animacoes usando parametros,
para manipular com maior facilidade as figuras, tornando a Matemética mais acessivel

e menos abstrata.

4.1.2 Caracteristicas do Software

Caracteristicas do software Geogebra: I
.

Trabalha dlgebra e geometria integradas.

Possui interface simples, facilitando assim o uso pelos alunos em sala de

aula ou em casa.

Precisao em suas construgoes graficas.

Escrito em linguagem Java.

Executado em qualquer sistema operacional, ou seja, possui a vantagem de funcionar

em miiltiplas plataformas operacionais (Windows, Linux, Macintosh, etc.).

E livre e disponivel no seguinte endereco eletrénico: http : //www.geogebra.org/cms/.
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4.1.3 Pontos: livres ou dependentes

Esta se¢ao tem como objetivo trazer alguns esclarecimentos sobre a liberdade ou
nao na manipulagao de pontos, pois dependendo da forma que o ponto foi definido
podemos mover o ponto da forma que queremos, mas respeitando certas condi¢oes ou

o ponto se torna imével.

Azul Claro

Preto

Figura 4.2: Pontos livres e dependentes

4.1.4 Funcoes da Barra de Ferramentas

A barra de ferramentas do Geogebra é esta que se apresenta abaixo:

DRERNIRRENDED

Figura 4.3: Barra de ferramentas do Geogebra.

4

Observacao 4.1. Descreveremos apenas as ferramentas que serao utilizadas na
construgao das atividades. Quanto as demais ferramentas, caso deseje explorar todos
os comandos, acesse 0 Manual do programa Geogebra que dispoe desde a Versdio 4.2.

até a versao 4.4. que se encontra disponivel em: [22].

| R | B i
Clicando nesta janela , da barra de ferramentas selecione a opgao abaixo: i
|

[} MOVER
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Com esta ferramenta pode-se selecionar, mover e manipular objetos j4

construidos. E uma das ferramentas mais usadas no programa. Também podemos

selecioné-la, apertando a tecla “Esc”do teclado.

:ioA-

Clicando nesta janela =<8 da barra de ferramentas vocé pode selecionar as

opgoes a seguir:

Cria um ponto em um espago livre, em um objeto ou em uma intersecao. No
Geogebra a rotulagao é automatica, ou seja, ao criar um ponto automaticamente ele
recebe as letras maitisculas do nosso alfabeto (A,B, C...). Posteriormente, quando
estivermos falando sobre o “CAMPO DE ENTRADA”, voceé percebera que existe outra
forma de se criar pontos. Quando um ponto é criado, suas coordenadas aparecem na
janela algébrica.

INTERSECAO DE DOIS OBJETOS

O ponto de intersegio entre dois objetos pode ser criado de duas maneiras:
i) selecionando dois objetos: dessa forma todas as intersegdes existentes sao marcadas
(a ordem na qual clicamos nos dois objetos ¢é indiferente);
i1) clicando, com o botao esquerdo do mouse, em uma intersecio desses objetos:

somente esse ponto de intersegao serd marcado.

Clicando nesta janela = ---, da barra de ferramentas podemos selecionar a op¢ao

que segue:
SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS
Esta ferramenta cria o seguimento de reta capaz de unir dois pontos. Se os
pontos ja estiverem na area grafica, basta clicar sobre eles seguidamente. Se os pontos

nao estiverem na drea grafica, basta crid-los com a ferramenta em questao. Na janela

algébrica é mostrado o comprimento do segmento tracado.
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Clicando nesta janela , da barra de ferramentas selecione a seguinte opgao:

— Np

Com esta ferramenta, pode-se construir uma reta perpendicular a uma reta,
semirreta, segmento, vetor, eixo ou lado de um poligono. Assim, para se criar uma
perpendicular, vocé deverd clicar sobre um ponto e sobre uma dire¢do (naturalmente
representada por qualquer semirreta, segmento, vetor, eixo ou lado de um poligono).
A ordem na qual clicamos nos dois objetos (reta e ponto ou ponto e reta) é indiferente.

Clicando nesta janela L

-7, da barra de ferramentas selecione a opcao:

,ABC: INSERIR TEXTO

Com esta ferramenta, pode-se inserir qualquer texto na regido gréifica. Tem-se
toda a simbologia do LATEX a sua disposigao. Caso nao conhega o LATEX podemos
usar textos simples. Clicando, com o botao esquerdo do mouse, na édrea de trabalho, o

texto que vocé digitar, na janela que serd aberta, aparecera neste local.

. a=2
Clicando nesta janela g, da barra de ferramentas visualizamos o seguinte menu:

.- !.'2- SELETOR
Tl
Um seletor é um pequeno segmento com um ponto que se movimenta sobre
ele. Com esta ferramenta é possivel modificar, de forma dinamica, o valor de algum
parametro. Selecionando essa ferramenta e clicando sobre qualquer lugar na janela
geométrica com o botao esquerdo do mouse, vocé cria um seletor para um nimero ou
para um angulo. Aparecerd uma janela na qual vocé especificard o intervalo [min, max]
do respectivo nimero ou angulo e a largura do seletor (em pixel). Um seletor nada

mais é do que uma representagao grafica de um mimero ou angulos livres.
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-

ATIVAR A CAIXA PARA EXIBIR/ESCONDER OBJETO

Essa ferramenta permite que vocé escolha quais séo os objetos que quer mostrar, quando
ela estd ativada. Desmarcando-a, os objetos a ela vinculados desaparecem da janela de
visualizagao. Clique na janela geométrica, com o botao esquerdo do mouse, para criar

uma caixa de selegao.

4.2 Funcao Afim com o Uso do Geogebra

Nos livros, de Matemadtica do ensino médio de DANTE [8] e RIBEIRO [24] o
contetddo de fungoes ¢ introduzido a partir de uma exploragao intuitiva por meio de
exemplos envolvendo situagoes priticas e comuns ao cotidiano dos alunos, para que eles
possam associar o conteiido a ser ministrado com o seu cotidiano e sua experiéncia de
vida. E feita uma relagao com a teoria de conjuntos e definidos os conceitos de dominio,
contradominio, imagem, representacao algébrica através de férmulas matemadticas e
representagao grafica com uma comparagao com os conceitos descritos anteriormente, e
depois sao definidos os tipos de fungoes e os conceitos relacionado a cada tipo. E assim,
segue-se como na maioria dos livros didaticos. Este tipo de abordagem é, geralmente,
a usada por todos os professores do ensino médio, em todo o pais.

Neste contexto, o que se propoe a frente ndo é uma mudanca nessa abordagem
ou sequéncia, mas uma sugestao, de como inovar e enriquecer o ensino deste contetido,
usando uma ferramenta que fara com que o aluno participe da construgao de seu saber.
Para que possa haver aprendizagem, é necessario que o aluno reflita durante a execucao
das atividades. Daf a importéancia do professor. O papel do professor é de fundamental
importancia nesse processo. Ele precisa fazer com que os alunos reflitam e percebam
o que de fato estd por tras das construgoes que eles estao fazendo, além de auxilid-los
nas justificativas das construgoes.

O Geogebra oferece alternativas de visualizacao animada para a melhor
assimilagdo dos conceitos relacionados a fungao afim. Aqui serdo expostas formas
de abordar:

i) Grafico da fungao;

LLOTECA
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i1) A importéancia dos coeficientes angular e linear;
it1) Crescimento e decrescimento da funcéo;
i) Zero da fungao;
v) Estudo do sinal;
iv) Lei da fungéo.

De uma forma que o aluno tera a oportunidade de tirar suas préprias conclusoes,
e assim descubra e compreenda algebricamente e geometricamente os conceitos
envolvidos, sendo orientados pelas perguntas do professor.

Esta atividade devera ocupar de 3 a 6 horas/aula (50 minutos cada) do professor.
E claro, que esta atividade deverd ser desenvolvida apds a exposi¢iao dos conceitos
envolvidos no contelido de fungao afim, abordados nos capitulos anteriores, tendo
em vista que os alunos precisam dos conhecimentos prévios para poder desenvolver
a mesma, a fim de que os alunos consigam explorar ao méximo as construcoes feitas,
as interpretagoes presentes, enfim as potencialidades desta atividade.

Em relacao ao professor, este precisa apresentar como conhecimentos prévios para
o desenvolvimento desta atividade as nogoes basicas de utilizagao do software Geogebra,
além do contetdo de fun¢ao afim abordado no livro didatico.

Nas atividades aqui propostas o professor deverd conversar com os estudantes,
repassando as informacoes gerais sobre a atividade e tendo em mente que os objetivos
somente serao atingidos se todos caminharem juntos, ou seja, realizarem a atividade

“passo a passo”, a fim de que a concluam juntos.

4.2.1 Grafico da Fungao Afim no Geogebra

O que se pretende com esta atividade é realizar uma construgao na qual o objetivo
é ilustrar o fato de que os pontos da forma (z, ez + b) estao alinhados, de forma que
representam uma reta. E explorar a relagao existente entre o grafico da fungao e os
coeficientes angular e linear.

Ao iniciar o software aparecerd a janela ilustrada pela Figura 4.4. a seguir:

A

SLIOTEC

%

UFL!
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Figura 4.4: Janela de Visualizagao de Geogebra

Sugerimos 0s passos necessérios para construgido do gréfico da funcao afim, a
saber:

1° Passo: - NO CAMPO DE ENTRADA, digite a = 1 e aperte ENTER. Digite
b = 2 e aperte ENTER. Chamamos esses pontos de seletores e eles representario os
valores dos coeficientes “a” e “b” da func¢ao afim que queremos analisar. Como mostra

a figura abaixo.
Entrada: a=1

2° Passo: - Observe se na JANELA DE ALGEBRA aparecem os valores de “a” e “b”.
Em seguida, clique sobre a bolinha branca ao lado do nimero “a”. Faga o mesmo pra
“b”. Os valores de “a” e “b" aparecerao em segmentos que chamamos de seletores na

drea de visualizagao.

I A |

3° Passo: - NOVO PONTO: Ative esta ferramenta '®  na (2° janela da barra de
ferramenta) e crie um ponto A sobre o eixo z. Para ter certeza que o ponto est4 sobre
o eixo x clique, segure e arraste o ponto A. Neste processo o ponto deverd se mover
sobre o eixo.
4° Passo: - NO CAMPO DE ENTRADA: Digite a seguinte expressao: a*z(A) + b.
Depois de digitado, pressione ENTER, conforme a figura abaixo.
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Observagao 4.2. :

(a) O simbolo “*” significa “multiplicado por”. Vocé pode substitui-lo por um “espaco
em branco”.

(b) “z(A)" simboliza a abscissa do ponto A.

Ap6s esses ¢ na JANELA DE ALGEBRA. Esse niimero corresponde ao valor de h(z)
na fungao h(z) = x + 2, para z igual ao valor da abscissa do ponto A. Lembre-se que
assumimos inicialmente os valores a =1 e b= 2. Agora vamos transferir o valor de ¢
para o eizo y, clicando sobre a bolinha branca ao lado do valor. veja a figura ilustrada

abaizo.

5 Passo: - NO CAMPO DE ENTRADA: digite (0,¢). Como na figura ao lado:

——
s e ; "
Observe se aparece um ponto B no eixo y. Se nao aparecer, talvez

seja porque o valor de ¢ é grande ou pequeno demais. Se isso acontecer, selecione a
opgdo MOVER na (1° janela na barra de ferramenta) e movimente o ponto A sobre o

eixo z até que o ponto B aparega na tela.

6° Passo: - Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR |_ " na (4° janela na barra

e ferramenta), a seguir trace uma perpendicular ao eixo y, passando pelo ponto B, e
uma perpendicular ao eixo z, passando por A. =gy

7° Passo: - Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS k na (2° janela
na barra de ferramenta) e marque a intersegao dessas perpendiculares. Esse ponto sera
rotulado automaticamente com a letra C. R

8% Passo: Selecione a opgao EXIBIR/ESCONDER OBJETO E]& na (11° janela na
barra de ferramenta) e clique sobre a reta que passa por A e C e, posteriormente, na
reta que passa por B e C. Aperte ESC ou selecione a op¢ao MOVER na (1° janela).
Os objetos marcados ficarao ocultos. -

9° Passo: Ative a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS [/! na
(3° janela) e a seguir crie os segmentos que unem A a C e B a C. Esses segmentos

serao rotulados automaticamente de “f’e “g”.

LIOTECA]
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Clique com o botao direito sobre o segmento “f’. Selecione PROPRIEDADES e,
posteriormente, a guia ESTILO. Mude o estilo do segmento para pontilhado, conforme

as figuras abaixo. Faga o mesmo para o segmento g.

Segmento : Segmento [A, C] ==
A+ Exibir Rétulo 1os
& Habilitar Rastro ;:.:‘
[% Renomear Lo
4. Apagar
4P Propriedades..
Figura 4.5: Ativar a Figura 4.6: Escolha o estilo do
opgao: Propriedades. seguimento: pontilhado.

Clique com o botao direito sobre o ponto C. Selecione a opgao HABILITAR
RASTRO. Essa opc¢ao fard com que o ponto C deixe um rastro, quando for

movimentado.

Figura 4.7: Selecione a opgao: Habilitar Rastro.

Note que os pontos B e C sao classificados como dependentes e assim, nao é
possivel movimenta-los. Pense um pouco. Eles dependem de quem?
10° Passo: - Selecione a opgao MOVER | R ' na (1° janela) e movimente (devagar) o
ponto A sobre o eixo z. O que vocé observa?

11° Passo: - NO CAMPO DE ENTRADA: Como ilustrado nesta figura
Entrada: hogax+h

s, digite a seguinte expressao: h(z) = a*z + b.
Clique com o botéao direito sobre o ponto C e desabilite a opcao HABILITAR
RASTRO. Seguindo a ilustragao da figura.
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Figura 4.8: Gréfico da fungao h(x) = a*z + b coincidindo com o rastro deixado.

O Geogebra construiré o gréfico da fungao h(z) = a*z+b. Esse grifico coincidira
com o rastro deixado anteriormente. Consegue pensar no motivo? Por que houve essa
“coincidéncia”? —
12° Passo: Selecione a op¢ao MOVER R na (1° janela) e movimente (devagar) os
pontos “a”’e “b”que estao nos seletores. Quando movimentarmos o ponto, no seletor,

modificamos o valor daquele pardametro. Lembre-se que eles representam os coeficientes
da nossa funcao afim definida inicialmente.

Reflexoes sobre a Atividade

O professor pode perguntar para os alunos o que eles acham que pode acontecer
com o grafico se alterar o valor do coeficiente angular. Deve-se orientar o pensamento
deles para as alternativas de resposta, pois, o gréafico, nao deixard de ser uma reta.

Depois disso deve-se solicitar que eles variem o coeficiente a no seletor, para isso,
basta clicar no ponto preto sobre o segmento e arrasta-lo para direita ou para esquerda.

1) O que acontece com a reta quando mudamos o valor de “a”para 27 E quando

mudamos para 37

A Figura 4.9, apresenta algumas das retas que serao visualizadas pelo aluno no
programa ao variar o valor do coeficiente a.

Percebe-se, interativamente, que o comportamento da reta é alterado e pode-se

salientar entao a relagao com o nome Coeficiente Angular.
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Figura 4.9: Posicoes relativas da reta que representa a funcao afim variando a.

2) Que comportamento da fun¢ao permite identificar o papel do coeficiente linear

no grafico?

Quando se varia o coeficiente angular, o coeficiente linear tem um comportamento
especifico. Algumas perguntas podem direcionar os alunos a perceber esse
comportamento.

3) Que ponto no grafico estd relacionado com o coeficiente linear?

4) Quais as coordenadas do ponto em torno do qual o gréfico gira?

5) Quando se varia o coeficiente angular tem-se mudancas na inclinagao da reta
em torno de um ponto, no caso do ponto (0,b), o que pode se esperar ao fixar o
coeficiente angular e variar o termo independente?

Ao variar o coeficiente b da fungao, tem-se interativamente, o comportamento da

reta, como mostra a figura abaixo:

Figura 4.10: Posicoes relativas da reta que representa a fungao afim variando b.

]
| =
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Com respeito a iltima pergunta, é importante verificar se a visualizagao atendeu
as suposi¢oes dos alunos, quando se varia o valor de b. Com esta tarefa pode-se concluir
melhor que o coeficiente b pode ser identificado como o ponto de interse¢ao com o eixo
y. Feito isso, é conveniente que aluno altere os dois parametros para concluir que b estd
relacionado, também, com a translagao, exclusivamente, vertical do grafico da funcao.

A partir destas construcoes e questionamentos espera-se que os alunos sejam

capazes de construir significados e extrair as relagoes existentes entre elas.

[{peme i)

Observacao 4.3. Caso queira ver os valores de “a’e “b7sendo modificados
automaticamente, basta clicar sobre o seletor com o botao do lado direito do mouse
e selecionar a opcao ANIMACAO ATIVADA. A modifica¢ao dos valores do parametro
associado ao seletor serdo alterados automaticamente.

Selecione no Menu principal, a opgao ARQUIVO, clique em GRAVAR COMO e
salve seu arquivo. Todas as vezes que for sugerido que salve o arquivo, proceda dessa

forma.

4.2.2 Zero da Fungao Afim no Geogebra

Observagao: Vamos continuar utilizando a construgao do grdfico que fizemos
anteriormente. Caso tenha fechado, abra o arquivo novamente.

Este processo de construgao dar-se da seguinte forma:
1° Passo: - Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS x € marque
interse¢ao da reta (grifico da fungdo) com o eixo z, clicando sobre os dois objetos. O
ponto serd rotulado automaticamente de D.

Aperte a tecla ESC e clique com o botao direito sobre o ponto D. Selecione a

opcao PROPRIEDADES. Na guia BASICO, mude o estilo do rétulo, alterando para
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NOME & VALOR, feito isso, clique no botao FECHAR. conforme respectivas figuras

abaixo.

s

Selegdo
Coordenadas Polares

Exibir Rétulo
Habilitar Rastro

NG

Apagar

o

!
|
|
|
'5
I'
|

4} Propriedades.. |

Figura 4.11: Ativar a
opg¢ao: Propriedades.
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Figura 4.12: Alterar Nome & Valor

na guia Basico

Observagao 4.4. E possivel modificar outras propriedades, como a cor, o estilo e o

tamanho do ponto.

O passo a seguir é opcional.

2° Passo: - Ative a ferramenta INSERIR TEXTO (**“/ na (10° janela). Na janela que

aparecer escreva o texto apresentado na Figura abaixo, marque a caixa Fdérmula Latex

e clique em OK.

Figura 4.13: Criando texto dindmico para raiz da funcao.

Aperte a tecla ESC e posicione o texto onde achar melhor. Clique e arraste

qualquer dos seletores (

abscissa do ponto D.

(T ) |

a ou

“b”) e observe a relagdo entre o texto dindmico e a

|

i1
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Reflexoes sobre a Atividade

Graficamente podemos verificar o conceito de zero da fun¢ao como o ponto de
intersecao da reta com o eixo z. A abscissa deste ponto é chamado de zero da fungéo.

1) Altere os valores de “a”e “b"nos seletores. Altere o valor de “a”para 2 e de
“b”para 0, e observe o que acontece.

2) Qual é o valor do zero da fungao? Escreva a equagdo da nova fungao.

3) Agora, altere o valor de “a”para -2 e de “b”para 5. Qual é o valor do zero da
funcao? Escreva a equagao da nova fungao.

Percebe-se que quando se varia os coeficientes geralmente a raiz também varia.
Pode-se perguntar:

4) Como fazer para que a raiz seja fixa e exista uma familia de funcdes afim que
tem a mesma raiz?

Pode-se trabalhar ainda, com os casos particulares da fungao afim.

Quando ¢ = 1 e b = 0, tem-se uma fungao identidade e verificar suas

caracteristicas.

Quando a =R e b = 0, tem-se uma fungao linear e estudar suas caracteristicas gerais.

4.2.3 O Ponto em que o Grafico Intersepta o Eixo das

Ordenadas

Observagao: Ainda continuaremos utilizando a construgio do grdfico anterior.

Caso tenha fechado, abra o arquivo novamente.

Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS w e marque intersegao
da reta (grafico da funcao) com o eixo y, clicando sobre os dois objetos. O ponto serd
rotulado automaticamente de E.

Ative a opcao MOVER e clique com o botao direito sobre o ponto E. Selecione
a op¢io PROPRIEDADES. Na guia BASICO, mude o estilo do rétulo, alterando para
NOME & VALOR, conforme respectivamente nas Figuras 4.14 e 4.15. Feito isso, clique
no botao FECHAR.

Em seguida, aperte ESC e mova o texto que apareceu ao lado do ponto E, para
posi¢ao que achar melhor. Observe a relagao entre a ordenada do ponto E e o valor do

parametro “b”da fungao h(z) = az + b.
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T rern———
Coordenadas Polares -

|+*| Exibir Rého T n

| & Habilitr Rastro -4~

.fﬂ Renomear I i é"_:

4. rvagar i Lo
Figura 4.14: Ativar a Figura 4.15: Alterar Nome & Valor
op¢ao: Propriedades. na guia Basico.

Reflexoes sobre a Atividade

1) O ponto E tem duas coordenadas. Quais sao as coordenadas do ponto E?

2) Vocé consegue estabelecer uma relagao entre a ordenada do ponto E e o
coeficiente “b”da equagao da fungao?

3) Altere o valor “a”para -2 e de “b”para -5. Escreva a equagao da nova funcao?

Quais sao as coordenadas do ponto E?

4.2.4 Crescimento e Decrescimento da Fungao Afim no

Geogebra

Continuaremos usando a construgao do gréfico feita anteriormente. Neste
processo seguiremos os seguintes passos:
1° Passo: - Ative a op¢ao mover R
A. Selecione PROPRIEDADES, depois BASICO e mude o estilo do rétulo, alterando
para NOME & VALOR. Mude também os estilos dos pontos B e C. Agora movimente

e clique com o botao direito sobre o ponto

(devagar) o ponto A sobre o eixo z. A fungao é crescente ou decrescente?

b=2
Altere o sinal da variével “a”mudando a posicio do seletor —s——. Movimente
o ponto A (devagar). O que se observa agora? A funcéo é crescente ou decrescente?
Que relacao hd entre ser crescente ou decrescente e o sinal do parametro
“a” coeficiente de z na fungao h(z) = az + b?

Tentaremos relacionar o fato da fungao ser crescente ou decrescente e o sinal do

parametro “a’na relagiao y = ax + b. Esse serd o objeto de estudo do préximo tépico.
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Quando a Funcao Afim é crescente? E decrescente?

Faremos uma construgao a partir do que foi feito na se¢io anterior. O objetivo
é fazer com que um texto dindmico aparega, mostrando quando a funcao é crescente,
quando é decrescente e quando é constante.

O processo de construcao é da seguinte forma:

1° Passo: - Ative a ferramenta INSERIR TEXTO **¢/ na (10° janela) e clique
onde quer que o texto aparega.

2° Passo: - Uma janela como a que vocé pode observar na figura abaixo ird aparecer.

Escreva CRESCENTE e aperte o botao OK.

|91 Fdemita aTex - | simbolos = | Objetos
E2 I

[crescetE =l
(o] [ comome ]

Um texto como este: Z‘RE SCEME aparecerd. Clique com o botao do lado direito
sobre o texto CRESCENTE e selecione a op¢ao PROPRIEDADES.

Na janela que aparecerd, (figura ilustrada abaixo), selecione a guia escrito
AVANCADO. No campo CONDICOES PARA EXIBIR OBJETO escreva: a > 0,

clique em Fechar.

oew
noe

csuuacg
(Y one>

Segundo o conceito de fungao crescente que vimos no capitulo anterior, sabemos
que uma fungao é crescente se o coeficiente angular a é positivo. Logo o procedimento
feito acima nos mostrara quando a fungao é crescente através de um texto dinamico,

como mostra a Figura 4.16, sempre que o valor do seletor “a”for positivo.
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Ative novamente a ferramenta INSERIR TEXTO ME e clique na janela de
visualizagao onde quer que o texto aparega, se preferir pode colocé-lo abaixo da palavra
que ja apareceu. Dessa vez, escreva DECRESCENTE e clique em OK.

Um texto como este: {)E_'CHEQCEWE aparecerd. Clique com o botao do lado
direito sobre o texto DECRESCENTE e selecione a op¢ao PROPRIEDADES.

Na janela que aparecera, (figura abaixo), selecione a guia AVANCADO. No campo

CONDICOES PARA EXIBIR OBJETO escreva: a < 0, clique em Fechar.

Osw
nes

o

Yeew®
ono>

e
g

Neste caso, segundo o conceito de fungao decrescente visto também no capitulo
anterior, sabemos que uma fungao é decrescente se o coeficiente angular a for negativo.
Logo o procedimento feito acima nos mostrard quando a fungao é decrescente através
de um texto dinamico, como mostra a Figura 4.17, sempre que o valor do seletor “a” for

negativo.
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Figura 4.17: Texto que surgira quando a fun¢ao for Decrescente.

[anc]
Ative mais uma vez a ferramenta INSERIR TEXTO **¢ repetindo todo
procedimento e desta vez escreva CONSTANTE e clique OK.
\CONSTANTE |

Um texto como este: aparecerd. Clique com o botao do lado direito

do mouse sobre o texto CONSTANTE e selecione a op¢cao PROPRIEDADES.
Na janela que aparecera, (Figura ilustrada abaixo), selecione a guia AVANCADO.
No campo CONDICOES PARA EXIBIR OBJETO escreva: a = 0, clique em fechar.

CeRLseFJOW
mone»

Agora, segundo o conceito de fungao constante visto também no capitulo anterior,
temos que se o coeficiente angular a for igual a zero a fungdo é constante. Logo o
procedimento feito acima nos mostrard quando a funcao é constante através de um

texto dinamico, como mostra a Figura 4.18, sempre que o valor do seletor “a”for igual

a Zero.
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Figura 4.18: Texto que surgird quando a fungao for Constante.

Reflexoes sobre a Atividade

1) Na atividade acima, vocé teve a oportunidade de ver uma ilustragiao sobre a
relagio existente entre o sinal do parametro “a”de uma fungao do tipo y =ax +beo
grafico dessa fungdao. Produza um pequeno texto, falando sobre o observado.

2)O que acontece com o gréfico da funcao se a > 0?

3) O que vocé observa com respeito ao grafico se a < 07

4) O que vocé observa com respeito ao gréfico se a = 0?

E importante que, na sala de aula, seja feita uma discussdo sobre essas relagoes.

4.2.5 Sinal da Fungao Afim no Geogebra

Nesta atividade vamos estudar a variacao do sinal de uma funcao afim, ou seja,
identificar para quais valores de z os valores da funcao serao negativos, nulos ou
positivos.

Responder a essas perguntas é o que se faz quando se estuda o sinal da funcao.
Usaremos a construcao feita anteriormente. Assim, abra o arquivo e entao vocé devera

se deparar com algo semelhante ao mostrado na figura a seguir.

]
]
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@ A=jLo80)
@ B={0,288)
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hiz) = 1x+1

O objetivo da préxima atividade é criar uma ilustragao que facilite o entendimento
da ideia do estudo do sinal de fungao afim. Para isso siga os passos a seguir:
1° Passo: - Ative a ferramenta MOVER Bk na (1° janela), movimente o ponto A
e observe C. Para quais valores da abscissa de A os valores da ordenada de C séo
positivos?

Agora, vamos acrescentar um texto dinamico que mostre quando h(z) passa a ser
positiva e quando passa a ser negativa.
2° Passo: Vamos criar dois textos dinamicos. Um texto com o nome POSITIVO e
outro com 0 nome NEGATIVO. Para isso, selecione a ferramenta INSERIR TEXTO
F’_JI na (10° janela) e clique em algum lugar da janela de visualizacao. Uma nova janela
aparecera.

Escreva POSITIVO, clique OK e, novamente clique em outro ponto da janela de

visualizagao. Esta mesma janela aparecera e dessa vez escreva NEGATIVO e clique

OK. Como mostra as figuras abaixo:

‘ I_rtmm i i

@ Fémda LaTex~ | Simbolos = | Obyelos +

'I':liIlIIII;_

[¥EGATIO 7]
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Clique com o botao direito do mouse sobre o texto POSITIVO e, em seguida,
escolha a opgdo PROPRIEDADES. Como mostra a imagem:

POSITIVO

Texto textol

“. | Exibir Objeto
Fiar Objeto
o Posiglo Absoluta na Tela

% Renomear
& Editar
4. apagar

(& Propnedades .

Selecione a guia AVANCADO e escreva no campo CONDICAO PARA EXIBIR
OBJETO: y(B) > 0. Veja na figura:

Selecione a guia POSICAO (ilustrado na figura abaixo) e na caixa de selegdo

ORIGEM, selecione o ponto B (este é o ponto que marca a imagem de z(A)).

o

<0~
00
LY

[\
- -

/|
.—I
i

[
I
|

Selecione agora o botao direito do mouse sobre o texto NEGATIVO e, em seguida,

escolha a opgao PROPRIEDADES. Como mostra a imagem a seguir:
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-:1“.‘“ AR
| *. ExibicOtjeto

Ficar Objeto
@ Posiclo Absoluta na Tela
% Renomear
[# Editar
4 Apagar

Selecione a guia AVANCADO e escreva no campo CONDICAO PARA EXIBIR
OBJETO: y(B) < 0. Veja na figura abaixo:

@ &
-3 B
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~@ D
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c&goo
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B ——
e
E!’

Novamente clique na guia POSICAO (ilustrado na figura abaixo) e na caixa de

selecao ORIGEM, selecione o ponto B (este é o ponto que marca a imagem de z(A)).
M EHS

e e———

ongem: [294,156] @) -
7] Posigla

Ny
Selecione a ferramenta MOVER | D% , em seguida clique sobre o ponto A e arraste-

Leeee g
moNnoD»

= Reta

oo
L -9

i

S
§.-

i

i

o (devagar) sobre o eixo z. Observe o texto dinamico que estd ao lado do ponto B
sobre o eixo y. . <r
;‘AE‘ . ’ . Q
Selecione a ferramenta INSERIR TEXTO | na (10° janela) e clique préximo (=5
do ponto A (o que esta sobre o eixo z). | '—:? [
Na janela que aparecera escreva x = (x(A)) e clique em OK. Como mostra a

figura. .
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§
@i FémmtaLaTex ~ | Simbolos » | Objetos =
=T T TTTTTTI

|

l: = (2(4)) ]

Um texto apareceu préximo do ponto A. Clique sobre esse texto com o botao do

lado direito do mouse e selecione a Op¢ao PROPRIEDADES.

x = (2(4))]
r Texto texto1

Clique sobre a guia POSICAO, na caixa selegio ¢ vincule o texto ao ponto A.
Feito isso, clique em FECHAR e arraste o texto criado para a posigao que achar mais

adequada na sua janela de visualizagao.

@ A
o8
N
@ 0
@ E

-

:
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>

i

O mais importante é permitir que os educandos possam “brincar”com as figuras
e a partir de sua manipulacdo, experimentacao e dedugdo empirica descobrir as

propriedades da fungao afim.

4.2.6 Lei da Fungao Afim no Geogebra

Nesta se¢ao desenvolvemos uma atividade em que o professor levard o aluno a

construir e através da observagao descobrir qual é a lei de formagao da funcao afim

OTECA|

T
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oo |
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J(z) = az + b. Para tal, apresentamos primeiramente a construcao feita no Geogebra

para aplicar essa funcionalidade. A atividade proposta tem esta interface:

Figura 4.19: Interface da atividade proposta.

PASSO 1: Ao abrir a janela do Geogebra ative a malha e ajuste o eixo para o

canto inferior da tela, como mostra a figura abaixo.

Forkacha . (o]

PASSO 2: Ative a ferramenta ELIPSE e construa uma elipse clicando nas
coordenadas (3,7), (3,1) e (5,3). Em seguida crie outra elipse clicando nas coordenadas

(12,7),(12,1) e (14,3).
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Figura 4.20: Inicio da construgao dos diagramas A e B.

PASSO 3: Ative a ferramenta CONTROLE DESLIZANTE e crie um seletor
clicando nas coordenadas (21, 1), na janela que surgird o seletor ja estard nomeado pela
letra “a”e entre o intervalo de [-5,5], como mostra Figura 4.21. Em seguida na mesma
janela como mostra a Figura 4.22 selecione a opgao CONTTROLE DESLIZANTE e
ative a opgao VERTICAL e a LARGURA 200.

Figura 4.21: Criando o seletor a. Figura 4.22: Mudando a posicao.

Analogamente crie o outro seletor, para este clique nas coordenadas (21,6). Em
seguida repita o mesmo procedimento adotado para o seletor “a”criado anteriormente.

Apés esses passos teremos:
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Figura 4.23: Criados os diagramas e os seletores.

PASSO 4: Selecione o ponto A, clique com o botao direito do mouse e ative a
opgao: EXIBIR OBJETO. Isso esconderd o ponto A. De forma anéloga esconda os
pontos B,C,D,E e F.

Figura 4.24: Escondendo os pontos A, B,C,D,FE e F.

PASSO 5: Ative a ferramenta NOVO PONTO e construa os pontos G(3,6),
H(3,5), 1(3,4), J(3,3), K(3,2) na elipse da esquerda, e na elipse da direita construa
os pontos L(12,6), M(12,5), N(12,4), O(12,3) e P(12,2).
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Figura 4.25: Criando pontos para os diagramas.

PASSO 6: Ative a ferramenta INSERIR TEXTO e crie o seguinte texto: 1 e
ative a opcdo Férmula Latex, Coloque-o a esquerda do ponto G, depois coloque o
texto no tamanho (grande) e em negrito através dos fcones que aparecem na janela
de visualizagao. Em seguida crie o texto: 2, colocando-o a esquerda do ponto H. Em
seguida crie o texto: 3, colocando-o a esquerda do ponto I. Em seguida crie o texto: 4,
colocando-o a esquerda do ponto J. Em seguida crie o texto: 5, colocando-o a esquerda
do ponto K e entdo repita o procedimento do primeiro texto, como mostra a figura

abaixo;
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Figura 4.26: Criando os valores para os pontos do primeiro diagrama.

PASSO 7: Ative a ferramenta INSERIR TEXTO e clique a direita do ponto L,

{OTECA
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!
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escolha a opgao OBJETO e em seguida a opgao (drea vazia) como mostra a Figura
4.27. Depois dentro da area vazia digite o texto: la+b, e ative a op¢ao Férmula Latex,
como mostra a Figura 4.28. Em seguida coloque o texto no tamanho (grande) e em

negrito através dos icones que aparecem na janela de visualizacao. Em seguida clique

em ok.

Tl R
[l

[¥]FérmulaLaTeX = | Simbolos ~ | Objetos »

FIFémuaLaTex ~ | Simbolos = | Objetos -

[«T T T T T T T | émavazia) O T
ade e Sl Sy T I Y 1A A & e
\;;Iha B
Cc
Entrada invalida 2
F
Lok ][ {6

Figura 4.27: Criando texo para L. Figura 4.28: Criando texo para L.

Analogamente, crie a direita do ponto M o texto: 2a + b; crie a direita do ponto
N o texto: 3a + b; crie a direita do ponto O o texto: 4a + b; crie a direita do ponto P
o texto: 5a + b.

Figura 4.29: Criando os valores para os pontos do segundo diagrama. |

PASSO 8: Ative a ferramenta VETOR DEFINIDO POR DOIS PONTOS e

construa um vetor que vai do ponto G até o ponto L, como mostra a Figura 4.30.
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Em seguida construa um vetor que vai do ponto H ao ponto M. Depois um vetor
que vai do ponto I até o ponto N. Novamente construa um vetor que vai do ponto J
ao ponto Q. E por iiltimo, um vetor que vai do ponto K ao ponto P. Feito isso, de

maneira andloga ao PASSO 4, esconda os pontos: Q,R,S,T,U,V,W, Z, A,, B;.

Figura 4.30: Criando os vetores que relacionam os pontos dos diagramas.

PASSO 9: Selecione o ponto G e com o botao direito do mouse ative a opcao:
EXIBIR ROTULO, esta op¢io esconderd o nome de cada ponto. Retire entdo o rétulo
do pontos G,H,1,J,K,L,M,N,O, P, pertencentes as duas elipses. Agora ative a
ferramenta INSERIR TEXTO e clicando acima das elipses crie os textos ilustrado nas

figuras abaixo:

‘Edtar
t Aongrightarrow 8|

Editar

| Férmula LaTeX ~ | Simbolos ~ | Objetos ~
| CR A L

I Férmuta LaTeX ~ | simbolos + | Objetos ~

EI*I'IIIIIITT

|
=t

Visualizar

z— fz)=1z+1

Figura 4.31: Criando texto para Figura 4.32: Criando texto para
funcao. funcéo.
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Na parte superior da elipse esquerda crie o texto: A. Jd na parte superior da
elipse direita crie o texto: B, depois coloque o texto no tamanho (muito grande) e
em negrito através dos icones que aparecem na janela de visualizagao. Em seguida,
a direita da elipse direita crie o texto: Lei de Formacao da Fungao Afim, como

mostra a figura abaixo:
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Figura 4.33: Diagramas nomeados e textos criados.

PASSO 10: Ative a ferramenta CAIXA PARA EXIBIR/ ESCONDER OBJETOS
e clique a direita da elipse direita, depois ponha como legenda: Dominio. Em seguida
clique no texto A que é o texto 12 e na elipse esquerda, Figura 4.34. Depois clique em
Aplicar. Agora, crie outra CAIXA PARA EXIBIR/ ESCONDER OBJETOS. Ponha
como legenda: Contradominio. Clique no texto B que é o texto 13 e na elipse direita,

Figura 4.35. Depois clique em aplicar.

Lty

&0 textol2

© Elipse com focos A, B passando por C @ Elipse com focos D, E passando por F

Figura 4.34: Criando Dominio. Figura 4.35: E Contradominio.
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Analogamente, crie mais uma CAIXA PARA EXIBIR/ ESCONDER OBJETOS
que exiba (e esconda) o texto que mostra a Lei da fungao, tendo como legenda: Lei da
Fungao. Em seguida clique no texto z — f(z) = ax + b. Depois clique em aplicar.

E dessa maneira, teremos:

f:A— B Lei de Formacgio
z—— flz)=1z+1 da fungdao Afim
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Figura 4.36: Caixas de texto dinamicos criados.

PASSO 11: Para tornar a atividade mais atraente ative a ferramenta POLIGONO
e crie retangulos em torno dos seletores e em torno dos textos e dos objetos criados,

como mostra a figura abaixo:
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Figura 4.37: Criando as caixas de texto.

PASSO 12: Agora, desabilite os pontos: Ci, Dy, E;, Fi da primeira caixa, os

pontos: Jy, Hy, I;,J; da segunda caixa e os pontos: Ki, Li, M1, N; da terceira caixa.
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Desabilite também, a malha e os eixos. Em seguida selecione a primeira elipse e ative
a opcao PROPRIEDADES, ative agora a guia COR e escolha uma de sua preferéncia,
ajuste ainda, a transparéncia para 100, veja a figura ilustrada abaixo. Depois repita o

processo para a segunda elipse:

Figura 4.38: Configurando as elipses A e B.

PASSO 13: Através da opgao PROPRIEDADES configure as cores e tamanhos
dos textos e das caixas criadas para os textos. No segundo retangulo, ao repetir o
processo sugerido os textos: Dominio, Contradominio e Lei da funcéo ficarao escondidos
pela cor da caixa, sendo assim, selecione a caixa de texto: Dominio e através da opcao
propriedades na guia AVANCADO altere a opgao CAMADA para 1, como mostra a

figura abaixo. E entdo repita o mesmo processo pra os outros dois textos.

JTECA

10
'{-}'

= g
i

Figura 4.39: Configurando as caixas de texto.
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PASSO 14: Escolha novamente a op¢ao PROPRIEDADES e ative a opcao FIXAR
OBJETO e fixe todos os objetos. E ainda se preferir ajuste a cor do funda da janela

de visualizagao. No final a atividade ficard como a imagem abaixo:

Figura 4.40: Interface da atividade pronta.

Se preferir ainda, trabalhar com apenas um ponto no dominio com seu respectivo
no contradominio, crie na caixa Lei de Formagao da Fungao Afim algumas caixas para
os pontos do dominio e seus respectivos do contradominio, como mostra a Figura 4.19,
caso contrario, nao ha necessidade de criar as caixas mostradas na referente figura, e

dessa forma trabalha-se com todos os pontos de uma vez.

Propésitos da Atividade

O professor pode usar esta atividade para trabalhar com os alunos a lei de
formagao de uma funcao, mais especificamente, neste estudo a func¢ao afim, por meio

das etapas descritas a seguir. Para isso deverd estar desmarcada a caixa Lei da funcao.

e ETAPA 1: Esta atividade pode ser realizada primeiramente utilizando apenas
um Wnico ponto em cada conjunto, se assim o professor desejar. Inicialmente
escolhemos valores para os seletores a e b, escolhamos a = 2 e escolhamos b = 0.
Entao questionamos os alunos acerca da relagao existente entre cada elemento

do conjunto A com seu correspondente (indicado pelo vetor) no conjunto B.
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Os alunos deverao entender que os elementos do conjunto B sdo o dobro dos

elementos do conjunto A.

e ETAPA 2: Escolhamos agora o valor 3 para o seletor a e zero para o seletor b.
Questiona-se novamente aos alunos qual a relacio existente entre esses elementos
de modo que eles respondam que cada elemento do conjunto B é o triplo de cada

elemento do conjunto A.

e ETAPA 3: Perguntar a relagao entre os elementos quando atribuido o valor zero

para o seletor a e 2 para o seletor b.

e ETAPA 4: Perguntar a relagdo entre os elementos quando atribuido o valor 1

para o seletor a e -2 para o seletor b.

e ETAPA 5: Perguntar a relagiao entre os elementos quando atribuido o valor 2

para o seletor a e -1 para o seletor b.

e ETAPA 6: Perguntar a relagao entre os elementos quando atribuido o valor -1

para o seletor a e zero para o seletor b.

e ETAPA 7: Marcar a caixa lei de fungdo e explicar a fun¢ao afim, realizando
calculos de valores da fungao no quadro para comprovar que os elementos de B

dependem dos elementos de A.

Observagao 4.5. Durante os ezemplos em que os alunos tentam descobrir as leis de
formacgao da fungdo, pode-se também em outra janela do GeoGebra plotar os 5 pontos
de pares ordenados (z,y) com x € A e seu correspondente y € B, jd dando a ideia de

que o grdfico da fungao afim € uma reta.
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Assim refazendo a etapa 1, com a =2 e b = 0, temos:

Agora, para o caso de a = —1 e b = 3, temos:
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Aperfeicoando as informacgoes alem da tecnologia no ensino piblico, as escolas
estdo sendo equipadas com computadores, o professor, por sua vez, deve estar
preparado para utilizar adequadamente estes recursos, promover nao somente a
inser¢cao dos alunos no mundo tecnolégico, mas acima de tudo garantir que estes
promovam a aprendizagem de novos saberes. Dessa forma, nossa proposta enquadrou-
se perfeitamente nesta perspectiva atendendo a estas necessidades, e assim contribuir
efetivamente para a apropriagao do saber matematico por parte dos alunos.

Ao decidir abordar o tema das TIC’s, foi-se necessario uma pesquisa, levando em
consideracao principalmente os resultados de algumas pesquisas e alguns trabalhos
publicados relacionados ao ensino e aprendizagem de fungoes, que apontaram as
deficiéncias na compreensao dos conceitos referentes a este assunto, estao relacionados
com a maneira como o estudo de fungoes é abordado em sala de aula. Considerando
os resultados destas pesquisas e uma breve revisao tedrica constatou-se a necessidade
de um ensino da matematica mais significativo, voltado & participagdo do aluno na
construgao de seus conhecimentos.

O cardter diferenciado da proposta pode ser comprovado em cada uma das
atividades, principalmente em relagao ao modo como os saberes foram introduzidos. As
questoes delinearam um caminho que leva, gradativamente, a formulagao dos conceitos
e definicoes. Encoraja o aluno a fazer conjecturas, organizar dados, realizar testes,
avaliar um raciocinio e/ou resultados obtidos, propiciando ao aluno a oportunidade de

dar significado aos contetidos estudados, e assim, compreender com maior profundidade
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os conceitos trabalhados.

Apesar da proposta ter caracteristicas diferenciadas, esta nao pode ser concebida
como uma receita que garante a aprendizagem. O processo de ensino e aprendizagem
depende de muitas varidveis, a forma como o professor conduzird as atividades, por
exemplo, é crucial para que os objetivos da proposta sejam completamente atendidos.
Esta proposta é, portanto, uma abordagem para o ensino de fungoes sujeito a
adaptagoes, corregoes e reformulagoes.

Acredita-se que um trabalho apoiado nas novas tecnologias, com o emprego
de softwares mateméticos educaticos e desenvolvido de maneira continuada, pode
contribuir para a melhoria da qualidade do ensino nessa disciplina. A criagdo de
ambientes de aprendizagem, usando o computador como ferramenta, ainda nao é
algo simples de se fazer na escola, devido a varios aspectos, entre eles, a maioria
dos professores de matemética nao estd habituada com a forma de atuagao que essas
aulas exigem. Sendo assim, diante de algumas dificuldades ou imprevistos existentes a
pergunta que fica é: Os professores estao dispostos a supera-las, saindo de seu estado
de comodidade, de sua zona de conforto? Para alguns isto pode ser extremamente
exaustivo e impossivel de realizar, j4 para outros isto pode funcionar com elemento
motivador. Contudo, ter realizado essa experiéncia me colocou num caminho sem
volta, funcionando de forma muito positiva ao passo que aprendi as capacidades dessas
ferramentas, assim nao me vejo mais trabalhando alguns contetidos matemadticos sem
o uso das ferramentas tecnolégicas.

Espera-se que a utilizagao do software Geogebra, com sua gama de ferramentas
e algumas das dicas apresentadas no escopo desse trabalho, possa contribuir para
um repensar e um planejamento de introdugdo das tecnologias como um recurso que
produza conhecimento e torne as aulas de Matemaética mais significativas, respaldadas
por um contetido compreensivel e construido pelo préprio aluno.

As atividades aqui propostas, ainda que singelas, mostram como o estudo da
funcao afim pode ser tratado no ensino médio, e como sao atividades adequadas
ao uso de recursos computacionais, segue as recomendacoes dos PCNs, podem ser
desenvolvidas muitas outras atividades a partir dessa ideia inicial e que estas sejam
mais um recurso didatico disponivel, e também, sirvam como base para a elaboragao

de outras atividades adequadas ao uso de ambientes informatizados envolvendo outros



CAPITULO 5. CONSIDERACOES FINAIS 111

contetidos ou abordagens afim de serem trabalhadas paralelamente ao estudo algébrico
desta fungao.

Espera-se que as propostas aqui apresentadas possam servir como estimulo aos
professores que atuam no Ensino Médio, bem como aos futuros docentes que se formam
nos cursos de licenciaturas em Matematica. Além disso, este estudo pode ser estendido
para outras fungoes, devido as funcionalidades do software e o empenho do docente,
para outros tipos de fungoes, como por exemplo: Fungoes Quadréticas, Fungoes
Polinomiais, Fungoes Trigonométricas, Fungao Exponencial, Fungao Logaritmica, entre
outras aplicacoes. Fica a sugestdo para quem interessar, trabalhar outros aspectos
envolvendo o conteido de fungbes, ou ainda trabalhar outros conteidos dentro dessa
dindmica coletiva, interativa e lidica.

Espara-se que este trabalho possa dar uma contribui¢do para a inser¢do do
computador nas aulas de matemaética, além de oferecer aos professores uma nova
metodologia para o ensino de funcoes no ensino médio, e oportunizar por pequeno que
possa ser, um momento de reflexdo sobre a prdtica pedagégica e a busca de alternativas
para a melhoria do ensino/aprendizagem de Matemética.

Entretanto, acredito que as TIC’s, em especial os recursos computacionais, ao
serem usados pedagogicamente e de maneira planejada, critica e consciente, podem
contribuir de forma indelével na melhoria do ensino de matemadtica, e por que nao
dizer da educagao em geral. Portanto, este trabalho servird para motivar, contribuir
e apoiar professores de matematica que queiram utilizar algumas das ferramentas que
a moderna tecnologia vem oferecendo. E interessante se apropriar do espaco da sala
de aula como ambiente de desafios e de construgao mitua do saber. Com isso, formar

cidadaos que a sociedade atual exige e espera.
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