UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA

COORDENACAO DE POS-GRADUACAO EM FISICA

DISSERTACAO DE MESTRADO

OSCILADORES PARAMETRICAMENTE FORCADOS
NA PRESENCA DE RUIDO TERMICO

Raoni Savio de Negreiros Moreira

CAMPINA GRANDE

-2012 -



UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA

COORDENACAO DE POS-GRADUACAO EM FISICA

DISSERTACAO DE MESTRADO

OSCILADORES PARAMETRICAMENTE FORCADOS
NA PRESENCA DE RUIDO TERMICO

Raoni Savio de Negreiros Moreira

Dissertagdo realizada sob a orientagdo do
Prof.  Adriano de Albuquerque Batista,
Ph.D., apresentada a Unidade Académica
de Fisica em complementagdo aos requisitos

para obtencdo do titulo de Mestre em Fisica.

CAMPINA GRANDE

-2012 -



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA BIBLIOTECA CENTRAL DA UFCG

M8350  Moreira, Raoni Sdvio de Negreiros.
Osciladores parametricamente forcados na presenca de ruido térmico
/Raoni Sdvio de Negreiros Moreira. — Campina Grande, 2012.
82f.: il.col.

Dissertagao (Mestrado em Fisica ) — Universidade Federal de
Campina Grande, Centro de Ciéncias e Tecnologia.

Orientador: Prof. Dr. Adriano de Albuquerque Batista.

Referéncias.

1. Oscilador Paramétrico. 2. Ressonancia Paramétrica. 3. Equagdes
Diferenciais Estocésticas. 4. Razdo Sinal Ruido. 1. Titulo.

CDU 621.373.8(043)




ATA DA SESSAO PUBLICA DA DEFESA DE
DISSERTACAO DE MESTRADO DO ALUNO RAONI
SAVIO DE NEGREIROS MOREIRA, CANDIDATO AO
TITULO DE MESTRE EM FISICA, AREA DE
CONCENTRACAO FISICA.

Aos cinco dias do més de margo do ano de dois mil e doze, na Sala de Reunifes da Unidade
Académica de Fisica do Centro de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Federal de Campina
Grande, reuniram-se em carater de solenidade publica, os membros da comissdo designada para
avaliar Raoni Savio de Negreiros Moreira ao grau de Mestre em Fisica, area de concentragio
Fisica. Foram componentes da Banca Examinadora os especialistas: o professor Adriano de
Albuquerque Batista (Orientador) — Doutor em Fisica, o professor Francisco de Assis de Brito -
Doutor em Fisica e o professor Fernando Jorge Sampaio Moraes — Doutor em Fisica, sendo o
primeiro integrante do corpo docente da Universidade Federal de Campina Grande, o segundo
integrante do corpo docente da Universidade Federal de Campina Grande e o terceiro integrante do
corpo docente da Universidade Federal da Paraiba. Dando inicio aos trabalhos, o Presidente da
Banca, professor Adriano de Albuquerque Batista, apos declarar os objetivos da reunido,
apresentou o candidato Raoni Savio de Negreiros Moreira, a quem concedeu a palavra para que
dissertasse oral e sucintamente sobre o tema. apresentado, intitulado “Osciladores-
Parametricamente Forcados na Presenca de Ruido Térmico”. Apos discorrer o referido tema,
o candidato foi arguido pelos examinadores na forma regimental. Ato continuo, passou a
Comissdo, em carater secreto, a proceder a avaliagdo e julgamento do trabalho, concluindo por
atribuir-lhe o conceito Aprovado com Distingdio. Face a aprovagdo, declarou o Presidente estar o
avaliado, Iegglmentc habilitado a receber o Grau de Mestre em Fisica, cabendo a Universidade
Federal de Campina Grande, providéncias para a expedi¢do do Diploma a que o mesmo faz jus.
Nada mais havendo a tratar, eu, Hélio Pereira de Oliveira, secretario, lavrei a ata, que submeto a
aprovagio da Comissdo Examinadora

Assinaturas
SecretiriO: f.r‘ﬂ;’n /—Z&&( i i —
Presidente: }\(.L"'M A A - ﬁ
Examinador: Q}’,.w '}w{ -
Examinador: | Famaands oo

Aluno: Qﬁw So’(m A{? f\/ w?mﬂ:ﬁ 7 ,

Coordenador do Programa de Pos-Graduagdo em Fisica: P‘P"‘fﬁ S |
I




Dedico este trabalho a Deus,
nosso Pai Misericordioso

e a minha Mde Celeste, Maria.

Aos educadores e homens da Ciéncia que
buscam em suas prdticas uma

ferramenta para um mundo melhor.

A minha mde, cujo amor e compreensao

me fizeram chegar até aqui.



AGRADECIMENTOS

A Deus e Nossa Senhora, por todas as oragcdes ouvidas e por mostrar amor por mim a

cada dia de minha vida.

Aos meus pais, meus irmdos e minha noiva, por acreditarem nos meus sonhos e abdi-
carem dos préprios em favor dos meus, pela confianca, paci€ncia e ternura que me acompa-

nham sempre.

Ao Prof. Adriano de Albuquerque Batista, pela orientacao, sugestao, estimulo, paciéncia

e competéncia com que conduziu este trabalho.

Aos Profs. Francisco de Assis, Fabio Dahia, Romulo Rodrigues, Jiirgen Precker, Aércio
de Lima, Diego Alejandro, Eduardo Marcos e José Suassuna pela colaboracdo que recebi

durante a fase de preparacdo desta dissertacao.

Aos professores constituintes da Banca Examinadora que contribuiram para que fosse

alcancado o objetivo do trabalho.

Aos colegas de pds-graduacio, graduacdo e funciondrios da Unidade Académica de

Fisica pela grata convivéncia durante a minha permanéncia nesta Unidade.
A todos que direta ou indiretamente possibilitaram a conclusao deste trabalho.

A Coordenagio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) e ao Conse-

lho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) pelo suporte financeiro.



Imaginacdo é tudo, é a prévia
das atragoes futuras.

(Albert Einstein)

Vocé cria seu proprio universo de
acordo que caminha nele.

(Winston Churchill)



RESUMO

Relatamos aqui um modelo tedrico baseado em funcdes de Green e técnicas da teoria da
média que descreve a dindmica de um oscilador parametricamente forcado sob a acdo de
ruido térmico aditivo. Nosso modelo de dinamica estocdstica d4 estimativas quantitativas
para o aquecimento e o squeezing térmico proximo a primeira zona de instabilidade do osci-
lador. Especificamente, obtemos uma aproximagao pertubativa da fun¢do de Green do osci-
lador e, posteriormente, das estimativas para as flutuacdes estatisticas (x*(¢)), onde x(z) é a
posicdo do oscilador, e (v*(1)), onde v(t) representa a velocidade do oscilador. Além disso,
investigamos o fendmeno da amplificacdo paramétrica e propomos estimativas analiticas da
razdo sinal-ruido. Os resultados obtidos implicam que amplificadores paramétricos podem
ser excelentes detectores, pois podem ter valores extremamente altos da razao sinal-ruido e
também uma largura da banda estreita. Também observamos que o modelo pode ser aplicado
para investigar a dindmica de vérios sistemas fisicos, tais como, guias de fons, armadilhas

de ions, e dispositivos microeletromecanicos axialmente forcados.

Palavras-chave: excitacdo paramétrica, oscilador paramétrico, ressonancia paramétrica,
amplificacdo paramétrica, equagdes diferenciais estocdsticas, funcdes de Green, teoria da

média, razao sinal-ruido.



ABSTRACT

Here we report a theoretical model based on Green’s functions and on techniques of the
theory of averaging that describes the dynamics of parametrically-driven oscillators under
the action of additive thermal noise. Our stochastic dynamics model gives quantitative esti-
mates for heating and quadrature thermal noise squeezing near the first parametric instability
zone of the oscillator. Specifically, we obtain a perturbative approximation of the oscilla-
tor’s Green’s function and, subsequently, give estimates to the statistical fluctuations (x>(z)),
where x(t) is the position of the oscillator, and (v?(¢)), where v(z) represents the velocity of
the oscillator. Furthermore, we investigate the phenomenon of parametric amplification and
propose analytical estimates of the signal-to-noise ratio. The results imply that parametric
amplifiers can be excellent detectors, because they can have extremely high values of the
signal to noise ratio as well as a narrow bandwidth. We also observe that this model can be
applied to investigate the dynamics of several other physical systems such as ion guides, ion

traps, and axially loaded microelectromechanical devices.

Keywords: parametric excitation, parametric oscillator, parametric resonance, parametric
amplification, stochastic differential equations, Green’s functions, averaging theory, signal-

to-noise ratio.
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1 Introducao

Quando um parametro de um oscilador harmodnico varia periodicamente no tempo, dize-
mos que esse oscilador é parametricamente for¢cado (ou bombeado). Em mecanica classica
isso ocorre, por exemplo, em pé€ndulos cujo comprimento varia periodicamente no tempo ou
cujo ponto de suspengdo € oscilante [1, 2]. Provavelmente, o sistema fisico mais conhecido
em que ocorre oscilacdes parametricamente excitadas € dado por uma crianga brincando em
um balan¢o. Mesmo sem pdr os pés no chio e sem ser empurrada por uma outra pessoa, ela
consegue oscilar o balanco. Este feito é possivel de ser realizado quando a crianga eleva e
abaixa o seu centro de massa de forma periddica, variando assim o comprimento do péndulo
I(t) e, por consequéncia, modificando a frequéncia natural @y(r) = /g/I(t) [3]. Quando
essas oscilagdes ocorrem, temos o fendmeno da ressonancia paramétrica, ou seja, quando
o estado de repouso do oscilador se torna instdvel. Isso ocorre de uma forma mais forte,
quando a frequéncia de bombeamento € igual ou préxima a duas vezes a frequéncia natu-
ral do oscilador. Além desse caso, as oscilagcdes também podem ocorrer em frequéncias de
bombeamento iguais ou préximas a @ = 2wy/n ,comn=1,2,3,... [4]. Em todos os casos
ha necessidade de uma amplitude minima de bombeamento para que ocorra a ressonancia

paramétrica.

Problemas cientificos e de engenharia que levam ao oscilador harmonico parametri-
camente forcado (OHPF) e a ressonancia paramétrica, t€ém despertado crescente interesse

desde o século XIX [1, 5]. Os primeiros sistemas investigados em que ocorria a ressonancia



paramétrica envolviam geometrias elipticas como, por exemplo, nos modos de vibragdo de
membranas elipticas estudadas por Faraday em 1831 [6] e em modos de propagacao de on-
das em tubos elipticos. Neste contexto, a equagdo do OHPF surge da solu¢do por separacao
de varidveis da equacao de onda em coordenadas elipticas [7]. As solucdes nao triviais da
equagao do oscilador paramétrico com o bombeamento senoidal (também conhecida como
equagao de Mathieu) podem ser escritas em termos de fungdes de Mathieu, que foram pri-
meiramente discutidas por Emile Mathieu em 1868 no contexto de oscilagdes livres em uma
membrana [8]. Equacdes semelhantes surgem também em problemas que envolvem poten-
ciais periddicos em mecanica quantica, tais como, na func¢ao de onda do elétron em uma rede
periddica de dtomos [9], em que a ressonancia paramétrica leva a teoria de bandas em se-
micondutores [10]. Oscilacdes paramétricas também ocorrem na andlise da estabilidade do
péndulo invertido, de navios, baldes e para-quedas [1]. Recentemente, as equacdes do OHPF
tém sido utilizadas para modelar sistemas de escala microscopica ou nanoscépica tais como
guias de fons quadripolares e armadilhas de ions de Paul [11], magnetometria [12], cavida-
des opto-mecanicas [13] e sistemas micro-eletro-mecanicos (MEMS) axialmente for¢ados

[14].

Amplificadores paramétricos sao dispositivos que se utilizam da excitacdo paramétrica
para aumentar a resposta devida a uma pequena forca ou tensdo ac externa aplicada [15].
Eles foram concebidos para detectar pequenos sinais e para aumentar a resposta dinamica
de um oscilador para pequenas excitagdes harmonicas, podendo melhorar a sensibilidade de

um sensor na detec¢cao de pequenas forcas mesmo quando dominadas pelo ruido [16].

Os MEMS tém sido largamente utilizados em varias dreas da nanotecnologia, tais como
em sensores de massa ou for¢as e na microscopia de for¢ca atomica [17]. A amplificacao
paramétrica degenerada (proximo a sua principal ressonancia) € utilizada para melhorar a
sensibilidade das medidas reduzindo o efeito do ruido [18]. Nesses sistemas, normalmente o
oscilador paramétrico (ou ressonador) € representado pela deflexdo maxima do modo funda-

mental das vibracdes [19]. No caso da haste presa duplamente nas pontas e axialmente exci-



tada, o grau de liberdade representa a quantidade de deflexao do ponto médio de equilibrio

da barra [20].

Com o uso da amplificagdo paramétrica, Stowe et al [21], alcangaram uma resolu¢do na
medida de forgas de 5.6 x 10~ 18N tendo uma sensibilidade na medida de massa de 10~12g.
Rugar e Griitter [16] procurando meios de reduzir o ruido térmico e aumentar a precisao
na deteccdo de ondas gravitacionais, utilizaram técnicas de perturbagdo para obter o ganho
paramétrico linear, quando se depararam experimentalmente o squeezing termomecanico
em quadratura. O fendmeno nao foi analisado teoricamente levando a outras investigacoes

posteriores [20].

DiFilippo et al [22, 23] tentaram explicar esse fendmeno utilizando uma distribui¢do
gaussiana térmica de estados iniciais que evoluiam deterministicamente. Nessa evolugao,
eles obtiveram a amplitude do squeezing do sinal e observaram uma defazagem mais ele-
vada. Na Ref. [23] eles propuseram um modelo tedrico para explicar o squeezing ter-
momecanico, no entanto, os parametros do sistema foram escolhidos para estar dentro da
zona de instabilidade do oscilador paramétrico. Essa abordagem ndo considera a dinamica
estocdstica na evolugdo dos estados iniciais e também ndo € correta, pois diverge exponen-

cialmente com o tempo.

Na Ref. [24], Almog et al estudando a amplificacdo do sinal no oscilador de Duffing
proximo a um ponto de bifurcagdo obteveram experimentalmente o squeezing nao linear.
Eles criaram um sistema de amplificacdo nanomecanica, que consistia em uma haste mi-
croscopica duplamente presa e excitada capacitivamente por um eletrodo adjacente, mas o

modelo tedrico utilizado nao trata o ruido de uma forma dinamica.

Batista [20] usando uma abordagem com fun¢des de Green, para resolver a equacdo de
Langevin aliadas com as técnicas da média, obteve estimativas analiticas para as flutuacdes
térmicas, fornecendo uma explicacdo para o squeezing termomecanico observado por Rugar

e Griitter [16]. Ele mostrou que o squeezing térmico € um fendmeno da flutuagdo térmica



do oscilador paramétrico na presenca do ruido térmico aditivo. Tal modelo criado foi capaz
de estimar qualitativamente e quantitativamente o aquecimento e o squeezing térmico do
oscilador. Vale ressaltar que este trabalho foi o primeiro a incluir dindmica estocastica em

um modelo tedrico que explica o squeezing térmico em OHPFs na presenca do ruido.

Os limites da amplificagdo paramétrica devido ao ruido termomecanico em sensores de
pequenas massas construido com osciladores nanomecanicos foram estudados por Cleland
[25]. Embora esse trabalho seja bastante amplo, o autor ndo fornece estimativas para a
razado sinal-ruido em amplificadores paramétricos quando se aumenta a amplitude de bom-

beamento préxima a linha de transi¢do da primeira zona de ressonancia paramétrica.

Na Ref. [19] mostramos o efeito da adi¢do do ruido em amplificadores paramétricos
com o objetivo de estudar a eficicia da amplificagcdo paramétrica na presenga do ruido
térmico. O modelo tedrico € baseado em fungdes de Green e em técnicas da teoria da média.
Propomos e calculamos dois tipos de razao sinal-ruido (RSR). O primeiro relaciona a ampli-
tude do sinal com a média temporal da média estatistica das flutuacdes térmicas da posi¢ao
do oscilador paramétrico devido ao ruido térmico. Ja o segundo relaciona a amplitude do
sinal com a amplitude das oscilacdes da média estatistica das flutuagdes na frequéncia do
bombeamento paramétrico. Muito boa concordincia entre as estimativas analiticas e os

resultados numéricos foi encontrada.

Nesta dissertacdo, apresentamos um estudo do oscilador parametricamente for¢ado. In-
vestigamos basicamente o efeito do ruido térmico proximo a primeira zona de ressonancia
paramétrica, mostramos como ocorre o fendmeno do squeezing térmico, aquecimento, amplificagao
paramétrica e, por fim, propomos e calculamos duas razdes sinal-ruido. Vamos mostrar que
podemos melhorar a amplificacdo do sinal mesmo quando o amplificador paramétrico €
dominado pelo ruido térmico. Comparamos com resultados obtidos numericamente € obti-

vemos excelentes concordancias.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira:



Capitulo 2: Realizamos uma revisio sobre sistemas dindmicos lineares. Iniciamos pe-
los sistemas autonomos apresentando o conceito da matriz fundamental, desenvolvemos a
teoria de Floquet para sistemas ndo-autdbnomos com coeficientes que variam periodicamente
com o tempo, obtemos os multiplicadores de Floquet que estao relacionados com a estabili-
dade do sistema, e por fim discutimos sobre a equacdao de Mathieu. Em seguida, utilizamos
para sua solucdo o método de Hill. Apresentamos as funcdes MathieuC e MathieuS, que
sdo solucdes independentes da equagao Mathieu. Essa revisdao é extremamente importante

para o embasamento dos estudos desenvolvidos nos capitulos seguintes.

Capitulo 3: Apresentamos as fungdes de Green, respectivamente, do oscilador harmdnico
e paramétrico. Para o primeiro caso, utilizamos dois métodos: o da transformada de Fourier
e o da integracdo direta. J4 para o segundo caso, obtemos primeiramente duas matrizes fun-
damentais, sendo uma aproximada pelas técnicas da média e outra exata obtida pela teoria
de Floquet. Em seguida, encontramos as funcdes de Green correspondentes para que pos-
samos obter as estimativas das flutuagdes em um capitulo posterior. Por fim, comparamos

com 0 método numérico.

Capitulo 4: Fazemos um estudo da ressonancia paramétrica. Obtemos a linha de
transi¢do da primeira zona de instabilidade por dois métodos aproximativos em 1¢ e 2¢ or-
dem: pela técnica da média e pelo método do balan¢o harmonico. Obtemos também a linha
de transi¢do de forma exata, via teoria de Floquet com as fun¢des de Mathieu. Finalizando,

novamente obtemos também a linha de transicao por meio da integragdo numérica.

Capitulo 5: Inicialmente apresentamos uma revisao da equacdo de Langevin para uma
particula livre em um fluido e estudamos o movimento Browniano devida as flutuacdes
térmicas. Em seguida, estudamos o oscilador harmonico em equilibrio térmico. Por fim,
obtemos estimativas para as flutuacdes térmicas do oscilador parametricamente forcado na
presenca do ruido aditivo, que € um exemplo de sistema fora do equilibrio termodinamico.

Verificamos que o oscilador paramétrico pode aquecer e que a média estatistica de suas



flutuacdes térmicas oscila com o tempo. Provemos estimativas quantitativas para o aqueci-

mento e o squeezing térmico.

Capitulo 6: Aqui estudamos a amplificagdo paramétrica, obtendo uma relacio para o
ganho no oscilador pelas técnicas da média. Em seguida, obtemos o ganho pelo método do
balango harmonico que reforca o método da média. Verificamos que o ganho da amplificacio
do sinal depende sensivelmente da fase entre 0 bombeamento e a for¢a externa ac, como
também da dessintonia entre a frequéncia de bombeamento e a frequéncia natural do oscila-

dor.

Capitulo 7: Aqui apresentamos duas estimativas para medidas da RSR do oscilador
paramétrico. Com os resultados obtidos nos capitulos anteriores, fazemos uma comparagao
entre a amplificacdo do sinal ac externo com a amplificacdo das flutuacdes térmicas quando
o oscilador paramétrico estd sendo bombeado préximo a primeira zona de ressonincia pa-
ramétrica. Observa-se uma forte dependéncia da RSR na fase e também na amplitude de
bombeamento paramétrico. Para alguns intervalos da fase ha um alto RSR, enquanto que
para outros valores de fase a RSR diminui ou permanece o mesmo com o aumento da am-

plitude de bombeamento.

Capitulo 8: Finalizamos o trabalho apresentando nossas conclusdes e pespectivas de

trabalhos futuros.



2  Sistemas dindamicos lineares

Um sistema pode ser definido como um conjunto de objetos agrupados por alguma
interagdo ou interdependéncia, de modo que existam relacdo de causa e efeito nos fendmenos
que ocorrem com os elementos desse conjunto [26]. E dito dinAmico quando algumas gran-

dezas que caracterizam seus objetos constituintes variam no tempo.

A posi¢ao no futuro e no passado de muitos sistemas podem ser previstos até um certo
ponto, pelo conhecimento de sua posi¢do no presente e as leis que governam sua evolugao.
Com a condi¢do de que as leis ndo mudem ao decorrer do tempo, o comportamento € tal que
um sistema pode ser completamente definido por sua posi¢do inicial. Deste modo, a no¢ao
de sistema dinamico inclui o conjunto de suas possiveis posi¢cdes e uma lei de evolugdo da

posi¢do no tempo [27].

O objetivo desse capitulo é estudar os sistemas autdonomos, desenvolver a teoria de
Floquet para sistemas ndo-autonomos com coeficientes periddicos, obter os multiplicadores
de Floquet e, por fim, discutir sobre a equacao de Mathieu e para sua solucao o método de

Hill.

2.1 Equacoes diferenciais autonomas

Podemos escrever solucdes de equagdes diferenciais lineares em termos da fun¢ado ex-



ponencial, que € ao mesmo tempo bem comportada e habitual [28]. Por exemplo, dada a

equacdo diferencial autdbnoma
X = Ax, xeRY (2.1.1)

onde A é uma matriz constante n X n. Com a condicao inicial x(0) = xo, tem solugo

A

x(t) = ¢ xo. (2.1.2)

Portanto, se somos capazes de escrever exponenciais de matrizes, a solugao € simples.

Uma propriedade simples de equacdes lineares é que se x| (¢) e x(#) sdo solugdes, entdo
Axy(t)+ wx;(t) também é uma solug@o, tendo A, u € C [29]. Este principio da superposi¢ao
ndo se sustenta mais em geral para sistemas ndo-lineares, mas tem uma consequéncia im-
portante para sistemas lineares. Se conseguirmos encontrar n solucdes independentes para
a equacao diferencial linear em R”, entdo, qualquer outra solucdo pode ser escrita como
uma combinagdo dessas solugdes [28]. Em outras palavras, se xi(t),...,x,(¢) sdo solu¢des

independentes, a solucdo geral pode ser escrita como
x = D(t)xp, (2.1.3)

onde xp € R" sendo as constantes iniciais e ®(¢) uma matriz n X n cujas colunas sdo as
solugdes x;(t), ou seja, P(r) = [xi(¢),..,x,(t)] e satisfaz a #(0) = [. A mesma é chamada
de matriz fundamental do problema, e ¢’ é simplesmente uma escolha natural da matriz

fundamental para o problema X = Ax [28]. Entao

O(r) = M. (2.1.4)

Para verificar que a exponencial e’ ¢ uma matriz fundamental para a Eq. (2.1.1), onde
x € R" e A é um mapa linear de R” para si mesmo, precisamos definir a exponencial de uma

matriz e estabelecer algumas propriedades.



Definicao 2.1.1.

Admitimos que A é uma matriz n X n com coeficientes constantes, entdo a exponencial
¢! é definida pela série de poténcias
> Aktk

€AIIZ?

k=0

(2.1.5)
A exponencial de uma matriz tem propriedades muito semelhantes a exponencial de um
ndimero real.

Teorema 2.1.1. Seja A uma matriz n X n com coeficientes constantes e x € R". Logo, a

z

solugdo tinica x(t) de x = Ax com x(0) = xq é x(t) = e*'xo.

Prova. Primeiramente note que

Por isso,

e assim e’ é a solugdo da equacdo x = Ax com x(0) = xo. Para provar a unicidade, supo-
nhamos que y(¢) é uma outra solugéo para a equagio diferencial com o mesmo valor inicial,

y(0) = xo determinamos z(¢) = e ~4"y(t), entdo
£ = —AeMy(1) e M(e) = —Ae My(e) + Ae My (1) =0,

ou seja, z(¢) é uma constante. Porém z(0) = y(0) = xg e z(¢) = xo. Deste modo, a partir da
definicdio de z(t), isso implica que y(¢) = e*'xq = x(t), e, portanto, as solucdes sio tnicas.

]

Este resultado mostra que podemos encontrar a solu¢do de equacdes diferenciais li-
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neares por matrizes exponencializadas, mais ndo nos diz como calcular a exponenciais de

matrizes. Se queremos escrever a solugdo explicitamente, devemos tomar a exponencial da

apt
)

matriz. Se A é diagonal, A = diag(ay,...,a,), entdo e’ = diag(e®’,...,e™") e as solucdes

em forma de componente séo x; = e%’x(;, porém, para matrizes mais gerais as solugdes nao

sdo tdo obvias [28].

2.2 Equacoes diferenciais com coeficientes periodicos: te-
oria de Floquet

Para o caso mais facil, supomos que a equacdo diferencial é dada por
x=al(t)x, a(t)=a(t+T), (2.2.6)
quando x € R. Integrando, encontramos que
x(t) = elloals)ds] . (2.2.7)

Por isso ¢(t) = elfoa(s)ds] ¢ 3 matriz fundamental para o problema x(t) = @(t)xo. Agora,

desde que

/OlJrTa(s)ds = /()Ta(s)ds+/T[+Ta(s)ds,

e, usando a periodicidade de a(s), a(s) = a(s+T),

/THTa(s)a’s = /Ota(s)ds,

temos

ot+7)={ew | [ atras| {eww | [[atsras] |
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ou ainda,

et +T)=o(T)o().
Em caso particular

o(nT)=o(T)" neN.

O niimero @(T) = e°T é chamado de multiplicador de Floquet, enquanto que ¢ é cha-

mado de expoente de Floquet [28]. Observe que ¢ é determinado apenas por uma constante

1 ki
— —log (T
0== og¢(T) + T

(2.2.8)

para qualquer inteiro k. Para determinar a estabilidade da origem (que € um ponto esta-

ciondrio) definimos y(7) = @(¢)e°'. Entdo
Y(i+T)=@(t+T)e 2D = p(r)e

desde que @(t +T)e °T = ¢(t). Por isso, y(t) = y(t +T), ou seja, y(t) é periédica e limi-

tada. Assim

x(t) = @(t)xo = y(t)e xo. (2.2.9)

Por isso, se Rec < 0 as solugdes convergem, caso contrario, Rec > 0 as solugdes divergem

[30].

Segundo Wiesenfeld et al [31], a teoria de Floquet é uma teoria tdo quanto mais geral,

pois trata de equagdes diferenciais lineares com coeficientes periddicos do tipo
x=A(t)x, xeR" (2.2.10)

Definicao 2.2.1. A matriz fundamental correspondente a equacdo (2.2.10), obedece a equacdo
® = A(1)® e tem valor inicial ®(0) = 1. ® é uma matriz n x n, cujos os elementos estdo em

R se os coeficientes de A(t) sdo reais [30].



12
Teorema 2.2.1. Considere o sistema linear
X =A(t)x, (2.2.11)

onde A(t) é uma matriz continua n X n e periédica em T. A matriz fundamental ®(t) dessa

equacdo pode ser escrita como o produto de duas matrizes n X n
d(r) = P(r)eP, (2.2.12)

com P(t+T) = P(t) e Buma matrix constante n X n [30].

Prova. Uma vez que hd uma evolugdo temporal, a matriz fundamental admite uma inversa.

Entio diferenciando o operador ®(1)®~!(¢) = I obtemos

dd—!
dt

=@ lpd ! = —d A PD ! = —D71A(®r). (2.2.13)

Diferenciando o operador ®~!(¢)®(t + T') encontramos

%[cb—l O@(t+T) = - Y OA()PE+T)+D H()A(t +T)P(t+T)

= — @ AP +T)+P (APt +T) =0,

implicando que ®~!(¢)® (¢ +T') é uma constante no tempo. Podemos entio escrever ! (£)® (¢ +

T)=ébT.
Finalmente podemos perceber que
P(t+T) =t +T)e BT = (1) e BUHT) = d(1)e ' = P(1).

]

Com isso, encontramos que x(1) = ®(t)xg = ¥; a;e’* P(t)v;, onde A; e v; sdo os auto-
valores e autovetores respectivos de B [28]. Como ®(0) =1 = P(0), entdo P(T) =1 e
O(T)v; = eMTy;, onde ¢*7 sdo os multiplicadores de Floquet, que definem o comporta-

mento do sistema ao longo do tempo [30]. Portanto, se 0 médulo de algum multiplicador
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de Floquet for maior que 1, no sistema (2.2.11), ha instabilidade associada a direcdo do

autovetor correspondente no espaco de fase [26].

2.3 Equacao de Mathieu

Quando equagdes diferenciais parciais como a de Laplace, Poisson e a equacdo de onda
sdo resolvidas com condi¢des de contorno cilindricas ou esféricas, encontramos solugcdes
radiais, que sdo as fungdes de Bessel, e solu¢des angulares, que sdo sen(m¢), cos(m¢) em

casos cilindricos e harmoénicos esféricos em casos esféricos [7].

Quando a condi¢a@o de contorno circular se torna eliptica nesses problemas cilindricos,
somos levados as funcOes de Mathieu, que, portanto, podem ser denominadas fungdes

cilindricas elipticas [9]. A Equacdo geradora dessas fun¢des é dada por
i(t) +[A —2qcos(21)]x(t) = 0. (2.3.14)

Podemos perceber que o autovalor A(g) é uma fungdo do pardmetro continuo ¢ na equacdo
diferencial ordindria (EDO) de Mathieu. Segundo Weber e Arfken [7], é essa dependéncia
de parametro que complica a andlise de fun¢des de Mathieu e as coloca entre as mais dificeis

funcdes especiais usadas na Fisica.

Uma vez que a EDO de Mathieu € invariante sob paridade (r — —t), as fun¢des de
Mathieu tém paridade definida. As de paridade impar que tém periodo 27 e, para g pequeno,
comecam com sen[(2n + 1)¢] sdo denominadas MathieuSy,1(g,7), sendo n inteiro, n =
0,1,2,... Fun¢des de Mathieu de paridade impar e periodo 7 que comegam com sen(2nr)
para g pequeno sdo denominadas MathieuS,,(g,t), comn=1,2,... Jd as fun¢des de Mathieu
de paridade par, de periodo 7, que comegam com cos(2nt) para g pequeno, sdo denominadas
MathieuCy,(g,t), enquanto as de periodo 27 que comegam com cos[(2n+ 1)t], n = 0,1, ...

para g pequeno sdo denominadas MathieuCp,, 11 (q,1).

No limite, onde o parametro g — 0, ou seja, a EDO de Mathieu tornando-se a EDO do
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oscilador harmdnico, as fun¢des de Mathieu se reduzem as fungdes trigonométricas.

A condig¢do de periodicidade @ (¢ +27) = @(¢) é suficiente para determinar um conjunto
de autovalores A em termos de g. Uma analogia elementar desse resultado é o fato de que
uma solugdo da EDO do oscilador harmdnico classico ii(f) + Au(t) = 0 tem periodo 27 se,

e somente se, A = n? for o quadrado de um inteiro.

Queremos mostrar que as funcdes de Mathieu sao:

par em ¢ e de periodo 7 se, e somente se, ¢ (7/2) = 0;

fmpar e de periodo 7 se, e somente se, ¢ (7/2) = 0;

par e de periodo 27, se, e somente se, ¢ (7/2) = O0;

impar e de periodo 27, se, e somente se, ¢, (7/2) =0,

em que ¢ () e ¢»(¢) sdo duas solucdes linearmente independentes da EDO, de modo que
91(0)=1,  ¢:1(0)=0, $2(0)=0,  ¢(0)=1. (2.3.15)

O primeiro caso corresponde a MathieuCs,(g,t), com ¢ (7/2) = —2nsen2nt|,_ pt-=0
paran=1,2,... O segundo € MathieuSy,(q,t), com ¢(7/2) = sen2nt|,_z /5 +---=0. O
terceiro caso é o MathieuC,,1.1(g,t), com @1 (/2) = cos(2n+1)t|,—z/» +--- = 0. O quarto

caso é o MathieuS,,,+1(q,1).

A chave da prova € a abordagem de Floquet para as EDOs lineares de segunda ordem
com fungdes de coeficientes periddicos, tal como a EDO de Mathieu [7]. Se ¢;(7) e ¢(¢)
sdo duas solucdes linerarmente independentes da EDO, qualquer outra solu¢do ¢ pode ser

expressa como

O(t) = c191(t) +c202(2), (2.3.16)

onde c] e ¢; sdo costantes. Agora, ¢ (7 + 27) também sdo solugdes porque uma EDO como
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essa € invariante sob a translacdo t — t 4+ 27 e, em particular,

¢1(t +27) = ar19:1(t) +axa(t),

O2(t +21) = b191 (1) + baa (1), (2.3.17)

com constantes a;, bj. Substituindo a Eq. (2.3.17) na (2.3.16), obtemos

¢(1+2m) = (cra1 +c2b1)91(2) + (c2b2 + cra2) 92 (1), (2.3.18)

em que as constantes ¢; podem ser escolhidas como solucdes das equagdes de autovalor

ajci +bicy = Acy,

a)ci1 +brcr = Acs. (2.3.19)

Entdo, o teorema de Floquet afirma que ¢ (¢ +27) = A¢(¢), em que A é uma raiz da

al—l b1
a by—A

| =0. (2.3.20)

Obtemos um corolario util se definirmos i e y por A = exp(2zp) e y(t) = exp(—ut)d(z),

portanto
y(t+2m) = e e (r+2m) = e M P (1) = y(2). (2.3.21)

Assim, ¢ (1) = eM'y(t), sendo y uma fung@o periédica em ¢ com periodo 27.

Vamos aplicar o argumento de Floquet as ¢y (z + ), que também sdo solu¢des da EDO
de Mathieu porque a ultima € invariante sob a translacao t — ¢ + 7. Usando valores especiais

na Eq. (2.3.15), sabemos que

¢1(t+ 1) = o1 () d1 (1) + 91 () 92 (1),
¢2 (1 + ) = G2 ()1 (1) + G2 () 92 (1), (2.3.22)

pois essas combinagdes lineares de ¢ (r) sao solugdes da EDO de Mathieu com os valores
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0;(t + 1), ¢:(t + ), para t = 0. Por conseguinte
Oi(t+ 1) = Ai¢i(¢), (2.3.23)

em que A; s@o as raizes de

oi(m)—A  ¢a(m)

o1(m)  do(m)—A

O termo constante no polinomio caracteristico € dado pela wronskiano

= 0. (2.3.24)

W (91(2),42(t)) =C, (2.3.25)

uma constante porque o coeficiente de ¢ na EDO angular de Mathieu desaparece, impli-

cando que dW /dt = 0. De fato, usando a Eq. (2.3.15),

W (91(0),62(0)) = ¢1(0)¢2(0) — 1 (0)92(0) =1,

= W(¢i(x),¢2(7)), (2.3.26)

portanto a equacao de autovalores se torna

[01(7) = A] [$2() — A] — ¢2() 1 (7) =0,

A?—[1(m) +¢2(m)] A +1 =0, (2.3.27)

comAi-Ay=1e i+ = ¢1(7) + d ().

Se |A1| = |A2| =1, entdo A} = exp(ict) e A, = exp(—iat), portanto A; + A, = 2cos(a).
Para a0 # 0, 7,27, - - - esse caso corresponde a |¢1 (7) + 2 ()| < 2, em que ambas as solucdes
permanecem ligadas, a medida que t — o em periodos de 7 usando a Eq. (2.3.23). Esses
casos nao resultam em fungdes periddicas de Mathieu, e isso também acontece quando
|91(7) + d2(7)| > 2. Se a =0, isto é, A} = A, = 1 for uma raiz dupla, entdo as ¢; t&m
periodo 7 e |¢; (1) + Dy (7)| = 2. Se o = 7, isto €, A} = A, = —1 for, mais uma vez, uma

raiz dupla, entdo |1 () + ¢ (7)| = —2 e ¢; t8m periodo 27 com ¢; (¢ + ) = —Pi(t).

Como a EDO angular de Mathieu € invariante sob uma transformacdo de paridade t —



17
—t, é conveniente considerar solucdes

0u1) = 5100+ O] 9ult) =5 16()— 6(-1)] 2328)

| =

de paridade definida, que obedecem as mesmas condi¢des iniciais que ¢;. Agora, renomea-
mos ¢, — @1, @, — ¢, considerando que ¢; seja par e ¢, impar sob paridade. Essas solucdes
de paridade definida da EDO de Mathieu sd@o denominadas funcoes de Mathieu e rotuladas

de acordo com a nomenclatura que discutimos anteriormente.

Se ¢y (¢) tiver periodo 7, entdo ¢ (¢ + 1) = ¢ (t) também tem perfodo 7, mais é impar

sob paridade. Substituindo t = —7/2, obtemos

o) (g) — ¢y (—g) S (g) entio, ¢ (g) —0. (2.3.29)

Para vermos que ¢ (¢) tem periodo 7 usamos

G1(t+7m) =c191(t) +c202(2). (2.3.30)

Essa expresdo é valida porque ¢ (f + ) € uma solug¢do de EDO angular de Mathieu. Agora
determinamos os coeficientes c¢;, fazendo r = —m /2, e recordando que ¢; e (]32 sdo pares sob

paridade, ao passo que ¢» e @; sio impares. Isso resulta em

0(3) - an(Z)-cnl)
5(3) = —n () et (3)
Uma vez que ¢ (71/2) =0, ¢»(7/2) # 0, ou o wronskiano desapareceria e resultaria ¢, ~ ¢;.

Dai, ¢; = 1 resulta da segunda equac@o e ¢ da primeira. Assim, ¢;(r+7) = ¢;(¢). Os outros

casos que apresentamos antes podem ser provados de modo semelhante.

As fungOes de Mathieu representam sistemas ortogonais de fungdes [7]. Portanto, para

m, n inteiros nao-negativos, as relagdes de ortogonalidade e normalizacdo sdo

T T
/ MathicuC,,MathicuCyyds — / MathicuS,,MathicuS,di =0 se m #n
r -
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T
/ MathieuC,,,MathieuS,,dt = 0;
-7

T

& 2
/ MathieuCa, |2 dr — /

-7 -7

T
MathicuSs,|2di = sen> 1 / MathieuCo|2d = .
0

Se uma fungao f(z) for periddica com periodo 7, entdo ela pode ser expandida em uma série

de fungdes ortogonais de Mathieu como

l (o]
ft) = anMathieuCO(q,t) + Y [axMathieuCy,(q,1) + b,MathieuSz,(q,1)] ,

n=1

com
1 T
an = f(t)MathieuCy,(g,1)dt n>0;
e
b, = = f(t)MathieuS,, (g,t)dt n>1.
-7

2.3.1 Meétodo de Hill

Com o teorema de Floquet, podemos assumir uma solug¢do em série

w=eMp(t)=e" Z cone?t = Z CopeHt2ni)t (2.3.31)

Nn—=——oo Nn——oo

Quando colocamos essa solu¢do na equacao de Mathieu (2.3.14),

eZil _|_ e—2il X
Y o {(u +2in)? + A —2gq {T] } W F2mi)t — ¢, (2.3.32)

fl——o0

onde obtemos a equagdo

— gean—n + [(1+2in)* + 4] c2n — gcansa = 0. (2.3.33)
multiplicando por i2 = —1, e em seguida dividindo pelo termo do meio
q q

5 Cn— — =0. 2.3.34
(Gn— i A 2+ + Gn—pi)? =42+ ( )
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Vamos agora definir

q

Os coeficientes, ¢; tem solugdes nao triviais quando o determinante infinito A é nulo

r, 1 I',
A(ip) = Ihb 1 Ty =0. (2.3.36)
L 1 Ip
Considere a fungao
1

A_

= . 2.3.37
cos il — cos T/ A ( )

Tal como nosso determinante, A tem um pélo simples em um A = (2n — pi)?, de modo que

a funcao
E=A(in) — kA, (2.3.38)

ndo tem singularidade se k for escolhida corretamente sendo ligado ao infinito [32]. O
limy o A(ui) = 1, uma vez que as fungdes I'y, desaparecem no infinito, restando apenas
os termos da diagonal e limy . A(1i) = 0 pois o cosh € infinito no limite. Pelo teorema de
Liouville (de cdlculo complexo) [7], isso limita a uma constante, € sempre uma constante.

Por isso temos
K= ——F7F—. (2.3.39)
Em seguida, consideramos o caso em que 4 = 0 e encontramos
A(ip) —1
K = (A(0) —1)(1 —cos TVA) — ——=@0-na —cosmVA).  (2.3.40)

Em seguida, suponhamos que u € escolhida para satisfazer a nossa exigéncia de que o
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determinante € nulo. Assim
1
cos il —cos TVA = (1 —A(0))(1 —cos TVA) — i = Ecos_1 (1 —A(0)(1 —cosn\/x)) .

Lembrando que nossa solugéo é da forma w = e*' ¢ (¢), com ¢ (¢ +T) = ¢(¢). Esta solugdo
decai monotonicamente a zero quando U tem parte real negativa. A transicdo de estabilidade

para a instabilidade ocorre quando p cruza o eixo imaginério [32], caso em que temos

o= j:%cos_l (1 —A(0)(1 —coshmy/a)). (2.3.41)



21

3  Funcoes de Green

Na matemética, uma funcdo de Green é um tipo de funcdo usada como nicleo de
um operador linear integral na resolucdo de equagdes diferenciais ndo homogéneas com
condi¢Oes de contorno especificadas [33]. Tecnicamente a fun¢do de Green de um operador

linear .Z; € qualquer das solugdes de
LGt =6(@—1),

onde o §-Dirac pode ser pensada como uma generalizacdo da delta de Kronecker para o caso
continuo [7]. Toda funcdo que obedece essa relagdo recebe o nome do matemaético britanico

George Green (1793-1841), que desenvolveu o conceito em 1830.

Neste capitulo temos por finalidade obter as fun¢des de Green do osciladores harmonico

amortecido e do oscilador parametricamente forcado.

3.1 Oscilador harmonico

Consideremos a equagao de um oscilador harmonico for¢ado como sendo
£(t) + yi(t) + @dx(t) = F (1), (3.1.1)

onde Y € o coeficiente de friccao, wy a frequéncia natural do oscilador (positiva e constante)

e F(t) é uma forca externa dependente do tempo. Nesta se¢do vamos obter a fungio de



Green por dois métodos: pelo método de Fourier e pelo método da integral.

3.1.1 Meétodo de Fourier

Assumimos que a for¢a F(¢) tem uma transformada de Fourier,

lkl‘ F

b= e
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(3.1.2)

Com isto, estamos supondo que F(¢) é nulo para |¢| grandes. Isso juntamente com a presenca

do amortecimento torna razodvel supor que x(¢) e sua primeira derivada vai a zero para

longos |¢|, e, portanto sua transformada de Fourier existe [34]. Assim:
/ 1)+ yi(t) + wdx(r)]e™ dt.
\/ 2

Admitimos que

Logo

2
t .
x(2 )e’k’dt +

t) A
d( ) Mt 1 wRi(k) = F (k).

vl vl

Integramos a primeira por parte uma vez e obtivemos

/00 dz'x( ) lkl‘dt |:d'xei l‘:| = dx d lkl‘ dt lk/ lkldt
. - a4

dr? dt w dt dt

Assim a Eq. (3.1.5) se torna
(y—ik) [= dx 24 A
W/_ Ee dt + (DO.X(k> = F(k)

Resolvendo a integral usando as condi¢des de contorno, obtemos

1= dx g, ik L
— —e™Mdt = — x(t)e™dt = —ik&(k).
vV 27'[ —o0 dt A/ 27‘[; — oo

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)
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Dai a Eq. (3.1.7) se torna

3

(k> — ivk+ w32 (k) = F (k). (3.1.9)

Desde que (—k* — iyk + ®3) ndo tenha zero no eixo real

A

F(k
x(k) = ( ) 77 (3.1.10)
(—k> —iyk + o)
e pela transformada de Fourier
k) —ikt
x(t) e "dk. 3.1.11

Usando a definigdo de F (k), obtemos

e ik(t— t')
dk. 3.1.12
27r/ / - —zyk+w0) ( )

Com a combinagdo linear da solucio homogénea, podemos obter uma solugdo geral:

x(t) :xh(t)+/Zdt’G(t,t’)F(r’). (3.1.13)

sendo

efik(tft/)

1 (o]
G(t,t dk. 3.1.14
(r.1) = Zn/ (—k? —ivk+ @}) ( )

Para as duas solugdes lineares independentes da equagao homogénea, encontramos que
xp(t) = Ae”¥'sen(pt) + Be ™2 cos(pt), (3.1.15)

onde A e B devem ser escolhidos para satisfazer as condi¢des de contorno e p? = a)o e /4.

Vamos agora calcular a fungdo G(z,). Primeiro escrevemos

Gt 1) = —— /m 0 (3.1.16)
T 21 e (k=K ) (k— ko) o

onde k; = p —iy/2 e k, = —p —iy/2. Vamos supor que pela definicdo @y > /2, mas isso

nao € uma forma essencial para o que se segue. O fato importante sobre kj e k> € que suas
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partes imagindrias s3o sempre negativas.

Realizamos a integral em um plano complexo cujo contorno pertinente sera chamado de

C, sendo executado ao longo do eixo real de —K para +K e em seguida, fechamos na parte

inferior do plano com semicirculo de raio K sobre a origem (Fig. 3.1).

L.

Figura 3.1: Contorno utilizado na avaliacdo da func@o de Green para o oscilador harmonico

amortecido.
Vemos que, quando  — ¢’ > 0, este é o contorno apropriado, pois se  —t' < 0 0 contorno

adequado serd o semicirculo superior do plano. Logo:

) = —2 e M) dk 3.1.17
) = _Efc(k—kl)(k—kz) G117
o iK(1—t")e"

1 K e—ik(t—t/) 1 _r
= —5 dk— —— : _
27 /_K (k—k1)(k—k2) 27:/0 (Ke'® —k1)(Ke' —kz)

iKed¢.

No primeiro termo do lado direito da Eq. (3.1.17), a integral € tomada ao longo do eixo real.

Ja no segundo, integramos ao longo do semicirculo de raio K, em que

k=Ke'" dk = iKe"d¢ (3.1.18)

onde ¢ € avaliado de 0 a —m. Agora vamos admitir que K, o raio de contorno, é muito
grande. Entdo, desde que as partes imagindrias de k| e k; estejam na parte inferior do plano,

o contorno C engloba ambos, podendo avaliar a integral pelo Teorema dos Residuos [33].

Assim
e*ik[([*l/) e*ikg(l‘*l‘/)

e ik(t—1")
dk=(—1)2mi
(D@ Y T h

—2nl(t,¢') = lim c (k—ki)(k—k)

K—o0

O fator (—1) entra pelo fato do contorno ser fechado na parte inferior do semi-plano, e feita
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no sentido horario. Logo
1 /
1(t,7) = Ee—ﬂf—f Jsen[p(t —1)]. (3.1.19)

Como K — oo, 0 primeiro termo do lado direito da Eq. (3.1.7) torna exatamente G(z,t").

Contudo
1 '
e 20 senp(t —1')] = G(1,1') + lim H, (3120
P K—o0
onde
1 /- o—iK(1—1)e? 0
o L . . iKe'®do. 3.1.21
27r/0 (Ke'® —kp)(Ke® —ky) ’ ( )

Com K — oo essa integral desaparece pelo lema de Jordan. Por isso

G(1,1') = %eg(”/)sen[p (t—1)], se t>1 (3.1.22)

Agora se t < t/, o argumento falha porque as integrais envolvidas em I crescem expo-
nencialmente. Neste caso, teriamos que escolher uma linha de contorno que se fecha no

semi-plano superior. SO que nesse contorno ndo vai existir singularidade, de modo que
G(t,t') =0, se t<t. (3.1.23)

Assim, podemos escrever a solucao geral da Eq. (3.1.1) como

1 /
x(t) = xp(1) + %e—ﬂf—f Jsen[p(t —t')|F(')dr’, (3.1.24)
Iy

onde 7y € o tempo em que as condi¢des iniciais sdo aplicadas. Note que na Eq. (3.1.24)
o termo envolvendo a integral desaparece em ¢t =ty bem como a sua derivada. Assim, os
coeficientes A e B, usados na Eq. (3.1.15), sdo determinados a partir das condi¢des iniciais,
x(t9) = xo e x(fy) = %o, da mesma forma que seria se ndo houvesse nenhum termo nio

homogéneo presente.
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3.1.2 Meétodo da integracao

Olhando a Eq. (3.1.17) podemos perceber que G(z,#') tem uma estreita semelhanga com

a solugdo da equacao homogénea

d*x  dx )
W—H/Z—f—a)ox:O. (3.1.25)

Na verdade, se considerarmos G(z,#") como uma fung¢do dependendo apenas de ¢ parat >/,
ela pode ser reescrita por uma combinacdo linear das solucdes da parte homogénea. Desta

forma, os coeficientes desta combinac¢@o depende apenas de ¢/,
G(t,1) = a(t')e *'sen(pt) + b(t')e~ 2 cos(pt) (3.1.26)

onde
e3! i
a(t') = — cos(pt’), b(t') = ———sen(pt').
P P
Em todas as partes, exceto em t =t’, G(z,1’) deve satisfazer a Eq. (3.1.25). Logo para

t >t a fungdo de Green é uma combinagdo linear das duas solugdes da Eq. (3.1.25).

Voltamos para o caso da Eq. (3.1.1). Supomos que xi(¢) e x»(¢) sdo duas solucdes
linearmente independentes de

Zix(t)=0.

Queremos resolver

d*G(t,t")  dG(t,t'
ZG(t,1) = , )—|-y ¢, )+w§G(t,t’) =8(—1). (3.1.27)
dr? dt
Parat > t/, escrevemos
G(t,t") = a1 (t)x1(t) + ax(t)xx (1), (3.1.28)

eparat <t',G(t,t') =0. Emt =1 G(t,t') deve ser continua. Se ndo fosse, dG/dt conteria
o 8-Dirac e portanto d>G/dt? conteria a derivada da mesma. No entanto, o lado direito da

Eq. (3.1.27) existe apenas um 6 (7 — '), entdo podemos inferir que de fato G(z,') é continua
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emt =t [34].

Através de uma integracdo por partes em ambos os lados da Eq. (3.1.27), partindo de

t =t — ¢ até t =1’ + €, podemos concluir que

’+e 2G(t.1' '+e dG(t.1' t'+e
/ #dt —l-y/ Mdt-& wp G(t,t)dt = 1.
t'—¢ dt t'—¢ dt t'—¢

Uma vez que G(¢,t’) é continua em ¢t = ¢’ 0 dominio de integra¢do pode ser feito arbitraria-

mente pequeno, logo o dltimo termo do lado esquerdo desta equacdo desaparece. Assim

{ {%f;f')} e N {%ﬁ’ﬂ)] ,/_g} +y7[G(' +e,i')-G(i'—e,i)] =1

Como G(z,") é continua em 7 = ¢, o segundo termo do lado esquerdo desaparece, ficando

apenas com

dG(t,t) dG(t,t) B
{ dt :|t’+8 N { dt :|t’—8 -t (3129

A partir da continuidade de ¢t = ¢/, obtemos
a1 (t)x1(t") +ax(t)x(t') =0,
enquanto que da Eq. (3.1.29), extraimos
ar (a1 (1) +ax ()i (1) = 1.

Com isso,
X2 (t/)

a1(l‘/) = —W, az(t/) =

onde W (¢') é o Wronskiano de x; (') e x,(’), definido por

Colocando os resultados acima na Eq. (3.1.28), vemos que,

xa(1)x1 (1) —x1(1)x2 (1) /

G(t,t') = W , t>t. (3.1.30)
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Este resultado é vadlido mesmo quando y = ¥(t) e wy = wy(t) [34].

3.2 Oscilador parametricamente forcado

A fungdo de Green da Eq. (2.2.11) pode ser obtida a partir do operador H(t,t') =

®(t)®!(¢'). Uma solugio ansatz é x(t) = H(t,t')x;, onde, por exemplo

()

sdo as condicdes iniciais para a fun¢do de Green de um oscilador. Podemos constatar que
essa solucao proposta é de fato correta, pois obedece a Eq. (2.2.11) com a condic¢ao inicial
x(t") = x;. Pela unicidade da solugdo da Eq. (2.2.11), podemos concluir que essa € a tinica

solucdo e que G(t,t') = Hy(t,1').

Nesta se¢do vamos obter a fun¢do de Green da equacgdo do oscilador parametricamente

for¢ado (em formato adimensional) que € dada por
(1) + 03x(t) = —yi(t) + F, cos (2wt )x(t). (3.2.31)

Primeiramente iremos obter de uma forma aproximada pelo método da média. Em seguida,
de uma maneira exata utilizando as funcdes de Mathieu e, por fim, pela integracao numérica

utilizando o algoritimo Runge Kutta 4.

3.2.1 Meétodo da média

Partimos do pressuposto que ¥y e F, ~ O(¢€), onde € < 1. Querendo aplicar o método
de perturbacdo [20], podemos escrever a Eq. (3.2.31) de uma forma mais adequada para
a aplicacdo do método da média com a notagdo Q = wg — ®?, onde Q ~ O(¢). Com essa
substituigdo obtemos ¥(t) + @%x(t) = —Qx(t) — y¥(t) + F,cos(2mt)x(¢). Ainda podemos

reescrever a Eq. (3.2.31) em forma de um sistema de equacdes diferenciais, X =y, y =
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—@%x(t) + f(x,3,1), onde f(x,y,t) = —Qx(t) — yi + F,cos(20t)x(t). Logo

) R [ XGPS R

¥ —0* 0 y foont) ) -

X = <x ); A= < 0 1 ); T(x,y,7) = ( 0 ); (3.2.33)
y _0)2 0 f(X,y,t)

encontramos que
X = AX +T(x,y,1). (3.2.34)
Fazendo a seguinte transformacao
X = P(1)éP X, (3.2.35)
onde a matriz fundamental do sistema, ®(¢) = P(t)e?, tem a seguinte propriedade

O(t) =AD(tr) ®(0) =1, (3.2.36)

o=y %) (V)
e’ Xy = ) (3.2.37)
0 —w \%

Podemos inferir que a matriz periodica do sistema é dada por
1
cos(wt --sen( ot
P(t) = ( (@) gsen(@) ) , (3.2.38)

—wsen(wt) cos(wr)

e mais [20]

(x ) _ < cos(t) —sen(wr) ) ( U ) ‘ (32.39)
y —wsen(wt) —amcos(wt) 1%
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Substituindo a Eq.(3.2.39) em (3.2.34), encontramos
U B cos(wt) —Lsen(or) 0 -
1% —sen(wt) —+cos(wt) flxyt) )’

_ ( —gsen(@n)/(xy ’t)) ) (3.2.40)

—% cos(@t) f(x,y,t

Aplicando o método das médias em primera ordem

( ) ) _ ( (sen(@1)(x,3.1)) ) | G241)
V) @\ (cos(@r)f(x, 1))
em que filtramos os termos oscilando em 2 e 4®, obtemos
= Fy
h=—5 [ya)qu <Q+ > ) v] : (3.2.42)
S —Q-i-@ + Y0 (3.2.43)
V=55 o )u yov|, 2.

onde U (t) e V(¢) foram substituidas por suas respectivas médias u(t) e v(¢). Resolvendo as

Egs. (3.2.42) e (3.2.43) obtemos

u(t) = e ' (?) vosenh(kt) + ug cosh(Kt)— : (3.2.44)
v(t) = e 2 -vo cosh(kt) + <@) uosenh(Kt)- ) (3.2.45)

com kK = +/B?— 062, onde f = —F,/40 ¢ § = Q/2®, e mais, para r = 0 temos ug € vo.
Podemos ainda reescrever as equagdes acima na forma
u v cosh(kt) (@) senh(k7) uo
—e 2! B . (3.2.46)
% (T) senh(k7) cosh(xt) Vo

Parar = 0aEq. (3.2.35) se torna

(x‘)):(l 0 ><”O> (3.2.47)
Yo 0 —w Vo
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Substituindo a Eq. (3.2.47) na (3.2.46), encontramos que

< : ) on [ cohte) = (5 senh(xn <XO ) (3.2.48)

<ﬁ+8> senh(k7) —acosh(Kt) Yo

Das Egs. (3.2.37) e (3.2.48) infere-se que

cosh(kr) —1 (@) senh(Kt)

, 3.2.49
- <B+5> senh(k7) cosh(kr) ( .

€ mais

onde ®(¢) serd dada por

¥

D(t)=e 2" x
( cos(@t)cosh(kt) — ﬁ+55en(a)t)senh(lct) o ﬁcos(a)t)senh(lct) —sen(cot)cosh(rct))

%cos((ot)senh( 1) — wsen(wt) cosh(kr) %sen(a)t)senh(m)+cos(a)t)cosh(1<t)

(3.2.50)
A solucao homogénea aproximada serd
0
xp(t) =~ e 1! Kcos(a)t)cosh(lct) — B: sen(a)t)senh(lct)) X0
0P 1
ok cos(@t)senh(xt) + Bsen(a)t) cosh(kt) | yo| - (3.2.51)

A funcdo de Green aproximada é dada por

G(t.l) ~ e V-2 [_%cos(wt)cosh[lc(t—t’)]sen(a)t’) _

B+o
K

o sen( @t )senh([k(t —t')]sen(wt’) + %sen(a)t)cosh[lc(t—t’)] cos(wt’)} :

cos(wt)senh[k(t —t")] cos(wt")

que satisfaz a equacao

2
Bﬂ + a)o + }/5 — F,cos(2wt) G(t,t')=6(t—1), (3.2.52)
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em O(¢g) [20].

Se |B| < |8| a respectiva fun¢do de Green serd, usando as respectivas relacoes trigo-

nométricas
/ | O T / / 0 ! !
G(t,t") =~ P 2(=1) {cos[|1<|(t—t )]sen[w(t —1")] + Wsen[|1{|(t—t )] cos[o(t —1")]
— %sen[hd(t —t")]cos[(t +t’)]} . (3.2.53)

Se fizermos a seguinte troca de varidvel ¢’ =7 — 7, a Eq. (3.2.53) se torna

G(t,t—1) =~ %egf {cos(]K|’L’)sen(0)‘L’) + isen(]K|’L’) cos(@7T)

K]
- Esen(\ K|T)[cos(2t) cos(wT) + sen(2wr )sen(@7T)] } . (3.2.54)

K]

Se F,, = 0 e ® = @y, a fungdo de Green se torna

1 /
G(t,1') ~ —e 20 senfan(t — 1)) (3.2.55)
o
e a solu¢do homogénea
e Yo
xp(t) = e 2" |xpcos(wpt) + asen(a)ot) ) (3.2.56)

3.2.2 Solucao exata

Fazendo x =y, podemos reescrever a Eq. (3.2.31) de uma forma matricial

X 0 1 X
— : (3.2.57)
( y ) ( —w§+chos(2wt) —y) ( y )

cuja solugdo € dada por
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Admitindo que

4 2 F
Ce(t) = ¢ ¥MathieuC (u P a)t), (3.2.58)

2
0 —
407 207
4w —y* F
Se(t) = e~ 'Mathieu$ <ETZY p a)t) , (3.2.59)

a matriz fundamental serd dada por

Ce(t) + 25 Se(t)

20

1
1 wSe(r)
cp(;):ez<y1' 7 ; yw | o )
T [5Se(r) — Ce(t)] — &Se(r) +Ce(r) —55Se(t) + 5Se(r)
A funcdo de Green que satisfaz a Eq. (3.2.52) é dada por

G(1,') = %eg (=) {Se(r)Ce(t') — Ce(t)Se(r') } . (3.2.60)

MathieuC(0.8, 0.06, 1) MathieuS(0.8, 0.0, t)

MM” MM

0.5
0.5

-0.59

| /| UU I | u“u 1

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t

Figura 3.2: Fun¢des de Mathieu MathieuC(0.8,0.06,7) e MathieuS(0.8,0.06,7) que estdo
presentes no programa MAPLE.

3.2.3 Método numérico

Nos vérios quadros da Fig. (3.3) mostramos algumas funcdes de Green com tempos
iniciais. Elas sdo espacadas verticalmente de forma homogénea dentro de um periodo de
7/, para uma melhor visibilidade. Todas as fungdes de Green sdo assintoticamente nulas

quando t — oo. Os resultados numéricos foram obtidos via integracao numérica pelo método
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RK4 com um intervalo de tempo de integrag¢do dado por 7/(512m).

Green functions

) =03 Numerical
Analytical -

(\/\/\/IV\/\/I\~ X .
80 100

Figura 3.3: Comparagao entre o resultado numérico fornecido pela integracdo numérica da
Eq. (3.2.31) e os resultados analiticos aproximados pela Eq. (3.2.52). Os valores iniciais da
fungdo de Green sdo G(t.t') = 0e (d/dt)G(t,t') = 1.0 quando t =1’ + 0. Os parAmetros

fixos de movimento sio F, = 0.15, y=0.1, @y = 1.0.
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4 Ressonancia paramétrica

Ressonancia € a tendéncia de um sistema a oscilar em maxima amplitude em determi-
nadas frequéncias, conhecidas como “frequéncias ressonantes” [35]. Nessas frequéncias,
até mesmo forgas periddicas pequenas podem produzir vibragdes de grande amplitude, pois
o sistema armazena energia vibracional [36]. Este fendmeno ocorre com todos tipos de

vibra¢des ou onda: mecanicas, eletromagnéticas, e fungdes de onda quantica [10].

O fendmeno de ressonancia paramétrica € a oscilagdo em frequéncias associadas a
harmoénicos, que sdo dadas por @ = 2@y /n, com n = 1,2,... A primeira ressonincia pa-
ramétrica é mais evidente o aumento da amplitude [4]. A propriedade marginal de instabili-

dade € o expoente de Floquet nulo e, portanto, a solu¢do é periddica em 7.

Neste capitulo temos por objetivo encontrar a linha de transi¢ao entre as zonas de estabi-
lidade e instabilidade do oscilador paramétrico. Iremos obter isso de vérias forma: exata uti-
lizando os multiplicadores de Floquet; outra pela teoria da média; uma terceira pelo método
do balango harménico. Por fim, comparamos esses resultados com a linha de transi¢dao

obtida pelo método numérico.

4.1 Limite entre zonas - teoria da média

Nasecdo (3.2.1) obtivemos, em primeira aproximacao, a matriz fundamental da equacao
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que descreve o oscilador parametricamente forcado pelo método da média, dada pela Eq.
(3.2.50). Para calcular os multiplicadores de Floquet que foram definidos na secdo (2.2),

resolvemos a equagdo caracteristica
det (®(T) — AL) = det (7 —AI) =0, (4.1.1)

onde I é a matriz identidade 2 x 2 e A € o autovalor correspondente. Assim, da Eq. (3.2.50),

obtemos

—cosh(kT) — AetT < <$) senh(kT)
o ([3+5> senh(kT) —cosh(kT)—Ae?”

K
de onde encontramos a seguinte equagdo quadratica em A
" 2% +2¢37 cosh(kT)A +1 =0, (4.1.2)
cuja solugdes sao dadas por

Ay = —e(—3ER)T (4.1.3)

Quando pelo menos um desses multiplicadores tem mddulo € igual a um, encontramos a

primeira zona de instabilidade paramétrica [20]. Ela é dada por

(yo)* = (F,/2)* — Q. (4.1.4)

Querendo ir para uma aproximac¢do de segunda ordem, devemos voltar a matriz da

(v )-mren(V)
| =DF(U,V,1) : (4.1.5)
14 14

onde o Jacobiano é dado por

| ( DF, DF
DF(U,V,t)=——< ! 12>,

transformacao (3.2.41)

20 \ DF, DFy
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com coeficientes

F
DFy,, = j/a)(l—cos(Zw))—Qsen(2(x)t)+7psen(4a)t);
F
DFj, = —Q(l—cos(Zcot))—l—Tp(l—2cos(2wt)+cos(4a)t))—|—]/a)sen(2wt);
F
DF; = —Q(l+cos2wr)) + EP(I +2cos(wr) + cos(4wt)) + yosen(2wr);

F
DF,; = Qsen(2wt)+yo(l+cos(2wt)) — Tpsen(4a)t).

Adimitimos agora que U (¢) e V(¢) varia respectivamente pela transformagao

< v ) - ( utW > (4.1.6)
\% v+ W,

onde u, e v sdo dados pelas Eqgs. (3.2.42) e (3.2.43). Conforme o teorema da média que

demonstramos no apéndice (A), o vetor W obedece oW (u,v,t) = g(u,v,t), onde
1= —
g(l/l, v? ) 20) X
[(Q+ Fp)v+ wyu] cos(2mwt) + (Qu — yowv)sen(2wt ) —
[(Q—F,)u— @yv|cos(2wt) — (Qv+ ywu)sen(2mt) —

Ap6s a integracao encontramos

0|5 1|5

[vcos(4wr) +usen(4wt)]
[ucos(4wt) —vsen(4wt)] .

1
W(H,V,t) = 4—(02 X

< [(Q+ F,)v+ oyulsen(2wt) — (Qu — yowv) cos(2wt) — % [vsen(4wt) — ucos(4wt)] )
[(Q—Fp)u— ayv]sen(2mwt) 4 (Qv+ you) cos(2wt) — % [usen(4o1) + veos(4ot)] |’

em que as constantes de integracdo sdo definidas como zero. Pelo teorema da média em

segunda ordem

DF(U,V,t)W(U,V,t) =

1 ( —YOF, _YZwZ—Q(Q‘FFp)_sz/S)(“)

8w’ Yo>+Q(Q—F,)+F2/8 YOF, v



38

assim, podemos obter as equagdes

, 1| F, F, P QQ+F,) F?
= - __r Q+-L_ £ _ —
! 20 }/((o 4w>u+( T3y 4> 22 )|’
1 F, 7 QQ-F,) F? F
) = — || -Q+L+ L P p r _
v 0 < t Tt T agr Ty it 0t i)Y

Quando o determinante do Jacobiano do sistema acima € nulo, encontramos os pontos

cuja a solugdo € periddica, ou melhor, a linha de transi¢@o entre as zonas estavel e instavel

F2
yz <w2— 16Z)2> _ “4.1.7)
(Q_i_ﬂ Y QQ+F) sz >< F, v QQ-F) FP2 )

Q-2 L
+2+4+ 4m? Jr32(1)2

2 4 402 w2

Na Fig. (4.2) obtemos excelentes concordancias entre as estimativas dadas pelo método

da média e pela integragdo numérica da Eq. (3.2.31) de periodo 27/ m.

4.2 Limite entre zonas - método do balanco harmonico

Este método possui a forma mais simples e direta de aplicacdo [37]. Admite-se uma
solucdo periddica dada por um somatério de harmonicos, incluindo-se um termo constante,
tal qual a série de Fourier expressa da seguinte forma

x(t) = i cre* ! (4.2.8)

k=—oo
Como x(t) € R, os coeficientes c_; sdo complexo conjugados dos c¢. Substitui-se entdo
esta solucdo na equacgdo diferencial (3.2.31). O passo seguinte € obter o coeficiente de
cada harmonico em (4.2.8) e fazer o “balanco” dos harmdnicos resultantes, isto €, igualar
os coeficientes do lado esquerdo com os do lado direito da equagio, pois a base {e/*®'} &

linearmente independente.
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Supondo uma solucao periédica em primeira aproximagao
x(1) = ce'® + c*e P 4 ¢y, (4.2.9)
em que excluimos os termos contendo 3®, 5@, - - -, encontramos que

Q+i . 0
e ; ‘)= . 4.2.10)
-7  Q-iyo c* 0

Esse sistema tem soluc¢des nao triviais se

Qt+iyo  —=% _o
—% Q—iyow '

A solucao desde determinante € a primeira aproximagdo para a primeira ressonancia pa-

ramétrica

(yo)? = (F,/2)* — Q2. (4.2.11)

Esse resultado foi obtido na secdo anterior nos mostrando que a técnica da média tem

uma intima relacdo com o método do balango harmonico.

Se supormos um outro ansatz de solucao periddica em segunda aproximacao

x(t) = ce'® 4 cFeTIO 4 oq B0 4 c}ke_’sw’ + o, (4.2.12)
e excluindo os termos contendo 5@, 7, - - -, encontramos que
Q+iyw —% —% 0 c 0
-2 o-iye 0 . | _ |0
. 0  (Q—80)+i3y0 0 3 ol
0 L 0 (Q—8w?) —i3yw ¢ 0

Q+iyw —% —% 0
—% Q—iyow 0 —% _0
-5 0 (Q—80?)+i3yw 0 '
0 . 0 (Q—80?) — i3yw
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De forma andloga, solucdo desde determinante € a segunda aproximacao para a primeira

ressonancia paramétrica

4 2
(%) - %’[(Q —80°)Q — 370 +

& ot (B

5 ) |- 8w*)* + 97 w*] =0.

(4.2.13)

A medida que aumentamos a ordem das aproximacdes podemos observar na Fig. (4.1) que

os resultados se tornam melhores, convergindo para o resultado exato.

4.3 Multiplicadores de Floquet

Os multiplicadores de Floquet definem o comportamento do sistema ao longo do tempo
[30, 28]. Se o modulo de algum multiplicador de Floquet for maior que 1, ha instabilidade
associada a alguma direcao do espaco de fase. Para calcular os multiplicadores de Floquet,

resolvemos a equagao caracteristica
det (®(T) — Al) =0, (4.3.14)

onde T é a matriz identidade 2 x 2 € A € o autovalor correspondente com periodo 7.

Para a matriz fundamental dada pela Eq. (3.2.60), obtemos

Ce(T) + LSe(T) — Lei” LSe(T)
Y[LSe(T) — Ce(T)] — LSe(T) +Ce(T) —oLSe(T)+ LSe(T) — AebT

2m

:O’

de onde encontramos a seguinte equagio quadratica em A

T2 — eiT {Ce(T) + %s'e(T)} A+ %[Ce(T)s'e(T) —Se(T)Ce(T)]=0. (4.3.15)

As solugdes sdo dadas por

1 _sp 1 1. 7% 4 :
A= e {Ce(T)+wSe(T)i\/{Ce(T)wSe(T)} +wSe(T)Ce(T)}, (4.3.16)
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e quando pelo menos um desses multiplicadores tem moédulo igual a um, encontramos a

primeira zona de instabilidade paramétrica [20, 19].

Na Fig. (4.1) comparamos o limite entre as zonas estdvel e instavel obtido pela teoria
de Floquet com outros obtidos pelo método do balango harmoénico, em primeira e segunda
ordem. Podemos observar que existe uma excelente concordancia entre as curvas proximo

a primeira ressonancia paramétrica.

v=0.1, ©y=1.0
0.7 I\ T
0.6 instavel |

Amplitude de bombeamento F,

05 _
0.4 -
estavel
0.3 | _
0.2 | S ]
balan¢o harmdnico (1&1 ordem) ——
0.1 balango harménico (2 ordem) .
0 . . . teoria de Floquet - .

0.8 085 09 0.9 1 1.05 1.1 1.15 1.2
W/

Figura 4.1: Comparacgdo entre as previsdes pelo método do balango harmonico e a teoria
de Floquet da linha de transi¢ao entre a zona estdvel e instavel do oscilador paramétrico,
proximo a primeira zona de ressonancia paramétrica. A aproximacao de primeira ordem €
dada pela Eq. (4.2.11) e a de segunda ordem € dada pela Eq. (4.2.13). A obtida pela teoria
de Floquet é quando pelo menos um dos multiplicadores de Floquet dado pela Eq. (4.3.16)
tem médulo igual a um e periodo 27/ ®.

4.4 Meétodo numeérico

A linha de transi¢do entre as zonas estavel e instavel é obtida pelo calculo dos multipli-

cadores de Floquet numericamente [19] quando pelo menos um deles tem mddulo igual a
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um.

Na Fig. (4.2) comparamos o limite entre as zonas estavel e instavel obtido pela teoria de
Floquet com os outros obtidos pela teoria da média, em primeira e segunda ordem. Acima
das linhas fica a zona de instabilidade obtida por seus respectivos métodos, enquanto que
abaixo fica a de estabilidade. Podemos observar que existe uma boa concordancia entre as

curvas proximo a primeira ressonancia paramétrica.

0.8
0.7
LI_Q-
o 06 unstable
8
= 05 1
Q
E o4} .
(]
Z 03¢} -
a
0.2 stable .
averaging (1st-order) ———
0.1 ¢ averaging (2nd-order) 1
0 . . numerical . . .
0.8 085 09 095 1 1.05 1.1 1.15 1.2
W/

Figura 4.2: Comparacdo entre as previsdes pelo método numérico e pela técnica da média
da linha de transi¢do entre a zona estavel e instdvel do oscilador paramétrico, préximo a
primeira zona de ressonincia paramétrica. A aproximacdo de primeira ordem € dada pela
Eq. (4.1.4) e a de segunda ordem € dada pela Eq. (4.1.7). Os resultados numéricos sao
obtidos pelo célculo dos multiplicadores de Floquet numericamente quando pelo menos um
deles tem médulo igual a um e periodo 27/ ®.
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5 Equacdo de Langevin

O movimento irregular de particulas microscépicas imersas numa solucdo foi original-
mente observado em 1828 pelo botanico inglés Robert Brown [38]. Ele percebeu que as
particulas em suspensdo adquiriam uma espécie de movimento erritico que posteriormente

ficaria popularmente conhecido pelo nome de movimento browniano [39].

Este movimento pode ser entendido com base numa equacgao diferencial estocéstica to-
mando m como sendo a massa da particula, que estd imersa em um liquido sujeita a uma
forca viscosa (consideramos proporcional a velocidade), e a forcas de carater aleatério de-

vidas aos impactos da particula com as moléculas do liquido [40].

Neste capitulo vamos fazer uma revisdo da equagdo de Langevin para uma particula
livre em um fluido e estudamos o movimento Browniano devida as flutua¢des térmicas.
Em seguida, estudamos o oscilador harmonico em equilibrio térmico. Por fim, obtemos
estimativas para as flutuacdes térmicas do oscilador parametricamente forcado na presenga

do ruido aditivo, que é um exemplo de sistema fora do equilibrio termodindmico.
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5.1 Movimento Browniano

Para o caso mais simples ao longo do eixo x essa equagao serd

dv
—_— = F(t 5.1.1
mdt ov+F(t) ( )
com
dx
= — 5.1.2
V= ( )

onde v denota a velociade da particula e x a posi¢do. Nesta equacdo, a influéncia do meio
sobre o movimento da particula é decomposta em duas partes. Em primeiro lugar existe
uma forca F' = —av que representa uma fric¢do dinamica sobre o movimento da particula,
onde a é o coeficiente de viscosidade do meio. Existe também uma forga aleatéria, F(t),

que possui as seguintes propriedades:
(F(1)) =0, (5.1.3)
pois, em média, a for¢a devida aos impactos das moléculas € nula, e
(F(O)F()) = ad(t—1"), (5.1.4)

pois estamos considerando que os impactos sejam independentes. Quando impomos as
propriedades (5.1.3) e (5.1.4) sob equagdo (5.1.1), a mesma € cientificamente conhecida

como equacgao de Langevin [40].

Dividindo a equacdo de Langevin por m, ela se torna

dv
— == R 1.

onde Y= a/m e R(t) = F(t)/m. A fungdo R(z) é denominada de ruido, sendo também

uma variavel estocdstica, isto €, uma varidvel aleatéria dependente do tempo, que possui as
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seguintes caracteristicas:

(R(t))=0 (5.1.6)

(ROR({)) =T8(t—1), (5.1.7)
onde I' = a/m? [40].

Exemplo 1. A equacdo de Langevin para uma particula carregada em um campo elétrico

externo constante € dada por

W(r) = —w+%+R(t). (5.1.8)

Podemos escrever a soluciao da equacdo acima como

El—¢" !
v(t) = voe T+ L ; + [ R(s)e ") gs. (5.1.9)
0
No limite em que t — oo obtemos
: qE /’ —y(t—s)
1 t)=— R =g 5.1.10
fimv(r) ==+ |, R(s)e s, (5.1.10)

que ap6s uma medida térmica encontramos (v) = gE /my.

A solucdo da Eq. (5.1.5) é dada por:
4 !
V(1) = voe‘Y’—l—/ dt'R(t")e 71, (5.1.11)
0

onde vg é a velocidade da particula no instante ¢t = 0 [38].

Através de uma mudancga de variavel, a funcao de correlagdo de velocidade é dada por
1 , t
(")) = (e " + / ds'R(s")e "= [vge ™" + / dTR(7)e 7)), (5.1.12)
0 0
usando a propriedade (5.1.6), obtemos

(') = (R)e 1+ 4 /O [ /0 " dsde(R(s)R(1))e 1059 (5.1.13)
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Com a propriedade (5.1.7), podemos encontrar que

£.e—Y(f+f’>[e27” —1] (5.1.14)

(ow(e) = () ™+

Por outro lado, o teorema da equiparticao da energia garante que a energia cinética média

de uma particula em movimento corresponde & KgT /2 por grau de liberdade, ou melhor

1 1
Em<v3> = KT, (5.1.15)

onde Kp € a constante de Boltzmann e 7 a temperatura absoluta [41, 42]. Escolhendo

I = 2KpTy/m obtemos as seguintes fun¢des de correlagio

Colt —1') = (w(t)(t)) = %e_w_t/, (5.1.16)

ZKBT’)/
m

Cr(t—1t') = (R(t)R(t")) = S(t—1). (5.1.17)
Esta dltima € conhecida como o teorema da dissipacao [43]. Isto implica que

m
2KpT

Y= /O;dTCR(T)- (5.1.18)

Com o impacto entre as moléculas do fluido e a particula, surgird uma trasferéncia de
energia cinética para a mesma. Por sua vez, essa energia € dissipada devido a forc¢a viscosa e,
ao mesmo tempo tem sua energia modificada. A taxa que a energia € transferida a particula
deve ser igual 2 soma da taxa com que a energia € dissipada e a variagdo da energia cinética
da particula. Esse balanco energético € obtido da seguinte forma. Multiplicamos a equagdo

de Langevin por v, ou seja:

d md , o)
Y= —— = — F
my tv 5 tv Y+ vF (1)

ou
d

e T2> _
dt<2v +VvFy; = VvF(1).
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Tomando a média,

d
E c‘Jl‘Pdis:Pa

onde E. = 5 (v?) é a energia média, Py;; = vF,; = y(v*) é a taxa de dissipagdo de energia, ou

potencia dissipada, e P = (vF'(t)) é a taxa de energia da particula, ou poténcia transferida.

Como resultado da Eq. (5.1.14), podemos inferir que

p Y&l (5.1.19)

m

ou seja, a potencia tranferida € independente do tempo. Note que estamos no regime esta-
ciondrio, entretanto, a variagdo de energia cinética € nula, de modo que P;;; = P, e, portanto

toda energia transferida a particula € dissipada [40].

5.2 O oscilador harmonico na presenca de ruido térmico

A equacdo do oscilador harmodnico na presencga do ruido € dada por
X+ yi+aofx = R(t), (5.2.20)
0 que representa um oscilador sob a acdo de um ruido. A solucdo geral é dada por
x(t) = xp,(t) + /0 tG(t —t"R(t')dt', (5.2.21)

onde x;,(¢) é a solugdo homogénea que é dada pela Eq. (3.1.15) com respectiva func¢éo de

Green dada pela Eq. (3.1.22).
O desvio quadratico médio como uma fung¢do do tempo é dada por

<X2(t)> = 2’}/T/Ot G(f—l/)zdt/ _ 2p_’y2T/Otsin2<p(t_t/»e—?/(t—t’)dt/

T { l—e™" y—e"[ycos(2pt) —2psen(2pt)] }
p? Y 403 '

(5.2.22)
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v=0.1, 0,=1.0, T=1.0
1-2 T T T T T T

0.8 i

0.6 i

<X2(t)>

04 .

0.2 i

O 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70

t

Figura 5.1: Desvio quadratico médio do oscilador harmdnico obtido pela equagdo (5.2.22)
com o banho térmico T = 1. Podemos observar que no limite ¢ — oo temos (x*(¢)) = 1.0.

Ja a velocidade quadrética média € dada por

2
_2yT/ [ G(t—t) } dt'. (5.2.23)

Usando o fato de que (d/0dt)G(t —t') = —(d/dt")G(t —t') e integrando a equagdo (5.2.23)
por partes, onde G(¢,t) = 0, obtemos

2

(1)) =—27T/ dth—t)aa,2 G(t—1"). (5.2.24)

Agora, usando a equacao (5.2.20) obtemos

0A1) = —29T / G —1) {—wg—y%] Gt —1')

= 2wyT / )2dt' = of (x*(1)) (5.2.25)

No limite de t — oo, Obtemos

2
02y = Ry = 21 {l - Lz} —T (5.2.26)
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como o esperado pelo teorema da flutuacao-dissipacao [43].

5.3 O oscilador parametricamente forcado com ruido térmico

Comecamos por adicionar ruido a equacao (3.2.31) e obter
i(t) + ofx(t) = —yi(t) + Fycos(2wt)x(r) + R(z), (5.3.27)

onde R(t) é a fung@o aleatéria dado na se¢do 2.3.1. Usando a fungéo de Green obtida na

secdo (3.2.1) obtemos

x(t) = xh(t)—{—/_;dt/G(t,t')R(t'), (5.3.28)

i) = v(t):vh(t)—l—/;dt'%G(t,t’)R(t/), (5.3.29)

onde x;,(¢) é a solu¢do homogénea que decai exponencialmente com o tempo como vimos
na secéo 3.2.1, e portanto, para um tempo longo x,(z) = 0. Aplicando uma média estatistica

nas flutuacdes dependente do tempo, obtemos

W2(0) = / /w A di" G(1,1)G (1" (R(R(")),

t (o]
= 2Ty/ dr’G(r,r’)zzzTy/ dtG(t,t — 1), (5.3.30)
—oo 0
t 0 2
vy = 2ry [ ar | Sean)]
onde T=1¢—1.

Da Eq. (3.2.54) podemos encontrar que

2 2
{ [cos(|K|T)sen(a)‘L') + isen(|KM’) cos(wr)} + %senzﬂklr)

K|
— M COS sen iSeI‘l COS
2L oo e)sen([x]) 44 sen ) cos()
X [cos(2t)cos(wT) + sen(2wt)sen(wT)]
B
2|k|?

e 7t

Q

G(t,t—1)°

sen’(|x|T)[cos(2m7T) cos(4@r) + sen(2m7)sen (4ot )] } . (5331
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Uma estimativa da média temporal da flutuacao térmica foi desenvolvida por Batista em
[20] e, quando |B| < |8/, é dada por
2

= ZTY e T COS sen iSel’l COS i ﬁ sen
@) = 21 [Ty {[ (l)sen(e) +L-senf[xle)cos(@n)| + s wa>}

B 2Ty{ B> N 5}/[ 1 B 1 ]
o v 20k [P 4k - o) P4k + )’

+ il rier )
dly P+ vP+aer 2\rP+4(kl- o) P+4(x]+ o)
8 [1 Y Y Y
4lx? {?+y2+4w2_72+4|1<\2 2

(ﬁ+«Q—wv+ﬂ+«@+wV”}’

e quando |B| > ||

2
(x2(r)) = ZTY/ dte” W{{cosh(K’c)sen(a)’cH—%senh(Kr)cos((o’L’)} +2—K22senh2(1<r)}

2T
- y[ll b+ 82+ 1), (5.3.32)

onde as integrais sdo dadas por

L = B—z/wewsenhz(m)drzﬁ—z
22 Jo Yy —4x?)’
L = /ewcoshz(lc’c)senz(cor)d’c
0

[ Y n Y 1R 1 n 1
T 2 \2r 2P 140?) T2 —4k?) 4 |y—2k—2i0  yi2k—2ie| [’
1 oo
L = — e~ ""senh?(x7)cos?(kT)dT
k2 Jo

T R\ y(P—4k) 4P +4e?) 8 |y—2k—2io  y+2k—2io] [’
1

° 1 1 1
! 21(/0 ¢ "senh(2KT)sen(20T)d* 4 m{K(}/—ZK—Zia)) K(}/—}—ZK—Zia))}

A estimativa da média temporal da flutuagdo estatistica da velocidade, quando | 3| < |6,
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¢ dada por

2F,TB
K

020 = ao(2() + /Oooe_wsen(lcf)dr
X cosh(Kr)sen(a)T)—I—%senh(l{’c)cos(a)’c) cos(wT)

= w(x2(1)) —8wTB* (8 +14), (5.3.33)

e quando |B| > |8] € preciso substituir kK por ik na expressao.

A estimativa da média estatistica da flutuag¢@o térmica, quando || < |6

, € dada por

(X(1)) = (x2(1)) + Az cos(21) + Brgysen(20t ) + Ay cos(4ot) + Bapsen(4wr),  (5.3.34)

onde
BT (ST aykP-o?) L[ y1-8/)k)  y(1+5/|x])
Ao = ‘mwz{W{&+<y2+4w2><y2+4w<\2>]*5[y2+4<w<\—w>2‘y2+4<|:<r+w>
o[ K5 e
Bro = ‘mwz{[<y2+4rr<12>*\xr<y2+4w2>]
(Ix|— o) (Ix| + o)
- (1+5/"“){y2+4<\x|—w>2 y2+4<|r<\+w>2”’

e BT y 1 Y N Y
T 20\ P40 2 [P (ot k)2 P Ao~ [k)?] [

B — B2yT 20 o+ | K| N o — |x|
T 202 kPP 407 | P ra(o+]x)?2 T Aralo—[x])2] [

e quando |B| > ||

(xX*(1)) = (x2(1)) + Az cos(2t) + Bagysen(20t) + Ay cos(4@t) + Bapsen(4wr),  (5.3.35)

onde

i
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Os demais sao dados por

A ﬁZTyR 1 N 1 2
€ - ;
4o 40?2 |y =2k —2iw y+2Kk—2iw y—2io
BTy 1 1 2
By = I _ '
4o 4022 yY—2Kk —2i® + Y42k —2i0 y—2iw

Na Fig. 5.2 mostramos uma série temporal de (x*(¢)) dada pela expressio (5.3.34)
ou (5.3.35). Ao olhar os valores médios, vemos que o resfriamento ocorre em dessintonia
positiva (aqui em ®/wy = 1.1), aquecimento (em ®/my = 0.9 e 1.0), e a quadratura do
ruido térmico aumenta em todos os pardmetros. E importante mencionar que o aquecimento
e resfriamento estdo relacionados com a taxa de decaimento das oscilagdes da funcao de
Green [20]. Taxas de decaimento baixas implicam mais aquecimento, enquanto que taxas

de decaimento maior implicam menos aquecimento, ou mesmo resfriamento.

Na Fig. 5.3 mostramos um grafico logaritmico da componente dc do deslocamento
quadrético médio sobre a temperatura do banho térmico. O aumento acentuado da curva
acentuada com a amplitude de bombeamento indica que o ruido é amplificado pelo oscilador

paramétrico.

Na Fig. 5.4 obtemos um grafico de intensidades de cores em 2D informando que
os fenomenos de aquecimento e resfriamento podem ocorrer, com base nas estimativas
analiticas para o tempo médio de (x*()) dada pela expressio (5.3.34) ou (5.3.35). Observa-

se que no regime linear do nosso estudo, ndo hd limite para o ruido aquecer ou resfriar,
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Figura 5.2: A evolugio temporal do desenvolvimento quadritico médio (x?(¢)) versus o
tempo. A linha continua horizontal verde € obtida pela equacdo (5.2.22), dado através
do teorema da equiparticao da energia, indicando que o valor de equilibrio esperado das
flutuacdes (para F,, = 0) quando a temperatura de banho térmico € 7' = 1.0, enquanto que as

demais retas representam os correspondentes valores médios de (x?(z)) dada pela equagdo
(5.3.32) para F,, = 0.15
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Figura 5.3: Grafico do log da compara¢do da componente do deslocamento quadratico
médio (x2), dada pela Eq. (5.3.32), com a temperatura T que € dada pela resposta do
oscilador sem o bombeamento paramétrico. Podemos perceber que a temperatura cresce

monotonicamente até que diverge no limite entre as zonas estdvel e instavel.
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quanto mais perto da zona de instabilidade maior o aquecimento térmico. Em um modelo
nao-linear, porém com um bombeamento periddico (osciladores de Duffing parametrica-
mente for¢cado) com ruido aditivo, essa divergéncia ndo ird ocorrer, 0 aquecimento e o ruido

térmico sera limitado [20].
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Figura 5.4: Mapa de cores do deslocamento quadratico médio (x%(z)). O aquecimento
ocorre nas regides vermelhas e amarelas, enquanto que o resfriamento ocorre nas regioes
4 direita da linha de contorno de cor rosa (x2(¢)) = 1.0.

Similarmente aos resultados das figuras anteriores, na Fig. 5.5, um gréfico 2D, a in-
tensidade da cor mostra a amplitude do aquecimento do ruido térmico como uma fun¢do
da frequéncia do bombeamento paramétrico, ou seja @, com a amplitude de bombeamento.
Notamos que ha uma forte correlacdo com os resultados da Fig. 5.4. Quanto mais perto da
linha de transi¢do entre as zonas de estabilidade e instabilidade, maior o aquecimento e o

squeezing térmico, ou seja, a amplitude das oscilacdes das flutuacdes térmicas (x*(t)).



55

0.1° -
0.17 .
0.15
0.13
Fp 5.05
0.11 4.05
0.09 3.05
2.05
0.07 1.05
0.05

0.05 ' =
08 08 09 09 1 105 11 115 1.2

/ey
Figura 5.5: Mapa de cores da amplitude térmica em 2® do deslocamento quadrético médio

(x*(t)) dado por v/|A2p|? + |B2e|?. A amplitude de 4@ é muito pequena para as amplitudes
de bombeamento F), usadas neste trabalho.
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6 Amplificacao paramétrica

Amplificacdo paramétrica se utiliza da excitacdo paramétrica para aumentar a resposta
devida a uma pequena forca ou tensdo ac externa aplicada [15]. Elas sdo concebidas para
detectar pequenos sinais e para aumentar a resposta dindmica de um oscilador para pequenas

excitacdes harmonicas [16].

Neste capitulo vamos estudar a amplificacdo paramétrica de uma forga Fycos( st + @),
que também pode ser um sinal, proximo a primeira zona de ressonancia paramétrica. A

equacao € dada por
X+ Yi+ [0 — Fycos(20t)]x = Fycos(ayt + ¢), (6.0.1)

sendo w; a frequéncia e ¢ a fase do sinal que deve ser amplificado.

Primeiramente trataremos a frequéncia do sinal como sendo a mesma da ressonancia
paramétrica, @ = @, em sintonia e dessintonia, ® ~ @y. Em seguida, diferenciamos um
pouco as frequéncias ® # @, e analizaremos a resposta do OP frente aos sinais com o
bombeamento ligado e desligado. Por fim, faremos um método numérico para comparar

com as solugdes analiticas.
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6.1 Calculo do ganho na amplificacao paramétrica

6.1.1 Meétodo da média

Para aplicar tal método, primeiramente reescrevemos a Eq. (6.0.1) na forma matricial

C) 05 a)C) i) e
y _w2 0 y f2(x7y7t) ’ -

onde f>(x,y,t) = —Qux(t) — yi+ F,cos(2wt)x(t) + Fycos(wt + ¢ ). Admitindo que a equagio

acima varia lentamente com a seguinte transformagao

( X ) ( cos(t) —sen(wr) ) ( U )
= , (6.1.3)
y —wsen(wt) —amcos(wt) 1%
encontramos que
( U ) B ( cos(wt) —=Lsen(ot) > < 0 )
U* a —sen(wt) —-cos(wt) Hleyt) )’
(%,,7)
. 6.1.4
—%cos(a)t)fz(x,y,t) ) ( )

<@>):_1<@mwﬁme»>7 6.1.5)
(V) ® \ (cos(ot)fa(x,y,1))

em que filtramos os termos oscilando em 2 e 4®, obtemos

a1 y20) Q+% u +& sen(¢) 6..6)
v ) 20 —Q+% Yo v 20\ —cos(¢) ' o

Da mesma forma da se¢do (3.2.1), U(t) e V(¢) foram substituidas por suas médias u(t) e

v(t) respectivamente.

O ponto fixo da Eq. (6.1.6) serd dado por

u* _ F Yo —(Q+%) sen(¢)
v ) @4eP-(B22 o-F ye —cos(¢) )
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ut _ o yosen(@) 4 (Q+F,/2)cos(¢) 6.1.7)
* Q%+ (yo)? — (Fp/2)* \ (Q— F,/2)sen(¢) — ywcos(wr) . o

1%

O ganho de uma amplificacdo € definido em [44], sendo

G(¢) = 20log (6.1.8)

F\,=0
o1 [(y0)? + Q%] [(y®)? + Q* + F} /4 + F,[Qcos(29) + yosen(29)]]
- (r0)+ @2~ F}/4P |

onde |X| = vu*2 +v*2. No artigo [16], Rugar e Griitter estudaram a amplificacdo parame-

trica mecanica pelos métodos perturbativo e experimental. Embora os resultados tedricos
concordaram bem com seus dados experimentais, nds aumentamos a aplicabilidade da amplificacao

de pequenos sinais, usando o médodo da média, e permitindo a dessintonia [19].

A Fig. 6.1 mostra que o ganho da amplificacdo paramétrica tem sensibilidade na fase.
Para algumas fases o ganho € negativo, significando amortecimento na amplificagdo. Para
outros ele € nulo, pois a resposta do oscilador paramétrico € a mesma do oscilador harmonico.

No entanto, existem outras fases em que o ganho € muito alto.

Na Fig. 6.2 mostramos uma comparacdo entre as estimativas numéricas e analiticas
do ganho em fun¢do da amplitude de bombeamento F),, € mostrado. Sao descritos dife-
rentes valores de fase. Observa-se uma dependéncia muito forte entre o bombeamento e a
forca externa. E percepitivel uma divergéncia no ganho no limite entre as regides estdvel e

instavel.

6.1.2 Método do balanco harmonico

Da mesma forma da secao (4.2), supomos uma solu¢do peridédica em primeira aproximacao

para a Eq. (6.0.1)

x(t) = @e' +ii*e (6.1.9)
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onde i#* € o conjugado complexo de i. Excluindo os termos contendo 3®, encontramos que

Q+i —F,/2 71 if
tiro  —Fp/ oy _fofoem ) (6.1.10)
~F,/2 Q—iyo i 2\ et

O ponto fixo da Eq. (6.1.10) serd dado por

i _ F (F,/2)e™ + (Q—iyw)e'? 6.1.11)
2[Q% + (y0)2 = (Fp/2)2] \ (Q+iyo)e ™™ + (F,/2)e |

Apesar deste ponto fixo diferir do obtido na sec¢do anterior, o ganho da amplificacdo é o
mesmo dado pela Eq. (6.1.8). Assim, podemos perceber que ambos os métodos nos levam

aos mesmos resultados, o que mostra a consisténcia entre as duas técnicas.

6.1.3 Método numérico

O ganho da amplificacdo obtido numericamente é dado pela Eq. (6.1.8) substituindo o
valor numérico do ponto fixo do mapa de retorno de Poincaré, obtido a partir da integragdo
da Eq. (6.0.1) ap6s cessar o transiente de acordo com a Eq. (6.1.3). Os resultados mostram

uma consisténcia entre o método da média e o numérico.

6.2 Amplificacao para frequéncias diferentes @ % @,

Quando variamos um pouco a frequéncia do sinal da frequéncia de ressonancia pa-
ramétrica, a resposta do OP devido ao sinal aplicado ndo serd mais senoidal, ou melhor, a

amplitude varia de forma periddica [3].

Na Fig. 6.3 plotamos a resposta do oscilador parametricamente forcado na primeira
ressonancia paramétrica devida a um sinal com frequéncia ws = 1.001 e ¢ = 0. Tambem
plotamos uma outra resposta de um oscilador com o bombeamento paramétrico desligado
(oscilador harmonico) devida ao mesmo sinal. Podemos verificar que quando A®w = @, —
® = 0.001w, o pacote de onda apresenta um periodo de aproximadamente 3100 unidade

adimensional (u. a.).
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Figura 6.1: Comparacio entre as estimativas numéricas e analiticas do ganho em fun¢do da
fase. Os valores numéricos sao dados pela Eq. (6.1.8) substituindo os valores numéricos dos
pontos fixos do mapa de retorno de Poincaré, obtidos a partir da integracdo da Eq. (6.0.1)
apos cessar o transiente de acordo com a Eq. (6.1.3).

Na Fig. 6.4 plotamos a resposta do oscilador parametricamente forcado na primeira
ressonancia paramétrica devida a um sinal com frequéncia ws = 1.01 e @ = 0. Tambem
plotamos uma outra resposta de um oscilador com o bombeamento paramétrico desligado
(oscilador harmonico) devida ao mesmo sinal. Podemos verificar que quando A®w = @, —
® = 0.01®, o pacote de onda apresenta um periodo de aproximadamente 340 u. a., sendo

menor que o da Fig. (6.3).

Na Fig. 6.5 plotamos a resposta do oscilador parametricamente forcado na sua primeira
ressonancia paramétrica devida a um sinal com frequéncia @y = 1.1 e ¢ = 0. Tambem
plotamos uma outra resposta de um oscilador com o bombeamento paramétrico desligado
(oscilador harmonico) devida ao mesmo sinal. Podemos verificar que quando A®w = @ —
® = 0.1, a amplitude méxima da resposta do OPF ndo € maior que a amplitude da resposta

do oscilador harmonico.
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Figura 6.2: Comparagdo entre as estimativas numéricas e analiticas do ganho em funcao de
F,,. Os valores numéricos sao dados pela Eq. (6.1.8) substituindo os valores numéricos dos
pontos fixos do mapa de retorno de Poincaré, obtidos a partir da integracdo da Eq. (6.0.1)

apos cessar o transiente de acordo com a Eq. (6.1.3).
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Figura 6.3: Resposta do OPF na primeira ressonancia paramétrica, ® = @wp = 1.0, a um
sinal com frequéncia @y = 1.001, superposto com uma outra resposta de um oscilador sem
excitagdo (oscilador harmonico) a0 mesmo sinal. A resposta do oscilador paramétrico na
maior parte do tempo, apresenta uma amplitude mais elevada que a amplitude de resposta
do oscilador harmonico.
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Figura 6.4: Resposta do OPF na primeira ressonancia paramétrica, ® = @y = 1.0, a um
sinal com frequéncia ws; = 1.01, superposto com uma outra resposta de um oscilador sem
excitacao (oscilador harmdnico) ao mesmo sinal. Podemos observar que para alguns tempos
a amplificacdo paramétrica € alta, porém para outros € negativa.
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Figura 6.5: Resposta do OPF na primeira ressonancia paramétrica, @ = @y = 1.0, a um sinal
com frequéncia w; = 1.1, superposto com uma outra resposta de um oscilador sem excitagao
(oscilador harmoénico) ao mesmo sinal. Em nenhum tempo, a amplitude de resposta do OPF
€ maior que a resposta do oscilador harmonico.
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7  Razado sinal-ruido do oscilador
paramétrico

No capitulo (5) mostramos a amplificacdo paramétrica das flutuagdes na resposta do
oscilador paramétrico devido ao ruido térmico na regido de estabilidade préximo da linha
de transicdo da primeira zona de instabilidade. Propusemos duas medidas diferentes do
ruido: uma dc e outra ac. A medida dc é dada pela média temporal da média estatistica
das flutuagdes da posi¢ao do oscilador paramétrico devido ao ruido térmico, enquanto que
a medida ac é dada pela amplitude das oscilacdes da média estatistica das flutuacdes na

frequéncia do bombeamento paramétrico.

Ja no capitulo (6) mostramos o ganho da amplificacdo paramétrica da resposta do os-
cilador paramétrico a uma forga externa ac na regido de estabilidade préximo da linha de
transi¢do perto da primeira zona de instabilidade. A resposta do oscilador paramétrico €
comparada com a do oscilador harmdnico (quando a excitagdo paramétrica esta desligada).
Vimos que o ganho depende sensivelmente da fase e, para alguns casos, chega a divergir na

linha de transicdo entre a zona estdvel e instavel.

Neste capitulo vamos mostrar a RSR perto da primeira zona de instabilidade do OHPF
na presenca de ruido térmico. Vamos obter a razdo entre o sinal e o ruido estaciondria e

também a razao entre o sinal e o ruido dindmica.
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7.1 Razao sinal-ruido estacionaria

Motivados pela defini¢cao do ganho, definimos no artigo [19] uma média da RSR como
sendo

*2 *2
Ro = 10log (%) : (7.1.1)

X

onde os pontos fixos u* e v* sdo dados Eq. (6.1.7) e a média temporal das flutuagdes (x?)
¢ dada pela Eq. (5.3.32). Quando o oscilador paramétrico estd préximo a primeira zona de
instabilidade, podemos obter uma expressao simples para a média das flutuacdes térmicas,

que € dada aproximadamente por

2T g 1 ABT ) 1
(1)) ~ s [[52 + YZ + 52} A wz(yf—ZKz) {; cos(2wt) + Esm(Za)t)} :

Assim, podemos escrever essa expressao (7.1.1) aproximadamente como

2F 0?
T(Pw’+Q>—Fz/4)

Ry ~ 1010g{

F,[Qcos(2¢) + ywsen(2¢)
S |

Perceber que na primeira zona de instabilidade a razao sinal-ruido R diverge, independetne

da fase que o sinal apresente.

NaFig. 7.1, mostramos um grafico logaritmico da amplitude do sinal (amplitude de res-
posta do oscilador paramétrico, devido a uma forca externa ac) sobre o ruido (componente
dc do deslocamento quadratico médio). Observa-se uma forte dependéncia do Ry com a fase
e a amplitude de bombeamento paramétrico. Para algumas fases a razao Ry € extremamente

alta, para outras Ry extremamentes baixas ou iguais.
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Figura 7.1: Gréfico da razdo sinal-ruido Ry, tal como na Eq. (7.1.1) juntamente com a
aproximagao correspondente dada pela Eq. (7.1.2).

7.2 Razao sinal-ruido dinamica

Outra medida da RSR € dada pela comparacdo da intensidade do sinal com o nivel de

ruido na mesma frequéncia, que estd em 2®. Esta é dada pela expressao

*2 *2
u-s—+v
Rap = 1010 , (7.2.3)
20 g<\/|A2w|2+|BZw|2)

onde os componentes Ay € By sdo definidos na Eq. (5.3.35). Pela anélise dimensional,

percebe-se que Asg € B tem as mesmas unidades dimensionais de u*? + v*2. Perto da
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primeira zona de instabilidade,

4BTS
Ao R i) (7.2.4)
2BTy

Assim, obtemos uma estimativa simples para a média RSR,

2F 0*
|Fp|T (Y w?+ Q% —F2/4)

Ry ~ 10log { X

2,2 24 2
[ym e +Fp/4+Fp[QCOS<2¢)+ya)sen(2¢)]}7 (7.2.6)

SR+

e, assim como Ry, Ry, também diverge na primeira zona de instabilidade.

Para que amplificadores paramétricos sejam eficientes, € necessario que ele maximize

tanto a fungdo (7.1.1) como (7.2.3).

Na Fig. (7.2) mostramos um grafico logaritmico do sinal (amplitude de resposta do
oscilador paramétrico devido a uma forga externa ac) sobre a amplitude média das flutuacdes
que oscilam na frequéncia 2@ (componente ac do deslocamento quadratico médio). Assim
como Ry, observa-se uma forte dependéncia da razdo R, com a fase e a amplitude de
bombeamento paramétrico. Para algumas fases Ry, € extremamente alta, para outras Ry

extremamentes baixas ou iguais.
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Figura 7.2: Grafico da razdo sinal-ruido R, definido na Eq. (7.2.3) com os pontos fi-
xos u* e v* dados pela Eq. (6.1.7) e a amplitude do squeezing térmico (x?) dado por
\/ |A20|? + |B2o|? definidos na Eq. (5.3.35). Comparamos com as aproximagdes da Eq.
(7.2.6) e obtemos muito boas concordancias.
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8 Conclusao

Nesta dissertacdo, realizamos um estudo sobre o oscilador parametricamente forcado
préximo a primeira zona de ressondncia paramétrica na presencga do ruido térmico e de uma

forca externa ac.

Inicialmente, encontramos duas funcdes de Green do oscilador paramétrico, sendo uma
aproximada pelas técnicas da média e uma outra exata pela teoria de Floquet com as fungdes
de Mathieu. Comparamos com os resultados numéricos obtidos pela integragdo numérica e

uma excelente concordancia foi encontrada.

Com a fun¢do de Green obtida pela técnica da média, resolvemos a equagao diferencial
do oscilador paramétrico na presenca do ruido térmico aditivo. Percebemos que embora
a média estatistica da posicdo, (x()), seja nula, as flutuacdes do oscilador paramétrico,
(x2 (1)), sdo cada vez maiores a medida que, na regido de estabilidade, nos aproximamos da

linha de transi¢cdo da primeira zona de instabilidade. Isso leva ao aquecimento, aumento de

(x2(t)), e ao aumento da amplitude de oscilagdo da flutuagdo térmica, ou seja, do squeezing

térmico, expandindo a teoria aplicada aos resultados experimentais de Rugar e Griitter [16].

Calculamos o ganho da amplificagdo paramétrica do sinal que é dado, basicamente,
pelo logaritmico da razdo entre a amplitude da forca externa ac com excitacao paramétrica
ligada com a amplitude de resposta quando ndo hé excitagdo paramétrica. Trés modos de

calcular o ganho foram obtidos: um pelas técnicas da média, outro pelo método do balango
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harmonico e um terceiro pelo método numérico. Percebemos que o ganho € sensivel a fase
e a dessintonia da frequéncia, podendo divergir na linha de transicdo da primeira zona de

instabilidade paramétrica.

Fizemos também uma comparagdo entre a amplificacdo paramétrica do sinal e do ruido
quando o oscilador paramétrico estd sendo bombeado préximo a primeira zona de res-
sonancia paramétrica. Propusermos dois tipos de razdo sinal-ruido. O primeiro, Ry, re-
laciona a amplificacdo do sinal com a média temporal da média estatistica das flutuacdes
da posi¢ao do oscilador paramétrico devido ao ruido térmico. A segunda, R, relaciona
amplificacdo do sinal com a amplitude das oscilagcdes da média estatistica das flutuagcdes na
frequéncia do bombeamento paramétrico. Observamos uma forte dependéncia da fase e do
bombeamento paramétrico, divergindo na linha de transi¢do da primeira zona de instabili-

dade. Portanto, para melhorar o maximo possivel a amplificag@o, € necessdrio maximizar as

fungdes Ry e Ry de acordo com os parametros do oscilador parametricamente forgcado.

Podemos aperfei¢oar o nosso método incluindo mais detalhes sobre o modelo do ruido,
como o efeito da memoria [45, 46]. Melhoria na precisdo das previsdes deve ser obtida
levando em conta os termos ndo-lineares para a primeira zona de instabilidade [20]. Enten-
demos que nosso método também pode ser aplicado a resposta linear do oscilador nao-linear

na presenca da forca externa e do ruido térmico.

Finalmente compreendemos que este modelo também pode ser aplicado a dinamica de
ions em guia quadripolar de ions e armadilha de ions de Paul, ou armadilhas para particulas
neutras com momento de dipolo magnético [47]. Admitindo que o vacuo ndo é completo,

implica a presenca do ruido térmico.
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APENDICE A - Teoria da média

O método da média é geralmente usado para eliminar a dependéncia temporal explicita
do sistema EDO periodicamente forcado. Ele tem sido aplicado em diversos problemas,
por exemplo o problema de trés corpos gravitacionais, oscilador de Van der Pol [48], e no
estudo do oscilador de Duffing parametricamente forcado [49]. A mais simples aplicacao
desse método € talvez o célculo do limite entre o0 movimento estdvel e intdvel na equagao
de Mathieu [50]. Uma pesquisa da teoria da média e muitos outros resultados podem ser
encontrados em [51]. Neste capitulo vamos enunciar o teorema da média como indicado em
[48] e prova-lo. Além disso, mostramos também como estendé-lo a segunda ordem como

em [49].

A.1 Método da média: teorema

Suponha que temos uma EDO nao-autdonoma do sistema
x:Sq(x,t,e)Eef(x,t)+82g(x,t), xeC', O<exl, (A.1)

comq:C"xRxRt — R"€C", onde r > 2, de periodo T e limitada em conjuntos limitados.
A fungio f(x,t) pode ser decompostas em seus modos de Fourier, f(x,t) = fo(x) + f(x,1),

onde fy(x) ndo tem dependéncia explicita do tempo e f(x,¢) inclui todos os termos explici-
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tamente oscilante. A média correspondente a sistemas EDO (autdnomos) €

y=efo(y)- (A.2)

Teorema A.l.1 (Teorema da média). Hd uma transformagdo C", x =y + W (y,t), em que

(A.1) pode ser substituida por

y=¢efoly)+ € filyt,€), (A.3)

onde f| é de periodo T emt. Além disso

(i) x(t) e y(t) sdo solugdes de (A.1) e (A.2) com condigdes iniciais xo e Yo, respectivamente,

onde |xo —yo| = O(€) em uma escala de tempo t = O(1/¢).

(ii) Se po € um ponto hiperbolico de (A.2), existe entdo & > 0 tal que, para todos 0 <
€ K &, (A.1) possui uma drbita hiperbdlica unica periédica V:(t) = po+ O(€) com

0 mesmo tipo de estabilidade de py.

(iii) Se x*(t) € W*(ve) é uma solugdo de (A.1) sobre a variedade estdvel da orbita hi-
perbdlica periddica Ve (t) = po+ O(€), y*(t) € W¥(po) é uma solucdo de (A.2) sobre a
variedade estdvel do ponto fixo hiperbdlico pg e |xo—yo| = O(€), entdo |x(t) —y(t)| =

O(¢€) parat € [0,00).

Prova. Através da regra de transformacgdo, encontramos que

. . OW
x:y+8DyWy+£7.

Assim

§= el — eDW) | fol) + £(Dufo)W -+ F1) + DLW + £5(3) — o | +0(e).

A fungdo W (y,t) € escolhida para satisfazer W;(y,t) = f(y,t) com constantes de integracéo
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definidas como zero. Em seguida obtemos
V= €fo(y) +€°0(y) + € [(Dy /)W +8(3.0)] + € [(Dy fo) W — (DyW) fo] + O(€?).
Entdo
V= efo(y)+€h(y,1)+0(e), (A4)

onde h(y,t) = (Dyf(y,t))W(y,t) — (DyW(y,t))fo+ &(y.t). Contudo, podemos comprovar
que as solucdes das equagdes (A.1) e (A.2), inicialmente partindo de O(g) vai ficar perto de

O(€) em uma escala de tempo O(1/¢).

Considere as solucoes y(t) e ye(t) das equacdes y = £fo(y) e y = £fo(y) + €2f1(,1,€)

respectivamente. Entdo

t
0

ye(t) —y(t) Zyeo—yo-l-g/ [fo(ys)—fo(Y)]dS-i-82/()tf1(ys(8),s,8)d&

Fazendo ye(s) —y(s) = € (s), L a constante de Lipshitz de fo e M o mdximo de fi, a equagéo

acima se torna

501 < 5O +eL [ 15)lds-+emr

Usando a desiguadade de Gronwall com as substitui¢ées c(t) = |£(0)| 4 €*Mt e u(t) = €L,

obtemos

eM
esLt

O] < 15Ot + ek,

ou ainda

(1) =y ()] < |x(t) =ye(0)[ + [ve () —y(0)] < €W (ye,1)| + O(€) ~ O(e).

Isto conclui a parte (i) do teorema.

Novamente fazemos outra transformago fracamente nio-linear y = z + €2v(z,1), a fim

de eliminar os termos explicitamente dependentes do tempo de O(g?). Apés a média de
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segunda ordem, obtemos
t=¢fo(z) + € Df(z.)W(z,1) + g(z,1)]o, (A.5)

onde [.]o indica a média do tempo. Portanto, um estudo da equag@o (A.5) revela informacdes
importantes sobre a estrutura do sistema original (A.1). O termo de segunda ordem da
equacgdo (A.5) s6 € necessdrio quando os termos ndo-lineares ndo sao mantidos na primeira

média do sistema EDO (A.2).

Lema A.1.1 (Desigualdade de Gronwall). Se u,v e ¢ > 0 em [0,t], sendo c diferencidvel e

v(t) < c(t) + Jou(s)v(s)ds, temos

t 1 .
v(t) < c(0)elsuls)ds / ¢ (s)e uDdr gy,
0

Prova. Supondo que R(t) = [{u(s)v(s)ds, entdo R(t) = u(t)v(t) e da hipétese
assim

integrando, obtemos
12 1 t
R(1) < —c(t) 4 c(0)elou(s)ds —|—/ dsc’ (s)els ()7, (A.6)
0
Finalmente a partir da defini¢do de v(t) obtemos

t 4 t
v(t) < c(0)elon)ds —|—/ dsc! (s)els "(0)d7 (A7)
0



APENDICE B - Rotinas utilizadas no MAPLE

B.1 Resposta do oscilador paramétrico

restart;
with(plots):
parAmp:=(
diff (x(t),t)=y(t),
diff (y(t),t)=-gammax*y (t)-(1+Fp*cos (2*w*t))*x(t)+FO*cos (vu*t)
)
params:=gamma=0.1, Fp=20.0, w=1.0, F0=0.08, vu=1.0:
init1:=x(0)=0,y(0)=1:
dvars:=[x(t),y(t)]:
parAmpl:=[op(subs(params, [parAmp])),init1]:
LS1:=dsolve(parAmpl, numeric, range=0..2000 ):
file := "parAmp.dat":
try
fd := fopen(file,’WRITE’,’TEXT’);
for tt from O to 2000 by 0.01 do

fprintf (£fd,"%a %a %a\n", eval([t,x(t), y(t)],LS1(tt))[])
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od;
finally close(file)

end try:

B.2 Multiplicadores de Floquet

restart:

with(LinearAlgebra);

#defina uma matriz

A:= omega -> Matrix([[exp(-(1/2)*Gammaxt)*MathieuC(-(1/4)*(-4*omegal~2
+Gamma~2) /omega~2, (1/2)*Fp/omega”2, omegaxt)+(1/2)*(Gamma/omega)*exp (
-(1/2) *Gammaxt)*MathieuS (- (1/4) * (-4*omega0~2+Gamma~2) /omega~2, (1/2)*F
p/omega~2, omega*t), (1/omega)*exp(-(1/2)*Gammax*t)*MathieuS(-(1/4)*(-4
xomegal~2+Gamma~2) /omega”2, (1/2)*Fp/omega~2, omegaxt)], [-(1/2)*Gamma
*xexp (- (1/2) *Gamma*t) *MathieuC(-(1/4) * (-4*omega0~2+Gamma"2) /omega™2, (1
/2)*Fp/omega~2, omegaxt)+exp(-(1/2)*Gammax*t)*diff (MathieuC(-(1/4)x*(-4x%
omegal~2+Gamma~2) /omega~2, (1/2)*Fp/omega”2, omega*t), t)-(Gamma~2/4)%*
(1/omega) *exp (- (1/2) *Gamma*t) *MathieuS (- (1/4) * (-4*xomega0~2+Gamma~2) /om
ega”2, (1/2)xFp/omega”2, omegaxt)+(Gamma/2)*(1/omega)*exp(-(1/2)*Gamma
*xt)*diff (MathieuS(-(1/4)*(-4*omega0~2+Gamma~2) /omega~2, (1/2)*Fp/omega
"2, omegaxt), t), —-(1/2)*Gammax(1/omega)*exp(-(1/2)*Gammax*t)*MathieusS(
-(1/4)* (-4*omega0~2+Gamma~2) /omega”2, (1/2)*Fp/omega”2, omega*t)+(1/om
ega)*xexp (- (1/2) *Gammax*t) *diff (MathieuS (-(1/4) * (-4*xomega0~2+Gamma~2) /om
ega”2, (1/2)*Fp/omega”2

, omegaxt), t)1]);

E := Eigenvalues( A(omega) );

#simplify (E) assuming real;

Fp=0.1;



t=2+Pi/ (omega) ;

omegal0=1.0;

Gamma=0.1;

# Arquivo de saida

file := "evalues.dat":

try
fd := fopen(file,’WRITE’,’TEXT’);

# defina um intervalo de parametros aqui
for omega from 0.1 to 2.0 by 0.01 do

fprintf (fd,"%a %a %a\n", omega, E[1], E[2]

od;

finally close(file)

end try:
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