UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE FISICA

WAGNER OLIVEIRA DOS SANTOS

TERMODINAMICA VIOLANDO A INVARIANCIA DE
LORENTZ PELA TEORIA DE CAMPOS EFETIVA NO
REGIME ULTRAVIOLETA E APLICACOES

Campina Grande, PB
24 de outubro de 2017



WAGNER OLIVEIRA DOS SANTOS

TERMODINAMICA VIOLANDO A INVARIANCIA DE LORENTZ PELA TEORIA
DE CAMPOS EFETIVA NO REGIME ULTRAVIOLETA E APLICACOES

Trabalho de Conclusdo do Curso de Mes-
trado em Fisica pela Universidade Federal
de Campina Grande. Em cumprimento as
exigéncias para obtencdo do Titulo de Mes-

tre em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. EDUARDO MARCOS RODRIGUES DOS PASSOS

Campina Grande, PB
24 de outubro de 2017



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA BIBLIOTECA CENTRAL DA UFCG

S237t Santos, Wagner Oliveira dos.
Termodinamica violando a invariancia de Lorentz pela Teoria
de Campos Efetiva no Regime Ultravioleta e Aplicacdes / Wagner
Oliveira dos Santos. — Campina Grande, 2017.
49 1.

Dissertacdo (Mestrado em Fisica) — Universidade Federal de
Campina Grande, Centro de Ciéncias e Tecnologia, 2017.

"Orientacdo: Prof. Dr. Eduardo Marcos Rodrigues dos

Passos".
Referéncias.

1. Violacdo da Simetria de Lorentz. 2. Teoria de Campos
Efetiva. 3. Termodindmica Modificada. 1. Passos, Eduardo
Marcos Rodrigues dos. II. Titulo.

CDU 537.8(043)




WAGNER OLIVEIRA DOS SANTOS

TERMODINAMICA VIOLANDO A INVARIANCIA DE LORENTZ PELA
TEORIA DE CAMPOS EFETIVA NO REGIME ULTRAVIOLETA E
APLICACOES

Dissertacdo aprovada em 09/08/2017

BANCA EXAMINADORA

LR Py
(Presidente)

Prof. Dr. Eduardo Marcos Rodrigues dos Passos
Departamento de Fisica - UEPB

L0 RS Ak
(Membl?’(;ﬁ;/mo)

Prof. Dr. Lincoln Rodrigues Sampaio de Arauljo
Unidade Académica de Fisica — UFCG

( ~ g
(Membro‘externo)
Prof. Dr. Francisco Geraldo da Costa Filho
Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia da Paraiba - CG




Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus pelo dom da vida.
Aos meus pais, Valdelice Oliveira Dias e Alailson Batista dos Santos, que sempre de-
ram muito apoio a minha carreira académica.
Ao meu orientador, o professor Dr. Eduardo Marcos Rodrigues dos Passos, pelo esti-
mulo, competéncia e paciéncia que sempre teve durante este projeto.
A todos os professores e demais funciondrios da Unidade Académica de Fisica (UAF),
por toda a atengdo a mim dispensada. Aos colegas de mestrado pelas produtivas dis-
cussoes e pelos momentos de lazer compartilhados.

A CAPES pelo apoio financeiro neste projeto.



Resumo

Nesta dissertagdo consideramos a proposta de modificagdo dos setores do féton e
do férmion via a teoria de campos efetiva de Myers-Pospelov. Esta abordagem tem
como principal caracteristica a violagdo da simetria de Lorentz através da introdugdo
de operadores de altas ordens derivativas de dimensao-5 e campos constantes. Con-
sequentemente, a quebra desta importante simetria conduz a rela¢gdes de dispersao
que sondam efeitos na escala de energia de Planck, onde efeitos da gravidade quéntica
devem ser relevantes. Isso nos motiva a estudar as possiveis consequéncias destas rela-
¢Oes de dispersao modificadas no comportamento termodinamico de gases compostos
por foétons ou férmions. Serd mostrado que a violagdo da simetria de Lorentz pode
ser interpretada como uma pseudo-interagdo repulsiva ou atrativa entre as particulas.
Mostraremos também, por exemplo, que a relacdo de dispersdo modificada do féton,
implica em um aumento da entropia do sistema, isto é, a quebra da simetria de Lorentz
pode conduzir a um aumento no ntmero de estados acessiveis do sistema. Além disso,
aplicamos as propriedades destes gases a radiagdo de corpo negro e a dinamica estelar
de anas brancas no modelo de Chandrasekhar.

Palavras-Chave: Violagdo da Simetria de Lorentz, Teoria de Campos Efetiva, Ter-

modindmica Modificada.



Abstract

In this dissertation, we consider a proposal which modifies the gauge and fermion
sectors via Myers-Pospelov effective field theory. The main feature of this approach
is the Lorentz symmetry violation through the introduction of higher-derivatives ope-
rators of dimension-5 and constant fields. Hence, breaking this important symmetry
leads to dispersion relations probing effects in the Planck energy scale, that in turn,
sets the limit for which the quantum description of space-time becomes to be relevant.
It motivate us to study the possible implications of these modified dispersion relati-
ons on thermodynamic behavior of photons and fermions gases. It will be shown that
the breakdown of Lorentz invariance can be interpreted as a repulsive or attractive
pseudo-interaction among the particles. Additionally, for instance, it will be shown
that the presence of a deformed dispersion relation for photons entails an increase in
the entropy of the system, e.g., the Lorentz symmetry violation may lead to an increase
in the number of microstates available to the system. In addition, we apply the proper-
ties of these gases to black body radiation and stellar dynamics of white dwarfs in the
Chandrasekhar model.

Keywords: Lorentz Symmetry Violation, Effective Field Theories, Modified Ther-

modynamics.
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Introducao

A invaridncia de Lorentz (grupos das rotagdes e dos boosts) é considerada a sime-
tria fundamental da teoria da relatividade de Einstein e desempenha um papel impres-
cindivel no estabelecimento do modelo padréo da fisica das particulas fundamentais
[1, 2, 3]. Contudo a necessidade de se ter uma teoria mais fundamental (que ndo ne-
cessariamente obedeca a invariancia de Lorentz) tem sido justificada em diferentes
contextos. Divergéncias na teoria quantica de campos, singularidade na gravidade e a
auséncia de uma teoria quantica unificada para todas as forgas, sdo algumas delas [4].
Uma consequéncia que surge desta consideragdo, na qual tem sido extensivamente es-
tudada, é a possibilidade de ter a violacdo da simetria de Lorentz (VSL) na forma de
correcdes efetivas [5, 6, 7]. Esta ideia naturalmente conduz a novas extensdes do mo-
delo padrdo e a modificagdo das relacdes de dispersdo para particulas. Atualmente
pesquisas experimentais para sondar os efeitos da VSL estdo sendo desenvolvidas em
diversas fronteiras [8, 9].

Neste contexto a teoria de Myers-Pospelov é um modelo que introduz a VSL atra-
vés dos operadores de altas ordens derivativas de dimensdo-5 [10, 11]. A VSL aparece
no setor escalar, fermidnico e de gauge, controlados por um quadri-vetor constante
n, que define referenciais privilegiados. Além disso tal quadri-vetor, carrega consigo
caracteristicas de isotropia e anisotropia dependendo de sua natureza: tipo-tempo e
tipo-espaco, respectivamente. Limites experimentais para este modelo tem sido estu-
dados em vérios fendmenos, tal como a radiacdo sincrotron [12, 13], explosdes de raios
gama [14, 15], fisica de neutrinos [16, 17, 18], corre¢des radiativas [19, 20, 21, 22], campo
de fundo estatico (background) [23, 24] e outros [25, 26]. Tipicamente, estes estudos fe-
nomenolégicos assumem 7, puramente tipo-tempo (auséncia de efeitos anisotrépicos)

[27]. Nesta dissertacdo temos como objetivo o de estudar as modifica¢des nas proprie-



dades termodindmicas devido aos efeitos da VSL sobre setores do campo de calibre e
fermionico seguindo a proposta de Myers-Pospelov.

Nos dltimos anos, teorias efetivas com altas ordens derivativas tem sido propostas
como extensdes do modelo padrao de particulas de modo geral [28, 29, 30]. Uma das
principais vantagens é que estas teorias atenuam o comportamento ultravioleta da teo-
ria quantica de campos (com inser¢do de um cutoff de escala de energia) e consequen-
temente problemas como o da hierarquia entre as escalas podem ser controlados [4].
Embora estes modelos contenham estados normais negativos [31, 32], a consisténcia
tedrica foi estabelecida ha alguns anos [33, 34]. E possivel mostra que embora a uni-
tariedade seja mantida, o prego a pagar é a perda de causalidade [35], que representa
uma desvantagem da abordagem. Entretanto, os novos modos normais sdo relevan-
tes em altas energias sondando os efeitos ultravioletas (discretiza¢do do espago-tempo
prevista por algumas teorias da gravidade quantica). E como qualquer teoria quantica
de campo efetiva o seu limite de baixa energia nado é sensivel em detalhes para escalas
microscopicas (ver, porém [36]).

Uma caracteristica importante atribuida a teoria de Myers-Pospelov é que seus ope-
radores resultam em contribui¢des da ordem O(E/Mp;) para a relacdo de dispersao
das particulas. Em consequéncia, temos velocidade de grupo dependente da energia e
particulas se propagando com polariza¢des diferentes uma em relacdo a outra (efeitos
previstos devido a VSL). Neste trabalho isto é levado em consideragdo com o objetivo
de estudar suas implica¢des na dindmica de um géas de fétons e sua aplicacdo a radia-
¢do de corpo negro. Além disso, estudamos as implica¢des na dindmica de um gés de
férmions degenerado aplicado a um modelo simples de estrelas ands brancas, uma vez
que a temperatura de Fermi associada a energia de Fermi modificada é muito maior
do que a temperatura usual destas estrelas, 7' ~ 107 K.

A estrutura deste trabalho de dissertacdo é a seguinte: no Cap.1, primeiro introdu-
zimos a eletrodindmica com termo de Myers-Pospelov, calculamos a equagdo de mo-
vimento e obtemos os modos de propagacgao das ondas eletromagnéticas. Em seguida,
é feito o mesmo estudo para o setor do campo fermidnico. No Cap.2, apresentamos
uma revisdo da termodinamica do ponto de vista do formalismo do ensemble grande

canodnico. No Cap.3 é estudada as modificagdes da termodindmica do gas de fétons



devido a VSL e as implica¢des na radiacdo de corpo negro sdo analisadas. No Cap.4
estudamos as implicagdes sobre a termodindmica de um gas de férmions devido a VSL
e usamos estes resultados para o estudo da dinamica de estrelas ands brancas. E no
Cap.5, apresentamos nossas conclusdes e perspectivas. Adotaremos neste trabalho a

assinatura métrica: (4, —, —, —).



Capitulo 1

Teoria de Campos Efetiva com

Operadores de Dimensao-5

Neste capitulo iremos estudar uma proposta de introduzir a VSL nos campos do
féton e do férmion, através da teoria de campos efetiva proposta por Myers-Pospelov.
Como j& mencionado na introducéo, este modelo tem recebido especial atencdo, pois
é uma possivel extensdo do modelo padrdo de particulas prevendo possiveis efeitos
oriundos da gravidade quéntica através da introducdo de termos na dindmica dos se-
tores que compdem o modelo padrdo. Estes termos devem ter as seguintes caracteristi-
cas: (i) tem uma derivada a mais em relagao ao termo cinético usual, (ii) é invariante de
gauge, (iii) sdo invariantes de Lorentz, a menos de n,,, (iv) sdo irredutiveis a operado-
res de menor dimensdo através das equac¢des de movimento e (v) ndo correspondem a
uma derivada total e sdo suprimidos por uma tinica poténcia da massa de Planck, Mp;.
As condigdes (ii) e (v) garantem que estes operadores conduzam a relagdes de disper-
sdo modificadas. Assim, iremos considerar os termos propostos em [10] satisfazendo
estes critérios na dindmica do campo eletromagnético e no setor fermidnico, no sentido
de obter corre¢des correspondentes nas relagdes de dispersado e velocidades de grupo
das particulas destes setores, respectivamente. Neste capitulo adotaremos o sistema

natural de unidades, onde ¢ = h = 1.



1.1 Modelo de Myers-Pospelov - Campo de Calibre

Segundo o modelo de Myers-Pospelov da teoria de campos efetiva, o setor de cali-

bre puro tem um tnico termo de corregdo dado por:

g oy
‘C’CPT-fmpar = M_PlnuFul/(n : a)naF ) (11)

onde n* é um quadri-vetor definindo uma diregdo privilegiada no espago-tempo que
caracteriza a violagdo da simetria de Lorentz, £ é um parametro adimensional (cuja
presenca descreve a intensidade do termo de alta ordem derivativa no setor eletro-
magnético) restringindo a VSL, Mp; a massa de Planck e Fov = %5“”A”F,\U é o dual do
tensor do campo eletromagnético F'*¥ = 9*A” — 9" A“. Note que o termo CPT-impar
(e conjugacdo de carga par) indica violagdo de uma (ou mais) das simetrias discre-
tas: conjugacdo da carga (C), paridade (P) e inversdo temporal (T). Por outro lado, um
operador CPT-par manteria invioldvel esta simetria. O operador na Eq.(1.1) produz
alterac¢des nas propriedades da radiagdo eletromagnética. As solugdes de onda plana
para as equagdes de movimento associadas a Eq.(1.1) revelam que na presenca da vio-
lagdo de Lorentz, a propagacdo das ondas eletromagnéticas no espago vacuo pode ser
vista como uma superposi¢do de dois modos diferentes em polariza¢do e velocidade.
A diferenga na velocidade de fase entre os modos provoca uma mudanca na fase rela-
tiva entre os dois modos durante a propagacdo, que altera a superposicdo, e portanto,
produz birrefringéncia césmica.

Considerando a agdo de Maxwell na presenga de fontes mais o termo de correcdo es-

crito acima, temos

1 s
S = / d%:( = 1w = A+ Min“Fw(n - 8)naF‘”’), (1.2)

Pl

que € a agdo efetiva de Maxwell-Myers-Pospelov. Podemos reescrever o tltimo termo

da agdo escrita acima como

Se) = g /d4:c {n“@uA,,na(n . 8)80“»\017,\0 —nt0,Auna(n - 8)50”’\"}7,\0] (1.3)



onde redefinimos o parametro que controla a VSL: £ = £/Mp;. Realizando uma integra-
¢do por partes em cada um dos termos de (1.3) e supondo que os termos de superficie
na agdo se anulam segundo a versdo quadridimensional do teorema do divergente,

temos

DO |y

Se) = — /d4$ {nuAV@ﬂ(n : a)nagay)\UFAa +ntA,0,(n - 8>na5a'/)\aa>\AU}

2 (1.4)
_ _g /d4l‘ |:Ay(n . O)Qna[—jaVAUF/\U + n“Auay(n : a)nasa’””&\Aa} .

Observe que o segundo termo do lado direito de (1.4) é nulo, pois é a contragdo de um

levi-civita com duas derivadas quadridimensionais. Assim, ficamos com

Se) = —g d*ze" 7 n, A, (n - 0)*Fy,. (1.5)

Portanto, podemos reescrever a agdo efetiva do campo de calibre dada por (1.2) como
4 1 1% . v g Uvio 2
S=[dz| — ZLF/WF — jAY — 571#6 A,(n-0)"Fyy |- (1.6)
1.1.1 Equacao de Movimento do Modelo

Para deduzir as equag¢des de movimento associadas a acdo efetiva dada por (1.6),
variamos esta mesma agdo com respeito ao campo A,, segundo o principio de Hamil-

ton

0S  0Sy | 0SE)
§A, A 0A =0 (1.7)

u © B
onde Sy é a agdo de Maxwell usual na presenca de fontes. Para o primeiro termo,

temos 1
Sy = — / d%(s(ZFWFW + jMA“)

- / d's E@F’“’(SFW) + j"((SAV)]. ()

Realizando uma integracdo por partes no primeiro termo do lado direito de (1.8) e

descartando o termo de superficie, temos

S = / d*z(0,F" — j*)(5A,) (1.9)

8



Ja para o segundo termo

08 =0 { — g /d4a:€°‘”’\"naAy(n . G)QFM]

= —g /d4x50‘”’\"na((5Al,)(n - 0)’ Py, — 5/ d'ze® ng Ay(n - 9)*0x0 A,

: (1.10)
=-3 /d4x [ — e (n - 0)* Frg + M ng(n - 8)22(%140} dA,
= /d4x {gnael’o"\”(n . G)QFAU} 0A,.
Substituindo (1.9) e (1.10) em (1.7), obtemos
/ d*x {@FW — ¥ €V ng(n - 8)2FAU} §A, = 0. (1.11)
Como A, é uma quantidade arbitréria, temos
O, FM — j¥ + €e"ny(n - 0)*Fy, = 0, (1.12)
que pode ser reescrita na forma
O, FM + 2Ee¥*Pn(n - 9)%0,A5 = 7", (1.13)
ou ainda de modo compacto como
0,G" = j". (1.14)

onde G = F 4+ 9€evBn, (n-0)2Az e j* = (j° = p, j* = J). Observe que o tensor G**

preserva a conservacdo da corrente j¥. De fato,

0,j" = 0,0,G" = 8U(9M(6NAV — OV AM) + Qégzxauﬁna(n . 8)28,,6/“45
:(%8“ aI/AV _ayau aﬂAu + 2§€Va“6na(n X 8)261/8“145 _ O, (1.15)

S~~~ N~ ~~
=0 =0 =0

onde na tdltima linha usamos a condi¢do de Lorentz (0,A“ = 0) e a propriedade de

que a contracdo de um levi-civita com duas derivadas quadridimensionais é igual a



zero. Este resultado ja era esperado, pois esta teoria é invariante sob transformacdes
de gauge.

Para prosseguirmos no capitulo, se faz necessario uma breve revisao de algumas
das convengdes adotadas no estudo do campo de calibre. Relembrando, da teoria ele-
tromagnética cldssica sabemos que os campos elétricos e magnéticos sdo componentes
do tensor do campo eletromagnético, que é antissimétrico sob permutagdo de seus in-
dices e é dado por:

Frv = ghAY — 9% A", (1.16)

-,

onde A" = (A% A" = A). O tensor dual por sua vez é definido como
. 1 vas
P = S P, (1.17)

Em termos dos campos elétrico e magnético, segue as convengdes

FKO— gk pii— _cukpk (1.18)
ou em notagao vetorial
po 94 VA,
ot (1.19)
B=VxA

As componentes do tensor do campo eletromagnético e seu dual podem ser exibidas

como matrizes:
0 —-FE' —E? -—FE3
E! 0 —-B3 B?
v = (1.20)
E? B? 0 —B!

E3 —B? B! 0

0 -B' -B* -B

_ | B* 0 E* —FE?

v = . (1.21)
B2 -E* 0 E
B*  E* -E' 0

Estas sdo algumas das convengdes do eletromagnetismo usual que iremos utilizar para

10



prosseguir no restante desta se¢do e ademais serdo apontadas quando for necessario.
Até aqui j& vimos a agdo efetiva do campo de calibre proposta por Myers-Pospelov
modificando uma das equag¢des de Maxwell na forma covariante. Assim, vamos agora
verificar como ficam as equag¢des modificadas na forma vetorial na presenga de um
campo de fundo geral n,, = (ng, 7). Voltando a equagao de movimento dada por (1.14)

e efetuando a soma sobre os indices livres de Lorentz, temos

QG + 0,G" = j". (1.22)
Para v = 0, temos
3% = o[ F +2£ €29 (n - 0)? Ag] + [F™ + 2P n(n - 9)2 Ag]
=0 =0 (1.23)
= aZFlO — 25(7”& . 8)2nj5jik81-14k.

Fazendo uso da primeira equac¢do dada em (1.18) e a segunda dada em (1.19), obtemos
V- E+2(n-0)727-B)=p. (1.24)

Japarav = j,

7 =00[F% + 26 o (n - 9)2 Ag] + Oi[FY + 2€€7* no (n - 9)2 Ag]

— O FY 1 268 (n - )20y Ay +O,F + 28190, (n - )20, A . (1.25)
Avaliando separadamente os termos destacados, respectivamente temos
- F_jkl 2 z 2of = 0A
(1) 26’ ng(n-0)°00A; =2(n-0)°| 7 x a0 ) (1.26)
e
(i1)  2£c7Png(n - 0)20;As = 2E'ng(n - 0)20;A; + 2E"*ny(n - 0)%0; Ao 127)

= —2¢(n - 8)2n0(§ X /Y) +2¢(n - 0)*(7 x ﬁAO).

11



Somando os resultados de (1.26) e (1.27), e substituindo em (1.25), obtemos

OoF% + 0,F" + 28(n - 9)> { — X (_ %—? — VAO)} —2€(n - 9)*noB = j, (1.28)

que usando as identidades (1.18) e (1.19), fica

OF 02 . L
—§+V><B 2g<ﬁ—v2)[( x E+nyB)| =j. (1.29)

As demais equagdes de Maxwell sdo obtidas pela equacdo de movimento:
9, F" = 0. (1.30)

Note que esta equacgao nao é deformada com respeito ao caso usual ny = (0, 0), pois ela
segue somente da defini¢do do tensor de campo eletromagnético, F),,. Usando (1.17),

a equagdo acima fica

0P F,, =0, (1.31)
que na notagdo vetorial fica
V-B=0 (1.32)
€ —
VxE= —%—f. (1.33)

Note que ao modificar as equagdes do campo de calibre, temos como consequéncia
imediata a modificagdo das equagdes de onda usuais dos campos elétrico e magnético,
que sdo geradas através da combinagdo das equagdes de Maxwell usuais. Portanto, é
interessante verificar como fica a componente elétrica (ou magnética) da onda eletro-
magnética na auséncia de fontes. Assim, tomando a derivada primeira com relagcdo ao
tempo da Eq.(1.29), obtemos

82 dB

B E
~ S TV x oo 4 2%(n- 0y { %t + (ﬁx a_)] —0, (1.34)

12



que usando a equacgdo de Faraday (Eq.(1.33)), fica

—%Q—E—VX(VXE)Hg(n-a)?{—no(ﬁxEH(ﬁxaa—f)} (1.35)
Usando a identidade V x V x E = V(V - E) — V2E, ficamos com
%2—5 +V(V - E) = V2E + 2£(n - ) {% (ﬁ X E) —no(V x E)} =0, (1.36)
que pode ser melhor escrita como
OE +V(V - E) +2E(n - 0)? {% <7‘i X E) —no(V x E)] =0, (1.37)

onde [J = (g—; - 62) ¢ o operador D’alembertiano. Note que através do uso das equa-
¢Oes de movimento modificadas obtivemos uma equagado de onda deformada que im-
plica na modificacdo da relacdo de dispersdao do campo eletromagnético. Na préxima
subsecdo iremos obter essa relagdo de dispersao e verificar algumas implica¢des tedri-

cas deste modelo no comportamento dos fétons através da velocidade de grupo.

1.1.2 Relacao de Dispersao e Velocidade de Grupo

Voltando a Eq.(1.13) na auséncia de fontes e expandindo-a em termos do quadri-
vetor A, obtemos

[On"? 4 26" n g (n - 0)%0,)As(z) = 0. (1.38)

Supondo que esta equagdo possua soluc¢des de onda plana, aplicamos o ansatz Ag(x) =
[ d*pe="* Az(k), obtendo
0P Az = 0. (1.39)

onde

08 = Ky + 2ie""Pn,(n - k)?k,. (1.40)

A relagdo de dispersdo é calculada através do determinante do operador ©*” na Eq.(1.39).

Para isso, aplicamos o operador 0, = k?1n, + 2ic,a,n(n - k)?k* na equagdo Eq.(1.39),
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de modo a obter

00" Ay = N6 Ay =0, (1.41)

em que NN serd nossa relacdo de dispersdo. Logo, expandindo os operadores da equa-

¢do acima, obtemos

0,,0"" = [k:277”5 + 2i" P (n - k)zku] (K270 + 2ig qun®(n - k)2 k")

(1.42)
={(k*)? = 48(n - k)" [(n - k) = n?k?]}05.

Como 67 Az # 0, logo pela Eq.(1.41), implica que N = 0. Assim, a relacio de dispersio
é:

(k%) —48(n - k)*[(n - k)" — n2k*] = 0. (1.43)

Neste trabalho iremos considerar o campo de fundo isotrépico representado pelo
quadri-vetor n,, = (1,0). Esta abordagem corresponde a um pequeno subconjunto de
operadores VSL que preservam a invariancia do rotacional. Modelos com operadores
deste tipo sdo populares devido a sua simplicidade. O referencial inercial deve ser
especificado, pois boosts de observadores para outros referenciais destroem a invari-
ancia do rotacional. Por exemplo, uma escolha seria o referencial da radiagdo c6smica

de fundo (CMB) [7]. Assim, a relagdo de dispersdo dada pela Eq.(1.43) fica
(k%)% — 4&%(nok®)* [(noko)2 —ngk?] =0, (1.44)
que usando a notacdo: k? = k, k" = (E® — |k|?), fica
(E? — |k]*)? — 48 E k> = 0. (1.45)
Logo, resolvendo a equagdo acima para ||, obtemos as solugdes:

k| = E(FEE +1/1+ £2E2), (1.46)

Considerando apenas quantidades lineares em ¢, ficamos com

k| = E(1 FEE). (1.47)
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Calculando a velocidade de grupo até esta ordem, temos
o) = = (1.48)

mas (1.47) estd em funcdo da energia, e portanto, devemos encontrar a relagdo inversa

dE d|k| ) - _ _

— == =(1F2E) = 1£2F, (1.49)
d|k| ( dE ( )

onde consideramos a aproximagdo em primeira ordem no parametro £. Logo, a veloci-

dade de grupo é:
o)~ 14 2XEE, (1.50)

onde A = =+1 representa os estados de polarizacdo da onda eletromagnética. Isto é,
esses dois estados de polarizacdo implicam teoricamente na birrefringéncia da onda
eletromagnética no vacuo (diferentes velocidades de grupo para helicidades distintas
dos fétons) devido a presenga da VSL. Note que se A = +1, implica que {7 é maior

que a velocidade da luz e, portanto, viola a causalidade.

1.2 Modelo de Myers-Pospelov - Campo Fermidnico

Nesta secdo consideramos um dos termos perturbativos na densidade de lagran-
giana que descreve o campo espinorial de Dirac, correspondendo a um operador VSL
de dimens&o-5 [27]. Este termo segue todos os critérios ja discutidos no inicio deste

capitulo e é dado por:

Ly = Miplwm(n R (1.51)

O termo acima, além de violar a invaridncia de Lorentz, também viola a simetria CPT,
sendo um operador CPT-impar e de conjugacdo de carga par. O parametro n é adimen-
sional e descreve a intensidade da VSL. Assim, a a¢do efetiva de Myers-Pospelov-Dirac

é dada por
5= / 2[5 — m) + s - 8] (1.52)

onde definimos o pardmetro 1 = n/Mp;.
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1.2.1 Equac¢ao de Movimento
Variando a acdo (1.52) com respeito ao campo 1,

55

50— (1.53)

obtemos a equagdo de movimento associada

55 = [ atal(6d - myu + st 9)2] 56
(1.54)
= [(i@ — m) + mpys(n - 0)*]p = 0.

Por outro lado, se varidssemos a agdo com respeito a 1), obteriamos como esperado, a

equacgdo conjugada hermitiana.

1.2.2 Relac¢ao de Dispersao e Velocidade de Grupo

Supondo que (1.54) possui solucdes de onda plana, aplicando o ansatz no espaco

de momento, ¢ (z) = [ d*pe~"P*1(p), obtemos

(1498, — m) + s (n1,)?] / dpe P (p)

(1.55)
(19" (~ipy) — m) + s (0 (—ipy))] / dpe () = 0.

Como a integral na equagdo acima pode assumir um valor diferente de zero para solu-

¢des ndo triviais da equagdo de movimento, ficamos com

p—m —tys(n - p)* = 0. (1.56)

Para obter a correspondente relacdo de dispersao, operamos em (1.56) com o operador:

P+ m — iyfys(n - p)*. Logo, obtemos

[p* —m® —*n?(n - p)')? — i (n - p)* (prhys + shysp)® = 0 (1.57)
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Avaliando separadamente o fator (pyty; + ytvsp)?, temos

(pris + 1iysp)” = (pik — oip) (i/)j (1t — 1tp)

=1

=(pot — 1fp) (o — 1tp) = [2(n - p) — 29fp][2(n - p) — 29tp] (1.58)
=4(n - p)? —8(n - p)ip + 49tp2(n - p) — pif]
=(n-p)* —n?*p’,

onde na segunda linha foi usado o anticomutador {, 7} = 2(n - p). Substituindo este

resultado em (1.57), obtemos a relagdo de dispersdo covariante

[p* —m? = i’n®(n - p)*)> — 4> (n - p)*[(n - p)* — n°p*)] = 0. (1.59)

A exemplo do que foi feito no caso do campo de calibre, escolheremos o campo de
fundo espacialmente isotrépico, 7, = (1,0). Portanto, a relacio de dispersio neste
caso é:

(E? = [pI* = m? — i B")? — 47 E*|p]* = 0. (1.60)
Resolvendo a equagdo acima para F, obtemos

E = \/p? +m2(1 — 2\i|p}) 2, (1.61)

onde A\ = £1. Considerando a condigdo 7|p] < 1, podemos tomar a aproximagdo em

primeira ordem do fator (1 — 2\7|p])~*/2. Logo,

E ~ (1+ Aqp))v/p? + m2. (1.62)

Assim, a velocidade de grupo da particula fermionica é dada por:

2 2 2
S = 4B 7] i 2P+ m

=_—= + .
ool P m? R+ m?

(1.63)
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Capitulo 2

Formalismo Grande Canonico

Neste capitulo iremos brevemente revisar alguns dos conceitos da mecanica esta-
tistica aplicada a gases quanticos ideias [37, 38]. Nessa descri¢do usamos o formalismo
do ensemble grande candnico para estudar sistemas quénticos ndo interagentes com-

postos por particulas idénticas: bésons ou férmions.

2.1 Ensemble Grande Canonico e Fun¢ao de Particao

O ensemble grande candnico parte da suposi¢do de um sistema capaz de trocar ca-
lor e particulas com o meio em que estd contido. Assim, o namero de particulas N ndo
¢ mais constante, podendo variar em torno de um valor médio assim como a energia,
embora a temperatura e o niimero médio de particulas () sejam fixos. Os estados
acessiveis do sistema correspondem aos autoestados da energia para uma particula,
duas particulas e assim por diante. No caso de um sistema quantico, é possivel definir
um operador ntimero de particulas N, cujos autovalores n correspondem aos possiveis
resultados de uma medida especifica.

Em mecanica estatistica o elemento central na descri¢do de qualquer sistema fisico
é a fungdo de particdo, Z. Esta fun¢do deve conter toda a informacdo necessdria a des-
cricdo de determinado sistema, e através dela podemos realizar a conexdo entre o for-
malismo da mecénica estatistica e a descrigdo termodindmica, permitindo o calculo de
quantidades fisicas mensurdveis macroscopicamente (diferentemente das quantidades

tratadas na mecanica estatistica). Entretanto antes de discutir o ensemble grande cané-
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nico e sua fungdo de parti¢do com mais detalhe, iremos tratar da indistinguibilidade
de particulas em sistemas quanticos.

Em sistemas fisicos compostos de cole¢des de bésons ou férmions idénticos, a fun-
¢do de onda do sistema pode ser simétrica (para bésons) ou antissimétrica (para fér-
mions), sob permuta¢do de duas particulas do sistema. Com as fun¢des de onda per-
mitidas, ndo é mais possivel identificar uma particula em particular com uma energia
em particular. Ao invés disso, todas as particulas sdo distribuidas entre os estados de
ocupacdo, sendo assim chamadas de indistinguiveis.

No caso de férmions indistinguiveis, a fungdo de onda para qualquer sistema em ge-
ral deve ser antissimétrica sob a permutacado entre duas particulas quaisquer. Isso tem
como consequéncia o principio de Pauli: qualquer estado pode ser ocupado por no
méximo uma particula. Como exemplo, para um sistema de duas particulas, a func¢do

de onda é:

1
Y(xy, x0) = EWA(%WB(%) — Ya(z2)p(r1)], (2.1)

onde z e z, sdo as coordenadas das duas particulas, e A e B sdo dois estados ocupados.
Se tentarmos colocar as duas particulas em um mesmo estado, entdo a fun¢do de onda
vai a zero.

Ja para um sistema de bdésons a fungdo de onda deve ser simétrica com respeito a
permutagdo entre duas destas particulas. Por exemplo, para um sistema com dois

bésons, a funcado de onda é:

W, 25) = \%wmwsw T pale)s (). 2.2)

Porém desta vez, se colocarmos duas particulas no mesmo estado, a fun¢do de onda
ndo se anulard: ndo ha um limite no niimero de particulas que podemos colocar em
qualquer dado estado.

Em geral um sistema de particulas idénticas fica completamente caracterizado pelo
conjunto de niimeros

{n1,n9,n3, ..., g, ...} = ny, (2.3)

onde k é o estado quantico e n;, é o nimero de particulas que ocupam o estado k. Os
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numeros de ocupagdo devem, é claro, satisfazer a condigdo

> m=N. (2.4)

k=1

A energia total correspondente aos NV estados ocupados do sistema é

k=1

Tendo o conhecimento do espectro de energias Ej, do sistema, podemos calcular a fun-

¢do de particio do mesmo na forma

Z(T,N,V) =Trlexp(—BH)] = > exp(— B> k), (2.6)
{ni} k

onde H é o Hamiltoniano do sistema. De modo geral, como ja mencionado acima,
a equacdo acima deve satisfazer a condigdo (2.4). Este vinculo pode tornar o calculo
da funcdo de partigdo dificultoso em geral. Entretanto esta dificuldade é reduzida se
considerarmos o ensemble grande candnico. Assim a grande funcdo de particdo é dada
por

Z(1,V, 1) = Trlexp(=B(H — uN))] = S 2N Z(T,V, N), 2.7)

N=0
onde N é o operador nimero da mecanica quantica e z = ¢’# é a fugacidade. O célculo

do traco em (2.7) resulta em
Z(T,V,u) = Z PN Z exp|—fBniEy — pngEy — ..
N=0 {nr}

=3 exp[-B(E — p)ns — B(Ey — p)ny — ]

N=0 {n;}

(2.8)

Como a varidvel N estd somada entre zero e infinito e os nimeros de ocupagdo estdo
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sujeitos ao vinculo (2.4), podemos somar os n;.s sem restri¢des como

Z(T,V,u) = ZeXp — p)ny — B(ET — p)ng — ...
) (2.9)

= Z e BE1—p)n1 Z e B(E2—p)n2 Z e—ﬁ(Es—M)nsm’
n1 n3

n2

que escrevendo de modo compacto fica
Z(T,V, ) H Z exp[—fB(Ex — p)ng). (2.10)

2.1.1 Conexao Entre a Mecanica Estatistica e a Termodinamica

No inicio deste capitulo mencionamos que é por meio da fungdo de particdo que
fazemos a conexdo entre a mecanica estatistica e a termodinadmica. Assim, calculada
a fungdo de particdo, podemos calcular as principais quantidades termodinamicas de
um gds, tais como: numero total de particulas, energia interna, capacidade térmica,
pressdo e entropia. Procederemos agora com o célculo de algumas dessas proprieda-
des.

O namero de ocupagdo médio é dado por:

1 0lnZ
B8 0Ey T,V7

(i) = — (2.11)

sendo o numero total de particulas computado através da substituicdo da equagdo
acima em Eq.(2.4).

Ja a energia interna do gas é definida como

olnZ
86 2,V ,

U(T,V ) = — (2.12)
onde é importante notar que a fugacidade z é mantida constante.
A energia interna do sistema nos permite calcular o capacidade térmica que é uma

importante quantidade na descrigdo de um sistema termodinamico e é dada por

ou

OV:a_TV

(2.13)
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Do conhecimento da func¢do de particdo, ainda podemos definir o grande potencial
candnico:

O(T,V,pu) = —%IHZ, (2.14)

que se relaciona com a pressdo do géas através da relacdo de Euler
ST, V,u)=U—-TS — uN = —-PV. (2.15)

Assim, igualando (2.14) e (2.15), encontramos a equacdo de estado no ensemble grande

candnico expressa na forma

PV = 1 InZ. (2.16)

p

Por fim, temos que a entropia associada ao gés é definida como:

0P
T =— — 217
SV == 57| (2.17)
que pela regra da cadeia pode ser ainda escrita como
0B 0d
T =— —=— . 2.1

Substituindo (2.14) na equacao acima e ap6s algumas simples manipulagdes algébricas,

obtemos
(u+ P)V

S(T,V, ) = T

(2.19)
que de modo conveniente permite definir uma densidade de entropia, s, na forma

S(T,V,u)  u+P
Vv T

S(T,V, ) = (2.20)

2.2 Estatistica Quantica de Gases Ideias

No final da dltima se¢do vimos que tendo o conhecimento da func¢do de partigdo po-
demos calcular algumas propriedades fisica de interesse. Nesta se¢do iremos discutir
e calcular as principais quantidades fisicas associadas aos gases quanticos compostos

de bésons ou férmions nédo interagentes.
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2.2.1 Fungao de Parti¢ao: Caso Bose-Einstein

Para um gas de bésons nao interagente a grande fungdo de particdo tem a seguinte

forma:

Zpp(T,V,p) =) Y . Y exp {—@an(Ek —u)}- (2.21)

n1=0n2=0 Noo=0
Observe que o resultado acima corresponde a uma série geométrica convergente, de

modo que podemos usar o seguinte resultado:

— 1
Z " = para z < 1. (2.22)
n=0

1—-x
Logo, podemos reescrever a Eq.(2.21) como

1
1 — exp[—B(Ey, — p)]

Zpp(T,V,m) = [ ] (223)

k

Como exp[—f(Ey — p)] < 1 para qualquer k e Ej, > 0, entdo Ej, — o > 0 e o potencial
quimico, /1, deve sempre ser negativo para um gas de bésons livres.

Tomando o logaritmo em ambos os lados da Eq.(2.23), ficamos com
In Zpp = — Y In{l — exp[—B(Ex — p)]}. (2.24)
k

Substituindo a fungao de particdo acima na Eq.2.11, obtemos o ntiimero de ocupagdo

médio na estatistica de Bose-Einstein dado por:

1 Jln ZBE
(Mk)Be = —% —Fm— ; (2.25)
B 0By |py
que resulta em
1

Como exp[S(Ey — p)] > 1 para qualquer estado &, logo, (n;) > 0 para qualquer k.
Ja para baixas temperaturas (kgT)~' > 1, temos que (n;) ~ 0 para a maioria dos

estados, exceto aqueles de menor energia.
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O ntimero total de particulas entdo é:

1
N=) (m)sp =), —m T (2.27)
k k

2.2.2 Fungao de Parti¢ao: Caso Fermi-Dirac

No caso de férmions o niimero de ocupacdo assume os valores n; = 0,1, e assim a

funcdo de parti¢do para um géas de férmions ndo interagentes assume a seguinte forma:

2oV = 30 3 > e |~ 8% mlBi )

Neoo=0

(2.28)

Novamente tomando o logaritmo em ambos os lados da equagao acima, ficamos com
InZpp = Z In{1 + exp[—B(Ex — u)]}. (2.29)
k

Levando a fung¢do de partigdo calculada acima na Eq.2.11, obtemos o nimero médio de

particulas na estatistica de Fermi-Dirac dado por:

1 81nZFD

= __ D 2.30
(e)rp = =5 =55 - (2.30)
resultando em
1
(nk)rp = m~ (2.31)
Esta expressdo ainda pode ser aproximada na forma
1 1, caso Ej < o

—1,8E} ~
z7le +1 .
0, caso contrario,

onde 1 é o potencial quimico em 7" — 0. Note que a fungdo acima é do tipo degrau:
(i) pp = O (o — Ej).

Realizando o somatério sobre todos os estados quanticos na 2.31, obtemos o nimero
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total de particulas:

1
N = Z<nk>FD = Z m- (2.33)
k k

2.2.3 Propriedades Termodinamicas: Caso BE e FD

Podemos generalizar os resultados (2.24), (2.29), (2.27) e (2.33), respectivamente da

seguinte forma:

nZ=a) In(l+aze ") (2.34)
k
e
N = ; Wzm (2.35)
onde o parametro a, assume os valores: a = —1 para bésons e a = 1 para férmions.

Feito isso, podemos escrever as propriedades termodinamicas ja discutidas acima para

o limite de volume muito grande, de modo que podemos assumir a seguinte relagdo:

7 3513 -
; — ) / PrdPp, (2.36)

onde 7 é a multiplicidade de spin da particula e  é a constante reduzida de Planck.

Assim, a fun¢do de particdo dada pela Eq.(2.34) neste limite fica

d3rd3p _
InZ = ay/mln(l + aze PP, (2.37)

que considerando nossa suposi¢do de gases ndo interagentes e realizando a integral

acima em coordenadas esféricas, ficamos com

_ay <, —-8E
InZ = m/o p”In(1 + aze "%)dp. (2.38)

Realizando o mesmo procedimento para (2.35), obtemos

N=_—T_ / (v dp. (2.39)
223, \z71ePE +a

25



Agora nos resta aplicar o limite de volume muito grande para a energia interna e a

pressdo. Assim, substituindo (2.38) em (2.12) e (2.16), obtemos respectivamente

8 <, E
= —|d 24
U QWQHS/O p (z_leﬂEﬂl) p (2.40)
e
_ v ) —BE
P = a27r2h3ﬁ /0 p”In(1 + aze "%)dp. (2.41)

Realizando uma integragdo por partes do lado direito, temos

oo 2
g p pdE
P = —— | z— |d 242
2m2h3 /0 (z_leﬁE + a) (3 dp) P (2.42)

que é a pressdo do gas no ensemble grande canonico.

Nos préximos capitulos iremos investigar como as relagdes de dispersdo dadas pe-
las Egs.(1.47) e (1.62) podem modificar a termodindmica de gases compostos de fétons
ou férmions. A premissa fundamental serd a de que as corre¢des aqui propostas mo-
dificam somente as relagdes de dispersdo, e portanto, ndo devem alterar as bases da
mecanica estatistica. Assim, devido a natureza das particulas aqui discutidas, iremos

usar o formalismo do ensemble grande canonico desenvolvido neste capitulo.
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Capitulo 3

A Termodinamica do Gas de Fotons e a

Radiacao de Corpo Negro Modificada

Ao modificar a relagdo de dispersdo do féton via o termo de correcdo proposto por
Myers-Pospelov para o campo de calibre, somos motivados a investigar as possiveis
consequéncias nas propriedades termodindmicas de um géds composto homogenea-
mente por fétons. Tal motivacdo nos conduz neste capitulo a fazer um estudo sobre
estas possiveis modificagdes na termodindmica de um gds de fétons. Neste sentido,
formularemos o problema no formalismo da mecanica estatistica quantica de Bose-
Einstein em um contéiner de volume V, condicionando tal estudo a condicdo £|k| < 1
que nos fornece a relagdo de dispersdo aproximada dada por Eq.(1.47). Nossos resul-
tados também nos permite estudar a radiagdo de corpo negro na presenca da VSL.
Diferentemente do que foi feito no capitulo 1, neste e no préximo capitulo adotare-
mos o sistema internacional de medidas (S.1.), seguindo a convengdo adota por outros

autores em estudos similares aqueles realizados aqui.

3.1 Grande Funcao de Particao Modificada - Caso BE

No Cap.2 mencionamos que a conexdo entre o mundo microscépico e o compor-
tamento termodinamico observado é feito através da funcdo de particdo Z. Isto é, o
conhecimento desta fungdo é o que nos permite deduzir todas as propriedades termo-

dindmicas do sistema. Neste caso estamos considerando um gas composto de fétons,
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e portanto, devemos usar a grande fun¢do de particdo para o caso Bose-Einstein dada
pela Eq.(2.24).
Considerando a relacdo de dispersdo dada pela Eq.(1.47), porém agora escrita em uni-

dades S.I., temos

pidp = FE(l — /\SE)} 2d—pdE
p dE (3.1)
_ 0_1332(1 — ANE + 58 + O[&))dE.

Logo, o ntimero de estados acessiveis do sistema em um certo volume do espago de

fase é:
WV ” 3 £2 12 &3
VD= ———— E7(1 —4XE + 5¢8°E* 4 O[€°])dE 3.2
it |, (- A 458+ O i 32)
onde a multiplicidade de spin para os fétons é: v = 2. Note que se A = —1 o ntimero de

microestados acessiveis ao sistema cresce (ou decresce se A\ = +1) em relacdo ao caso
sem VSL. Isto implica que ndo deveriamos ficar surpresos se a correspondente entropia
crescesse. Evidentemente, queremos dizer que isso implica numa maior entropia se
comparada com aquela de um gas sob as mesmas condigdes, porém na auséncia da
VSL.

Em principio, os vetores de onda k sdo discretos (ou quantizados) em uma caixa de
volume V' tendo condi¢des de contorno periddicas. Entretanto, para um volume muito
grande, podemos reescrever a soma na Eq.(2.24) em termos de uma integral usando o

numero de estados acessiveis do espago de fase dado pela Eq.(3.2). Logo,

InZ = v - /OO E*(1 —4XE 4+ 58°E° + 0[€]) In(1 — e PP)dE, (3.3)
0

 72(he)

onde a fugacidade é igual a unidade (¢ = 1) para fétons. Note que o logaritmo da
fungdo de particdo acima pode ser explicitamente calculado pela integragdo por meio
da varidvel de energia. Realizando uma primeira integracdo por partes em cada um

dos termos em (3.3), obtemos

R A N A A o BB »B_E° 2
InZ(8,V) = _7T2(hc)3/0 (— S PN —552366]5_ : +(9[£3]>dE.
(3.4)
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Mudando a varidvel de integracdo para = = SE e ap6s algumas simples manipulacdes

algébricas, obtemos

_200E((5) | 120%((6)

InZ(5,V) 3 52

v 3[2c<4> Lo, (3.5)

— 72(heB)

onde ((n) é funcdo zeta de Riemann definida como

1 o] xnfl
((n) = o) /0 . 1dx, (3.6)

el'(n) = (n—1)! é a fungdo gama para n inteiro. A func¢do ((n) também pode ser escrita

em termos de uma expansdo em série de Taylor

=1
)= (3.7)
=1
que converge somente para n > 1. Assim, esta fun¢do pode assumir os seguintes
valores A
T
C(4) = 90
6 (3.8)
T
¢(6) = o5

Portanto, substituindo (3.8) em (3.5), obtemos

Wz = [T 2(E) | ser

w2 (heB)? |45 5 e O (3.9)

3.2 Termodindmica do Gas de Fotons

Dando continuidade ao que foi feito na se¢do anterior, vamos proceder agora com
o calculo das principais propriedades termodindmica de um gas de f6tons modelado

estatisticamente pela funcdo de parti¢do acima discutida.
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3.2.1 Densidade de Energia e Particulas

Relembrando que a conexdo entre a energia interna e a fungdo de particéo ¢ feita

pela Eq.(2.12)

oln Z(B,V)
U=— ——F7F-—"7-| . 3.10
Assim, levando (3.9) em (3.10), obtemos
B 1% 7t 96AEC(5)  40&2%7S -
UB,Vv) = 2hPF {1—5 T3 + 6352 + O[¢ ]:|7 (3.11)
que em termos da temperatura do gés fica
_ V(kgD)* [ - 40275 5 -
ur,v) = 2hep |15 96AEC(5)(kpT) + (ksT)” + O[€°]], (3.12)
onde usamos § = 1/kgT. Dividindo a equagdo acima pelo volume V, obtemos
kD[ s 40&2 70 ) -
uw(T) = w2(ho)? | 15 96AEC(5) (kBT + (ksT)” + O[¢7]], (3.13)

que é a densidade de energia do gas. Note que para £ — 0 recobramos a energia usual
na auséncia da VSL [39]. Note também que se A = —1, a VSL implica em aumento
na energia interna do nosso gas de fétons. Embora a energia interna ndo seja uma
quantidade diretamente detectdvel, hd outras propriedades como a capacidade térmica
que pode ser medida e é calculada da energia interna do gés.

Vamos agora calcular o ntimero total de particulas no sistema através da Eq.(2.26)

efetuando a soma sobre todos os estados de energia acessiveis. Logo,

1
k

Assumindo o limite de volume muito grande, podemos passar este somatério para
uma integral de modo semelhante ao que foi feito no cdlculo da energia interna. Logo,

a densidade do ntiimero de particulas fica

dE (3.15)

n =

N 1 [ E(1—4MEE + 582E% + O[¢%))
Vo w2(hc)? /0

- el — 1
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Realizando a mudanga de varidvel x = SE, reescrevemos a equagdo acima como

1 1 [ 22 4NE [ 2B 562 [~ ot -
(3.16)

Os resultados destas integrais sdo dados pela Eq.(3.6). Assim, a equacdo acima fica

- 2 e + % re) + 0[531]

65
B 1 20Emt 60€2¢(5) ~
- [<<3>— B +0[53]]7

5¢2

1 1
n(B) = =53 | 7 (3)C(3)
72 (he) [5 (3.17)

que em termos da temperatura fica

o) = G2 e - 2 ) + s005) ke + 0] @)

que retorna ao caso usual quando ¢ — 0. Perceba que quando A = —1, o ndmero de

particulas aumenta. Em contrapartida, decresce se A = +1.

3.2.2 Pressao, Entropia e Capacidade Térmica

Levando a funcdo de partigdo dada pela Eq.(3.9) em (2.14), obtemos a func¢do grande

potencial:

(B, V) =

1% 7t 24NEC(5)  8¢*aS -

—_— | == (@] . 3.19
2(he)P {45 5 e TOK (3.19)

Esta funcdo estd diretamente relacionada a pressdo do gas através da relacdo (2.15).

Consequentemente, substituindo (3.19) em (2.15), obtemos a pressdo em termos da

temperatura como:

. (I{ZBT)4 7T4 = 8527T6(]€BT)2
2(he)? {— — 24XEC(5) (kpT) + 6

5 + 0[53]] , (3.20)

que no limite ¢ — 0 retorna ao caso usual em que P ~ T*. Note que a pressdo cresce
na presenca da VSL se A = —1 ou decresce no caso em que A = +1, permitindo-nos
interpretar a VSL como uma pseudo-interagdo repulsiva ou atrativa, respectivamente
[40]. De fato, a repulsdo (ou atragdo) entre as particulas de um gas implica em aumento

(ou decrescimento) da pressdo, se comparado a um gés ndo interagente.
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Outra quantidade termodindmica interessante é a entropia dada pela Eq.(2.19). As-
sim, substituindo os resultados dados por (3.12) e (3.20) em (2.19) , obtemos
V(kgT)? [4r* 486275 (kpT)?

ki | <= = 1200C05) (ks T) + ——

5= 72 (he)3 45

+ 0[€%]]. (3.21)

Vale mencionar que uma consequéncia da presenca da VSL na entropia é que um pro-
cesso adiabdtico ndo é mais dado pela condigdo VI® = const., como é o caso usual
[38]. Note também que se A = —1, a VSL aumenta o ntimero de estados acessiveis (por
favor, veja (3.2)), e em consequéncia, nossa entropia cresce. Por outro lado, se A = +1,
a mesma deve decrescer.

Uma vez que a energia interna tem sua dependéncia com a temperatura modifi-
cada, entdo neste caso, a capacidade térmica a volume constante também deve ser

modificada. Consequentemente, levando a Eq.(3.12) em (2.13), obtemos

_ 3V(kgT)?, [4r* . 806278 (kpT)?
= 2 (hep kg 5 —160)\§g(5)(k:BT)+—63

Cy + 0[€%], (3.22)

que no limite ¢ — 0 retorna a forma usual, Cyy = 35 . Esta é uma quantidade mensura-
vel e, portanto, obtivemos outro parametro que teoricamente poderia ser empregado
em experimentos procurando por efeitos da VSL. Note que a capacidade térmica com-
putada para A = —1 é maior do que a correspondente para o caso na auséncia da VSL,
e tal resultado é compativel com nossa interpretagdo anterior de que a presenga da VSL

pode ser vista como uma pseudo-interagdo repulsiva entre as particulas [40].

3.2.3 Relacao Pressao-Energia e Equacao de Estado

Vamos agora calcular a relagdo pressdo-energia w na presenca da VSL que em geral
é uma funcdo da temperatura. Logo, dividindo a Eq.(3.20) pela Eq.(3.13) e conside-

rando apenas os termos de primeira ordem no parametro £, obtemos

P L\ 2K T)

. - . (3.23)

w =

Perceba que a relagdo usual P = u/3 é recobrada no limite £ — 0. Vamos agora obter

a equacgdo de estado, P = P(u), seguindo o mesmo procedimento realizado em [41].
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Assim, temos que escrever 7' como uma série de poténcias de ¢, tal que é suficiente
apenas considerar os termos de primeira ordem, 7" = Tj + £T,. Substituindo esta

aproximacdo na Eq.(3.13) e comparando os termos de mesma ordem em &, obtemos

15(he)®] M ut/t 360¢(5)\/15(hic)? Eull?
2 k?B md kB
Assim, inserindo a equagdo acima em (3.23), obtemos a equacdo de estado modificada
120¢(5) [15(he)3 ]
p oty \J20CO) [I5(he)" g 5y (3.25)
3 4 2

Vale ressaltar aqui que estes resultados sdo compativeis com aqueles reportados em
[41]. Entretanto, os autores partiram de outra proposta de gravidade quéntica, conhe-

cida como Doubly Special Relativity (DSR) (para um review, veja [42]).

3.3 Aplicacdo a Radiacdao de Corpo Negro

Historicamente, a radia¢do de corpo negro tem sido vista sobre dois pontos de vista,
que embora sejam idénticos na prética, conceitualmente sdo distintos. O primeiro foi
desenvolvido por Planck (1900) ao supor que o corpo negro seria uma cavidade resso-
nante, cuja as paredes eram compostas de osciladores harmonicos distinguiveis com
energias quantizadas (n + 1/2)hw. O segundo é devido a Bose (1924) e Einstein (1924,
1925), onde este sistema agora é visto como um gés de quantas indistinguiveis (f6tons)
com energias correspondente as frequéncias de propagacao, £ = hw.

Nesta secdo faremos o estudo da radiacdo de corpo negro seguindo a abordagem de
Bose-Einstein, porém agora introduzindo efeitos da VSL. Como visto na se¢do anterior
o aumento (ou reduc¢do) do niimero de estados acessiveis do sistema devido a VSL pro-
duz um aumento (ou redugdo) da energia interna entre outras propriedades do nosso
gds de fotons. Assim, evidentemente a radiacdo de corpo negro também serd modifi-
cada. Vamos agora calcular a densidade de radiacdo total do corpo negro. Isto é fa-

cilmente obtido reescrevendo a Eq.(3.13) em termos da constante de Stefan-Boltzmann
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214
Tk

usual, o = R

Logo, obtemos

_ 40€ff (T7 6)

u(T) = 4L

T, (3.26)

onde a constante efetiva de Stefan-Boltzmann é dada por

Ocff = 0(1 — )\%kBT), (3.27)
considerando apenas termos lineares no pardmetro £. Assim, obtemos uma corre¢do
da lei de Stefan-Boltzmann na presenga da VSL.
Este resultado é interessante quando comparado com aqueles encontrados na litera-
tura. Por exemplo, em [43] o aumento da temperatura implica em uma diminuigao
dos efeitos da VSL sobre a constante efetiva de Stefan-Boltzmann e, consequentemente,
sobre a radiagdo de corpo negro. Por outro lado, em nosso modelo o aumento da tem-
peratura implica em uma amplificagdo dos efeitos da VLS sobre a radiacdo de corpo
negro.

Uma aplicagdo deste resultado seria a estimativa do parametro que controla a VSL,

¢. Por exemplo, poderiamos escrever

a(T) = do (1 — A%@T) T, (3.28)
C ™
que ainda poderia ser escrita como
5U(VSL) =u—u= —96)\£_C(5)(kBT)5, (329)

onde @ é a densidade de energia modificada dada pela Eq.(3.26) e u é a densidade de

energia usual. Resolvendo a equagdo acima para &, obtemos

EUES
96 (5)(kpT)>

£ (3.30)

Assim, usando dados cosmoldgicos ou astrofisicos das densidades de energia e tem-
peraturas associadas, poderfamos estimar &, que se relaciona com o pardmetro contro-

lando a VSL através de £ = £/Mpy.
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Capitulo 4

A Termodinamica do Gas de Férmions
Modificada e sua Aplicacao a Estrelas

Anas Brancas

Neste capitulo estudaremos as modifica¢des das propriedades termodinamicas do
gds de férmions degenerado devido a relacdo de dispersdo efetiva e sua aplicacdo a
dindmica de uma estrela and branca. Nosso objetivo neste capitulo, entdo, é calcu-
lar quantidades termodinamicas como a densidade de energia e pressdo deste gds, e
identificar possiveis corre¢des em primeira ordem no parametro 7 na dindmica de uma

estrela ana branca no modelo de Chandrasekhar.

4.1 Termodinimica do Gas de Férmions Relativistico e

Degenerado

Consideremos um sistema composto por particulas fermidnicas relativisticas e de-
generadas a uma temperatura baixa (7" — 0), tal que possamos assumir que o niimero
médio de ocupagdo toma a forma (ng) = O(Er — F), onde i = EF é a energia de Fermi
além da qual inexiste estados ocupados e O(z) é a fungdo passo definida pela Eq.(2.32).
O moédulo do momento de Fermi, pr, é associado a energia de Fermi através da relacdao

de dispersdo (1.61). Assim, podemos ainda escrever a fun¢do passo de modo conveni-
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ente em termos do momento de Fermi como (n,) = ©(pr — p) respeitando as mesmas

condicoes descritas em (2.32).

4.1.1 Densidade de Particulas e Energia
A densidade do ntimero de particulas com spin 1/2, é dada por

N 1 o
n=q1;= W/ O(pr — p)|pl*dp
m2h3 J,
5 3 4.1)

— 1 /pF |ﬁ|2dp: |]5’F|3 — (mc) x
0

m2h3 3m2h3 3m2h3

onde a varidvel x = |pr|/mc é definida.

Ja a densidade de energia pode ser computada usando a Eq.(2.40), tal que

U 1 o
u= = | Or - pEI
0

m2h3

1 PF
2R / p12¢2 + m2c (1 + Aq|ple) |pl*dp (4.2)
0
1 PF pr ,
TR (/ 151°V/|p12c® + m2ctdp + )\ﬁc/ 1912/ |P|2c2 + m204dp>.
0 0

Mudando a varidvel de integracdo para y = [p]/mc, obtemos

4

5 T T
u= 7:2;3 (/ iy + 1dy + /\nmCQ/ i\ y? + 1dy>. (4.3)
0 0

A primeira integral pode ser realizada por partes e através do uso da férmula 2.273.3
em [44]

[ viETia = Ly
_ 2—14(83:3\/ﬁ ~ f(2)).

o 3Jo VyP+1 (4.4)

onde f(z) = x(22% — 3)v/22 + 1 + 3sinh™'(z), como definido em [45]. J4 a segunda

integral é avaliada em

/my3\/y2+1dy: %( 22 + 1(2* +1)(32” — 2) + 2). (4.5)

0
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Portanto, substituindo (4.4) e (4.5) em (4.3), obtemos a densidade de energia

_ (m) [Vt f(x) N Aijmc?

~ 72(he)? 3 21 T (2+ (2®+ 1)3/2(322 — 2)) |- (4.6)

Podemos notar que a Eq.(4.6) mostra que uma primeira corregéo é dada para mc* < 1.
Observe também que ao tomar o limite 7 — 0 recobramos a densidade de energia usual

(veja por favor [45]).

4.1.2 Pressao

A pressdo do gas é calculada usando a Eq.(2.42) e a relagdo dE/d|p] ja calculada em
(1.63). Assim,

P [ ete - (45 )

1 [rr |p]"c? A7|pl°c? A\pPer /TR T mich
- 3%2713/0 < + — + A|pl°en/ |12 + m2ct | dp.

VIpe2 +m2ct - \/Ipe? +
(4.7)

Mudando a varidvel de integracdo como ja feito para a densidade de energia, temos

dy + /\77m5c7/ Y\ Y2+ 1dy).
0

(4.8)

x 5
dy + A\l 57/ Yy
e (e [ et ramte? [

Os resultados destas integrais (com exce¢do da tltima ja avaliada em (4.5)), sdo

‘ y4 2 2 i -1
/0 —y2 — = —(zvVa? + 1(22° — 3) + 3sinh ™' (z)) .
' —y5 x? rt — 42° — |
/0 y2+1dy (Va2 +1(32" — 42% + 8) — 8)

Substituindo estes resultados em (4.8), obtemos por fim a pressdo do gas

OOIH

GIH

( m C))d{ (x) n >\771”5”LC (\/ﬁ(2$4—x2—|—2))

_ (m&)' [f(x) 29(7)
S |2+

(4.10)

24
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onde de modo conveniente escrevemos: g(z) = va2 + 1(22* — 2% + 2). Observamos
mais um vez que no limite 77 — 0 recobramos a pressdo usual do gés de férmions [45].
Perceba que no limite ultra-relativistico, em que x > 1, uma primeira aproximacao das

funcgdes f(x) e g(x), respectivamente sdo:

f(z) ~ 22" — 22 (4.11)
e
5 4
g(x) ~ 22° + =% (4.12)

Assim, podemos escrever a Eq.(4.10) neste regime como

(me?)*

8
~ 4 2, Sy 25 41
—127r2(hc)3 (a: x° + 5)\77mc x ), (4.13)

onde consideramos apenas o termo dominante em (4.12), que é recorrente na literatura
[41, 46, 47]. Note que se considerarmos A = —1, entdo, a pressdo decresce em relacdo
ao caso na auséncia da VSL, enquanto que, para A = +1 a pressdo cresce. Novamente,
interpretamos a perda da invariancia de Lorentz como uma pseudo-interacdo atrativa,
se A = —1[46]. Quando A = +1, a VSL é equivalente, para férmions massivos, a uma
pseudo-interacdo repulsiva. O resultado fornecido pela Eq.(4.13) serd importante na

proxima secdo quando estudaremos a dinamica modificada de estrelas ands brancas.

4.2 Aplicacdo a Objetos Astrofisicos: Anas Brancas

Ao considerar modificagdes ultravioletas na relagdo de dispersdo, somos conduzi-
dos a nos questionar sobre a relevancia destas corre¢des em configuragdes de objetos
astrofisicos compactos em que a energia por particula é consideravelmente alta. Neste
regime, podemos considerar estrelas ands brancas. Como iremos ver, consideramos o
modelo de Chandrasekhar e introduzimos nesta abordagem modificagdes devido VSL.

A fase final na evolugdo das estrelas de sequéncia principal com uma massa inicial
de M < 8M, consiste basicamente de um nicleo de particulas degeneradas que surge

ap6s a ejecdo de uma quantidade significativa de matéria na forma de uma nébula pla-
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netdria. O nicleo serd composto na sua maior parte por carbono degenerado ou hélio
ionizado com uma quantidade muito pequena de hidrogénio [48]. Como iremos ver, a
pressdo devido ao nucleo é fornecida por um gés ideal de elétrons degenerados e nao
interagentes .

Neste trabalho iremos considerar o modelo de Chandrasenkhar de estrela ana branca:
uma esfera de gas, consistindo de hélio ionizado, de massa M ~ 10*° kg, cujo centro
tem densidade de massa p, = 10" kg m~3 e temperatura T' ~ 107 K (temperatura tipica
de uma and branca na auséncia da VSL). Estando o hélio quase que completamente io-
nizado, os elétrons estdo livres e a suposicdo fisica é de que a pressdo exercida por
estes elétrons livres estd em equilibrio com a forca gravitacional exercida pela propria
estrela.

Dito isso, vamos primeiro estimar a energia de Fermi e o momento de Fermi dos elé-
trons no gas com a ajuda da densidade p. Cada hélio ionizado contribui com dois
elétrons e quatro nicleons para a massa total da estrela. O ntcleo de hélio pode ser
tratado como ndo relativistico, desde que a energia cinética média, devido a energia
térmica kT ~ 1 keV, é muito pequena comparada a sua massa de repouso mpy.c* ~ 4
GeV. Além disso, para elétrons, a contribuicdo da energia cinética para a massa total é

ainda muito pequena (m.c* ~ 511 keV), de modo que podemos escrever
M ~ N(me + 2m,,) ~ 2m,N, (4.14)
desde que m. < m, e também que dois prétons correspondem a um tnico elétron.

Com isso, a densidade de particulas dos elétrons na estrela pode ser estimada como

. N M/2m,, %3‘1036e1étrons.

7™ 3 = (4.15)

Substituindo esta densidade de particulas na expressdo que fornece o momento de

Fermi ja discutida neste capitulo através da Eq.(4.1), obtemos

pr = (3n7%0%)"° ~ 0.9 MeV /c. (4.16)

Elétrons sdo férmions de spin 1/2.
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Se substituirmos este valor em (1.62), obteremos a energia de Fermi Er ~ 0,5 MeV e,
portanto, efeitos relativisticos tornam-se importantes. Entretanto, devido a k1" < Ep,
o gas de elétrons pode ser considerado frio e, consequentemente, sua pressdo é dada
pela Eq.(4.13).

Até o momento a suposicdo é de que o gas estd confinado em uma caixa de volume
fixo, V. Evidentemente este ndo é o caso, pois a gravidade impede que o gés escape
dessa regido. Considerando que o gds expanda adiabaticamente por uma quantidade
dV, de modo que o raio da esfera gasosa aumenta dR, pela primeira lei da termodina-
mica, a energia

dE, = —pdV = —p(R)4TR*dR, (4.17)

é acrescida. J4 a variacdo no potencial gravitacional é dada por:
dE, = ——dR, (4.18)

onde M é a massa da estrela e GG a constante gravitacional [45]. Estando o sistema em

equilibrio, a variagdo da energia total é nula, dE, + dE, = 0. Logo, temos que

GM?
P = . 4.1
(R) = T (419)
Assim, substituindo (4.13) na equacdo acima, ficamos com
mic® [, 5 8. 4 s GM?
m(x -+ gAnmec x ) = (4.20)
Reescrevendo a Eq.(4.1) na forma
M\ Y3 M/3
o (9 > h M7 (4.21)
8m,, mecR R
_ s
onde M = ( é’nj‘i ) e R = L=, podemos reescrever a Eq.(4.20) como:
G (8m, L M? mic® (M3 M3 8 M3
il ) e — _ —\Mmec® —— |, 4.22
im <97rh) (mee) 77 = e\ R~ I T3 (422
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ou ainda

+ - A\imec (4.23)

M2 M43 MBS 2]\‘45/3
- <R4 7 5 75 )

onde K = ¢ o ' — g(Smp)Z(Trzec)‘*. Resolvendo para R, encontramos

_ _ K _ K' —3/2
R=MY73/1- ?M2/3 [1 + g)\ﬁmQCQ (1 — ?M%‘) } . (4.24)

Esta equagdo pode ser convenientemente caracterizada em termos de uma correcdo

para o resultado usual

4 MO\ 23N 32
R = RChan |:1 + EAT_]meCQ (1 - (MO) ) :| 3 (4:25)
onde
33k M\ Y3 M3
o = — i 1— | — 4.2
fien 2 mec? (mp> (M0> (420

é o raio de Chandrasekhar e

91 \2/ he 3/2
My = 4.27
0 (Smp> (%G) (427)

é o limite de Chandrasekhar que define a quantidade méxima de massa que uma es-
trela ana branca pode ter sem perder estabilidade 2. Note que se A = —1, entdo o raio
permitido é menor do que o valor correspondente quando a VSL ndo estd presente,
enquanto que A = +1 produz um raio maior. Neste tltimo caso, consequentemente,

temos o limite M — M, em que a VSL prediz um raio ndo nulo para a ana branca:

1/3h M 1/3 M 2/39 -1
R—>7767T5 C(—) {1—( ) } . (4.28)

my M()

Isto é, encontramos para o caso A = +1 um critério que talvez permita testar este tipo
de VSL [46]. Isso prevé um raio maior para estrelas ands com massas muito proximas
adosol, My ~ 1,44M,.

Por fim, ressaltamos que a possibilidade de um raio menor para este tipo de sistema

2Vale mencionar que o resultado encontrado na Eq.(4.25) foi generalizado em [46] através de uma
relacdo de dispersdo generalizada com parametros dependentes do modelo de gravidade quantica no
contexto da DSR.
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é suportada pela evidéncia observacional reportada em [49], onde os autores conside-
ram oito candidatas a ands brancas com raio menor do que aquele deduzido de uma
equacdo de estado para um gés de elétrons degenerados na auséncia da VSL. Embora
existam esforgos tedricos no sentido de explicar tal discrepancia, por exemplo através
de uma matéria de quarks-estranha dentro do nticleo da estrela [49], ha ainda a pos-
sibilidade de que essa discrepancia na relagdo de massa-raio de Chandrasekhar seja

decorrente da VSL.

42



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacdo tivemos como objetivo de estudar as implicagdes tedricas na di-
namica dos campos do féton e do férmion ao adicionar termos que violam a simetria
de Lorentz no contexto da teoria de Myers-Pospelov. Como foi mostrado, estes termos
introduzem correg¢des nas relagdes de dispersdo usuais, que é uma condigdo decorrente
de muitos modelos que tentam quantificar a gravidade, e isso nos motivou a estudar
possiveis modificagdes geradas na termodinamica de fétons e férmions devido a essas
corregoes.

No caso do gas de fétons, verificamos que o nimero de microestados acessiveis
para o estado de equilibrio correspondente cresce (ou decresce), em comparagdo com
o caso em que a VSL ndo estd presente. Entretanto, no limite 77 — 0, a entropia vai a
zero, como acontece no caso em que a VSL ndo estd presente. Em outras palavras, o
postulado de Nernst ndo é violado se a simetria for quebrada. Além disso, a VSL im-
plica em um aumento ou diminuigdo (A = —1 e A = +1, respectivamente) da pressdo,
consequentemente, podemos interpretar este resultado como a agdo de uma pseudo-
interacdo repulsiva ou atrativa entre os fétons. No que diz respeito a deteccdo destes
efeitos, mencionemos que pode ser feita, a0 menos em principio, recorrendo a capa-
cidade térmica a volume constante, embora haja possiveis restricdes experimentais
devido ao parametro de violacdo ser muito pequeno. Também calculamos a relagao
pressdo-energia e a equagao de estado, corrigindo-as em primeira ordem no parame-
tro £. Além disso, vimos que a modificagdo da densidade de energia do gés de f6tons

conduz a uma modificacdo da densidade de radiacdo total de corpo negro, que tal-
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vez forneca valores estringentes do pardmetro que controla a VSL, quando aplicada a
cendrios astrofisicos ou cosmolégicos.

Para o gas de férmions constatamos que pode haver aumento ou diminui¢do das
quantidades termodinamicas, interpretando tais resultados como pseudo-intera¢des
repulsivas (se A = +1) ou atrativas (se A = —1) como efeitos da VSL sobre a dindmica
do gas. Além disso, na busca de um sistema que poderia fornecer uma proposta expe-
rimental vidvel para a detec¢do desse tipo de VSL, foram consideradas possiveis mo-
difica¢Oes na relacdo raio-massa no modelo Chandrasekhar de estrelas ands brancas.
Isso nos conduziu a uma correcdo no raio de Chandrasekhar que pode ser maior ou
menor que a usual, sem perder estabilidade desde que M <« M,. Entretanto, quando
M — M, observamos que o raio é ndo nulo em rela¢do ao caso usual, sendo uma diver-
géncia no termo corrigindo o raio de Chandrasekhar que implica em uma amplificagdo
dos efeitos da gravidade quantica.

Nossa perspectiva de continuidade do presente trabalho é compreender de maneira
mais profunda o papel da birrefringéncia na mudanga das propriedades térmicas cal-
culadas tanto para fétons quanto para elétrons. Outra perspectiva é a de realizar um
estudo fenomenolégico no sentido de estimar os parametros da VSL através de dados

experimentais de objetos astrofisicos.
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