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Resumo

O estudo do buraco negro actstico, ou analogo acustico, se assemelha ao gravita-
cional da seguinte forma: verifica-se o fendmeno da radiagao Hawking, a presenca de um
horizonte de eventos, a possibilidade de se calcular a sua temperatura, também chamada
de temperatura Hawking, e obtém-se uma métrica que descreve a geometria do buraco ne-
gro. Inserimos na métrica acistica a teoria nao-comutativa, a fim de verificar as correcoes
que resultam desta teoria. Neste trabalho, consideramos o principio da incerteza genera-
lizado, no formalismo de tunelamento via método de Hamilton-Jacobi, para determinar a
temperatura Hawking e a entropia quantica corrigida para buracos negros actisticos nao
comutativos em 2 4+ 1 dimensoes. Em nossos resultados obtemos uma entropia de area,
com um termo de correcao logaritmica em ordem dominante; um termo, em ordem me-
nor, proporcional a temperatura de radiagao associada com os buracos negros acusticos
comutativos; e um termo extra que depende de uma carga conservada. Assim, como no
caso gravitacional, nao ha necessidade de apresentar o corte ultravioleta e as divergéncias
sao eliminadas.

Palavras-chave: Buraco negro actstico, radiacao Hawking, nao-comutatividade,

principio da incerteza generalizado
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Abstract

Acoustic black hole study resembles the gravitational black hole as follows: we
verify Hawking radiation phenomenon, the presence of an event horizon, the possibility
to calculate its temperature, also known as Hawking temperature, and we obtain a metric
that describes the black hole geometry. We insert in the acoustic metric theory the
noncommutative theory in order to verify the corrections that result from this theory.
In this study, we consider the generalized uncertainty principle in tunneling formalism
by Hamilton-Jacobi method to determine Hawking temperature and quantum entropy
corrected for noncommutative acoustic black holes in 2 + 1 dimensions. In our results, we
obtain an entropy area with a term of logarithmic correction in ruling order; a term, in a
smaller order, proportional to the radiation temperature associated with the commutative
acoustic black holes; and an extra term that depends on a conserved charge. Thus, as in
the gravitational case, there is no need to present the ultraviolet cut-off and differences
are eliminated.

Keywords: Acoustic black hole, Hawking radiation, noncommutative, generalized

uncertainty principle



Capitulo 1

Introducao

Analogo actstico de buracos negros, ou buracos negros acustico, como é mais
comumente chamado, é uma &area da fisica que vem sendo estudada desde a década de
80, tendo inicio com William George Unruh (UNRUH, 1981). Tais objetos sao formados
quando uma onda sonora se propaga através de um fluido em movimento a uma velocidade
acima da velocidade do som. Dai, forma-se uma regiao conhecida como horizonte de
eventos acustico, donde, a partir dela, o som nao é capaz de escapar. Quando isto acontece,
observa-se que estas ondas sonoras se comportam no fluido, como a luz se comporta
sob a influéncia do campo gravitacional. Esta é a analogia com o caso gravitacional.
Nesse momento, consegue-se observar as mesmas caracteristicas do buraco negro usual no
acustico.

O interesse pelo estudo deste tipo de buraco negro se deu com o objetivo de
estudar o fenomeno da radiacao Hawking e outros fenomenos para entender a gravidade
quantica. Assim, muitos sistemas de fluidos tém sido investigados em uma variedade
de modelos andlogos de buracos negros, incluindo ondas gravitacionais (SCHUTZHOLD
e UNRUH, 2002), dgua (ROUSSEAUX, 2008), luz lenta (LEONHARDT e PIWNICKI,
2000; LEONHARDT, 2002; SCHUTZHOLD e UNRUH, 2003) fibra 6éptica (PHILBIN,
2008) e guias de onda eletromagnética (SCHUTZHOLD e UNRUH, 2005). Os modelos de
superfluido de Helio IT (NOVELLO et al., 2002), condensados de Bose-Einstein (GARAY
et al., 2000 e LAHAV et al., 2009) e gas degenerado de Fermi (GIOVANAZZI, 2005) tém
sido propostos para criar uma geometria de buraco negro acustico em laboratorios. Uma
versao relativista de buracos negros actsticos foi apresentado em (GE e SIN, 2010; BILIC,

1999; FAGNOCCI, 2010; VISSER e MOLINA, 2010).



Com relacao a radiacao emitida por um buraco negro acustico, verificou-se que na
regiao conhecida por horizonte de eventos, pares de particulas, chamadas de fonons !, sao
criadas; sendo uma absorvida e outra emitida. A particula emitida é responsavel pela
radiagdo do modelo actstico. Esta emissao de radiagao ocorre de maneira semelhante ao
espectro de radiacao de um corpo negro, um dos motivos deste objeto receber o nome
buraco negro. Tal radiacao esta associada a temperatura Hawking, tendo este nome por
ter sido descoberta por Sthephen Hawking (HAWKING, 1974).

Existem varias abordagens para obter a Temperatura Hawking e a entropia
para buracos negros. Um deles ¢ o Método de Hamilton-Jacobi, que é baseado no
trabalho de Padmanabhan e colaboradores (SRINIVASAN e PADMANABHAN, 1999;
SHANKARANARAYANAN et al., 2001; SHANKARANARAYANAN et al., 2002), onde
os efeitos da auto-gravitacao da particula sao descartados. Desta forma, o método utiliza
a aproximacao WKB, no formalismo do tunelamento, para o cdlculo da parte imaginaria
da acao. Os autores Banerjee e Majhi analisaram a radiacao Hawking considerando a
auto-gravitacdo e os efeitos causados pelo formalismo do tunelamento (BENERJEE e
MAJHI, 2008). Silva e Brito também analisaram estes mesmos efeitos para o buraco
negro auto-dual (SILVA e BRITO, 2013).

O céalculo da entropia do buraco negro foi primeiro realizado foi G.” Hooft. Ele usou
o método parede de tijolo, no qual esta entropia é referente apenas a entropia de campos
quanticos fora do horizonte de eventos. No entanto, quando se calcula a entropia estatistica
do buraco negro por este método, para evitar a divergéncia de densidade de estados perto
do horizonte, um cut-off ultravioleta deve ser introduzido. Outra idéia relacionada, a fim
de contornar as divergéncias é a de considerar modelos em que a relagao de incerteza de

Heisenberg ¢ modificado, por exemplo, em um espaco tridimensional, como
h 2 2
AzAp > 5(1—1—04 (Ap)?) ,

a qual mostra que existe um comprimento minimo Az > ha, onde Ax e Ap sdo incertezas

para a posi¢cao e o momento, respectivamente, e a é uma constante positiva independente

I Quando a temperatura se aproxima do zero absoluto, temos que o som se comporta como particulas
quanticas, que recebem o nome de fonons. Derivado do grego phone, o nome fonon quer dizer som, voz.
A sua velocidade varia, e assim também seu comprimento de onda, quando se move em um fluido com
velocidade nao uniforme. Os fénons sao bésons com spin zero, que sao encontrados experimentalmente
em substancias de fluidos e em cristais & uma temperatura consideravelmente baixa (JACOBSON E

PARENTANI, 2005).



de Az e Ap. A relagdo de comutagao para o principio da incerteza generalizado (GUP)
pode ser escrita como [z,plgup = ih(1 + a*p?), onde x e p sdo os operadores posi¢iao
e momento, respectivamente. Assim, usando a relacao de incerteza de Heisenberg
modificada a divergéncia no modelo parede de tijolo sao eliminados, como discutida por
Brustein e Judy Kupferman em 2011.

Uma outra teoria importante no desenvolvimento deste trabalho é a nao-
comutativa. Nesta teoria, temos que as coordenadas do espaco-tempo, X*, passam a
ser operadores hermitianos, X k. que nao comutam entre si. Assim, passamos a ter uma

relacao de comutacao entre elas, que é dada por
[X“,XV} — o, (1.1)

onde 0" é o parametro de nao-comutatividade. Com o uso de coordenadas nao-
comutativas surge a necessidade de modificar as caracteristicas do espaco-tempo, passamos
a ter um espacgo-tempo com operagoes basicas diferentes. A multiplicacao de dois campos,
por exemplo, deixa de ser um simples produto e passa a ser calculado com o uso do produto
moyal.

Nesta dissertagao, inspirada por todos estes trabalhos anteriores, aplicamos a
métrica nao-comutativa do buraco negro acustico, obtida a partir de um fluido relativista,
para estudar a entropia do modelo andlogo acustico. Considerando que nosso objetivo é
verificar as correcoes na temperatura Hawking e na entropia devido a nao-comutatividade
e ver se usando o principio da incerteza generalizado, no formalismo de tunelamento via
o método de Hamilton-Jacobi, divergéncias sao eliminados como no caso gravitacional.

Este trabalho estd organizado como segue. No capitulo 2, fazemos uma breve
revisao sobre buracos negros acusticos, mostrando que apds considerar um fluido em
movimento com uma onda sonora passando por ele, podemos obter uma métrica actstica
que se assemelha a métrica de um buraco negro. E assim, fazemos isso para o caso nao
relativistico e o relativistico. Calculamos a temperatura Hawking para ambas as situacoes
e, por fim, determinamos a relacao de dispersao.

No capitulo 3, unimos a fisica dos buracos negros acisticos ao conceito de nao-
comutatividade. Neste capitulo, Repetimos todos os calculos feitos no primeiro, a fim de
verificar quais as correcoes que a nao-comutatividade tras para o calculo da temperatura
Hawking e para a relacao de dispersao. Tais corregoes sao expressas em termos de 6. E

importante deixar evidenciado que devido o parametro ¢ ser muito pequeno comparado a



unidade, fazemos expansoes onde consideramos apenas os termos em primeira ordem.
Por fim, no capitulo 4, esta a nossa contribuicao para o estudo da temperatura
Hawking e entropia, devido as correcoes quanticas obtidas por meio do principio da
incerteza generalizado (ANACLETO et al., 2015). Neste trabalho consideramos a métrica
acustica relativistica com o efeito da nao-comutatividade e utilizamos o método do
tunelamento para o célculo da temperatura Hawking actustica. Este método consiste em
calcular a temperatura Hawking considerando a probabilidade de uma particula emitida
no horizonte de eventos tunelar. Para tanto, usamos o método de Hamilton-Jacobi, pois
este nos permite resolver equagoes de movimento de maneira simplificada. Separamos a
métrica em dois setores, o elétrico puro e o magnético puro, para calcular a temperatura
Hawking em cada um. Feito os cdlculos, comparamos os resultados obtidos com os do
capitulo 3, no intuito de verificar a precisao do método de tunelamento. Para os dois
setores calculamos, também, correcoes para a entropia, através do principio da incerteza

generalizado.



Capitulo 2

Buraco negro acustico

A teoria da relatividade geral, proposta por Einstein em 1915, leva em consideracao
as idéias descobertas na relatividade restrita, que espaco e tempo nao sao mais quantidades
absolutas, e generaliza o principio da relatividade do movimento de referenciais em
movimento uniforme, para a relatividade do movimento entre referenciais com movimento
acelerado. Tal generalizacao tem implicacoes profundas no nosso conhecimento do espaco-
tempo, levando, entre outras conclusoes, a de que matéria e energia curvam o espago-
tempo a sua volta. Isto é, a gravitacao é um efeito da geometria do espago-tempo. Esta

relacao entre matéria e energia é descrita pela equagao de campo de Einstein:
1
R‘LW — égw,R = kij

onde T}, é o tensor energia momento, R é o escalar de curvatura de Ricci, R, ¢ o tensor
de Ricci e k = 871G /¢! é a constante gravitacional. Os buracos negros sao solugoes dessa
equacao. E a mais simples encontrada é a do buraco negro de Schwarzschild, por ser
estatico e nao possuir carga.

Estudando a formacao das estrelas, vemos que elas passam por estdgios de
formagcao, e quando essas estao em seu estagio final, sofrem, em sua regiao central, um
colapso gravitacional. Este colapso resulta em uma forte explosao. Considerando estrelas
gigantes, com 10 massas solares, temos que a explosao pode destruir completamente a
estrela, ou deixar estrelas residuais, chamadas de estrelas de néutrons. Pode acontecer da
massa dessa estrela residual ainda ser muito grande e ela continuar a colapsar, quando
isso ocorre formam-se buracos negros. Tais objetos sao caracterizados por possuir um
horizonte de eventos, no qual, a partir dessa regiao informagao nenhuma pode escapar,

nem mesmo a luz (SUSSKIND e LINDESAY, 2005).

bt



O buraco negro actstico é um sistema andlogo ao buraco negro gravitacional.
Porém, diferentemente do caso gravitacional, este modelo é formado quando o fluido
atinge uma velocidade supersonica (velocidade maior que a do som). No momento que
isto acontece cria-se uma regiao chamada de horizonte de eventos actistico e, assim, as
ondas sonoras, que estiverem nessa regiao, nao conseguem escapar, formando entao um
buraco negro actustico. Este modelo foi primeiramente estudado por Willian George Unruh
com o objetivo de entender a radiagdo Hawking (UNRUH, 1981). Podemos observar isto,

graficamente, através da figura 1:

FIGURA 1: BURACO NEGRO ACUSTICO
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Imagine o fluido como sendo representado pela seta vermelha e o som pela onda
azul, a medida que a onda sonora interage com o fluido em movimento podemos criar trés
regioes diferentes, sendo elas as seguintes:

I. Regiao supersonica- temos que uma regiao supersonica é criada se a velocidade
do fluido v for maior que a velocidade do som ¢, esta regiao é a interna do buraco negro
acustico, donde dela nem mesmo o som escapa.

I1. Horizonte sonico- Um horizonte sonico, ou acustico, é criado quando a onda
sonora interage com o fluido, ambos se movendo com a mesma velocidade. Esta regiao
delimita o interior do exterior do buraco negro acustico. Qualquer onda sonora que se
aproxime desta regiao sera capturada para o interior do buraco negro.

IIT1. Regiao subsonica- A regiao externa do buraco negro recebe o nome de regiao
subsonica, pois é criada quando o fluido interage com o som a uma velocidade subsonica
(velocidade menor que a do som). Nesta regiao pode-se sentir a presenga das ondas

sonoras, diferentemente da regiao supersonica.



Podemos criar um buraco negro actstico usando um bocal covergente-divergente,
mais comumente chamado de bocal de Laval. O bocal é um instrumento que acelera

o escoamento de velocidades subsonicas para supersonicas no ponto mais estreito sem

alterar as propriedade do fluido (JACOBSON E PARENTANI, 2015).

FIGURA 2: BOCAL DE LAVAL

LAVAL NOZZLE
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Supersonic

Fonte: Jacobison e Parentani (2005, p. 73)

Observe, na figura acima, uma comparacao entre o buraco negro actustico e o
gravitacional. A regiao supersonica corresponde ao interior do buraco negro actstico, a
subsonica, por sua vez, corresponde ao exterior. E a regiao intermediaria entre essas duas
é o horizonte sonico. Quando ondas eletromagnéticas se aproximam da regiao de horizonte
do buraco negro, temos que estas sao sugadas para seu interior. Da mesma forma ocorre
com as ondas sonoras que passam proximo do horizonte de eventos acistico.

Para compreendermos este modelo andlogo, utilizaremos as ferramentas
matematicas da relatividade geral através de um métrica efetiva (geometria actstica)

e também algumas equagdes importantes de fluidos (fisica acustica).



Neste capitulo, faremos uma revisao sobre buracos negros actsticos, para os casos
nao-relativistico e relativistico, e também sobre radiacao Hawking, com o objetivo de

calcular a temperatura Hawking e a relacao de dispersao, em ambas as situagoes.

2.1 Caso nao relativistico

Nosso proposito nesta secao é descrever o buraco negro acustico a partir da
propagacao de uma onda sonora em um fluido ideal.

As principais equagoes para o estudo de fluidos sao a de continuidade e a de Euler.
A primeira é utilizada para estudar movimento de matéria continua; enquanto que a
segunda ¢é usada para descrever o movimento de fluidos ideais. Tais equagoes sao dadas,

respectivamente, por (SIMON, 1996):

O+ V- (p7) =0 (2.1)

e
por = 07+ (7-V) 7] = 7. (2.2)
onde f = —ﬁp ¢ a densidade de forca por unidade de volume, p é a densidade do fluido

e v a velocidade.

Quando estudamos buracos negros acusticos, consideramos fluidos ideais, ou seja,
fluidos irrotacionais, nao viscosos e barotrépicos. O fato do fluido ser irrotacional,
VX T = 0, nos permite escrever a velocidade como sendo o gradiente de um potencial
velocidade v = —§¢. Por outro lado, por ser barotrépico, o que significa que a densidade

do fluido depende apenas na pressao, podemos escrever a entalpia como:

P
dp’
h(p :/—, 2.3
®) p(p) (23)
0
ou ainda
. 1o

Nosso primeiro objetivo, neste capitulo, é obter uma equacao de onda para o
potencial velocidade. Para tanto, devemos partir da equagao de Euler, levando em conta
que o fluido ¢é ideal. De fato, fazendo isso e usando a propriedade

9

§</f~§>:<g-§>§+(§-ﬁ)g+gx(ﬁxé)—l—éx(ﬁx/l) (2.5)

8



temos que a equacao de Euler se reduz a
1 /o \2
—~06+h+ 3 (w) —0. (2.6)

Um fato conhecido é que as ondas sonoras produzem alteracoes nas caracteristicas
do meio em que se propaga. Dito de outra forma, a presenca dessas ondas induz variagoes
nas densidade, pressao e velocidade das particulas que constituem o fluido. Do ponto
de vista matematico, tais ondas sao descritas como sendo uma perturbacao linear das

variaveis dinamicas, (p, p, @), 0 que nos leva, na prética, a escrevé-las como segue:

p=po+epr+9 (), (2.7)
p=po+ep+9 (%), (2.8)
¢ = ¢o+epy +0 (7). (2.9)

onde o indice 0 indica as quantidades sem pertubacgao e o indice 1, as quantidades com
pertubagoes em primeira ordem em . Admitindo que uma onda sonora se propaga através
do fluido, devemos efetuar uma pertubacao linear nas equagoes da continuidade e Euler.

Isto é, substituindo (2.7) em (2.1), obtemos:

Apo + V- (poiy) = 0 (2.10)

op1 + V- (p199 + pov1) = 0. (2.11)

Por outro lado, usando (2.8), fazendo uma expansao em série de Taylor e levando em
conta a condicao barotropica, a entalpia assume a seguinte forma:
h(p) = h (po+epr+ 9 (7)) :h0+5?+19(52). (2.12)
0

De posse desse resultado, ao realizarmos a pertubagao linear na equacao de Euler,

encontramos:
1 /. 2
~Oubo+ o + 5 <V¢5o> —0 (2.13)
e
Y4 S
— 01 + Pl V¢ = 0. (2.14)
0



Da equagao (2.14), segue que

P1 = Po <3t¢1 + - 6(/51) : (2.15)

e da condigao barotrépica, p = p(p), se expandirmos em torno de p = py, teremos

B p(p — po) B dp(ep1)
p(p) = p(po) + o + ... =po+ o

(2.16)

que se compararmos com a equagao de pertubagao para p, (2.7), obtemos o seguinte:

dp

=L 2.17
P1 apph ( )
substituindo uma na outra, obtemos
0 R
p1 = Ep)po (at¢1 + o - V¢1> . (2.18)

Com isto, podemos reescrever a equacao da continuidade. Para tanto, basta substituir

(2.18) em (2.11)

0 Lo . , 9 e .
-0, [a@ﬂo (&:Cbl + Up - qul)] +V- [,OOVCbl - 8_po <0t¢1 + Up - ngl) vo] =0. (2.19)

A equagao da onda encontrada acima descreve a propagacao do potencial velocidade.
Observe que a mesma possui a equagao (2.15), que determina py, e (2.17), que determina
p1. Portanto, ela descreve completamente a propagacao das perturbacoes acusticas
(VISSER,1998; TONIATO, 2010). Comparando a equagao encontrada acima com a

equacao da onda,

10%(5,1)  0P(F,1)

=0 2.20
2 ot? 072 ’ (2:20)
identificamos a velocidade local do som como segue:
c;?= @. (2.21)
Ip

De modo geral, quando o fluido é barotrépico, irrotacional e nao viscoso, ou
seja, quando ele é ideal, a equacao descrita pelo potencial velocidade, numa perturbacao
acustica, é semelhante a equacao de Klein-Gordon no espaco curvo de um campo escalar
sem massa, acoplado minimamente a um campo gravitacional, em (3+1) dimensoes na
geometria lorentziana (VISSER, 1998)

R N N 2 W
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Visto isto, nosso proximo objetivo é escrever a propagacao acustica segundo o
formalismo da relatividade geral, no qual a propagagao do som é governada por uma
métrica actstica, que é funcao da densidade p, da velocidade local do som ¢, e da

velocidade do fluido v

G = U (2.23)

mas, para isto, primeiro construiremos a matriz f,,, para a partir dela, encontrar a métrica
(BARCELC), LIBETARI e VISSER, 2011). Podemos montar a matriz que representa f,,,

usando a equagao (2.19), como segue:

-1 —v)

- _ Po
frEea =51 . : (2.24)
S .
—vy 1 (26— viv})
onde os indices gregos variam de 0 a 3 e os indices romanos de 1 a 3. Para isto, comparamos
termo a termo da equagao (2.19) com a equagao (2.22).

Dessa forma, utilizando um espaco-tempo de coordenadas em 3 + 1 dimensoes,

onde z* = (t,z"), podemos escrever a equacao da onda como

0, (f*0,¢1) =0, (2.25)

tal equacao ¢é equivalente a (2.19). Comparando (2.25) com o (2.22), vemos que

V=99 = ", (2.26)

e ainda usando o fato que g = det(g,,), obtemos da equacao anterior que

det (f*) = (V=9)"'97" =g (2.27)

Por outro lado, calculando o determinante da equagao (2.24), temos que

4

det (f*) = —%. (2.28)

Assim, comparando (2.27) com (2.28), obtemos

I %
= = (2.29)
2 Cs



Tendo isto, podemos encontrar a matriz dos coeficientes da métrica contravariante

-1 —v}
g (t, %) = . . , (2.30)

—vh (c§5ij—vévj)

e, calculando sua matriz inversa, chegamos a métrica covariante. Porém, para calcular a
inversa de ¢g"”, precisamos escrevé-la na forma (4 x 4). Assim, da matriz acima, temos

que

-1 —Vox —Voy —Voz
w1 | e = (v0)® —voat,  —vesto: |
) )
PoCs —Voy —VoyVozx Cz - (UOy) VoyVoz
2 2
L —Voz —V0zV0z _UOzUOy Cs - (vOz) ]
portanto, a inversa é
—(cg—vg) + v
— 0
G (t,7) = . , (2.31)
S
—v )
que na forma 4 x 4 é escrita como
_(Cz - Ug) —Vox —Voy —Voz
— _ Po — o, 1 0 0
G (,7) = = ’ , (2.32)
Cs — Uy 0 1 0
—V0z 0 0 1
0 que é equivalente a escrever o elemento de linha acustico, como sendo
ds* = g, dxtdx” = a [—c2dt* + (dz' — vjdt) ;5 (dz? — vgdt)} . (2.33)

Cs

Note que, a métrica obtida possui uma assinatura assim como a métrica para a
geometria Rimanneana (—,+,+,+). Devemos entender que nosso sistema fisico é um
fluido se movendo em um espaco plano, porém, quando o som interage com o fluido,
ele sente efeitos de um espago curvo. Por isso, partimos das equagoes que descrevem
a dinamica dos fluidos para o espaco plano e obtivemos uma métrica acistica para um

espaco curvo. Em outras palavras, o fluido age no som como a massa age sobre a luz.
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Obtida a métrica acustica, podemos escrevé-la na forma da métrica de
Schwarzschild, pois toda analogia acustica é fundamentada neste tipo de buraco negro.
Para tanto, colocamos — (¢? — v?) em evidéncia e completamos o quadrado perfeito, assim

podemos reescrever o elemento de linha como segue

2 _ Po 2 2\ 7.2 o - dz -2
dS = C—S _(Cs — 'UO)dT + m + dl’ s (234)
onde d7 é uma nova coordenada, dada por
— . d_)
dr = dt + 07 9%) (2.35)
2 _ 2
s 0

Observe que, ao fazermos essa mudanca de coordenadas, transformamos a métrica
acustica encontrada em (2.33) em uma métrica estacionaria, visto que eliminamos os
termos cruzados entre as coordenadas temporais e espaciais (TONIATO, 2010). Mais
adiante, quando formos calcular a temperatura Hawking acustica, precisaremos desta

transformacao para a métrica de Schwarzschild.

2.1.1 Calculo da métrica acistica nao relativistica a partir da

lagrangeana

Até entao, o que fizemos, neste capitulo, foi descrever um buraco negro acustico
a partir da propagagao sonora em um fluido ideal. Contudo, esta nao é a tnica forma
de obtermos a métrica (2.33). Uma outra maneira, é partir da densidade lagrangena nao
relativistica, a que tem por solucao a equacao de Schrodinger, e escrever o potencial escalar
em termos de quantidades hidrodinamicas. Com isso, conseguimos encontrar as equagoes
de movimento e obter a métrica. Faremos isto detalhadamente na presente subsecao. A

lagrangeana nao relativistica que usaremos é dada por:
1 )
L=i¢ 0 — 5 —0;0" 0§+ b(66")" . (236)

Como nosso modelo é acustico, iremos escrever o potencial ¢ em fungao de variaveis
hidrodinamicas, tal aproximagao é conhecida como aproximagao Madelung (PASHAEV

E LEE, 2001). O potencial, por sua vez, é escrito da seguinte maneira:

6 = V/p (T, )@, (2.37)

13



sendo S a fase e p a densidade. Portanto, substituindo esse campo escalar na lagrangeana

(3.37), teremos

7 1 1 . )
= — — — | =0.00 .G HI 2
L 280p p0oS v (4p8]p0 p+ p0; S0 S) + bp”. (2.38)

Dada a equacao acima, devemos obter, a partir da equagao de Euler-Lagrange, as equagoes
de movimento para S e p. Assim, temos respectivamente, que as equagoes de movimento

para estas quantidades sao

2, (%015*) =0 (2.39)

1 | |
- J — 0 ] q —
o fa ¥ /o + oS + 50,505 — 2bp = 0. (2.40)

No entanto, o primeiro termo da equacao anterior, que descreve a hidrodinamica
dos fluidos, é um termo de potencial quantico 1/,/p (GMG“\/ﬁ) que ¢ negligenciado na
regido hidrodinamica. Portanto devemos desconsiderd-lo (XIAN-RUI GE E SANG-JIN
SIN,2010).

Por outro lado, vimos que, matematicamente, uma onda sonora pode ser
representada através da perturbacao das equacgoes que descrevem a onda em um meio.

Neste caso, tais equagoes sao as de movimento. Logo, escrevendo S e p como segue
S = S() + 631 + (52) (2.41)
p=po+epr+9 (),

obtemos as equacoes perturbadas para a fase e para a densidade, dadas respectivamente

por

1 . )
Eﬁj (poﬁjsl + pl(?]Sg) — 80p1 =0 (242)

6051 + % (3j508j51) — 2bp1 =0. (243)

O préximo passo é isolar p; na equagao (2.43) e substituir em (2.42). Com isso,
iremos obter uma equagao de onda semelhante a (2.19). Feito isto, basta compara-la com
a equagao de Klein-Gordon para encontrar a métrica. Logo, da equacao (2.43), temos que

1
P1 = b (8051 + ('3 5’08 Sl> s (244)
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substituindo-a em (2.42), chegamos a
1 . . 1
—80 {% [8051 + U(]j&]Sl} } + 8j {%8151 - Ug] |:% (8051 + Uokaksl):| } = O, (245)

onde vg; = 0;S0/m é a velocidade. Colocando 1/2b em evidéncia, na equagdo acima,
podemos identificar a velocidade do som como sendo ¢? = 2bp, (neste momento,
redefinimos py/m = p). Com isso, a equagao de onda acima pode ser reescrita como

—0h {% (0051 + v9;07S1] } + 0; {% (20751 — ] (DoS1 + vor*51) | } =0, (246)

S S

ou ainda, escrevendo as derivadas como sendo o operador V, temos

2
s Cs

—30 {,0_(2) [8051 + U_é : 651] } + 6 . {@ [ciﬁ& — Vo (8051 + U_é : 651)} } = 0. (247)

c
Note que encontramos uma equagdo de onda semelhante a (2.19), que foi obtida
considerando a propagacao de uma onda sonora em um fluido e que apéds alguns calculos,

que ja foram mostrados anteriormente, gerou a seguinte métrica:

(=) ]
- _ Po
g 1, 7) = 22 ] (2.48)
—p b6

Isto significa que a equagao (2.47) resultard na mesma métrica acima, pois o
caminho para obté-la é o mesmo. Conseguimos entao, como falado no inicio desta

subsecao, obter a métrica acustica partindo de uma lagrangeana nao relativistica .

2.2 Caso Relativistico

Nesta se¢ao, iremos tratar do caso relativistico. Porém, diferentemente da parte
inicial da secao anterior, nao utilizaremos a equacao de Euler e nem a equacao da
continuidade para obter a métrica. Ao invés disso, usaremos a lagrangeana, assim como
foi feito na subsegao (2.1.1). Contudo, neste caso usaremos a lagrangeana do modelo
abeliano de Higgs, ou seja, o modelo do "chapéu mexicano’acoplado ao eletromagnetismo.
Nesta equagao, faremos uma aproximacao para o potencial, escrevendo-o em termos das
variaveis hidrodinamicas, o que ird assegurar que nossa métrica ¢é actstica. Apds fazer esta
aproximacao, encontraremos as equagoes de movimento e a partir delas determinaremos

a métrica acustica relativistica. Seguindo o mesmo processo que foi feito anteriormente.
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A lagrangeana do modelo Abeliano de Higgs é

1
L= = FuF" + |9, — ieA,) o + m’[g]” — blg]*, (2.49)

onde F,, = 0,A, — 9, A, ¢é o tensor eletromagnético.
Usando a aproximacio Madelung para o campo escalar, ¢ = \/p (Z,1)e**@! | temos

que a lagrangeana pode ser reescrita da seguinte maneira

1 1
L= —1 w " + 4—p@up8“p + p0,SO"S — 2ped, SA* + 2pA, A" +m?p — bp?, (2.50)

conseqiientemente, dada a lagrangeana acima, as equagoes de movimento para S e p sao,

respectivamente,

—0u[p(0"S —eA")] =0 (2.51)

S
NG

Lembrando que as ondas sonoras, matematicamente, sao escritas como pertubagoes

0,0"\/p 4 (0,8 — eA,)* +m? — 2bp = 0. (2.52)

acusticas no meio, iremos perturbar as duas equacoes de movimento encontradas acima,

de maneira andloga ao que foi feito na secao anterior. Escrevendo S e p como segue
S = SO + 831 + ¥ (82) (253)
p=po+epr+9 (),

obtemos as equagoes perturbadas.

Primeiro temos que a equagao (2.51) torna-se
—0,, [p1 (0"Sy — eA*) + ped*Si] =0
ou ainda
=0, [P U" + po0"S1] =0, (2.54)

onde U* = (0"Sy — eAH) é a quadrivelocidade do fluido.

Devemos lembrar que o termo do potencial quantico p~'/2 (8M8” \/ﬁ) é
negligenciado na regiao hidrodinamica (XIAN-RUI GE E SANG-JIN SIN,2010). Logo, a
equagao é reescrita da seguinte forma

(0,8 — eA,) (O"S — e A") +m* — 2bp = 0.
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Assim, quando a perturbamos, obtemos
6MSO(9“5'1 — €AM8H51 — bpl =0. (255)

Prosseguindo com os calculos, pretendemos encontrar uma equacao de onda
semelhante a equacao (2.19) da se¢ao (2.1). Tendo em vista que, dada a equagao de
onda, basta comparar com a equacao de Klein-Gordon para determinar a métrica. Para
isto, isolamos p; em (2.55) e substituimos em (2.54), assim obtemos uma equagao de onda

como mostrada abaixo

1 -1 .
(9t [&Sl (TMS — p0> + 8j51 (Tvéw())] (256)
—1 i —1 J i ij
+0; |0:51 5 Wt +0;5 — Yo% + pod = 0;
definimos que wy = eA? — 9,5y e vy = 68@ +eA. Colocando w2 /b em evidéncia, chegamos
a seguinte equagao de onda

2
Cs

o, {pob (0,5, (—1 = ¢) — 9;S10] } (2.57)

o, {%” —0Su + ;81 (—'v + ¢269)] } —0,

2 2 - =
onde ¢ = pyb/wi e U = v)/wy.

Comparando com a equacao (2.22), encontramos que

—(1+c) —vJ
v _ Pob
V—gg" = = . . , (2.58)

c
—v b (26— wid)

assim como a equagao (2.31), esta matriz é uma maneira reduzida de escrever uma matriz
4 x 4. No entanto, ela ainda nao representa a métrica, para obté-la precisamos determinar
9w, que € a inversa de gh”.

Por conseguinte, iremos escrever a matriz acima na forma ampliada 4 x 4, e calcular

sua inversa, que por sua vez € dada por

— (2 —v?) —v —vy —v3
1 1 —q d—vi—vi+1 V1V V103 _
\/__ggW  pobf — V109 A —vi-vi+1 Va3 7
—3 VU3 VqUs A —vi—vi+1
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onde f = ¢? —v? + 1. Feito isto, precisamos fazer algumas manipulagoes matemdticas

para isolar o g,, de um lado da igualdade. Obtemos entao, que

! ! (2.59)
Guv Guv- .
W —det (g9 V9"
Calculando o determinante, vemos que
det (v/=gg™) ‘s ! (2.60)
e — = — :
99 4b4 ( — 2 + 1)
desta forma, concluimos que a métrica é
(2 —v?) —v?
pob 1
=P 2.61
VT o =0
—v' DA+ 1) — 0?6 4 v

Portanto, o elemento de linha actstico pode ser escrito como

§% = 'Ocob\/l_ {= (¢ = %) dt? — v da/dt — v'da'dt + [(2 + 1 —v*) 67 + v/ ] da'da’ } .

De modo andlogo a secao anterior, devemos escrever a métrica acustica na forma
pob 1

o 77 } : (2.62)

para isto, utilizamos a seguinte mudanga de coordenadas (ANACLETO, BRITO e
PASSOS, 2012)

de Schwarzschild, assim o elemento de linha reescrito é

(U~ algs)2 i
2—w

ds* = { (2 —vHdr? + f

(2.63)

Note que, mais uma vez temos uma geometria acustica estatica. Observe ainda
que aplicando o limite nao relativistico na métrica relativistica (2.62), ou seja, tomando
o limite em que ¢, < 1 e v < 1, temos que a métrica se reduz a que foi encontrada por

meio das equagoes de Euler e da continuidade na se¢do anterior (2.33).

2.3 Radiacao Hawking

Nosso interesse, nesta secao, é calcular a temperatura Hawking para as duas
métricas encontradas nas secoes anteriores, a métrica relativistica e a nao relativistica. No

entanto, para iniciar, precisamos compreender a radiacao Hawking e sua analogia actstica.
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Stephen Hawking, estudando buracos negros, descobriu, ao aplicar conceitos da
mecanica quantica, que um buraco negro emite radiacao nas proximidades do horizonte
de eventos (fronteira imaginaria do buraco negro, a partir da qual a luz nao escapa devido
a forga gravitacional ser muito forte nessa regiao). E é esta radiagdo que conhecemos por
radiagao Hawking (HAWKING, 1974).

No estudo da mecanica quantica, o vacuo contém pares de particulas, uma negativa
e outra positiva, que se aniquilam muito rapidamente, respeitando o principio da incerteza
de Heisenberg. Quando essas particulas surgem dentro do buraco negro, proximas ao
horizonte de eventos, o campo gravitacional pode separé-las; o buraco negro captura a
particula negativa e emite a positiva. Com isso, temos uma radiacao sendo emitida e
a massa do buraco negro sendo reduzida (TONIATO, 2010; HAWKING e GIBBONS,
1977). Essa radiagdo possui um espectro semelhante ao de um corpo negro, e por este
motivo associamos ao buraco negro uma temperatura, que é a temperatura Hawking. No
entanto, essa explicacao é valida para o caso gravitacional, para o caso acustico ocorre de
maneira semelhante, porém com algumas peculiaridades do modelo analogo.

Como ja visto na introducao deste trabalho, obtemos um buraco negro acustico
quando um fluido em movimento atinge uma velocidade acima da velocidade do som.
E neste momento, quando as velocidades se igualam, que surge o horizonte de eventos
acustico, ou horizonte sonico (BARCELO, LIBERATI e VISSER, 2011). Por analogia ao
caso gravitacional, o horizonte actstico é uma fronteira imaginaria na qual, a partir dela,
o som nao escapa. Quando ha flutuagoes quanticas proximas ao horizonte acistico, temos
que a radiacao Hawking emite fonons. E é essa emissao de fonons que esta relacionada
com a temperatura Hawking para o modelo analogo.

O fato da radiagao Hawking esta relacionada com a temperatura Hawking, nos
permite calcular o valor desta temperatura no horizonte de eventos, que é a regiao na
qual a radiacao é emitida. Um dos métodos de calculd-la é a partir da gravidade de

superficie do buraco negro, que é definida por (HAWKING, 1975)

1 (dgu
A A
2<dx)

mas, para isto, precisamos escrever a métrica na forma de Schwarzschild, o que significa

(2.64)

)
horizonte

eliminar o termo cruzado das coordenadas espacial e temporal, como foi feito nas segoes
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anteriores. Assim o gy é o termo que multiplica a nova coordenada temporal

(7 - dz)

2 — 2’

5_

dr = dt + (2.65)

Note que a gravidade de superficie deve ser calculada quando a velocidade do fluido
é igual a do som, que é a defini¢ao de horizonte de evento actstico. (TONIATO, 2010)
Por outro lado, quando calculamos a taxa de emissao das particulas no horizonte

de eventos, vemos que a temperatura esperada é dada por (HAWKING e GIBBONS,

1977)
k L (dgu
T = —_— = — _
=9 " an < dx )

Tendo em maos esta equagao, a métrica na forma de Schwarzschild e a gravidade de

(2.66)

horizonte

superficie temos como calcular a temperatura Hawking actustica. Porém, devemos fazer
mais uma observagao. Se voltarmos as duas métricas obtidas nas segdes anteriores, (2.34)
e (2.62), veremos que o gy é fungao da velocidade do som ¢, e da velocidade do fluido v.
Contudo, no calculo da temperatura consideramos um fluido incompressivel com simetria
esférica, ou seja, a velocidade do som é constante, a densidade nao depende da posicao
e a velocidade do fluido é radial. Assim, da equagao da continuidade (2.1), vemos que

~ Tig Logo, a derivada na coordenada z se torna uma derivada em r na equacgao

v
(2.66)(ANACLETO, BRITO e PASSOS, 2012).

2.3.1 Calculo da temperatura Hawking para o caso nao

relativistico

Tendo compreendido a radiacao Hawking e o calculo de sua temperatura, iremos
aplicar os conhecimentos adquiridos para calcular a temperatura Hawking para o caso nao
relativistico e, a posteriori, para o caso relativistico.

Ja vimos que para encontrar a temperatura Hawking consideramos a velocidade
do fluido como sendo radial, v = v,, sendo assim, iremos escrever a equagao (2.34) em
coordenadas esféricas

(dr® 4+ r2d0* + r?sen*0d¢?)| (2.67)

2
Po 2 2\ 7.2 Cs

ds?> = = | —(? — v?)d
s . (¢ —v2)dr* + (@ — 07

feito isto, podemos calcular a temperatura Hawking.
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Usando a equagao (2.66), temos que

ool [d(ci - vf)]

Ty = — 2.
a dr (2.68)

2 47 horizonte ’

por outro lado, obtemos um horizonte de eventos actustico quando a velocidade do fluido

2
s, . . . . T
¢ igual a do som, ou seja, ¢s = v, isto implica em usarmos o fato que v, = ¢, &

(ANACLETO et al., 2012). J4 o raio do horizonte é encontrado de maneira analoga
ao de Schwarzschild, isto é, quando temos uma singularidade no infinito, o que significa
que ele é obtitido ao fazermos g, — o0o. Sendo assim, a temperatura Hawking para o

caso nao relativistico é

c2

Ty = —. (2.69)
Ty

2.3.2 Calculo da temperatura Hawking para o caso relativistico
Seguindo o mesmo raciocinio que utilizamos para o caso nao relativistico, vamos
escrever o elemento de linha (2.62) em coordenadas esféricas

b1
Cs \/7

posteriormente, usamos a equagao (2.66) e obtemos a temperatura Hawking para o caso

ds?

v,dr?
2

{~@-aar ]

2
s T

+dr? 4+ r2do* + r236n20d¢2] } , (2.70)

relativistico

02

= (2.71)

horizonte TTrH

1
R

QWZE%

para chegar a esse resultado fizemos as mesma consideracoes feitas anteriormente para o
valor da velocidade do fluido, ou seja, v, = 05%’. Para tanto, devemos lembrar também
que obtemos o raio do horizonte quando g,,, — co.

Analisando os dois resultados encontrados para a temperatura Hawking, tanto
para o caso nao-relativistico, quanto para o relativistico, observamos que a temperatura
¢ inversamente proporcional ao raio do horizonte. Como o raio do buraco negro é

proporcional a sua massa (SUSSKIND e LINDESAY, 2005),
_2GM

r 5

(2.72)

C

temos que a temperatura é inversamente proporcional a massa do buraco negro, ou
seja, Ty o< 1/M o 1/rg. Sendo esta equagao, conhecida como raio de Schwarzschild,

encontrada para o caso gravitacional, mas também utilizada para o modelo analogo.
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Temos que G é a constante gravitacional, M ¢ a massa do objeto e ¢? a velocidade
da luz ao quadrado.

Para os buracos negros formados a partir do colapso gravitacional, a radiacao
c6ésmica de fundo do universo possui uma temperatura no valor de aproximadamente 3K.
Uma maneira de explicar esse fato, é considerar que mini buracos negros foram formados
no inicio do universo.

Por outro lado, considerando o buraco negro acustico no condensado de Bose-
Einstein !, vemos que a temperatura Hawking ¢ apenas uma ordem de grandeza menor

que a temperatura do condensado (FABBRI, 2014)

detectamos modelos andlogos do efeito Hawking através de experimentos convenientes do

condensado de Bose Einstein.

2.4 Relacao de dispersao

Fisicamente, uma relagao de dispersao determina a relacao existente entre
frequéncia e comprimento de onda, ou de outra maneira, entre frequéncia e velocidade,
associada a quantidades fisicas de natureza ondulatéoria propagando-se em um meio
material ou no vacuo. Frequentemente, as relacoes de dispersoes mudam com o meio
em que a onda se propaga e por esse motivo elas influenciam diretamente nas trajetérias
de propagacao, pois, quando uma onda atravessa uma interface de meios diferentes, ela
sofre uma mudanca em seu comprimento de onda.

E importante verificar a relacao de dispersao pois ela nos permite entender como
energia e momento sao transportados de um ponto a outro em um meio.

Usaremos a equacao (2.57) para derivar a relagao de dispersao. Considerando que

S1 é real, podemos escrever

Sy ~ Re[el™ =Ko (2.74)

10 condensado de Bose Einstein foi previsto em 1924 por Satyendra Nath Bose e Albert Einstein.
Este é um géas diluido de bdsons a uma temperatura muito baixa, da ordem de 100nK, e se caracteriza
por todos os seus constituintes possuirem o mesmo estado quéntico, e sobe estas condicoes os efeitos

quanticos se tornam aparentes macroscopicamente. (FABBRI, 2014).
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sendo

w—%
ot

onde w é a frequéncia angular e £ é o numero de onda. Neste momento, devemos ter

e K=V5, (2.75)

cuidado para nao confundir o k£ da gravidade de superficie, o qual usamos a letra mintscula
para representar, com o K do nimero de onda, representado pela letra maitscula.

Substituindo (2.74) em (2.57) e desenvolvendo as derivadas, obtemos que

(1+@)w? =2 (7 K)w+ K2 (* - ) =0, (2.76)
ou ainda,
aw® + ow+d =0, (2.77)
onde
a=1+c o=-20-K e d=K(*~¢), (2.78)

temos entao uma equacao de segundo grau, que é de facil resolucao. Escolhemos a
velocidade na direcao z, apenas para facilitar os calculos devido ao produto escalar v+ K.
Assim, v = vy.

Resolvendo, temos que A é

A= 4K [(1+ ) —o?] (2.79)

K+K2/T+& o]
W= GVITE U (2.80)

14 ¢2

No limite nao relativistico, ¢, < 1 e v; < 1,temos que
w~ +Keg. (2.81)

Por definigao, a velocidade de grupo é dada por

dw
isto implica em,
Vg = Cs, (2.83)

como a velocidade de grupo mede a velocidade maxima que uma particula em um meio
pode atingir, isto significa que a velocidade méaxima atingida é a prépria velocidade da

onda sonora.
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Capitulo 3

Nao-comutatividade

O estudo de coordenadas nao-comutativas surgiu com Heisenberg, motivado pelo
desejo de propor uma relacao de incerteza nula entre as coordenadas, a fim de eliminar
alguns problemas de divergéncias ultravioleta na teoria quantica de campos. No entanto,
o primeiro artigo sobre essa teoria s6 foi publicado em 1947, por Snyder, baseado nas
idéias de Heisenber, com o objetivo de regularizar estas divergéncias. O uso da nao-
comutatividade foi deixado de lado, por alguns anos, devido a um grande sucesso no
método de renormalizacao. Somente na década de 80 foi que ela voltou a ser estudada com
o desenvolvimento de uma geometria nao-comutativa elaborada por Connes (TEDESCO,
2010; BEMFICA, 2009). Outro fato que também impulsionou o estudo da teoria nao-
comutativa, foi o interesse em formular uma teoria quantica da gravitacao, pois em regioes
da escala de Planck (I, = \/GT/C3 ~ 1073¢m), onde a efeitos quanticos dessa teoria se
tornam relevantes, a comutatividade perde o sentido.

Se considerarmos, por exemplo, uma particula eletricamente carregada e medirmos
a sua coordenada espago-temporal a, veremos, da relagao de incerteza de Heisenberg, que
ela terd um momento da ordem de 1/a. A medida que a intensidade do campo vai
aumentando, uma grande quantidade de energia vai sendo concentrada em um volume
muito pequeno. O que, segundo a teoria da relatividade geral, causa uma deformacao
no espago-tempo, devido a matéria e a energia. Quando tomamos um limite de a — 0,
um horizonte de eventos é formado, impossibilitando a deteccao da particula neste ponto
do espaco-tempo. Assim, o conceito classico de espaco-tempo continuo da lugar a um
espaco-tempo fragmentado em células, no qual nao ha a idéia de ponto. Explicando

de outra maneira, quando tomamos o limite de a — 0 nao conseguimos detectar a
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posicao da particula; com isso, as coordenadas se tornam nao-comutativas, e entao temos
uma incerteza tanto na posicao quanto no momento. Logo, o espago-tempo torna-se
fragmentado em células.

Como solucao desse problema temos que as coordenadas do espaco-tempo deixam
de ser continuas e passam a ser operadores hermitianos, x*, que nao comutam entre si.

Assim, as relagoes de comutagao da mecanica quantica usual
[Xi,ﬁj] — ks e [XXJ} - [PZ-,PJ-] —0, (3.1)
dao lugar a seguinte relacao
[f(ﬂ,f(“} — g, (3.2)
Com isso, do principio da incerteza generalizado

1 o 2
NN (Z<[XMX]>) , (3.3)
temos uma nova relagao de incerteza para a teoria nao-comutativa:
1
Azt Az > 3 | 6+ |, (3.4)

onde pu,v = 0,1,2...D — 1 e 6 é uma matriz D x D real e anti-simétrica com dimensao
de comprimento ao quadrado (AMORIM et al., 2013). Como # é muito pequeno, aqui
usaremos apenas os termos de primeira ordem em 6.

Um exemplo fisico no qual verificamos a nao-comutatividade nas coordenadas é
o problema de Landau. Este problema trata de uma particula carregada movendo-se
perpendicularmente ao plano em um campo magnético constante.

Neste capitulo, estudaremos o problema de Landau a fim de observar a nao
comutatividade nas coordenadas; a posteriori, compreenderemos um pouco do espaco
tempo nao comutativo, bem como o produto Moyal e suas propriedades; e por fim,
iremos aplicar a nao-comutatividade na métrica actstica para o caso relativistico, aquela
encontrada no capitulo anterior, com o objetivo de calcular a temperatura Hawking e

verificar qual a contribui¢cao da nao-comutatividade nesse calculo.

3.1 O problema de Landau

Nesta secao, através de um sistema fisico simples, o conhecido problema de Landau,

iremos mostrar como surge a nao-comutatividade nas coordenadas espaco-temporais. Este

25



problema trata de particulas carregadas se movendo em duas dimensoes na presenca de
um campo magnético constante e perpendicular ao plano em que elas se movem.

Tal estudo foi feito primeiramente por Landau em 1930. Ele descreveu a dinamica
quantica dessas particulas e mostrou que os niveis de energia, conhecidos como niveis de
Landau, sao discretos e infinitamente degenerados (MELO, 2010).

Para iniciar, iremos considerar que essas N particulas sao carregadas, possuem
massa m e se movem no plano r, = (z,,¥y,) na presenca de um campo magnético B = Bk,
que como ja foi dito, é constante e perpendicular a este plano; sendo a =1, ..., V.

A lagrangeana que descreve este sistema fisico é
Y rm
L= [—7’“2%—6'7"@-%? Te) — } U(rg—r 3.5
; > Ta (ra) ; b) (3.5)

onde U (r, — 13) é 0 potencial de interacdo entre as particulas e A (r,) é o potencial vetor.
O campo magnético constante nos permite assumir o gauge de Landau para este potencial

vetor, ff(ra) = (0, —Bx,,0). Portanto, usando o fato que

H:ZPI-q'Z»—L(q,cJ),

temos que o hamiltoniano que quantiza canonicamente este sistema é

H= Z[W :|+ZU " —T)

a<b

Escrevendo-o em termos do momento nao canonico, ou momento mecanico, m,, temos que

H= Zl ]+ZU p—_—y (3.6)

a<b
onde o momento mecanico é dado em funcao do canonico P,, como segue

Ta=miya =P, —eA(ry). (3.7)

Se escrevermos o operador momento 7, em termos dos operadores de levantamento
e abaixamento do oscilador harmoénico, e considerarmos que o sistema esta isento de
interacgoes, ou seja, U = V = 0, observamos que os autovalores de energia sao os dos

niveis de Landau (ANACLETO, 2004)

E' = hw (n + —) , (3.8)



onde w = eB/mec. Ou ainda, para o n-ésimo estado temos que os auto valores da energia

sao dados por

1 K?

2m

Enquanto o momento canonico obedece as relagoes usuais de comutacao, dadas por

(3.1), o momento mecanico obedece a seguinte relac¢ao
(75, 7] = ie Bhdap. (3.10)
Fica facil mostrar esta relacao se escrevermos
[m2 m] = [PY—eA®(r.), P} —eAY(r)]. (3.11)

Com isso, observamos que o espago dos momentos na presenga de uma campo magnético
nao ¢ comutativo (ANACLETO, 2004).

Por outro lado, para verificar a nao comutatividade no espaco das coordenadas,
devemos tomar o limite do campo magnético forte B — 0o, o que significa desprezar
o termo de inercia, ou seja, m = 0 (FRESNEDA, 2008). Fazendo isso, temos que a

lagrangeana torna-se

N
L= Z leBx,Ya — V (Ta, Ya)] Z Ulrg—m) (3.12)
a=1

a<b

Assim, a relacao de comutacao entre as coordenadas é

[xz,a:ﬂ = ih07, (3.13)

onde
gii — < 14
=—= (3.14)

¢ o parametro da nao-comutatividade.

Observe que a nao-comutatividade nas coordenadas espago-temporais surgiu como
consequéncia do limite que escolhemos, para um campo magnético muito forte. FEste
problema fisico, é apenas um caso entre outros nos quais se pode verificar a nao-

comutatividade. A exemplo da teoria de cordas e da matéria condensada.
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3.2 O espaco-tempo nao-comutativo

A formulagao de uma teoria de campos nao-comutativa requer um cuidado especial
no momento de definir as operagoes basicas. Pois nao podemos mais tratar o produto como
sendo uma multiplicacao simples dos campos; ao invés disso, substituimos o produto
de campos por seu produto Moyal, que é associativo, porém nao-comutativo. E as
coordenadas x* por operadores hermitianos z*.

No que segue, veremos a definicao do produto Moyal e suas propriedades.

3.2.1 O produto Moyal

O produto Moyal, conhecido também como produto estrela, era descrito como
uma expansao em £ no inicio da mecanica quantica, porém, na teoria de campos nao-
comutativa é descrito como uma expansao de . Este produto é definido por (TEDESCO,

2010),

(R
f(x)*g(x)=f(x)exp {5 a,0" 0 V} g(x), (3.15)
onde a seta indica o sentido no qual a derivada estd atuando. Ou ainda, se expandirmos
a exponencial, da equacao acima, usando a formula de Euler
e = cos (a) +isen (), (3.16)

podemos escrever a definicao de produto Moyal da seguinte maneira

f @) g (@)= f (@) g (@) + 50" 0uf (x) D (x) + 9 (62). (3.17)
Abaixo seguem algumas relacoes imediatas destas defini¢oes:
I. Relacao de comutagao entre duas coordenadas:
[xh 2" = aFxz¥ — ¥ *a!
= k2" + %Qaﬁﬁax“agx” —aVxt — %Qaﬂﬁax”agx“
= 60" (3.18)
Aqui usamos o fato que 6*” é anti-simétrico.

1. Relagio de comutagio entre uma coordenada e uma funcao:
(25 f(x)] = at'xf(x)— f(z)*a
:xw@g+¥w%ﬂ%ﬂ@—fupw—?wmﬂ@%w
— i, f () (3.19)
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III. Relacao de comutacao entre duas fungoes:
[f(x)19@)] = f(2)xg(x)—g(@)*f(z)
= f(x)exp (%%,ﬂ"”gy) g(x)—g(x)exp (%%,ﬂ‘”g,,) f(z)
= 2if (z) sen (%GMV%Mg,,) g (z) (3.20)
IV. Relagao de anti-comutacgao entre duas fungoes:
{f(@)rg(@)} = fla)xg(@)+g(@)*f(z)
= f(x)exp (%%,ﬁ’“’gl,) g(x)+g(z)exp (%%,ﬁ"”gl,) f(x)
= 2f(x)cos (%9“"%u5>1,) g(z) (3.21)

Para verificar algumas propriedade do produto Moyal, faz-se necessario considerar
a transformada de Fourier, que nos permite escrever fungoes, que estao no espago das

coordenadas, nos espacos dos momentos,

AT U
f(z) = / o f (k) etne" (3.22)
onde f (k) é definido por
fk) = /d4mf () e hue" (3.23)

Além disso, usaremos também a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (SZABO,
2003),

et ef = AP L emalABl (3.24)

Tendo em maos estas relacoes, podemos determinar outras propriedades:

V. Representacao de Fourier para o produto Moyal

1@row) = [ [l Waw e weis

om)* ) (2m)* g
_ d'k d'K - G (K et (kutkl) o= 50" kuki,
a / (27r)4/ (2w)4f(k)g(k)e e (329)

usamos a equagao (3.24) para desenvolver o produto Moyal entre as exponenciais.

VI. Integragao do produto Moyal:

[der@ @ = [ <d4k / <d4k/f<k> (k) " (ki) 30 hukl

or)! o)’ g
Ehf AR
_ / — / ] (B¢ (ks #2) (3.26)

29



a exponencial em 0" tem expoente nulo devido a sua anti-simetria.

Usando a representagao de Fourier da delta de Dirac

1 )
d(x—a)= o /dkelk(x“); (3.27)

e a propriedade de filtragem,

/5 (x —a) f(x)de = f(a), (3.28)

obtemos:

[t @eo@ = [ S5 [ S50k @n)'a (b 1)
= [ Fwan. (3.29)

Logo, se substituirmos a equagao (3.23) na equagao acima, vemos que a integral do produto

moyal é dada por

/ dhof (x) g (x) = / d'cf (z) g (). (3.30)

VI1I. Associatividade:

{[f () % g(@)] x h(z)} = {f(2) x [g(x) x h(2)]} (3.31)

VIII. Propriedade ciclica:

/d4xf1 () * fo(T) % ooox fr () = /d4xf2 () * fo (z) % ... x f1 () (3.32)

IX. Complexo conjugado

[f (@) x g (@)]" =g (x)" * f (z) (3.33)

se f e g forem fungoes reais, entao o seu produto Moyal também sera.
Estas foram apenas algumas propriedades para nos familiarizarmos com a algebra

do produto Moyal.
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3.3 Meétrica acustica nao-comutativa

No capitulo anterior, mais precisamente em sua se¢ao (2.2), trabalhamos com a
lagrangeana do modelo abeliano de Higs. Fizemos algumas aproximagoes escrevendo
o potencial em termos de varidveis hidrodinamicas, a fim de assegurar que a métrica
encontrada seria acustica; encontramos as equagoes de movimento e por fim a métrica
relativistica. Nesta se¢ao, repetiremos esses calculos mas, com uma diferenca, inserindo a
nao-comutatividade nas coordenadas.

Vimos no presente capitulo, que a nao-comutatividade é inserida trocando o
produto ordinédrio dos campos pelo produto Moyal. Assim, a lagrangeana que antes era

dada por (2.49), serd agora escrita como segue:
A s 7 ny: in I " I n i n
L= —ZFW * " 4+ (D,$)* x D d + m?*¢* x ¢ — bg* x px ¢* % b, (3.34)

onde D, = (0, —ieA,) é a derivada covariante e F,,, = 0,4, — 0,A,, como ji sabemos,
é o tensor eletromagnético. Estamos usando o circunflexo para indicar os campos nao-
comutativos.

A rigor, o proximo passo é expandir cada produto Moyal da lagrangeana acima,
assim como mostrado na defini¢do, equagao (3.17). Porém, isto tomard muito tempo.
No entanto, existe o mapeamento Seiberg-Wintten, que para a ordem mais trivial de 6,
permite escrever os campos como segue (GHOSH, 2005; FREITAS, 2013; SEIBERG e
WITTEN, 1999),

. 1
A, =A,+07A,(0,A, — §auA,,),
FNV = L + Qpﬁ(Fuprﬁ + ApaﬁFW)>
~ 1
¢ =0 — 50" A.0.0, (3.35)
este mapeamento foi descoberto no contexto da teoria de cordas e pode ser interpretado
como uma expansao em # do campo de gauge (calibre) nao-comutativo (BICHL et al.,
2001).
Com isso, a lagrangeana torna-se:
1 uv 1 af 1 af 2 2 2 4
L = _ZFWF 1+§0 Fog ) + 1—19 Fus (|Du¢| + m*|o|* — blo| )

+ %eaﬂFa# (Do) D*¢ + (D"¢)'Dgg] . (3.36)
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Lembrando o que foi feito no capitulo anterior, tendo a lagrangeana, utilizamos a
aproximacao Madelung, ¢ = +/p (%, 1)e*@) para reescrever o campo escalar em funcao

de quantidades hidrodinamicas. Portanto, fazendo esta aproximacao, temos que

L = —%FWFW (1 — 20 é) +0[0,80"S — 2eA,0"S + €A, A" + m?] p — Obp?
+ 0" [9,50,8 — eA,0,S — eA,d,S + 2A,A,] p
P 159 g pv
+ L [00,0" + ©0,0,| V7. (3.37)

onde § = (1+6-B), B=VxAe®O" =g#EY" Consideramos que nao existe
nao-comutatividade entre as coordenadas espaciais e temporais, ou seja, 8% = 0, mas
gl — ciikgk Fi0 — i o Fi — giik gk

Da lagrangeana (3.37), obtemos as seguintes equagoes de movimento para S e p,

respectivamente

9, [Gp(0mS — eAr) + g(@w +O"Y(8,8 — eA,)| =0, (3.38)

(00,0 + ©0,0,)\/p i

Nz
+ 0" (9,8 —eA,) (8,8 — eA,) + Om? — 20bp = 0; (3.39)

(05 — eAu)Q

e para o campo de Gauge, A, obtemos as equagoes de Maxwell modificadas
1 1
uF" + 10, (0" FogFP 4+ 20°P F g F) — 0" Oulwau®p + m?p — bp?)

—8, [ug(0"Pu” — 6"u)p] + 0, {% (%ewaaaa — 9MBOz0” + 9"5050“) \/p]

— 2ep(1+0 - B)u” + epul (0% Foyy + 0oy FO). (3.40)

Assim como desprezamos o termo de potencial quantico para a equacgao de
movimento do p, no caso nao-comutativo, iremos também desprezar este termo na
equagao (3.39). Pois, em regides hidrodinamicas, o mesmo é negligenciado. Usando

as relagoes (2.54) temos que as equagoes de movimento perturbadas, para o S e o p sdo,

respectivamente
_ pv i
0, s+ 1220 ]
- - v i
+p1 {98“50 — e A" + M (0,50 — eAl,)l } =0 (3.41)
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0 (20,8,0"S; — 2eA"9,S))
+O" (9,5, (0,50 — eA,) + 9,51 (8,S) — eA,)] — 20bp, = 0. (3.42)

Ou ainda, na forma ampliada, temos:

~ . eIt (S
—8t |:,00 (851 + —8]51) — pP1 (Qwo - 7Ué>:|

—& [po <é8151 + @ Sl + = (@Zl + @“)0151>

+ 1 <—9~vé 62itwt+ (0" + @il)vé)} =0, (3.43)

e
—20weS; — 20v30;S) + O (v)S) — wedySy) + O (vh0;S1 4+ viAS:) — Obpy =0, (3.44)
onde, definimos que wy = —So + eA; e Uy = 650 + eA. Fazendo algumas manipulagoes

matematicas, semelhante ao capitulo anterior, obtemos a seguinte equacao de onda

Oa Sy + a0;S1] + 0;[a Sy + a?9;S,] = 0, (3.45)
onde
a* = —fpy — % (éwg - @jtvéw()) : (3.46)
a? = —%po@jt — % vl (éwo — %ltvé) + %ﬁwg - %(@lj + @jl)wgvé] . (3.47)
a’ = —%po@’t - % {vé <0~w0 - ;%) + %itwg - %(@li + @il)wgvé] , (3.48)
g N et . @it .

a’ = 0pys — (@” + 07" — 3 <€vovo 5 wouh + 71}611)0)
+ 2 [ (09 + & )ugvf + §<®“ + @@'%gvg] : (3.49)
Note que, podemos identificar a velocidade local do som como ¢? = bog o g

2wg

velocidade do fluido v* = Z—‘(’) Comparando a equagao da onda (3.45) com a equagao

de Klein-Gordon (2.22), vemos que

v _ bpo |
\/—_gg'u‘ = 5 | e e , (350)



sendo os elementos da matriz dados por

— —éc? — (5 — @jtvj) ,

) Jt - It ‘ Jt lj 5l
N

] e L @lt ) it li il
gt = —2cz—[Gv’—Tvlvl—l—%—@Qvl—%vl},

g S . - it it
g7 = {05“ — —(OY + @”)] c? — [szv] + @—vj - 6—’U{|

2 2 2
L PRI R e iy, g
+ 5(@ + O + 5(@ + 0" )| . (3.51)

Contudo, a matriz que desejamos encontrar é a inversa de g"”, pois ela nos determina a

métrica ndo-comutativa do buraco negro acustico. Usando a equagao (2.59), obtemos

bpo Gtt Gti
G = \2/07 ...... C o , (3.52)
gjt gzg
onde
gy = — [(é—@jj)cz—évZ—i—QG)ﬂUjvl—@jtvj],
@jt ) o @lt ) @jt @lj @jl
o= = _ i = g ~
Gt 5 Cs {91} 2vv+2 5V 2@],
ot ) ~ @lt L ot @li . @il .
g = TG [9” TRVt TR ‘7”}’
g = [0(1+ ) —6v® — 0"']6Y 4 fv'r. (3.53)
Temos que, O = §9F! = —99F* = ¢9F" and 09 = 99F,! = —97F". Logo, as
componentes da métrica sao:
gy = —[(1—30-B)?—(1+36-BWw* +2(0-0)(B-7)— (fx E) -,
1~ 4 > = > o v BI o 67 -
g5 = —5@x EY(E+1) - {2(1+29 B)— (6 x E) 5}5 (-5 + 5 (B-0),
1 - . Lo L i i 9
gu = —5(0x BY(c+1)- [2<1+29 B) - (6% E) v}%+7(9 7 + 5 (B9,
g; = [1+0-BY1+3) —(1+0-Bpw?— (@ xE)-#)67 +(1+0- B
fo=11-20-BYQ1+3) —(1440-B9w?} —30x E)-7+2B-9)(0-7).  (3.54)

Observe que, a métrica acustica acima depende da densidade do fluido py, da
velocidade local do som ¢, da velocidade do fluido ¥, do parametro da nao-comutatividade

0 e dos campos elétrico Ee magnético B.
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Escrevendo o elemento de linha acistico, temos que

b ) . S
ds? = 5 PO [gttdtQ + gudz'dt + g dtda’ + gijdxldxj] ,

= 5 P01 F(o)dt? — E(v) - dTdt + A(v)dz® + (1 + 0 - B)(@-d7)?), (3.55)

S

onde

Fazendo uma mudanca de coordenadas a fim de escrever a métrica acustica na forma de

Schwarzschild, temos que nossa nova coordenada temporal é

“(v) - dT
dr = dt + >~t— .
T + 2F (o) (3.56)
0 que nos permite escrever a métrica como
bpo VI 4+ XU g o
ds® = — dr’ + A | ———— + 6V | da’da? .
S 2o [ F(v)dr + ( AF () + ) z'dx } , (3.57)

T(w) = 1+40-B+(1-20-B) — (1+46-By® —2(0 x E) -5+ 20 - 5)(B - ),
S0) = (14T x By — (B0 — (- DB,

Lembre-se que, fazer essa mudanca de coordenadas nos leva a escrever uma métrica
estaciondria, pois estamos eliminando os termos cruzados das coordenadas espaciais e

temporais.

3.4 Temperatura Hawking

Tendo obtido a métrica acustica nao-comutativa, queremos calcular a temperatura
Hawking para esta métrica. Devemos lembrar que a densidade do fluido nao depende
da posicao e que a sua velocidade é radial. Assim, a métrica (3.57) deve ser escrita em
coordenadas esféricas, como segue:

[02T + X+ F(v)A] P (14 A2)r?(dv? + sin® ¥dg?)

F(v,) i ’
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. Tomando o limite nao relativistico, ¢, < 1 e v < 1, temos que

I _ F(v)
onde F(v,) = 7
) [(1 —30-B)— (1+30-By?— (0 x E)yv, + Z(HTBTUE)]
F(v,) = — —— . (3.59)
V(1 =26 B) = 36 x E)o,
Ja sabemos que a temperatura Hawking é dada por
F , (3.60)

1 d 1 d
Ty — — — - -
B g dr (911) r=ry  4mdr [.7:(2;,,)]

rT=rH
no entanto, como estamos tratando, agora, de uma métrica nao-comutativa, para poder

calcular a temperatura, precisamos reescrever o raio do horizonte, rg, em termos do

parametro da nao-comutatividade.
Obtemos o raio do horizonte quando fazemos g,, — 00, ou seja,
(3.61)

2 T N
ik COL B T

]:(U'r)

escrevendo 0- B = © e (6 E), = 6. na equacdo (3.59) e considerando apenas os termos de
primeira ordem em ©, obtemos de maneira simplificada que F (v.) é escrito como segue
(3.62)

1-30 )

S

Flor) = J1-20 - 30,0, (

onde
~ 1/2 - _ 06
0, =(14+60—-20,B,)" v, e U =v,— o (3.63)
Entao, igualando (3.62) a zero, obtemos que
0c
Ze (3.64)

65:(1+3@_01‘BT‘>U7‘_ 2

Cs =V, =
por outro lado, devemos lembrar que obtemos o raio do horizonte quando a velocidade do
fluido é igual a velocidade do som, ou seja, quando v, = ¢, = ry. Assim,

N Oe
Ty =(14+30—-0.B,)ry — 5 (3.65)
Temos ainda que, no limite do horizonte de eventos, v, = cs%’. Com isso,
- 1-30 r
F(v,) = (ci - cgr—Z) : (3.66)
72 r
V1 -20 —30.c,%
Calculando a temperatura Hawking corrigida pela nao-comutatividade, temos
- 1 3 2
Ty =~ <1 — 20+ —9603) e (3.67)
™ 2 g
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substituindo 7y na equacao acima, obtemos

.2 0. (1
Ty = 150 +60,B, +——+3c || (3.68)
Ty 2 TH

Se consideramos que o campo elétrico é nulo, ou seja, o setor puramente magnético, e
além disso, que o campo magnético se encontra na direcao z, temos que . =6 - E =0¢
0, B,. Assim, a temperatura Hawking se reduz a

02

Ty =——(1-50), (3.69)

™y

e no limite de § — 0, ou seja, onde as coordenadas voltam a ser comutativas, temos que
a temperatura Hawking corrigida ¢ igual a encontrada no capitulo anterior, quando nao
consideramos a nao-comutatividade,

C2

Ty = —. (3.70)

T

Desta forma, podemos escrever a temperatura corrigida em funcao da temperatura

para o caso comutativo da seguinte forma,
Ty =Ty (1-50), (3.71)

e entao, isolando o parametro da nao-comutatividade, ©, temos

~AT AT

Ty —T
H

_ 72
T = T (3.72)

Observe que a teoria nao-comutitativa é consistente.  Aplicando-a no célculo da
temperatura Hawking de buraco negros actsticos, verificamos que ela é um caso mais
geral, no qual, se tomarmos o limite do parametro que caracteriza a nao-comutatividade

tentendo a zero, voltamos ao nosso caso anterior.

3.5 Relacao de dispersao

Mais uma vez iremos calcular a relacao de dispersao, com o intuito de verificar
como energia e momento se transportam de um ponto a outro em um meio. Neste caso,

iremos derivar a equacao de dispersao da equacgao (3.45). Lembrando que S; é dado por

Sy ~ Re[elt—iE ), (3.73)
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onde

w= % e K=VS5. (3.74)

De maneira andloga ao que fizemos na segao (2.4), temos que a equacao (3.45) torna-se:

aw® + ow+d =0, (3.75)

Escolhendo a velocidade apenas na direcao z, v = v,, encontramos que
A = 4K2c§{[(1+3§. 3)(1+ c2) — (1+ 40 By? — (0 % E).ﬁ]
0B+ )+ (B ). + (6 ﬁ)wa} . (3.76)

Considerando que o campo magnético se encontra na direcao z e que o campo elétrico é
nulo, temos que - B =0.B, e 0 x E = 0. Assim,

= (1+20.8B.) (v,K) £ ¢, K\/(1+30.B.)(1 + 2) — (1 +40.B.)v? (3.77)
o (L+0.B)(1+) -

tomando o limite nao relativistico, c; < 1, v; < 1, a relacao de dispersao simplificada é

csy/ (1 +30.B,) 1
~ £ K=+c,|1+-0.B, ) K. 3.78
“ (1+106.B.) ‘ ( T3 ) (3.78)
Logo, a velocidade de grupo é
dw 1
=|l-—|=c¢ |1+ =0.B.|. .
Vg iz c ( + 29 ) (3.79)
Ou ainda, escrevendo a equagao acima como segue,
Vg — Cs 1
= -0,B., 3.80
” 5 (3.80)

observamos que a velocidade de grupo tem um carater supersonico devido a nao-
comutatividade. Lembrando que © = 6, B,, podemos substituir (3.72) na equagao acima.

Logo,
Vg — Cq AT
= 3.81
Cs 1OTH’ ( )
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percebemos que a diferenca de velocidade esta relacionada com a diferenca de temperatura.
Assim, quando temos uma variagdo nula para a temperatura (AT = 0), o que significa
que escolhemos © = 0, temos que a velocidade de grupo é a propria velocidade do som
(vy = cg). Mais uma vez, podemos verificar que quando tomamos o limite de § — 0

voltamos ao caso anterior, no qual nossas coordenadas eram comutativas,

dw

— | = .82
TK| = G (3.82)

Ug:

e observamos que a velocidade maxima é a propria velocidade da onda sonora.
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Capitulo 4

Calculo da temperatura Hawking e
da entropia em um espaco-tempo

nao-comutativo

O tunelamento, ou efeito tunel, é um fenomeno puramente quantico, que explica
o fato de uma particula ultrapassar um estado de energia que antes era proibido
classicamente. Observamos este efeito quando estudamos o problema da barreira de
potencial, que nos mostra que quanticamente é permitido que uma particula ultrapasse
barreiras de potenciais mesmo que sua energia cinética seja menor que a energia potencial
da barreira (GASIOROWICZ, 1979).

Como ja vimos, nesta dissertacao, a radiacao Hawking ¢ a emissao de radiagao
causada por particulas que sao emitidas nas proximidades do horizonte de eventos, seja
isto para o buraco negro usual ou actstico, o que diferencia é que para este segundo, estas
particulas sao os fonons.

Iremos considerar a emissao de fonons no horizonte de eventos acusticos para
calcular a temperatura através do Tunelamento. Utilizaremos a métrica nao comutativa
que obtivemos no capitulo 2. Porém, iremos considerar o espago em (2 + 1)D, e isto
resulta em alguma diferenga na maneira de escrever a velocidade. No que segue, usaremos
o método de Hamilton-Jacobi e a aproximacao WKB para facilitar a resolucao das
equacoes de movimento. Neste momento, iremos calcular a probabilidade de tunelamento
da particula emitida na radiacao Hawking e veremos que ela esta relacionada com a

Temperatura Hawking. Desta forma, encontraremos a temperatura e observaremos se o
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resultado é consistente, ou nao, com o método utilizado no capitulo anterior.
A fim de relembrar, a Lagrangeana nao-comutativa é escrita trocando os produtos

dos campos pelo produto Moyal, como mostrado abaixo:

~

1 - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ A ~
L= =B P 4 (D) % D' +mPG x g —bd x5 40 (1)

Se voltarmos ao capitulo anterior veremos que apds alguns célculos, partindo desta
lagrangeana, chegamos na seguinte métrica:

bpo
2cs\/f

onde seus elementos sao dados por

ds® [gttdtQ + guda'dt + gjtdtdxj + gl-jdxidmj } ,

g = —[(1=30-B)®—(1+30-BWw+20-9)(B-7)— (0 x E) -,
1o oy oo oo oWl Bl @
gy = —5@x BY(@+1) = 20420 B)— (0 x B)- 7] 5+ S-(0-9) + S(B-9),
R D, B I T - L L
gu = —30x EY(E+1) = 20+20- B) = (Fx B) - 0| 5+ —-(0-9) + 5(B ),
g = [(1+0-B)1+c)—(1+0-Bp?— (0 x E)- 9]0 + (1 + 6 B)v'v’.
f=11-20-BYQA+3) —(1440-B9w?} -3 x E)-7+2B-5)(f-7). (4.2)

No que segue, iremos considerar a métrica obtida para dois casos, o setor magnético
puro (B # 0 e E = 0) e o setor elétrico puro (E # 0 e B = 0). Para cada um deles iremos
utilizar o método do tunelamento via o formalismo de Hamilton-Jacobi para calcular a

temperatura Hawking.

4.1 Setor magnético puro

O elemento de linha acustico, dado por (4.2), para o setor magnético puro, em

coordenadas polares, no espaco de (24 1)D é escrita como mostrado abaixo:

ds* = —(1+0.B.){[(1—30.B.)c} — (1+30.B.)(v} + v})]dt?

— 2(1+ 260.B.)(vedr + verdg)dt + (1 + 6. B.)(dr* + r*d¢*) }. (4.3)

onde Bz é a magnitude do campo magnético na direcao z, #, é o parametro da nao-
comutatividade, ¢; = y/dh/dp é a velocidade da luz no fluido e v a velocidade do fluido.
Considerando que o potencial velocidade em coordenadas polares é ¥(r,¢) =

DlInr + R¢, podemos definir a velocidade como sendo
. D. R-
U= —7+ ?qb, (4.4)

r
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onde R e D sao a constante de rotacao e a taxa de drenagem do fluxo de fluido,
respectivamente.

Reescrevendo a coordenada temporal e a coordenada azimutal, temos:

(1+426,B.)Drdr

dr = dt
T U= 80.B.) % — (11 30.5,) D7
D Rdr
dp =dp + ———. 4.5
p=do rlc2r? — D?] (45)
Substituindo as equagoes (4.4) e (4.5) em (4.3), reescrevemos a métrica como
1 D? + R? . 1 A2
ds? = —(1-20) 1 LT+ R )] dr* + 6 {1——( +66) } dr?
c2r c2r
26° .
— RdgpdT + Oridy?, (4.6)

onde © = 0,8, ef=1+20.
Lembrando que o raio do horizonte é obtido quando fazemos g,.(ry) — 0o, temos

que
fh: (1+6@)1/2Th, Th = —. (47)

Usando a relacao acima, para o raio do horizonte modificado pela nao-
comutatividade, e o fato de nao haver rotacao (B = 0), temos que da métrica dada

por (4.6) resulta em
ds® = —f(r)dr® + f(r)"'dr® + Or*dg”, (4.8)

onde f(r) = (1 —20) (1 - i—é), com ¢; = 1.

Como ja foi dito, a temperatura Hawking serd calculada pelo método de
tunelamento via o formalismo de Hamilton-Jacobi. Obtida a métrica acima podemos
aplicar esse método, que consiste em utilizar a aproximagao WKB na equacao de Klien-
Gordon e reescrevé-la para a ordem mais baixa de h; feito isto, utilizaremos o formalismo
de Hamilton-Jacobi. Prosseguindo com os calculos, iremos calcular a probabilidade de
tunelamento da particula e assim obteremos o valor da temperatura.

Por outro lado a equacao de Klein-Gordon é dada por

Lau (vV—=99""0,) — m d =0, (4.9)
V=g

72
onde m é a massa da particula escalar.
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A aproximacao WKB nos permite escrever o potencial como uma funcao

exponencial da acao Z, como segue

B — exp [%Z(t, . go)] , (4.10)

substituindo a aproximacao WKB na equacao de Klein-Gordon e considerando apenas a

ordem mais baixa de h, temos que
g"9,20,T +m* = 0, (4.11)

assim, comparando com a métrica (4.6), temos que:

b
f(r)

Do método de Hamilton-Jacobi podemos supor uma solucao do tipo

(O,I)* + f(r)(0,T)* + 9—7102(6101)2 +m? =0. (4.12)

T =—Et+W(r)+ Jye, (4.13)

como consequencia, temos que

dw (r)

or=-FE, 01I=
dr

0,T =

©s

(4.14)

onde J, é constante.
Substituindo (4.14) em (4.12), e colocando —1/f(r) em evidéncia, encontramos

que

W(r) = % / \/E2 . {m‘z _ HJ—;] dr: (4.15)

proximo ao horizonte de eventos, quando r — 7g, temos que f(r) ~ 2k(r — 7), onde
k é a gravidade de superficie do horizonte actstico, dada por (2.64). Substituindo esta

aproximacao na equagcao acima, temos que ela é reescrita da seguinte maneira

W(r) = % / ﬁ\/m —h(r — ) (m2 - QJ—;) dr. (4.16)

Com isso, temos que a equagao (4.13) torna-se:

1 1 2
T—_Ei+ —/ ~ \/E2 —k(r — ) <m2 _ %) dr+ Jogs (417)

2k ) (r—r7y) r

utilizando o Teorema de Cauchy,

(2) dz = 2mif(z0), (4.18)

cZT 20
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para resolver a integral da equacao acima, temos

miE

T—_Et
T

+ Jop. (4.19)

Por outro lado, a probabilidade de tunelamento ¢ calculada pela seguinte equacao

(ALMEIDA, 2011)
[ = ¢ 2m(@) _ o~2mB/k (4.20)

enquanto a funcao de particao do ensemble canonico, que nos permite calcular a
probabilidade de uma particula ocupar um determinado microestado j, em nosso modelo
seria a probabilidade da particula atravessar a barreira de potencial, temos que I' ~
exp(—BE). Onde o termo da exponencial é conhecido como fator de Boltzmann e
g =1/KgT. Logo, se compararmos as duas probabilidades, a de tunelamento e a dada

pelo ensemble canonico, temos que a temperatura Hawking corrigida é
Ty = —; (4.21)

fizemos Kg=1e¢T =Ty.

Utilizando a equacao (2.64) para calcular a superficie de gravidade k, temos que

1—-2
k= —— @, (4.22)
TH

usando este valor na temperatura, obtemos

~ 1—-20
Ty = . 4.23

Devemos lembrar que o raio do horizonte corrigido, 7y, foi encontrado no inicio

desta secao e é dado pela equagao (4.7). Substituindo-o em (4.23), temos que

~ 1
Ty

(1+20)(1+60)"2, (4.24)

2mry

expandindo para os termos de primeira ordem em O, finalizamos encontrando que a

temperatura Hawking corrigida pela nao-comutatividade é dada por:

~ 1
Ty = 1—- . 4.2
= 5o (1-56) (4:25)

Observe que seu resultado é coerente com o encontrado no capitulo anterior, quando

utilizamos o outro método. Portanto, vemos que o método do tunelamento é consistente
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para calcularmos a temperatura Hawking de um buraco negro actustico. E assim como no

capitulo (3), a temperatura é corrigida por um fator 1 — 50,
Ty = (1-50)Ty. (4.26)

Note que, para o setor magnético puro, a presenca da nao-comutatividade resulta numa

diminuicao da temperatura Hawking por um fator 50.

4.1.1 A entropia estatistica

Ja é bem conhecido da literatura, que é possivel compreender o conceito de entropia
usando a segunda lei da termodinamica. Ao considerar um sistema termodinamico
fechado, temos que a entropia do sistema aumenta no caso em que o processo é irreversivel,
e permanece constante quando ele for reversivel (HALLIDAY, 2009). Em outras palavras,
é possivel calcular quao irreversivel é o processo através da entropia, ou como se costuma
dizer, podemos calcular a "desordem”do sistema.

Visto que a entropia é uma quantidade termodinamica que estd relacionada com a
temperatura, nesta subsecao iremos calcular a entropia corrigida pela nao-comutatividade,
para o setor magnético puro, utilizando o valor da temperatura encontrado na presente
se¢do. Para isto, vamos considerar o Principio da Incerteza Generalizado (MAJUMDER,
2013; TAWFIL E DIAB, 2014) como uma extensao de (KEMPF, MANGANO, MANN,
1995)

O[l 06212

AxAp > h ( - #Ap + h—gp(Ap)Q) , (4.27)

onde o é um parametro positivo adimensional, [, = \/hG/c* = M,G/c* ~ 107%*m é o
comprimento de Plank e M, = \/hc/G é a massa de Plank. Uma vez que G ¢ a constante
de Newton, os termos de correcao na relagao de incerteza, ocorrem devido aos efeitos da

gravidade.

Escrevendo a inequagao (4.27) da seguinte maneira,

2[2
% (Ap)* + (ad, + Az) Ap + 1 <0, (4.28)

vemos claramente que temos uma inequacao do 2° grau, cuja solugao é dada por:

WAz + al,) 4al2
Ap> ——— P (11— — P 4.2
b= 20212 ( \/ (Az+aly)? |’ (429)
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onde escolhemos o sinal negativo da solugao.
Dado que [,/ Az é muito pequeno comparado com a unidade, podemos expandir a
equacao acima em série de Taylor. Portanto,

« o?

1
> |1 = ]
L T T (4.30)

onde escolhemos o sistema de coordenadas em que G = ¢ = kg = 1. Logo, podemos
também escolher h = 1, e assim temos [, = 1. Nestas unidades o Principio da Incerteza

torna-se
AxAp > 1. (4.31)

Temos ainda que, se escrevermos o Principio da Incerteza para a energia, a equagao

acima é reescrita como
EAz > 1, (4.32)

onde E ¢ a energia da particula quantica. Usando (4.32) em (4.30), temos que

(0% Oé2

s TameE T (4.33)

Eq>FE|1—-

sendo Eg a energia corrigida. Por outro lado, a probabilidade de tunelamento para a

particula com energia corrigida é dada por

o1 E,
T ~ exp[—2ImI] = Wk ¢ (4.34)

comparando com o fator de Boltzmann, obtemos a temperatura do buraco negro actustico

- a a? -
T=Ty|1— ; 4.35
71T oA Taaee T ’ (4.35)
ja vimos que
- 1—-20
Ty = Er. (4.36)

com isso, da equacdo (4.35), obtemos a temperatura corrigida devido ao Principio da

Incerteza Generalizado

1-20 2 -
po =200 o o ] (4.37)

27 i 4Fg | 8F%
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aqui fizemos Axr = 27g. Aqui, a entropia depende apenas da geometria do horizonte.
Assim, usando as leis da termodinamica de buracos negros, chegamos a entropia em

termos da area do horizonte do buraco negro actistico como

dE kdA dA dA ta w2l
— 1+2 o= 4.
o / /&rT /&rrhT (1+ @>/ 1 [ oA T oa ' }

A wa. A 72?2
= (1+20)|—— —In— — ———+ 4.38
(1420 |5 = = o (4.38)
Escrevendo a expressao da entropia em termos do raio do horizonte, temos
2T, ma, 2@, mial -
=(1+2 - — — Ty + - 4.
S(+@)[4 T In=; Tt , (4.39)

onde A = 277y = (1430) A é a drea do horizonte do buraco negro aciistico ndo-comutativo
e A = 2711y 6 a drea do buraco negro actstico. Vemos claramente que A é realmente dado
desta forma, se voltarmos a equacdo que define o raio do horizonte corrigido, (4.7), e a
expandirmos para ordem mais baixa de ©.

Os termos de correcao sao devido a efeitos quanticos. O segundo é um termo de
correcao logaritmica em ordem «, que é semelhante aos resultados existentes para buraco
negro gravitacional em 4 dimensoes e que também sao derivados por outros métodos.
O terceiro termo é um termo de correcao para a entropia de drea, de ordem a?, que
é proporcional a temperatura de radiacgao, T, = (1 — 50)T},, do buraco negro actstico

nao-comutativo. A equagao (4.39) pode ser escrita em termos do ry como

~ S
5 = (1+20)
2rr,  wa. 27y, meal TQ
= (1+30) 1 —gln 78 (1—5@)Th—?ln(1+3@)+-~(4.40)

Note que o termo logaritimico é obtido devido a contribuigdo a(Ap) no Principio da
Incerteza Generalizado, enquanto no caso gravitacional, por exemplo no buraco negro de
Schwarzschild, a correcao logaritimica é obtida do termo quadrado a?(Ap)?2.

Entao, para a = 0 e © = 0 nds reproduzimos a usual lei semiclassica da entropia
de drea de Bekenstein-Hawking, S = A/4 = 27ry, /4.

Por outro lado, o estudo sobre a origem da entropia estatistica de buraco negro
tem sido amplamente explorado por diversos autores, dentre eles: Frolov e Novikov
(FROLOV e NOVIKOV, 1993); Magén, Melnikov e Silva (MAGAN, MELNIKOV e
SILVA, 2014); Callan e Wilczek (CALLAN e WILCZEK, 1994); Casini, Huerta e Myers
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(CASINI, HUERTA e MYERS, 2011). Solodukhin, Kaul e Majumdar em um de seus
trabalhos calcularam correcoes para a entropia e obtiveram correcoes logaritmicas do tipo

(SOLODUKHIN, 2011; KAUL E MAJUMDAR, 2000; KAUL E MAJUMDAR, 1998)

A 3 A
S~ —— 3 In (E) + const. 4 - - (4.41)

Por esse motivo, comparando (4.40) com (4.41), percebemos que fazendo a troca o = 12/,

os termos que multiplicam as corregoes da entropia se tornam equivalentes

) 2 2
S=(1+30) T —gm T

—18(1—5@)Th—Zln[1+2@+0(@2)]+~- (4.42)

ou seja, a corre¢ao logaritmica resultante da entropia, torna-se —3/21n(A/4), que tem
a mesma correcao para buracos negros gravitacionais em 4 dimensoes. O ultimo termo
da equacao acima ¢ independente do raio do horizonte e corresponde ao termo extra que
depende da carga conservada ¢ = e(1 4+ 20). Observe que tanto o termo logaritmico
gravitacional quanto as correcoes devido a carga conservada sao impostas pela existéncia
de correcoes lineares no principio da incerteza generalizado. Estamos considerando que
a carga é obtida das equacgoes de movimento do campo A, (setor magnético puro) da

lagrangena,
(V x B) =2ep(1+20)/,  j=1,2. (4.43)

Portanto, em nosso modelo, considerando o principio da incerteza generalizado
dado por (4.27), obtivemos correcoes logaritmicas semelhantes a Kaul e Majundar (KAUL
e MAJUMDAR, 2000) e um termo extra que depende da carga conservada de um modelo
andlogo obtido em (CARLIP, 2000),

A 3 A
<—) + In[F(Q)] + const. + - - (4.44)

onde F(Q) é uma fun¢ao do momento angular e da carga conservada.
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4.2 Setor elétrico puro

Na presente secao calcularemos a temperatura Hawking para o setor elétrico puro

(B=0e E #0). Para tanto, devemos escrever a métrica (4.2) em (2 + 1)D como segue,

ds® = { -0~ (Ix E)- o] ar®

. {_ (ugy( +1)— (2- (7% E) g)g"]dm
n [_ (qu) (24+1) - (2—(9XE) 17>qu1dt
+ [( +c§—|—02—<§>< E)ﬁ) 5ij+vivj} dﬂdxj}, (4.45)

sendo f = (14 ¢2 —v?) —3(6 x E) - 7. Considerando apenas a primeira ordem em 6 e

tomando o limite nao-relativistico, v < 1 e ¢, < 1, temos, da métrica acima, que

i = P (145 (0% E) 0) {-[@ == (Fx E) -] ar

+ [<§x E) _|_217} CdZdt + [1 — <§x E) -17} da?}. (4.46)

Escrevendo-a em coordenadas polares, temos que a velocidade é dada por v =

v+ v¢g5. Assim,

ds®* = Z”O (1 + 295 : U) { —[¢® — (v} + v} + 0E,v, + OEyvy)]dt? — 2 <vr + 9;) drdt
Cs
) (% + %) rdpdt + (1 — 0&v, — 0E4v4)(dr* + r2d¢2)} : (4.47)

onde 0, = 0(7i x E),, 0, = 0(it x E)y ¢ E é a magnitude do campo elétrico. Vamos

agora considerar as seguintes transformacoes nas coordenadas temporal e azimutal,

0,.dr
dr = dt -
AT @y
1~)¢1~er7‘
do =dp + —2"— 4.48
@ ¢+r(c§—@3)’ (4.48)

0E,

04, 2. Considerando que o fluido possui o

onde definimos que v, = v, + %= € Uy = vy +

potencial velocidade, ¥ (r,¢) = DInr + Ry , temos que a velocidade é escrita como

D R
U=—7F+ —¢. (4.49)
T T
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Logo, a métrica torna-se

2 2
L2 _ e (1 | B0ED 365¢R> {_ [ | _ (D’ R? 1 0€,Dr +98¢Rr)} 2

2¢s 2r 2r c2r?
0E,.D  0ELR D2 +0&,Dr\ "
(12080 08 [(( PEDY " g
r r cir
R 6
- 2<—+ 5¢’) rdgpdT}. (4.50)
csr 2¢q

Em resumo, fizemos estas transformacoes e substitui¢oes para obter uma métrica
acustica nao-comutativa, em primeira ordem de 6 e em coordenadas polares para o setor
elétrico puro.

Calculando o raio do horizonte corrigido pela nao-comutatividade, temos

respectivamente que

0,
fhi:Th |:2 :i:l:|, (451)
onde 1, = |D|/cs é o raio do horizonte para o caso usual. Quando 6 = 0, temos que

Te =T¢ €TH =Tp.
Assim como no caso do setor magnético puro consideramos que nao existia rotacao,
também consideraremos aqui, no setor elétrico puro. Portanto, fazendo R = 0 e &; =/,

com cg = 1,temos

ds* = —f(r)dr* + (1 — 4«9&,7‘h) flr)y tdr* + (1 — —50§TTh> r2dy?, (4.52)
r

r

onde

F(r) = (1 + 395’“”) (1 T 9‘9’””1) . (4.53)

2r 72 r

Relembrando a equagao (2.66), vemos que a temperatura Hawking é dada por

=k ['(res)
Ty = — =2~ "1/ 4.54
H o A ) ( )
entao, calculando-a, temos que
- 1 0, 0E,
Ty = 1 =Ty |1 4.55
H 27T7“H<+2> H<+2)’ (4.55)
lembrando que Ty = 1/27ry. Ou ainda, escrevendo em termos do 7y, obtemos a
temperatura corrigida
- 1
Ty = 1460&)+ O (6%, 4.56
1= g (1108) + O (FF) (4.56)

observe que, neste caso, a presenca do campo elétrico resulta em um aumento da

temperatura Hawking por um fator 6&,.
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4.2.1 A entropia estatistica

Iremos calcular, agora, a entropia estatistica do setor elétrico puro. Para tanto,
devemos repetir o procedimento feito na segao (4.1.1). Partimos do principio da incerteza
generalizado (GUP), e resolvendo a inequagao de segundo grau, escrevemos o momento
como um série de Taylor. Usando o principio da incerteza para a energia encontramos um
valor de energia corrigida; por conseguinte, da equacao da probabilidade de tunelamento
(4.20), encontramos a temperatura corrigida pelo GUP e por fim, utilizando esta
temperatura, calculamos a entropia estatistica.

Lembrando que a temperatura corrigida pelo GUP é dada por :

(6] 042

(A$)+2(ASL’)2+.“:| ; (4.57)

T="Ty {1—2

iremos substituir o valor de Ty para o setor elétrico puro, que é dado pelo equacéo (4.56).

Assim, obtemos que

T =

w{l a o +...}1, (4.58)

— +—
= = =)
2T hy drp, 8y,
este valor de temperatura é corrigido pelo Principio da Incerteza Generalizado. Com isso,

a entropia estatistica é que é dada pela seguinte equacao

dE dA
= — = 4.
torna-se:
_ 2Ty ma, 2Py mral -
S = (1 95}) { 1 2 In 1 3 Ty + , (4.60)

onde A = 277, é a area do horizonte para um buraco negro acustico nao-comutativo.
Podemos ainda, reescrever a entropia em termos do raio r,. Substituindo o raio do
horizonte corrigido, temos que A = (1 + 0¢e,./2)A e A = 27try,. Assim,

- S 0E N 2mry,  mo . 2w, mlal 0E, T 0E,
=2 1+ - - 1 T — (1
5= =g (+2)4 s 4 s ) rm it ) T

Novamente observamos que os termos de corre¢ao sao devidos aos efeitos quanticos.
Note que o primeiro termo é devido a correcao nao-comutativa, o segundo é uma corre¢ao
logaritmica que aparece em primeira ordem em «, como no caso em gravitacional 3 4+ 1
dimensoes, e o terceiro termo de correcao é proporcional a temperatura de radiacao do

buraco negro acustico.
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Escolhendo mais uma vez o« = 12/7, devido a comparacao com o valor ja conhecido
da entropia gravitacional (4.41), temos

5 0E\ 2mry, 3, 2@y, 0., 3 0.,
S_<1+ 2) 1 —§1n 1 —18(1+ Z)Th—gln(l—i- 2)+~~.(4.61)

o ultimo termo ¢é independente do raio do horizonte e corresponde a um termo extra que
depende de uma carga conservada ¢ = e(1 + 0€/2). Esta conservagao da carga é obtida

das equacoes de movimento para o campo A, (setor elétrico puro) da lagrangeana.

L fe,
V. B = 2epw (1+ ;) (4.62)

onde temos considerado a normalizacao v, = u,./w = 1, uma vez que préximo ao horizonte
v, ~ cg = 1.

Perceba que os resultados encontrados para o setor elétrico puro se assemelham aos
encontrados no setor magnético no que se refere aos termos de corregoes, ambos possuem

corregoes nao-comutativas, corregoes devido ao GUP e termos de carga conservada.
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Conclusoes

Na presente dissertacao, fizemos um estudo a cerca de analogos actisticos de buracos
negros em espaco-tempo nao-comutativo, mais especificadamente sobre temperatura
Hawking e calculo da entropia.

No primeiro capitulo de revisao, observamos que quando um fluido em movimento
interage com o som a uma velocidade supersonica, uma regiao de buraco negro actstico é
criada. Reproduzindo isto matematicamente, através de pertubacoes nas quantidades
hidrodinamicas do meio, obtivemos uma métrica caracteristica de um buraco negro
acustico.

No segundo capitulo de revisao, inserimos a nao-comutatividade na métrica, com
0 objetivo de verificar as corregoes que essa teoria tras para o estudo da temperatura
Hawking de buracos negros actsticos.

No ultimo capitulo, apresentamos os nossos resultados. Dada a métrica nao-
comutativa, a analisamos em dois casos: para o setor puramente magnético, no qual,
como o proprio nome ja sugere, consideramos que sé existe campo magnético, e para um
setor puramente elétrico, onde existe apenas os termos de campo elétrico. Em ambos os
casos, consideramos que a radiacao Hawking é emitida pelo ponto de vista do tunelamento.
Um dos resultados obtidos foi que a nao-comutatividade resulta em uma diminuicao da
temperatura para o setor magnético puro e em um aumento da temperatura para o setor
elétrico puro. Consideramos, ainda, o principio da incerteza generalizado e a partir dele
derivamos a temperatura nao-comutativa e a entropia com corre¢oes deste principio. O
principio da incerteza nos permite encontrar correcoes quanticas para a entropia de um
buraco negro acustico nao-comutativo. E encontramos para ambos os setores. Nos dois
casos, verificamos que o primeiro termo de correcao ocorre devido a nao comutatividade
e os demais termos, devido ao principio da incerteza generalizado. O segundo termo

de correcao, em primeira ordem em « é de correcao logaritmica; o terceiro, de segunda
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ordem em «, é um termo dependente da temperatura Hawking; e do ultimo termo surge

a existéncia de correcoes em termos de carga conservada.
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