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Resumo

Neste trabalho, estudamos as propriedades termodinamicas da condensacao de
Bose-Einstein (CBE) para um gas de bosons relativisticos no contexto da teoria quantica
de campos nao-comutativa. Tais teorias foram introduzidas como uma generalizacao da
mecanica quantica em um espago-tempo nao-comutativo. Nosso principal objetivo é inves-
tigar em que regimes de temperatura e/ou energia a nao-comutatividade pode caracterizar
algum comportamento distinto nas propriedades de um condensado de Bose-Einstein des-
crito por um gas bosonico relativistico. Usamos uma teoria baseada no conceito de campos
nao-comutativos, sao introduzidos os parametros ¢ e o que atuam como reguladores para
a teoria, ambos desempenham um papel fundamental na modificacao das relacoes de dis-
persao do campo bosonico nao-comutativo em estudo, o que leva a possiveis consequéncias
fenomenologicas. Expressoes analiticas para a fracao de particulas no condensado, energia
interna, pressao e calor especifico do sistema sao obtidas através de aproximacoes basea-
das em expansoes nos parametros nao-comutativos, cujos resultados sao comparados com
os obtidos através de calculos numéricos. Os efeitos da nao comutatividade nas propri-
edades do sistema sao discutidos, entdao é encontrado que as modificacoes introduzidas

nessa teoria se tornam mais relevantes no regime de altas temperaturas.

Palavras-chave: campos nao-comutativos, propriedades termodinamicas, parame-

tros.



Abstract

In this work, we study the thermodynamic properties of the Bose-Einstein conden-
sation (BEC) for a relativistic Bose gas in the context of the noncommutative quantum
field theory. Such theories was introduced as a generalization of quantum mechanics on a
noncommutative spacetime. Our main goal is to investigate in which temperature and/or
energy regimes the noncommutativity can characterize some influence in the properties
of Bose-Einstein condensation described by a relativistic bosonic gas. We use a noncom-
mutative bosonic field theory introducing the noncommutative parameters 6 and o. Both
parameters play a key role in the modified dispersion relations of the noncommutative
bosonic field, leading to possible striking consequences for phenomenology. Analytical
expressions for the condensate fraction, internal energy, pressure and specific heat of the
system are obtained by expanding in a power series of the noncommutative parameters.
These results are compared with that one get by numerical methods. The noncommuta-
tive effects in the thermodynamic properties of the system are discussed, then is found

that the noncommutativity exhibit caracteristics important at high temperature.

Keywords: noncommutative field, thermodynamic properties, parameters.
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Capitulo 1

Introducao

Teorias quantica de campos (TQC) formuladas em espacos nao-comutativos apre-
sentam interessantes implicagoes fenomenologicas que tém sido objeto de numerosas in-
vestigacoes nos ultimos anos, em conexao com diversos fenomenos fisicos relacionados a
possibilidade da violagdo da simetria de Lorentz e da simetria CPT [1-4], andlises da
assimetria matéria-antimatéria [5|, implicagoes em modelos cosmologicos [6-9], além de
observacoes envolvendo raios coésmicos ultra-energéticos, fisica de neutrinos, entre outras

fontes de altas energias existentes no Universo |10, 11].

Tais teorias, também conhecidas como teorias quanticas de campos nao-comutativas
(TQCNC), foram inspiradas pela mecanica quantica ndo-comutativa [12, 13|, cuja pro-
posta é baseada na idéia da quantizacao do espaco-tempo através da substituicao de suas
coordenadas por operadores que obedecem a relagdo de comutagao [z#, "] = 0", isto
faz com que as coordenadas espaciais tornem-se discretas e nao existe mais a nocao de
ponto. Esta proposta segue a mesma linha de raciocinio da teoria quantica usual caracte-
rizada pela quantizacao do espaco de fase que resulta na existéncia de uma area minima

dimensionada pela constante de Planck.

A TQCNC foi inicialmente motivada pelo interesse em descartar as divergéncias
que aparecem na teoria quantica de campos, ji que ao introduzir a nao comutatividade
¢ possivel que exista uma distancia minima no espago-tempo que elimine os infinitos

[14, 15]. No entanto, esta proposta foi deixada de lado devido o sucesso do processo de



renormalizacao.

Posteriormente a teoria de Yang-Mills nao-comutativa surgiu como um limite de
baixas energias da teoria de cordas na presen¢a de um campo magnético de fundo [16],
provocando um grande impulso na retomada do estudo de modelos envolvendo caracte-
risticas nao-comutativas na TQC. O reaparecimento dessas teorias também é motivado
pela formulagdo da gravidade quantica, que sugere que em regioes da ordem da escala de
Planck (I, ~ 10733¢m) o espago-tempo perde sua estrutura continua e os efeitos quanticos

da gravitacao tornam-se importantes [17-19].

Uma importante caracteristica apresentada pela teoria quantica de campos nao-
comutativa é a violagao da invariancia de Lorentz, que tem sido sujeito de grande atencao
na TQC. Esta violagao deve ocorrer somente a distancias muito pequenas, desta forma,
no limite que o parametro relacionado a nao comutatividade tende a zero os resultados

previamente conhecidos sao resgatados.

Teorias com perda da invariancia de Lorentz apresentam deformacoes na relacao
de dispersao. Estas deformacoes permitem construir modelos fenomenologicos que podem
ser testados futuramente na cosmologia ou em experimentos na fisica de particulas. Nesta
perspectiva, espera-se que sinais da nao comutatividade aparecam em experimentos en-
volvendo radiacao cosmica de fundo, raios coésmicos ultra-energéticos, ou outra fonte de

altas energias.

A introducao da nao comutatividade na TQC pode ser feita no nivel dos campos
pela modificacdo de suas relagoes de comutagao canodnicas [20], que discutiremos mais
adiante no capitulo 2. Estes campos, chamados campos nao-comutativos, surgem como
uma generaliza¢ao da mecanica quantica no plano Groenenwold-Moyal [21], com o espago
alvo (ou espago dos campos) sendo considerado como um plano ndo-comutativo em um

espago-tempo comutativo.

Recentemente, varios autores tém investigado as implicacoes fisicas causadas por
esses campos nao-comutativos. No trabalho [4] foi mostrado como a nao comutatividade
no espaco dos campos produz violacao da invariancia de Lorentz na relacao de dispersao.
Subsequentemente, em [22| Balachandran et al. mostrou como o espectro de radiagio
de corpo negro ¢ modificado pela deformacao das relacoes de comutacao canoénicas de

campos escalares nao massivos, uma importante caracteristica deste espectro modificado

10



é que a densidade de energia na regiao de alta frequéncia é maior do que para o espec-
tro de radiagao de corpo negro usual. Ainda nessa perspectiva, no artigo [9] Barosi et al.
apresentaram implicacoes dessa teoria em modelos cosmologicos inflacionéarios em um Uni-
verso preenchido com um gas composto por um campo escalar bosénico nao-comutativo

no regime de altas temperaturas.

No presente trabalho, vamos considerar esta aproximacao baseada em campos nao-

comutativos com a relacao de comutacao em tempos iguais dada por

[2°(2,1), &"(7,1)] = ic0(0; & — 7) (1.1)

para investigarmos a condensagao de Bose-Einstein de um sistema descrito por campo
escalar no contexto da teoria quantica de campos nao-comutativa, onde 6(c; 7 — 7) ¢é
considerado como uma distribuicao gaussiana com um parametro o relacionado com o

desvio padrao da distribuigao.

A condensacao de Bose-Einstein apresenta algumas caracteristicas bastante pecu-
liares, como por exemplo, abaixo de certa temperatura uma fragao finita do nimero de
particulas se condensam no estado fundamental, o que foi predito por Einstein em 1925
[23]. Desde entao, estudos teoricos e experimentais discutindo as propriedades termo-
dinamicas deste fendomeno tem ganhando grande atencao em diferentes areas da fisica

[24-29].

Recentemente varias pesquisas tem se desenvolvido na analise de efeitos relativis-
ticos em condensados de Bose-Einstein [30-35]. No entanto, deve-se notar que os efeitos
nao-comutativos tornam-se relevantes para tais sistemas, portanto devem ser levados em
conta. Em virtude disto, exploramos a termodinamica de campos escalares relativisticos

assumindo esses efeitos.

Este trabalho, estd organizado como segue. No capitulo 2 fazemos uma revisao
sobre teorias de campos em espacos nao-comutativos envolvendo campos escalares massi-
vos e nao massivos, onde foram analisados as peculiaridades de teorias fisicas nas quais a
algebra é nao-comutativa. No capitulo 3 exploramos os efeitos causados pela nao comuta-
tividade nas grandezas termodinamicas de um gas bosénico relativistico, foram obtidas ex-
pressoes para varias funcoes termodinamicas, tais como, densidade de particulas, energia

interna, pressao e calor especifico. No capitulo 4 apresentamos nossos resultados obtidos

11



através de calculos numéricos e aproximados para campos escalares nao-comutativos sem
massa, os quais sao comparados com os resultados estabelecidos pela teoria usual. Além
disso, mostramos os efeitos nao-comutativos causados em bdsons massivos, que também
sao analisados nos limites nao-relativistico e ultrarelativistico. Finalmente, no capitulo 5

apresentamos nossas conclusoes e perspectivas futuras desta pesquisa.
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Capitulo 2

Teoria quantica de campos

nao-comutativa

Teorias de campos baseadas no conceito de espago alvo nao-comutativo vem ga-
nhando cada vez mais atencao e interesse como objetos de estudo, cujas propriedades e im-
plicagoes causadas sao estudadas e aplicadas a diferentes problemas fisicos [4, 9, 20, 22, 36].
O formalismo que descreve a nao comutatividade dos campos é proposto a partir de uma
analogia com as ideias fundamentais da mecéanica quantica nao-comutativa, o qual sugere
a substituicao das relagoes de nao-comutacao entre as coordenadas do espago-tempo por

relagoes de nao-comutacao entre os campos.

O objetivo deste capitulo é apresentar uma revisao sobre a teoria quantica de
campos sobre espacos nao-comutativos. Os conceitos aqui formulados servirao de alicerce
para o estudo das propriedades termodinamicas de um gas bosonico com sua relacao de
dispersao (relagao entre energia e momento da particula) modificada pela introducao de
novos parametros relacionados a nao comutatividade. Para isso, este capitulo foi dividido
em duas secoes. A primeira secao apresenta a definicao de espaco-tempo nao-comutativo,
e as secoes seguintes abordam uma extensao dessa teoria deformada para um campo
escalar bosonico com e sem massa onde o espaco alvo é considerado nao-comutativo em

um espago-tempo comutativo com (3+1)-dimensoes.

13



2.1 Espaco-tempo nao-comutativo

A nocao de um espago-tempo nao-comutativo ja havia sido proposta desde os
primordios da mecanica quantica [14]. Motivada pela extensao das rela¢oes usuais de
comutagao entre posicao e momento, a mecanica quantica nao-comutativa impoe relacoes
de comutacgao entre as coordenadas do espaco-tempo. As coordenadas x* sao substituidas
por operadores Hermitianos ## de uma algebra nao-comutativa'! que obedecem a relacoes

de comutacao deformadas,

(27,27 = "0 =i0", (2.1a)
by, D] = 0, (2.1Db)
[2, 0] = 10y, (2.1c)

onde 0 é conhecido como parametro nao-comutativo que possui dimensao de area, e e é

uma matriz antissimétrica real. s

A nao comutatividade do espago-tempo causa efeitos em sua estrutura geométrica,
j& que o espaco-tempo deixa de ser continuo e passa a ser discreto, deixando de lado a
noc¢ao de ponto que é substituida por uma area de comprimento minimo, chamada célula

de Planck, isto implica em um conjunto de relacoes de incerteza entre suas coordenadas,

AZFAZY > Z16M]. (2.2)

N | —

Observe que no limite que # — 0 a teoria comutativa usual é obtida.

Em [22], as coordenadas ndo-comutativas sao relacionadas com as usuais pela de-

formacao,

1
= 2= 0, (2.3a)

ﬁﬂ = pl‘, (23b)

A deformacao introduzida acima é aplicada no nivel das coordenadas, que sao os

graus de liberdade do sistema. Analogamente, na TQC os graus de liberdade da teoria

!Operadores com o caractere chapéu indica que eles obedecem a algebra nio-comutativa.

14



sao os campos definidos em cada ponto do espaco, sendo assim, iremos introduzir a nao-

comutatividade no nivel dos campos para construirmos o espaco alvo nao-comutativo.

2.2 Bodsons livres sem massa

Nesta secao vamos revisar a teoria de um campo escalar nao massivo comutativo
e nao comutativo, para entao analisarmos os efeitos causados nesse sistema pela nao

comutatividade dos campos.

2.2.1 Campo escalar comutativo

Definimos aqui o espaco alvo comutativo que serd importante para compararmos
os efeitos que a nao comutacao dos campos causa na relacao de dispersao. Para isto,
considere um campo escalar bosonico sem massa e sem spin, sua base espacial (3+1)-

dimensdes e seu espaco alvo é um plano comutativo R?, entdo,

o: MyxR — R

(Z,t) — @ (@,1).

As componentes do campo serdo denotadas por ¢ com i = 1,2. Vamos assumir que
cada direcao espacial é compactificada em S* com raio R, isto faz com que as componentes

do campo sejam periodicas nas coordenadas espaciais (z,y, 2),

O (x+Ry+ R z+Rt)=¢ (2,9, 2,t) = o (T,1). (2.4)

A compactificagao do espago permite que as componentes do campo ' (T, 1) sejam

escritas como uma série de Fourier

i (7 2R i
o' (Z,t) = Ze r "ol (), (2.5)

15



onde 77 = (ny,n9,n3), com n; € Z, e as componentes de Fourier sdo

27

Felt) = g5 [ e T @), (2.6
Usaremos a densidade lagrangiana para o campo escalar nao massivo

L= 53 a0y,

' |:( ) )2 (v 5 )2:| ’ (27)
Cuja lagrangiana é L= f EdSZE,

- gZ/d?’x [(0ep")? = (V¢')?]. (2:8)

Para obtermos a lagrangiana acima escrita em termos dos modos de Fourier usamos

as componentes dos campos ¢’ (Z,t) dadas em (2.5),
/dg‘r(atgpi>2 = ZRE}gpngp 79
. . 2
[#awer = Sw (1) i (2:9)

o que resulta em

_9R3 R 2m |7 ? i
L= 5 Z[@ﬁ@ﬁ < R PP - (2.10)

oL

RED

n

_ 9332

3
_ % S [d05¢ 1+ phole™)]
j,m

= gRg'i-,

e

8g0n

(2.11)
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Associado a lagrangiana (2.10), via transformada de Legendre, obtemos o hamil-

toniano H em funcao dos modos ¢% e dos momentos canonicos 7

H = Zw%sb,%—L,

= 2gR3 Z 27T|’I’L|gR2) —ﬁ} ’

- Z égR?’ 2gR3 Z + (27]i|g R*)* gt 5] - (2.12)
14,7170

O termo

associado com translagao global do sistema, conhecido como modo zero, podera ser igno-
rado. Enquanto, o segundo termo (com 77 # 0) é equivalente a um conjunto infinito de

osciladores harmonicos desacoplados com frequéncias

27|
= — 2.13
wn = (213
Assim a eq.(2.12) fica
W%?Ti_ﬁ gR? 0 i
H = H, okt L. 2.14
0o+ Z |:2gR3 + 9 WrPrP—_i ( )
1,#0
A hermiticidade dos campos ¢ implica que
iT 1 3, EIRE = i
e () = i d*ze ® "N (T 1) = pLa(t), (2.15a)
T = gR(p ) = gRi, = (2.15b)

Esta propriedade serd usada na secao seguinte, quando escreveremos o hamiltoniano em

termos dos operadores criacao e aniquilagao.
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2.2.2 Campo escalar nao-comutativo

Nesta subsecao, o plano comutativo R? definido acima é substituido por um plano
nao-comutativo R?. A forma de introduzir a ndo comutatividade no espaco dos campos é

analoga a deformacao feita no comutador das coordenadas, eq.(2.1a), visto na se¢ao (2.1).

O campo escalar com espago alvo nao-comutativo R?, denotado por ¢%(Z,t), foi

escrito por Balachandran et. al. [22] em termos dos campos comutativos como

QU ) = (T, 1) — —e™Omy (T, 1), (2.16a)

Fa(@ot) = mo(T1). (2.16b)

Desta forma, as relacoes de comutacao em tempos iguais para os campos escalares nao-

comutativos introduzidos acima tornam-se (veja apéndice A)

[0%(%,1),¢"(7.1)] = ie™05(z — ), (2.17a)
[ﬁ-a(f’ t)7 ﬁb(gv t)] = 0, (217b)
[@%fa t)v frb(gv t)] = ZéZ(S(f - ?7)7 (2-17C)

neste cenario # é o parametro nao-comutativo com dimensao de comprimento.

A fungdo 06(Z — ) que aparece na eq.(2.17a) foi regularizada por [22] como uma
distribuicao tipo gaussiana, escrita em termos de um novo parametro ¢ associado ao

desvio padrao da distribuicao,

4 (i — )
(o) = ———exp |— — |, 2.18
0 (Zm)g,p[; = 219
onde O(c) = 0(0;@ — ) = 00(F — ) no limite que ¢ — 0, 6(0) tem dimensao de
(comprimento) 2, e assumimos a simplificagio 0; = 0y = 03 = ¢ para o argumento da
exponencial. O comportamento dessa fungao 6(o) pode ainda ser visto no grafico da figura

[2.1] para diferentes valores de o.

Ao analisarmos essa regularizacao podemos notar que o parametro o controla a
largura da gaussiana descrevendo o alcance da nao comutatividade, isto é, no limite

em que esse parametro vai a zero a obtemos a funcao delta usual e no limite em que o

18



g=04 —
g= 0,3 —
g=102 —
g=01 —

Figura 2.1: Grafico da fungao 0(o) para diferentes valores de o, com 6 = 1.0 fixo.

parametro cresce recuperamos a comutatividade dos campos. Esta regularizacao mostrou-
se util no estudo do espectro de radiacao de corpo negro deformado [22], onde foi previsto
que a densidade de energia diverge com respeito a frequéncia se ¢ = 0 e que o desvio do
novo espectro de radiacao modificado com relagao a radiacao de corpo negro possui uma
dependéncia mais forte em o do que em . Além do mais, 6(o) pode ser escrita em termos
de

277202|ﬁ\2
R2

O(n) = Oe” (2.19)

Anélogo a eq.(2.5) os campos nao-comutativos %(Z,t) podem ser escritos em ter-

mos dos modos de Fourier

RS

aa (2 MG E A
o (7,0 = 30 AR (). 220

Entao, usando as equacgoes (2.16) podemos obter as transformacoes vestidas, que estao

associadas a geracao de multiplas solugbes (ou campos) através de um campo inicial,

1

O = <P%—2—R3€abe(”)ﬂm (2.21a)
7% = e, (2.21b)

19



Veja que na eq.(2.16) os campos s6 dependem de um indice "a” enquanto as eqs.(2.21)

kol

dependem de "a” e "1, neste caso "1’ refere-se a multiplicidade dos campos.

As relagoes de comutagao para as componentes de Fourier tornam-se (apéndice A)

'ab@
[@%a@?ﬁ] = %&Hm,o? (2.22a)
7375 = 0, (2.22b)
(25, 7%] = i665.m- (2.22¢)

A néo comutatividade dos campos introduzida em (2.17) é equivalente a substituir

o operador hamiltoniano (2.14) por um novo hamiltoniano nao-comutativo

A A

(2.23)

onde

: (75)?
Hy=Y_ 2

%

Usando as equacoes (2.21) no hamiltoniano (2.23) encontramos

Q% i i R 2 i g o ik
Hye = Hy+ Z i ﬂ+—wﬁcpﬁ<p_ﬁ—EwﬁQ(n)EikwﬁWﬁ , (2.24)

com

(2.25)

Observe que a relagao de dispersao para estes bosons foi modificada, eq.(2.24), se
tomarmos o limite # — 0 vemos que 6(n) — 0 e Q2 = 1, recaindo na relagio de dispersao

usual, eq.(2.14).

E notéavel que o hamiltoniano (2.24) possui um termo equivalente a um conjunto

de infinitos osciladores harmonicos e outro proporcional a componente-z do momento
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I 0F i + _gR3 w2l (oscilador harmonico)  (2.26a)
R = T=T_ > ntrn¥—n '
) ggR3 - T Ty Wbl

Ji = Zﬁ'k@iﬂfx (momento angular). (2.26Db)
ik

Desta forma, o hamiltoniano (2.24) sem o termo de modo zero fica

Hye = Z[Hﬁ—gwge(n)Jg]. (2.27)

70

Além disso, H; dado por (2.26a) pode ser reescrito na forma usual do hamiltoniano

de um oscilador harmonico,
L Lo o i
Hp = Z 57T+ s Mgzl (2.28)
com frequéncia w; e massa M dadas por
Wi = Qawp e M="—

(2.29)

Este hamiltoniano pode ser diagonalizado pela introduc¢ao dos operadores criagao e ani-

quilagao
. A [ . m.
ap = 5 (90% +i A;) , (2.30a)
il = A; (Spi_ﬁ _ ZZZ) , (2.30D)
onde
Ay = My = 9w _ 2mliilgh (2.31)
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As relagoes de comutacao para alj e a, sao (apéndice A)

[ab, al] = 0, (2.32a)
[afﬁT,ay] = 0, (2.32b)
aiﬁb,ay] = 598 (2.32c)

Y = (a% + aiﬁT) 7 (2.33a)
mho= iy (aiﬁ = a%T> . (2.33b)

Substituindo as eqgs.(2.33) na eq.(2.26a) obtemos Hz em termos dos operadores

criacao e aniquilacao,

Qrws [ g
H; = Z 5 (aﬁaa +a' a>. (2.34)

i
Podemos escrever os operadores na ordem normal (representada pelo simbolo ::)

que constitui em rearranjar o operador criacao a esquerda do operador aniquilacao.

ZHﬁ = Zgﬁ;ﬁ:@’aﬂ%—a ~Ta‘ >:

740 i,7i#0
Q=ws
= E nZ i <a”a’ +a' jal )

— Z Quwnatlat. (2.35)

Para o termo do momento angular, eq.(2.26b), temos

Z J;i = Z eikgpi'iﬂ-;fiu

70 ik, 0

= —i Z €inlly a~. (2.36)

1,k,7#£0
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Substituindo esses resultados na eq.(2.27) o hamiltoniano fica,

Hye = Z [QﬁwﬁaiﬁTaiﬁ - igwée(n)elkaz Tak} , (2.37)
i, 710

ou ainda

Hye = Z [ann <a”a1 + a2Ta2> — igw?ﬁ(n) (aya% = aQﬁTa}i)] ) (2.38)
70

Vamos definir novos operadores cria¢ao A%T e aniquilagao AL como

1 1
AL = (ab—iad) = A= (alﬁ v m%T) (2.39a)
n \/§ n n n \/5 n n )
2 = @) = o=l (' —ia2'),  (239)
NG g NG |
assim,
ab = (AL A2) N ot = L (A3 + 437, (2.40a)
\/_ \/§
@ = Z% (AL—2) = a2 _z% (a2, (240m)

As componentes dos campos e dos momentos, eqs.(2.33), em termos desses novos

operadores ficam

ALy A2 oAt Tty A%,J) , (2.41a)

AS)
3t
I
[\)
. —
B
/N

B
[
(\]
=
Py

St

AL A2 At g2 ﬁ*) , (2.41b)

Tl = ’V2Aﬁ (AU — A A2 A%ﬁ) : (2.41c)
EERNY QAﬁ (A4 +al, - a7, - a2, (2.41)

Os operadores A%T e A% obedecem as seguintes relagoes de comutagao,

[Aiﬁa Ajﬁ} = [A%T> A%T

4
I
ja=)

[A;‘ﬁ, Aﬂnf} = 565 (2.42)

23



Substituindo as equagbes (2.40) na eq.(2.38) obtemos o hamiltoniano em termos

AL e AL

20
Hye = Y st ay 4 azlaz) + 200 Gt -zt

7i#0
= Y wa { (Qn + ng(n)) AL AL+ (Qn - 2<”)) A%TA%} .
7i#0
(2.43)
O hamiltoniano acima pode ser reescrito como
Hyo = > wa|[AbAb'ak+a242'42), (2.44)

n#£0

onde

AL \/H(wg|ﬁ|e<n>)2+wg|ﬁ|e<n> (2.450)

R R
AZ = \/1+(—7Tg|ﬁ}|§<")) ——”gm]f("). (2.45b)

2.3 Bo6sons livres com massa

Os resultados obtidos na se¢ao anterior sao aqui estendidos para um cenério mais
geral envolvendo campos escalares massivos. A densidade lagrangiana descrevendo bdésons

de spin nulo massivos é dada por
g i i i
L = 5 Z [0,0°0" " — m?(")?], (2.46)
cuja lagrangiana sera

L= I3 [ @@ - (96 - mi(eY. (2.47)
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Usando as equagoes (2.9) e

onde

onde

O hamiltoniano H associado & lagrangiana acima é

Tl gR?
H —
> {

@7

ZA7

i i 3
AMq  gR

- Z{QgR_?’n_l—Tw

i

2
7

(27r|ﬁ|

o

27|17

R

Introduzindo os campos nao-comutativos, temos

Hyc

.
0,71

. o
1,1

ﬁ%ﬁiﬁ gRS 2
4+ 2 ABL

~f A

SOiﬁ}

. R
mhart .+ Chil w%gp%
=0
gw ‘ (n)) .

25

2,202 P
Z g ws0"(n) | mme
1 n
{( T ) 29 R ’

w%win} :

2
7 ) +m2] so%soiﬁ},
mﬁ},

2
) + m2.

1

o Gbmeaint

L gw,%e(n)emws}

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)



Seguindo o mesmo procedimento feito na se¢ao anterior encontramos
Hyo = 3w [A%A%TA% + A%A?A%} , (2.54)
i

onde

A

S
|
$
+
VR
N
&
RS
3
S~—
~~
Nt
&
OIS
S

(2.55a)
A2 = \/ 1+ <_9“ﬁ29(n>)2 _ Wﬁg(”) (2.55b)

As expressoes aqui apresentadas se reduzem as encontradas na secao anterior no

hHﬁU}que7n-—>0:$>w-—>k,Ondekrzz&%ﬂ ¢ o namero de onda
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Capitulo 3

Termodinamica dos campos

nao-comutativos

No capitulo anterior exploramos possiveis implicagoes que a nao comutatividade do
espaco alvo provoca na relacao de dispersao de um gas bosonico relativistico sem spin com
e sem massa. Neste capitulo iremos estudar a termodinamica desse gas, verificando como a

introducao da nao comutatividade causa alteracoes em um condensado de Bose-Einstein.

Formulamos o problema quantico estatistico para um gas de bésons nao-comutativo
dentro de um volume V ~ R3. Partindo disso, seguimos nossos estudos na obtencio de
grandezas termodinamicas relevantes, tais como, as equagoes de estado (pressao e energia)
e calor especifico C,. Este capitulo sera dividido em duas secoes, a primeira trata sobre
bdsons sem massa, enquanto na segunda sao desenvolvidos calculos para bosons com

massa nos limites nao-relativistico (NR) e ultrarelativistico (UR).

3.1 Termodinamica de bé6sons livres sem massa

Nesta segdo o campo escalar é considerado como relativistico e sem massa (E ~ p).
Usando o Hamiltoniano definido na eq.(2.44) escrito em termos do nimero de onda w = k,

podemos descrever esse sistema no ensemble grande canoénico. A grande funcao de particao
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pode ser expressa como

= = TrePUH-H
_ H Z o Blwphp—mn —B(wpAZ—p)m
Eiom,n:()
=) (o)
= (3.1)
EI;IO (1 — 2 PURhg 1 — ze PorM}

onde estamos utilizando o sistema de unidades kg = h = c = 1, z = ¢’# & a fugacidade,

i é o potencial quimico e = 1/T.

Assim, o logaritmo natural da grande fungao de particao fica,

[1]

In

= — Z [ln(l — ze PN 4 In(1 — ze_ﬁwEA%)] : (3.2)
k0

Estamos lidando com um gas nao-comutativo composto de N osciladores harmo-
nicos dentro de um volume V ~ R3. No limite termodinamico V — oo (R — o) a soma

é substituida por uma integral nos momentos,

d*k %
— [ dkk*.
Z ~ V/ (2m)3 T
k#0

Isto faz com que a eq.(3.2) fique

(11

In

_ _2_‘/2 / dkk? [m(l — ze PR o n(1 — ze*ﬁw(’“’)] : (3:3)
T

onde temos!,

A(E) = \/ 1+ (kzgf)f + kzgf) (3.4a)

A*(k) = (/14 (igﬁ) — kZ? (3.4D)
0(k) = 27" (3.5)

'Onde adotamos a escolha g = 1/4.
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Dada a complexidade do problema quantico estatistico formulado, nao é possivel
encontrarmos sua solucao analitica exata, pois existe uma dependéncia nao trivial de
A'(k) em k e no parametro 6 que aparece na eq.(3.3). Uma alternativa para contornar
essas dificuldades é procurar aproximacoes adequadas, capazes de fornecer solucoes que
possibilitem o avango de nossas investigacoes com calculos analiticos sobre as propriedades
do sistema em estudo. Outra alternativa é tratar o problema exatamente, recorrendo a

procedimentos numéricos.

3.1.1 Equacgoes de estado

Nesta subsecao desenvolvemos os dois procedimentos, numérico e aproximado, na
obtencao das equagoes de estado do gas bosonico nao-comutativo, de modo a verificar o
limite de validade da aproximacao. As quantidades relevantes para a presente investigacao

sao o numero de particulas N, a energia interna U e a pressao p dadas pelas equagoes

0

N = zalnE(ﬁ,V,z), (3.6a)
8 =

U = —%hl._‘(ﬂ,‘/,Z), (36b)
1 =

p = B—Vln_(ﬁ,‘/,z) (36C)

Podemos ainda analisar a capacidade térmica a volume constante, definida por

1 [oU
L) o
onde derivada parcial 0U/JT pode ser calculada através
U\ (U (U 2:
or), \or), \0z),0T
(U (U (0N /(0N .
or ) . 0z ) \0T ], 0z ) ¢

O termo devido a (0z/JT) contribui apenas na regiao 7' > Ty, devido ao fato que z é

constante na regiao T' < Tj.
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Calculos exatos

Para obtermos as quantidades termodinamicas de interesse sem fazermos uso de
aproximacoes é necessario recorrermos a procedimentos numéricos. Substituindo a equa-

¢ao (3.3) em (3.6) encontramos as expressoes para o numero de particulas

1% \ 1 1
N = ﬁ /dk’k {Zleﬁk/\l(k) 1 + ZfleﬁkAQ(k) 1 }) (39)

a energia interna,

4 3 A'(k) A?(k)
v= 272 dkk {zleﬁk/\l(k) T T ey —q [ (3.10)

€ a pressao

1
2w

p=— /dkk2 {hl(l — ze PR 4 n(1 — ze_ﬁkAZ(k))} . (3.11)

A partir das equacoes definidas acima pode-se calcular a capacidade térmica molar

definida em (3.7), com a derivada parcial OU/JT, eq.(3.8), dada a partir de

8—U = Vzp? dkk? ﬂ ZeﬁkAl(k) + Az(k> 2eBkA2(k)
or ) . 272 eBkAY(R) — oBEAZ(R) _ ,

(3.12a)
GUN 1 (ONY V[ [ ARe O arge
0z ),  z2B2\0T ), 2nm? (eBRAL(R) — )2 (eBkA2(K) — 2)2 [
(3.12b)
N BEA! (k) BEA2(k)
NN _ Vel SR .
0z ), o2 (ePRAT(R) — )2 T (oBRA(R) — 2)2
(3.12¢)

Note que, as integrais que aparecem nas equacoes obtidas acima precisam ser resol-

vidas numericamente. Para isto, utilizamos regras de quadratura especificas desenvolvidas
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em linguagem de programacao FORTRAN 95.

Calculos aproximados

Escrevemos o logaritmo da func¢ao de parti¢ao (3.3) como uma série de poténcias

da fugacidade z,

Vv 1
In= — T Al {z (e—ﬁml(k) I e—ﬁkA?(k)) I §22 <€—26k/\1(k) I e—QBk:A2(k)> I } ‘

(3.13)

Logo apos, expandimos o integrando da eq.(3.13) até a sexta ordem em 6 e até a segunda

ordem em o, entao obtemos

212 4 62 (75 220502 6* ( 33075
71ﬂ 2(B,V,z) = @94(2) + 2 {8—5596(2) - 4—6798(2)} o {102—46798('2)
65488502 6% (2837835 140472832502
" e 2ot (essae 0l T sigagn )

(3.14)

onde g,(z) é a fungdo de Bose definida como

o0 n

. (2) = —.
90 (2) 2y
Uma vez que a funcao de particao foi obtida podemos determinar as quantidades

termodinamicas substituindo a equagao (3.14) nas expressoes (3.6). Desta forma, obtemos

o nimero de particulas
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o 4 9+ 02 (75 (Z)_220502 ) o' | 33075 )
v T BT R 5 457 1 7 1024577
65488502 6% (2837835 14047283250°
BT A ST S T TS
(3.15)
a energia interna
ot 12 ()+9—2 375 ()_1543502 ) 0 (231525 )
v o T g9 E T e gpe oV ags BT A 102457
589396507 65 (25540515 1545201157502
T e )T e essap o) T T giggpe 92
(3.16)
€ a pressao
4 6> (75 22050 6t ( 33075
2 _
2p = @94(2/)4_;{8_@396(/2)_4—6898(2)} F{lOZ—élﬁggg(z)
65488502 65 ( 2837835 14047283250°
" a0 ) \Teasapmn ) T T giggpm 9l g
(3.17)

A capacidade térmica molar ¢ obtida tomando as derivadas das equagoes (3.15) e

(3.16) com respeito a T e z,
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o2m? [ oU 48 0% (1125 3087002 0* (231525
| 3~ ) = @94(Z)+§ 4—ﬁ596(2)—798(2) +; ng(z)

2946982502
T Tmp Wt

6% { 127702575 463560347250

g o)~ e 0ule) |

(3.18a)
o2r2z (OU B 22 (ON B
vV \98z), vpg\or),
12 ()+0_2 375 ()_154350—2 ) L0 (23152 ”
5193(2) 5 1 ggetsl?) — g orlz 1 1024597
58939650 65 (25540515 1545201157502
" oapn P T Gessapn ) T giggpe )
(3.18b)
92> (AN 4 ()+02 CI 22050 ) 6* ( 33075 )
— = —02)+ =< =—ulz) — ——gs(z — < ——qs(z
Vo \0z /)y 3% 7 |85 187 7t 1024577
6548850 ) 0° [ 2837835 ) - 14047283250 .
6437 V[T 76 16384397 192511 SOV
(3.18c¢)

3.2 Termodinamica de b6sons livres com massa

Nesta secao vamos considerar um gas de bdsons relativisticos nao-comutativo sem

spin, com massa m, e energia £? ~ p?>+m?. Usando a Hamiltoniana definida na eq.(2.54)
it t de w? = k? 2 indo o limite t dinami t

escrita em termos de w” = k* + m* e assumindo o limite termodinamico, encontramos o

logaritmo natural da grande funcao de particao,
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v

InZ=—r— dkk? {In(1 — ze PP 0y 4 In(1 — ze PR} (3.19)

agora temos
B9 = iy {1 (A0 900 (3200
By = g (SY Y

Calculos exatos

As equagoes de estado serdao calculadas através das equagoes (3.19) e (3.6), de
forma analoga a secao anterior, contudo sao assumidos campos escalares massivos. Sendo

assim, obtemos as expressoes para o nimero de particulas

v 2 1 1
N = ﬁ /dkk {Z—leﬁEﬁ(k) -1 + Z_leﬁEQ(k) 1 }7 (321)

a energia interna

_ v 2 E (k) Es(k)
U = ﬁ dkk {Z_leﬁEl(k') -1 + Z_leﬁEZ(k) 1 ) (322)
e a pressao
1
P="523 /d’f’f2 {In(1 — ze #P1®) £ In(1 — ze PP (3.23)
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As derivadas de (3.21) e (3.22) com respeito a T' e z que resultam no capacidade

térmica ficam

oUu - Vzﬁz 2 El(lf) ? BE: (k) Eg(l{?) 2 BEs (k)
(a_T)Z T on2 /dkk eBEL (k) _ © + oBE2(k) _ o €

(3.24a)
8_U _ L a_N :L T By (k)efEr (k) N By (k)ePE2(h)
0z ) 2 \or ), 2n? (ePEA(K) — 2)2 " (eBB2(k) — 7)2
(3.24b)
BE1(K) BE> (k)
ONY =V [l +—
0z ) 2 (eFE1(K) — )2 " (eBBa(k) — ;)2
(3.24c¢)

Limite ultrarelativistico

O limite ultrarelativistico, k >> m, é calculado a partir da expressao (3.19) por

expansao do integrando em 6, o e m até a segunda ordem, entao obtemos

o2 4 2 6> [ 75 9m?
% In=(p,V,z) = @94(2) — %gg(z) + {8—ﬁ596(2) - 6:;394(2)

T2

220502 225m2o?
- (2} (3.25)

4—6798(2) + 165

A partir da funcao de particao encontramos o nimero de particulas
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22 1 2 0% [ 75 9m”
%N - @93(2)_%91(2)4‘ {8_5595(2)_6:;393(2)

2

220502 225m2o?
— 4—5797(2) + Tﬁrg]g5(z)} ; (3.26)
a energia interna
22 12 m? 0% (375 27m?
7U = @94(2) - @gz(Z) T3 {8_6696(2) - 64—5494(2)
1543502 1125m?2o?
e a pressao
4 m? 0% ( 75 9m?
2r’p = @94(2) - ﬁgz(«z) + ) {8_5696<Z) — 64_5494(2)
220502 225m?2o?
- 4—6898(2) + TBG%( )} (3.28)

A funcao de Bose g,(z) diverge para z = 1 quando o < 1, mas se torna a funcao
Zeta de Riemann ((0) quando o > 1. Como na expressao para o namero de particulas
(3.26) a densidade total de bosons deve ser fixa, entao devemos assumir m?g;(1) — 0 na

regiao T' < Tj.

A capacidade térmica molar ¢ calculada por (3.7) com a derivada parcial OU /0T

dada por (3.8). Usando as equagcoes (3.26) e (3.27) temos
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CUy (A R DR R S fL PN LS

3087002 3375m2o?
— —96(2)} , (3.29a)

87 gs8(2) + 835

2z (OUY  _ 2nt (ONY
v \oz/), vpr\or/),

12 2 62 (375 27m?
Sem(e) = o)+ 5 { Shene) - S )

T2

1543507 1125m%0”
- —95(2)} : (3.29b)

AT

212z (ON 1 2 6 [ 75 9m’?
Tz ( ) _ EQZ(Z) _ %go(z) + F {8_5594(z) — 6:;392(2)
T

220502 225m?2o?
9a( )} : (3.29¢)

- + -
17 %)+ g5
Limite nao relativistico

Tomamos o limite nao-relativistico, m >> k, por expansao das energias dadas em
(3.20) com relagdo aos parametros 6 e o, e k até a segunda ordem
k> m20  m3?

K DT

Q

Ey (k) (3.30a)

k2 m?0 m39?
m4 — — —

Ey(k
2(k) om 8t | 12872

Q

(3.30D)

Substituindo as energias acima na eq.(3.19) expandida em termos de z, encontra-

mos

m 3/2
In==V (ﬁ) [95/2(2’1) + 95/2(22)} s (331)
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onde

m20  m30?
_ MO 32
21 = exp {5 <u1 m= o 1287?2)] , (3.32a)
m20  m36?
Z9 = eXp [ﬁ (/Lg—m+8—7r— ]_287T2>:| y (332b)

onde z; < 1 para T > Tj, enquanto z; = 1 para T' < Ty e o potencial quimico se torna

m20 m>6?

H1 =m + 8_7T + 12871’2 (333&)
m20  m30?

Como podemos notar surge uma modificacao na fugacidade atuando como uma massa

adicional.

Dada a funcao de particao encontramos as expressoes para o nimero de particulas

e energia interna

m O\ 32
N =V (m) [g3/2(21) + g3/2(22)] , (3.34)
m O\ 32
Uu = % (%) 95/2(21) + g52(22)] - (3.35)

Sendo o calor especifico calculado a partir das derivadas das equagoes acima, como definido

em (3.7) e (3.8).

Como podemos ver, no estudo da condensacao de Bose-Einstein através de campos
nao-comutativos surgem correcoes nas propriedades do sistema no limite nao-relativistico,
o que pode abrir novos caminhos & procura de pequenos efeitos produzidos por tal defor-

macao nos sistemas da matéria condensada.
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Capitulo 4

Resultados e discussoes

O comportamento termodinamico de campos escalares, apresentado no capitulo
3, foi explorado no contexto da teoria quantica de campos sobre um espacgo alvo nao-
comutativo. Isto leva a deformacoes das grandezas fisicas que serao analisadas em detalhes
nesse capitulo. FEsses resultados podem ser comparados com os bem estabelecidos na

literatura pela teoria comutativa usual.

Foram levados em conta campos bosonicos nao massivos, cujas propriedades serao
estudadas através de calculos numéricos e aproximados, além de campos massivos que
serao discutidos em duas representacoes, nos limites nao-relativistico e ultrarelativistico.
As quantidades termodinamicas modificadas pela nao comutatividade dos campos sao
comparadas através de graficos, construidos em variadas regioes de temperatura, nos quais
sao manisfestados a relacao entre essas grandezas com a temperatura e os parametros nao-

comutativos 6 e o.

Dando inicio as nossas investigacoes, os resultados serao apresentados primeira-
mente para bosons sem massa assumindo o ntimero de particulas sendo conservado, em-
bora nao existam particulas reais elementares que satisfacam essas condicoes isto ja foi
considerado no trabalho [32]. Como por exemplo, os fotons e fonons sdo particulas nao

massivas mas nao satisfazem a condicao de terem um ntmero de particulas conservado.

Vamos apresentar as contribuicoes dadas em um sistema de N particulas nao mas-
sivas fixas. As equagoes (3.15) e (3.9) s@o interpretadas como o nimero de particulas exci-

tadas, NV — Ny, que para temperaturas maiores que determinada temperatura 7j equivale
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ao numero de total de particulas, onde Tj, é a temperatura na qual uma fracao relativa-
mente alta de &tomos comegam a se condensar no estado de energia mais baixa. Ao ser
atingida a temperatura critica Ty a fugacidade z ¢ igual a unidade e entao é possivel deter-
minar a densidade total de particulas (n = N/V'). Por outro lado, para T' < T o nimero
de particulas no estado fundamental, Ny, se torna macroscopicamente ocupado e entao
a quantidade de particulas excitadas diminui proporcionalmente. Esse comportamento

pode ser visto na figura abaixo para bosons comutativos e nao-comutativos.

T T
Comutativo
Nao-comutativo

§=22x107% TSN

g=11x1071 .

] 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
T/

Figura 4.1: Fracao de particulas no estado fundamental em funcao da temperatura com-
parando bésons comutativos e nao-comutativos, onde T, = 4.0 x 10'% é a temperatura
critica para o caso comutativo.

A temperatura de transicao 7y para bosons nao-comutativos foi obtida numerica-
mente pela equagao (3.9) para um dado valor de N, sendo escolhidas temperaturas da or-
dem que os efeitos causados pela nao comutatividade sao vistos graficamente. Os parame-
tros nao-comutativos foram fixados nos seguintes valores § = 2.2x 10" e o = 1.1x 1071,
0s quais estao intrinsecamente ligados a curtas distancias. Desta forma, foi possivel obter
as temperaturas criticas relacionadas a bosons nao-comutativos Ty ~ 3.75 x 10'3 e co-
mutativos Ty ~ 4.0 x 103 para uma densidade fixa de particulas. Deve-se salientar que

estamos assumindo o valor dessas grandezas em unidades arbitrarias.

Por conveniéncia os graficos em funcao da temperatura estao normalizados pela
temperatura critica T, do caso comutativo usual, este mesmo procedimento sera feito em
graficos seguintes. Analisando o grafico da figura 4.1 é notavel que o comportamento
obtido depois da introducao da nao comutatividade é similar, contudo as temperaturas

criticas sao modificadas pela escolha dos valores dos parametros 6 e o. Estas modifica-
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¢Oes causadas nas temperaturas criticas também podem ser vistas nas figs.[4.2], onde sdo

mostrados os resultados numéricos de Ty para diferentes valores de N de bdsons com e

Sern massa.
5 T T 5 T
Comutativo —— M ——
Méo-Comutativo NCCM ———
f=22x10"1 8=22x10"%
4F 4 ar i .
g=11x10"% s=11x10
~3r g ‘T3 r E
z A ) S
] e e S

0 1 1 i i} 1 Il Il
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
NV (10%%) NV (10%%)

(a) (b)

Figura 4.2: (a) Resultados numéricos de Ty em fun¢ao do nimero de particulas N para
bosons sem massa comutativos e ndo-comutativos. (b) Resultados numéricos de T em
fungdo do numero de particulas N para bosons com massa comutativos (CCM) e ndo-
comutativos (NCCM), sendo a escolha de m = 4.0 x 108 arbitraria.

Para temperaturas 7" maiores que a temperatura 7, podemos sempre encontrar
valores de z tal que as equagoes (3.15) e (3.9) sejam satisfeitas. Desta forma, usando as
equagoes (3.16), (3.10), (3.17) e (3.11) podemos também estudar os efeitos causados na
energia interna e pressao, cujo o comportamento é mostrado na figura 4.3 comparando os
resultados obtidos para bdsons nao-comutativos com os obtidos para o caso comutativo
usual. Sao usados também resultados exatos e aproximados para testar a eficiéncia dessa
aproximacao na determinacao das quantidades termodinamicas em interesse e a fidelidade
da aproximacao baseada na expansao dos parametros € e ¢ com o resultado calculado

exatamente.

Da figura 4.3 vemos que todas as curvas apresentam um comportamento assin-
totico, possuindo uma descontinuidade em 7' = Tp. Por outro lado, na fig.[4.3(a)] a
dependéncia da energia com a temperatura para bosons comutativos se torna mais suave
na regiao nao degenerada T" > Tj, enquanto que para bdsons nao-comutativos as curvas
sao mais acentuadas nessa regiao. Além disso, a medida que a temperatura aumenta os
efeitos nao-comutativos tornam-se mais significativos, isto esta relacionado com o fato que

a nao comutatividade deve ter contribuicoes relevantes no regime de altas energias. De
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Figura 4.3: (a) Energia interna por particula em func¢do da temperatura. (b) Pressdo
por densidade de particulas em funcao da temperatura. Os simbolos C, NCE e NCA
representam resultados obtidos com bosons comutativo, ndo-comutativo exato (numeérico)
e nao-comutativo aproximado, respectivamente. As temperaturas criticas para um dado
valor fixo de n para cada caso sao Ty ~ 4.0 x 10! (C), Ty ~ 3.75 x 10'® (NCE) e
Ty ~ 3,78 x 10" (NCA).

outro modo, os efeitos causados no limite de baixas energias sao muito pequenos, podendo

ser testados apenas com uma precisao muito alta.

Apresentamos também, na figura 4.4, os resultados obtidos numericamente para
variagoes no valor do parametro ¢ mantendo 6 fixo. Essas variacoes fazem com que as
temperaturas criticas sejam afetadas pela regularizacao dos parametros 6 e 0. Também
observamos que o aumento de ¢ leva a uma diminuicao da amplitude de energia modifi-

cada.

Por outro lado, na figura 4.5, apresentamos os resultados obtidos numericamente
mantendo o fixo enquanto o parametro 6 ¢ variado. A partir da analise desses graficos,
podemos ver que a temperatura critica possui uma dependéncia mais forte em variacoes

em 0 do que em o.

Continuando nossa analise, construimos o grafico da capacidade térmica molar C,,,
dada por (3.7) e (3.8), para bosons nao massivos usando as equagoes (3.18) resolvidas
numericamente e através das equagoes (3.12) calculadas a partir de aproximagoes. Este
resultado é mostrado na fig.[4.6], onde é visto que a condensagdo de Bose-Einstein é
acompanhada pelo aparecimento de um pico pronunciado e distinto no calor especifico

do sistema na temperatura critica. Também podemos observar que a capacidade térmica
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f=22x10"% 6=25x10"* /

Figura 4.4: (a) Fixando 6 = 2.2 x 107" e variando o, a curva inferior com o = 1.4 x 107'¢
apresenta uma temperatura critica Ty ~ 3.76 x 10'3, enquanto a superior com o = 1.1 x
10716 apresenta uma temperatura critica Ty ~ 3.75 x 10'3. (b) Mantendo § = 2.5 x 10~
fixo e variando o, a curva inferior com o = 1.4 x 10716 apresenta uma temperatura critica
Ty ~ 3.65 x 10'3, enquanto a superior com o = 1.1 x 1071% apresenta uma temperatura
critica Ty ~ 3.62 x 10'3.

T T
f=22x10"% A=22x10"*
f=25x10"% §=25x10"%
og=11x107% g=14x107%

=l E‘?
g / s
g
Sk / 16t .
/ ~
p
4r e 1 4r /, 1
2k o 4 2 o B
- 2

Figura 4.5: (a) Fixando o = 1.1 x 10716 e variando 6, na curva inferior com 6 = 2.2x 1074
encontramos Ty ~ 3.75 x 103, enquanto na superior com 6 = 2.5 x 1074 encontramos
Ty ~ 3.62 x 10" (b) Mantendo o = 1.4 x 107! fixo e variando 6, na curva inferior com
0 = 2.2 x 10~ encontramos Ty ~ 3.76 x 10'3, enquanto na superior com 6 = 2.5 x 10~
encontramos Ty =~ 3.65 x 10"

obtida com a introducao da nao comutatividade ¢ maior do que a usual, possuindo um
aumento na descontinuidade em T" = Tj, nesta temperatura o "gap" em C), para bosons

nao-comutativos ¢é igual 10.45 enquanto que para bosons comutativos é 6.57.

Na sequéncia, os resultados referentes a capacidade térmica de bosons que pos-

suem massa sao exibidos na figura 4.7. Assumimos a relagao para a frequéncia deslocada
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Figura 4.6: Capacidade térmica em funcao da temperatura para bosons nao massivos
comparando os resultados obtidos com boésons comutativo (C), nao-comutativo exato
(NCE) e nao-comutativo aproximado (NCA), onde os valores dos parametros utilizados
sao os mesmos descritos na figura 4.3.

ara w = Vk? 4+ m?2 — m, esta modificacdo nao deve mudar a fisica, no entanto é mais
) ?

conveniente para definir a frequéncia nula quando k£ = 0.

ccm ——
20 - NCCM ——— A

f§=22x10"1

s=11x1071 /
15 - / 4

10 - -

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
T/T

Figura 4.7: Resultados numéricos para a capacidade térmica em funcao da tempera-
tura para bosons com massa comparando os casos comutativo (CCM) e ndo-comutativo
(NCCM), pela escolha de um valor fixo de n as respectivas temperaturas criticas sao
To ~ 1.8 x 103 e Ty ~ 1.78 x 103, onde fixamos m = 4.0 x 108.

Dando continuidade as nossas investigacoes com bosons massivos procuramos apro-
ximacoes capazes de fornecer correcoes produzidas pelos efeitos nao-comutativos na fi-
sica de altas e baixas energias. Para isto, tomamos os limites ultrarelativistico e nao-
relativistico, cujos resultados para a capacidade térmica sao comparados na figura 4.8.

Deste gréafico é visto que abaixo de certa temperatura, C, no limite nao-relativistico é
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maior do que no limite ultrarelativistico, contudo acima desta temperatura esse resultado

é invertido.

14 T T T T T

MR ——
UR ——
12 -

f=22x10"%
0.6

o=11x10718

10 04 |

1 1.5 2 2.5 3
T/Ty

Figura 4.8: Capacidade térmica em funcao da temperatura nos limites nao-relativistico e
ultrarelativistico. Para o limite NR escolhemos Ty = 1.0 x 10 e m = 1.0 x 108 (m >> T)),
enquanto que para o limite UR escolhemos Ty = 3.78 x 103 e m = 1.0 (m << T'), com
esses valores dados em unidades arbitrarias.

Também encontramos que as curvas da capacidade térmica apresentam singulari-
dades nas vizinhancas de T' = T, isto indica uma descontinuidade da energia livre em
derivadas de ordem superior a um, o que resulta em uma transicao de fase comumente

chamada de transicao de segunda ordem.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho investigamos as propriedades termodinamicas de um gas de bésons
relativisticos no cenario da teoria quantica de campos baseada no conceito de campos
nao-comutativos. Neste estudo tivemos como objetivo obter as equacoes caracteristicas
que descrevem um condensado, tais como temperatura de transicao, fragao de particulas
no condensado, energia interna, pressao e calor especifico, de modo a verificar as correcoes

causadas nesse sistema devido a introducao da nao-comutatividade.

Usamos esta teoria para descrevermos dois tipos de sistemas de bosons. No pri-
meiro caso consideramos bosons com massa zero, cujas propriedades sao descritas através
de célculos numéricos e aproximados. No segundo caso sao considerados bosons com
massa finita que além de serem averiguados através de resultados numéricos, sao tam-
bém estudados nas representacoes dos limites nao-relativistico e ultrarelativistico. Estes

resultados sao entao comparados com conhecidos na literatura pela teoria comutativa.

A primeira consequéncia de tal deformacao aparece na relacao de dispersao, o que
leva a modificagoes nas grandezas termodinamicas. Para entendermos essas modificagoes
e sua dependéncia com os parametros nao-comutativos (6 e o) introduzidos nessa teoria,

estudamos graficamente essas quantidades termodinamicas modificadas.

A analise desses graficos revelam que os efeitos nao-comutativos causam contribui-
¢oes significativas em regimes de altas temperaturas, o que esta relacionado ao fato da nao
comutatividade ser uma teoria de altas energias, apresentando caracteristicas perceptiveis

na escala de Planck.
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Nosso estudo também demonstra que a condensacao do gas de bésons nao-comutativo
é caracterizada por mudancas abruptas nas fungoes termodinamicas ao ser atingida de-
terminada temperatura critica de forma similar ao resultado usual. Isto pode ser visto
nas curvas do calor especifico, onde C, exibe descontinuidades em T = Ty, desta forma a
transicao de fase é de segunda ordem. Por outro lado, na regiao 7' > Ty a nao comuta-
tividade provoca deformacoes bastante distintas em C, quando comparamos com o caso

comutativo.

Dentre as perspectivas que seguem deste trabalho a mais imediata é considerar
producao de pares particulas-antiparticulas que nao estao sendo levados em conta, mas
sao importantes para o presente estudo. Uma maneira natural de introduzir a assimetria
matéria-antimatéria é a partir da interpretacao das equacgoes de energia modificadas (3.30)

como correspondentes a descri¢ao de particulas e antiparticulas.

Temos também como perspectiva aplicar a teoria nao-comutativa para investigar o
gés de bosons em um potencial harmonico. Outra possibilidade é explorar a condensagao
de Bose-Einstein com campos escalares nao-comutativos fazendo uma extensao para geo-

metrias em espagos curvos, tais que o escalar de curvatura seja diferente de zero (R # 0).
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Apéndice A

Relacoes de comutacao

Neste apéndice vamos calcular os comutadores que aparecem na segao (2.2.2).

Usando as equagoes (2.16) encontramos

= 052 — 7)), (A1)
@0 RG] = |0 — 5@, 1), m(i 1)

= (@ 1), )] — O (1), ()

— i685(Z — 7). (A.2)
ful# ). 5 0) = [l 1), mo(d )] =0, (A3

As relacoes de comutacao para as componentes de Fourier sao obtidas usando as

transformagoes (2.21)
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1
= [90%'7 ﬂ-:%} - 2_R36ace(n) [ﬂ-ifia ﬂ-?lf_rl]
= 005, (A.5)
(75 7m] = [ mm] =0 (A.6)

Para obtermos as relacoes de comutacao para os operadores a%T e al, usamos as

equagoes (2.30a) e (2.30b)
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Na sequéncia calculamos as relagoes de comutacao (2.42) usando as expressoes

(2.39) e (2.39), entao
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