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Resumo

As estrelas de solitons oscilantes (também conhecidas como "oscillatons"), isto é,

os objetos auto-gravitantes, descritos por uma solução solitônica do sistema acoplado

de equações de Einstein-Klein-Gordon (EKG) foram estudadas por muitos autores. As

"Oscillatons"podem ser classificadas em dois ramos, o ramo estável e o instável. O ramo

estável é a parte em que a estrela atingiu a massa crítica (limite de massa superior Mc),

após esta massa crítica a estrela entra em regime de instabilidade. Neste regime ocorre

o colapso gravitacional e a fase final deste colapso é a formação de um buraco negro.

Neste trabalho estudamos os "Oscillatons"com rede de paredes de domínios. Consideramos

uma Lagrangeana com três campos escalares reais acoplados via potencial escalar. Nós

escolhemos um potencial apropriado para suportar a formação de rede de paredes de

domínios com as "oscillatons". Com pequenas perturbações aplicadas a este potencial,

calculamos numericamente as equações de EKG e analisamos o perfil de massa desse novo

objeto. Desse resultado discutimos como a estabilidade das "oscillatons"são afetadas pela

rede.

Palavras-chave: Estrelas de solitons oscilantes; Einstein-Klein-Gordon; Rede de

paredes de domínios.
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Abstract

Oscillating soliton stars (also known as oscillatons) i.e self-gravitating objects, des-

cribed by a solitonic solution to the coupled system of Einstein-Klein-Gordon equations

(EKG) have been studied by numerous authors. Oscillatons can be classified into two

branches, the stable and unstable branch. The stable branch is the part where the star

has not yet reach a critical mass (upper mass limit Mc), after this critical mass the star

enters a regime of instability, in this regime gravitational collapse occurs and final stage

of this collapse is the formation of a black hole. In this work we study oscillatons with

network of domain walls. We consider a Lagrangian with three scalar fields coupled among

themselves by a potential. We choose an appropriate potential to admit the formation of

network of domain walls with the oscillatons. With small perturbations applied to this

potential, we then compute the EKG equations numerically and analyze the mass profile

of this new object. From this results we discuss how the stability of the oscillatons are

affected by the network.

Keywords: Oscillating soliton stars; Einstein-Klein-Gordon; Network of domain

walls
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Capítulo 1

Introdução

Uma nova classe de objetos astronômicos foi proposta por Friedberg, Lee e Pang

(1987) e chamou estes objetos estrelas de solitons [1, 2, 3]. Estrelas de solitons são objetos

de interesse porque exibem algumas propriedades notáveis. De acordo com a Relatividade

Geral, se uma estrela se torna maciça (M) o suficiente, ou captação de matéria maior que

um valor crítico Mc, a estrela sofre processos violentos, ou expulsa parte de sua massa e

tornam-se numa estrela de nêutrons ou numa anã branca com M < Mc, ou colapsa em

um buraco negro. Estrela fria ordinária como uma anã branca ou estrela de nêutrons

não podem ter massa maior que cinco massas solares (5M⊙ com momento angular zero)

[4, 5]. Por outro lado, é muito interessante saber que uma estrela solitônica é um tipo

de configuração que pode ter uma grande massa (> 5M⊙), um volume muito pequeno e

uma densidade muito alta. Por exemplo, uma estrela mini-soliton poderia ter um raio de

6 × 1010cm, com uma massa de 1010kg e uma densidade de 1041 vezes a de uma estrela de

nêutrons [6]. A possibilidade da existência de tal objeto em um universo primitivo, pode

levá-lo a ser um bom candidato de semente primordial de estruturas galácticas. De acordo

com a teoria do Big Bang, o universo primitivo estava em condições de alta temperatura

e alta densidade. É de interesse estender nossas discussões sobre estrelas de solitons para

incluir temperatura finita e investigar a época em que estrelas de solitons podem ocorrer.

É um fenômeno bem conhecido que abaixo de uma determinada temperatura crítica (Tc),
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a simetria de um campo escalar é espontaneamente quebrada, e esta simetria quebrada

é restaurada em uma temperatura acima da temperatura crítica. A condensação de um

campo escalar numa transição de uma fase simétrica 〈φ〉 = 0 para o vácuo físico onde

〈φ〉 6= 0, tem sido descrita essencialmente como um fenômeno clássico em termos de um

potencial clássico (veja um exemplo sobre este tópico no capítulo 2). Quando a simetria

discreta é espontaneamente quebrada, por exemplo simetria Z2, uma parede de domínios

pode se formar. Para outras simetrias ZN , com N > 2 temos uma possibilidade de ter

interseção de paredes de domínios formando junções e, em seguida, rede de paredes de

domínios. No contexto da estrela de solitons existe uma possibilidade de esta rede de

parede de domínios ser aprisionada em sua superfície [7]. Foi considerada a possibilidade

de paredes esféricas bidimensionais para capturar segmentos de parede que formam uma

rede. Esta possibilidade dá origem a uma rede de paredes de domínios na superfície da

estrela de solitons. Isto é possível quando se considera um modelo de três campos escalares

reais.

Vamos considerar a extensão da estrela solitônica via inclusão da gravidade e con-

siderando tanto a geometria do espaço-tempo quanto o campo de matéria oscilando no

tempo. Tem sido desde há muito conhecido que as teorias de campo clássicos admitem

solução não-topológica, ou seja, soluções que têm massas não nulas finitas, confinada às

regiões finitas de espaço para todos os tempos, livres de singularidade , e que não são

topológicas [8]. A condição necessária para a existência de um soliton não-topológico é

que deve haver uma lei de conservação aditiva. As condições de contorno no infinito são

as mesmas para o estado de vácuo. Por causa da ausência de topologia não-trivial, a

estabilidade de solitons não-topológicos depende de qual é tipo de solução com energia

mais baixa. Nos últimos tempos, uma grande atenção foi dedicada a essas soluções no

problema da matéria escura na cosmologia. A natureza da matéria escura, que representa

a maioria da massa no Universo, é um dos principais problemas pendentes da astrofí-

sica moderna. Ainda que freqüentemente assumido que a matéria escura não colide, não
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há nenhuma razão a priori para acreditar que este é o caso. (ver por exemplo, Spergel

e Steinhardt 2000). Também há uma forte indicação de que uma matéria escura é não-

bariônica. À luz disto, vários tipos de campos não-bariônicos para vários tipos de sistemas,

solitons não-topológicos foram propostos e estudados para suas funções astrofísicas. Estes

incluem Q-bolas [9], estrelas de solitons escalares e estrelas de boson [10]. São configura-

ções formadas por campos escalares complexos, através de acoplamentos não-lineares de

campo escalar e outros campos de matéria ou gravidade. Modelos de teoria de campos

não-lineares têm uma estrutura muito rica. A teoria do campo escalar, com apenas aco-

plamentos lineares admite apenas soluções de onda plana. Para que as soluções de soliton

possam existir nas teorias clássicas de campo, deve haver a possibilidade de existência de

correntes de Noether conservadas. Nos casos apresentados acima, a corrente conservada é

resultado da simetria global U(1) dos campos complexos. Mas no caso do campo escalar

real, devido à ausência de tal simetria não há solução de soliton não-topológico. Pode-se

mostrar que um campo escalar real maciço que satisfaz a equação de Klein-Gordon pode

formar um objeto solitônico auto-gravitante quando acoplado à gravidade de Einstein.

Esta nova nova classe de objeto não é estática, mas periódico no tempo. Nós chamamos

esses objetos estrelas de soliton oscilantes [11].

Neste trabalho iremos investigar a formação de redes com a estrela soliton oscilante

e estudar como a rede afeta a estabilidade da estrela através da análise do perfil de

massa. Nós executamos essa ideia começando com modelo apropriado, descrito por três

campos escalares reais, introduzidas em [13]. O modelo contém uma série de parâmetros,

e a escolha apropriada de potencial produz uma estrela de soliton com rede de paredes

de domínios. Além disso, um ajuste na forma de pequenas perturbações aplicadas ao

potencial indicarão onde a rede é formada em relação à estrela soliton oscilante. Isto

pode dar origem a três possibilidades, que é ter a rede formada no interior, sobre a

superfície, ou fora da estrela. Analisamos a estabilidade deste novo tipo de objeto auto-

gravitante e seu papel significativo na cosmologia, como candidato à matéria escura, ou
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a fonte significativa de ondas gravitacionais.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma: No capítulo 2 iremos descrever o

princípio da quebra espontânea de simetria e defeito topológico. No capítulo 3, estudamos

em detalhes estrela de soliton oscilantes. Capítulo 4 contém estrela de soliton com rede de

paredes de domínios. Finalmente, o capítulo 5 comentará, discutirá e resumirá o trabalho.
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Capítulo 2

Quebra Espontânea de Simetria e

Defeito Topológico

Este capítulo apresenta uma prévia da equação de Klein-Gordon, o estudo da que-

bra espontânea de simetria e como ela está relacionada a uma transição de fase térmica.

Considerando um lagrangeano simples, nós iremos escolher um potencial efetivo φ4 e estu-

dar como o comportamento do potencial efetivo irá restaurar espontaneamente ou quebrar

a simetria do modelo. Finalmente, neste capítulo, descrevemos paredes de domínio com

estruturas internas.

2.1 Equação de Klein-Gordon (EKG)

Vamos considerar um exemplo que consiste na teoria de Klein-Gordon livre com

uma fonte arbitrária ρ(x).

O lagrangeano que descreve essa teoria é dado por

L =
1
2

∂µφ∂µφ − 1
2

m2φ2 + ρφ, (2.1)

Onde ρ é a fonte. Aplicando a equação de movimento de Euler-Lagrange ao campo φ,
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obtemos:

∂L
∂φ

= −m2φ + ρ, (2.2)

e

∂µ
∂L

∂(∂µφ)
= ∂µ∂µφ, (2.3)

Daí a equação de movimento fica

∂µ∂µφ + m2φ = ρ. (2.4)

Quando consideramos um sistema livre de fonte (ρ = 0), a equação pode ser escrita como

(∂µ∂µ + m2)φ = 0. (2.5)

A equação (2.5), é a equação de Klein-Gordon no espaço plano (espaço de Minkowski).

Esta equação está escrita na forma manifestamente covariante.

2.2 Quebra Espontânea de Simetria

O fenômeno da quebra espontânea de simetria acontece quando o sistema possui

simetria, porém o seu estado fundamental não é invariante sob esta simetria [43, pp. 15].

Muitas vezes, um sistema tem simetrias que não são compartilhadas pelo estado funda-

mental ou estado de vácuo [43, pp. 141]. Quebra espontânea de simetria não é o mesmo

que uma quebra explícita de simetria. Quebra de simetria explícita é causada por uma

força externa que quebra ativamente a simetria. Aparece como um termo de quebra de

assimetria no Lagrangiana ou em outro formalismo a partir do qual as equações de movi-

mento podem ser derivadas. Quebra espontânea de simetria não requer uma força externa.

As equações de movimento e os lagrangeanos ainda obedecem a simetria quebrada espon-

taneamente. A simetria considerada neste exemplo a é a simetria rotacional de uma haste

em torno de seu eixo, como mostrado na Figura 2.1 (a) [37, pp. 282]. A simetria pode
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ser quebrada aplicando uma força externa a uma extremidade da haste: a haste dobrará

e perderá sua simetria rotacional como na Figura 2.1 (b). A quebra explícita da simetria;

é causada por uma força externa que entra na equação do movimento. O caso de quebra

espontânea de simetria é encontrado se é aplicada uma força na direcção longitudinal da

haste. A haste vai agora também dobrar e já não é rotacionalmente invariante (figura 2.1

(c)). Vale ressaltar duas propriedades desse estado quebrado espontaneamente de sime-

tria. O primeiro é que a direção na qual a haste se dobra é arbitrária. Existem vários

"estados de vácuo"que poderiam estar igualmente ocupados: os estados fundamentais são

degenerados. A segunda coisa a notar é que as diferentes direções de dobra (os diferen-

tes estados fundamentais) estão relacionadas pela simetria rotacional original. Assim, a

simetria não desapareceu, mas está "escondida"na relação entre os estados fundamentais.

Isso reflete o fato de que as equações de movimento ainda obedecem a simetria, embora

os estados fundamentais não. Por esta razão quebra espontânea de simetria é às vezes

chamada de "simetria escondida"[22].

Figura 2.1: Quebra espontânea de simetria como visto na dobra de uma haste

2.2.1 Simetria ∪(1)

Consideremos a seguinte Lagrangeana

L = (∂µφ)(∂µφ∗) − m2φφ∗ − λ(φφ∗)2, (2.6)
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onde m, que normalmente é a massa, ∂µ representa ( ∂
∂t

, −∇) e o potencial é V = m2φφ∗ +

λ(φφ∗)2.

Este modelo simples fornecerá a introspecção nas analogias com a quebra local da simetria

do calibre, que será considerada também para o modelo U(1). U(1) é um grupo de simetria

interna que descreve por examplo a conservação da carga elétrica. L é invariante sob a

transformação φ → φ′ = eiαφ(x) onde α a é uma constante, daí um parâmetro global.

Assim temos que

L′ = (∂µφ′)(∂µφ∗′

) − m2φ′φ∗′ − λ(φ′φ∗′

)2; (2.7)

L′ = (∂µeiαφ)(∂µe−iαφ∗) − m2φ(eiα)φ∗(e−iα) − λ(φ(eiα)φ∗(e−iα))2; (2.8)

L′ = L. (2.9)

O estado fundamental pode agora ser obtido minimizando o potencial. Nós temos

∂V

∂|φ|2 = 2m2|φ| + 4λ|φ|3, (2.10)

onde |φ|2 = φφ∗ .

Resolvendo a equação acima para m2 > 0 em φ = 0 é obtido que o potencial tem uma

forma parabólica como mostrado na figura (2.2a) [23].

Para quebra espontânea de simetria o sinal do termo de massa é, contudo, escolhido para

ser negativa em vez de positiva: m2 < 0. Quando m2 < 0 o campo φ = 0 descreve o

máximo local ao invés do mínimo. Os mínimos são encontrados usando a equação

2m2|φ| + 4λ|φ|3 = 0, (2.11)

de onde segue-se que |φ0|2 = (φφ∗)0 = −m2

2λ
e, portanto, todos os estados fundamentais

têm o mesmo valor absoluto |φ0|

|φ0| =
√

φ0φ∗
0 =

√

−m2

2λ
. (2.12)
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Figura 2.2: O potencial correspondente à lagrangeanas na equação (2.30) para dois valores

diferentes de m2 [22]

Os mínimos deste sistema são assim degenerados; existem vários estados com a

mesma energia de vácuo. Na teoria quântica o campo φ torna-se um operador tal que a

condição mínima se refere ao valor de experado de vácuo (v.e.v) |
〈

0
∣

∣

∣ φ̂
∣

∣

∣ 0
〉

|2 = φ2
0.

2.3 Transição de Fase

Transição de fase é uma transformação de um sistema termodinâmico de uma

fase ou estado da matéria para outra [45]. Na cosmologia estamos preocupados com os

seguinte temas: cromodinâmica quântica (CDQ) e transições de fase eletro-fraca. No mo-

delo cosmológico padrão, após a inflação e após o período de reaquecimento, o universo

entra no processo de arrefecimento que continua até hoje. No tempo t ≈ 10−12s após

Big Bang, a temperatura cai para escalas O(100GeV ) e a transição de fase electroweak

ocorre. Neste ponto, uma força eletromagnética e fraca diferença-se por quebra de simetria
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do Modelo Padrão. Em t ≈ 10−6s, após o Big Bang, o universo atingiu uma tempera-

tura de O(100MeV ). Transição de fase da cromodinâmica quântica ocorre e quarks ficar

confinados em hádrons. Esta transição de fase é suscetível a duas interpretações: descon-

finamento ou quebra quiral de simetria [46].

Neste trabalho, vamos olhar para as teorias que mostram como diferentes transições de

fase quebram as simetrias de um lagrangeano em particular por variação da temperatura

e observar os efeitos térmicos no modelo.

Figura 2.3: História térmica do universo no modelo cosmológico padrão [24]
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2.3.1 Quebra espontânea de simetria relacionada à transição de

fase térmica

Pesquisas feitas na década de 1970 na teoria de campos em temperatura finita [49]

conduziram ao resultado que indica o potencial efetivo dependente da temperatura.

As propriedades termodinâmicas de um sistema físico à temperatura não-zero pode

ser calculada a partir da integral de Feynman [38]

Z =
∫

DφeiS[φ,∂µφ]. (2.13)

em que S é a ação do campo dada por

S =
∫

d4x
[1
2

∂µφ∂µφ − V (φ)
]

. (2.14)

Colocando a ação na função de partição, temos

Z =
∫

Dφei/~
∫

[d4x( 1

2
∂µφ∂µφ−V (φ))]; (2.15)

ou seja,

Z =
∫

Dφei/~
∫

[d4x(− 1

2
φ�φ−V (φ0)−V ′(φ0)φ− 1

2
V ′′(φ0)φ2)+.....], (2.16)

onde V ′(φ0) = dV/dφ|φ=φ0
. Usando o potencial quartico (φ4) apresentado na seção 2.2.1,

V (φ0) = 0, implicando que V ′(φ0) = 0 temos simplesmente

Z =
∫

Dφei/~
∫

[d4x(− 1

2
φ[�− 1

2
V ′′(φ0)φ]φ)]. (2.17)

Integrando (2.17) temos o potencial efetivo escrito na forma

Veff = −i~

2

∫

d4x ln[� + V ′′(φ0)] (2.18)

A transformada de Fourier da equação acima é [50]

Veff = −i~

2

∫

d4k ln[−k2 + V ′′(φ0)] (2.19)
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Em espaço-tempo euclideano temos para k0 = 2nπ
β

, torno-seo potencial efetivo a tempe-

ratura finita

Veff =
~

2β

∞
∑

n=−∞

∫

d3k ln[(
2nπ

β
)2 − k

2 + V ′′(φ0)]. (2.20)

O potencial do sistema para altas temperatura é agora modificado e dado por

Veff (φ0) = V (φ) +
T 2V ′′(φ0)

24
, (2.21)

Onde V (φ) é o potencial escalar original do sistema e (T 2V ′′(φ0)
24

é a correção no termo de

massa do potencial (V ′′(φ0) = d2V
dφ2 e T = temperatura).

2.3.2 Campo escalar real

Consideremos o potencial φ4 com dois mínimos degenerados,

V (φ) =
λ

4
φ4 +

1
2

m2φ2, (2.22)

onde λ é a constante de acoplamento. O potencial efetivo usando a equação (2.24):

VT (φ0) = V (φ) + T 2V ′′(φ0)
24

, onde VT (φ0) é o potencial em temperatura finita, e dado por

VT (φ0) =
λ

4
φ4 +

1
2

[

m2 +
T 2

4
λ

]

φ2 − T 2

24
m2. (2.23)

Redefinindo o termo m2 + T 2

4
λ como m2(T ): m2(T ) = m2 + T 2

4
λ , temos

VT (φ0) =
λ

4
φ4 +

1
2

m2(T )φ2 − T 2

24
m2. (2.24)

Por minimização do potencial (∂VT

∂φ
= 0), temos

λφ3
0 + m2(T )φ0 = 0, (2.25)

φ0 =

√

−m2(T )
λ

. (2.26)
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Sabemos que m2(T ) = m2 + T 2

4
λ e em alguma temperatura crítica (Tc), m2(Tc) = 0.

Definindo T 2
c = −4m2

λ
, temos

m2(T ) = m2

[

1 − T 2

T 2
c

]

(2.27)

A partir da equação (2.30), a equação (2.29) torna-se

φ0 =

√

√

√

√

m2

λ

[

1 − T 2

T 2
c

]

. (2.28)

Vamos discutir explicitamente os mínimos do modelo. Para T ≥ Tc, o potencial

tem um único mínimo φ = 0. Quando T é menor que Tc, φ = 0 será um máximo e dois

mínimos equivalentes aparecerão (ver figura 2.4). A partir deste resultado, vemos que em

T ≤ Tc o sistema tem que escolher um dos dois mínimos e ao fazê-lo, há quebra espontânea

de simetria. Separando uma fase de baixa temperatura, onde a simetria é espontanea-

mente quebrada e uma fase de alta temperatura, onde a simetria é restaurada. O ponto

crítico pode ser estimado utilizando a aproximação de alta temperatura, e corresponde à

temperatura em que o termo massa muda de sinal.
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Figura 2.4: Transição de fase para potencial efetivo como uma função do campo escalar

em diferentes temperaturas em comparação com um valor crítico [24].

2.4 Paredes de Domínios

Uma parede de domínios é um tipo de solução topológica que ocorre sempre que

uma simetria discreta é espontaneamente quebrada. Paredes de domínios também são

chamadas de "kinks". Paredes de domínio aparecem em diversos ramos da física, por

exemplo, em sistemas de matéria condensada que está presente no material ferromagné-

tico, ferroeléctrico e também na cosmologia [20, 26, 27]. As paredes podem ser vistas

como estruturas semelhantes a membranas, aproximadamente bidimensionais imersas no

espaço tridimensional, visto como a imersão em (3,1) dimensões de soluções estáticas de

modelo em (1,1) que possuem simetria Z2.

Na teoria de campos, para obter as paredes do domínios usamos uma densidade
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lagrangeana que envolve o campo escalar dado por:

L =
1
2

∂µφ∂µφ − V (φ), (2.29)

e tomaremos V (φ) como sendo o potencial geral com dois mínimos degenerados dada por

V (φ) =
λ

4
(φ2 − φ0)2; (2.30)

⇒ V (φ) = V0

(

φ2

φ2
0

− 1

)2

. (2.31)

O potencial tem dois mínimos: φ = ±φ0, que é relacionado pela simetria refle-

xiva. O "vácuo", é marcado pela configuração clássica do campo degenerada com menor

energia, V (φ) = V (−φ). A barreira de potencial que os separa é V0 = λφ4

0

4
. O potencial

escalar possui uma forma como mostrado na figura (2.5). Isso é semelhante ao exemplo

apresentado na seção (2.4.2).

Figura 2.5: Representação do potencial

Quando consideramos uma solução de soliton unidimensional, onde φ = φ(r), a

equação do movimento é dada por

∂2φ

∂r2
− ∂V

∂φ
= 0. (2.32)
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Substituindo o potencial dado na equação (2.33) dá o resultado

∂2φ

∂r2
− V0φ

φ0

(

φ2

φ2
0

− 1

)

= 0. (2.33)

A solução que satisfaz a equação diferencial acima é

φ(r) = φ0 tanh

(√
2V0

φ0

r

)

, (2.34)

Quando definimos
√

2V0

φ0

como a a solução torna-se

φ(r) = φ0 tanh(ar). (2.35)

Observamos que, quando r → ∞, φ = φ0 e r → −∞, φ = −φ0–veja Figura (2.6).

Isso dá a configuração com condição de contorno φ(±∞) = ±φ0. Esta solução é conhecida

como uma parede de domínios, porque existe uma parede entre os dois estados mínimos

de energia do campo φ; esta parede tem uma espessura W0 ≈ 1
a
. Podemos dizer que

a solução define a conexão entre as duas configurações do potencial como mostrado na

Figura (2.7). Chamamos soluções com tais características de defeitos topológicos como

"kinks"e "anti-kinks".
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Figura 2.6: Solução da parede do domínios

Figura 2.7: Representação da solução que liga as duas configurações de mínimos do po-

tencial
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2.5 Energia da Parede (Método de Bogomol’nyi)

Em vez de resolver a equação de movimento diretamente, como feito na seção

(2.4), podemos também obter a solução de kink por um método inteligente descoberto

por Bogomol’nyi [29]. O método é para obter a equação diferencial de primeira ordem

pela manipulação da energia funcional da forma

E =
∫ +∞

−∞
drρ(r) (2.36)

=
∫

dr
[1
2

(∂tφ)2 +
1
2

(φ′)2 + V (φ)
]

(2.37)

=
∫

dr

[

1
2

(∂tφ)2 +
1
2

(

φ′ ∓
√

2V (φ)
)2

±
√

2V (φ)φ′

]

. (2.38)

Quando consideramos um campo estático, temos

E =
∫

dr
1
2

(

φ′ ∓
√

2V (φ)
)2

±
∫ φ(+∞)

φ(−∞)
dr
√

2V (φ)φ′. (2.39)

Então, a energia é minimizada se

φ′ ∓
√

2V (φ) = 0 ⇒ φ′ = ±
√

2V (φ). (2.40)

O valor mínimo da energia é

Emin = ±
∫ φ(+∞)

φ(−∞)
dr
√

2V (φ)φ′. (2.41)

Estamos interessados apenas nos valores positivos da energia,

Emin =
∫ ∞

−∞
drWφφ′ =

∫ ∞

−∞
W = W (φ(r → ∞)) − W (φ(r → −∞)) = ∆W, (2.42)
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onde W é o superpotencial e o subscrito denotam diferencial em relação ao campo. O

superpotencial está relacionado ao potencial da forma

V =
W 2

φ

2
. (2.43)

Podemos encontrar a energia da equação (2.45)

EB = ∆W, (2.44)

onde EB é a energia Bogomol’nyi . Para encontrar W colocamos a equação (2.33) na

equação (2.46) e integramos

W =
√

2V0

(

φ3

3φ2
0

− φ

)

. (2.45)

Usando a condição de contorno φ(±∞) = ±φ0:

W (φ(r → +∞)) =
2
3

√

2V0φ0, (2.46)

W (φ(r → −∞)) = −2
3

√

2V0φ0. (2.47)

Portanto

EB =
4
3

(

√

2V0φ0

)

. (2.48)

O fator
√

2V0φ0 representa a escala de massa do modelo (massa da parede).

Podemos definir a energia em termos da espessura da parede como

EB =
8
3

V0W0 (2.49)

A energia é proporcional à altura do potencial e à espessura da parede, o que significa

que a energia é localizada (confinada) numa região do espaço.
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2.6 Paredes dentro das Paredes

Vamos agora estudar, a possibilidade de paredes de domínio aprisionarem outras

paredes de domínios, (paredes com estrutura internas). Consideramos um modelo em

(1 + 1) dimensões supersimétrico com dois campos escalares reais gerando uma simetria

Z2 × Z2 descrita pela seguinte densidade de lagrangeana

L =
1
2

(∂νφ)2 +
1
2

(∂νχ)2 − V (φ, χ), (2.50)

onde V (φ, χ) é o potencial. O potencial V (φ, χ) pode ser representado em termos de um

superpotencial W (φ, χ) da forma

V (φ, χ) =
1
2





(

∂W (φ, χ)
∂φ

)2

+

(

∂W (φ, χ)
∂χ

)2


 (2.51)

A forma mais geral de um superpotencial com uma simetria Z2 × Z2 como estudado em

Refs [30, 31, 32, 33] para modelar grande número de sistemas é

W (φ, χ) = −λa2φ +
λφ3

3
+ µφχ2, (2.52)

onde λ e µ são constantes de acoplamento adimensionais reais e positivas. O potencial

V (φ, χ) da modelagem com o superpotencial acima é dado por

V (φ, χ) =
1
2

λ2(φ2 − a2)2 + (2µ2 + λµ)φ2χ2 − λµa2χ2 +
1
2

µ2χ4. (2.53)

Usando a densidade lagrangeana (2.53), as equações clássicas de Euler-Lagrange de mo-

vimento são

∂µ∂µφ +
∂V

∂φ
= 0, (2.54)

∂µ∂µχ +
∂V

∂χ
= 0. (2.55)
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Para simplificar consideramos configurações de campo estático unidimensionais φ ≡ φ(r)

e χ ≡ χ(r), o que resulta nas seguintes equações de movimento

d2φ

dr2
= 2λ2φ(φ2 − a2) + φχ2(4µ2 + 2λµ), (2.56)

d2χ

dr2
= 2µ2χ(χ2 − a2) + φ2χ(4µ2 + 2λµ). (2.57)

Considerando o fato de que o sistema é supersimétrico, estas equações são resolvidas por

configurações que também resolvem o par de equações diferenciais de primeira ordem [34]

dφ

dr
=

dW

dφ
= λ(φ2 − a2) + µχ2, (2.58)

dχ

dr
=

dW

dχ
= 2µφχ. (2.59)

As soluções que resolvem as equações de primeira ordem acima são as soluções BPS [30,

34]

i) Tipo I:

φ = −a tanh(λar)

χ = 0,

(2.60)

ii) Tipo II:

φ = −a tanh(2µar)

χ = ±a

√

λ

µ
− 2sech(2µar)

(2.61)

O primeiro par das soluções representa uma parede de domínios sem estrutura,

enquanto o segundo par uma parede de domínios com estrutura interna. Em ambas as

configurações o sistema tem a mesma energia de Bogomol’nyi EB = (4/3)λa3, indepen-

dentemente do fato de que o primeiro conjunto de solução não tem estrutura interna,
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enquanto no segundo conjunto temos. Vemos que na solução tipo II, quando o campo

φ → 0 no núcleo da parede de domínios- φ , φ(r ≈ 0) ≈ 0 o campo χ desenvolve um valor

máximo, como mostrado na Figura (2.8). Com isso podemos concluir que a dinâmica

dentro da parede de φ -domínio (φ ≈ 0) é governada por uma lagrangeana efitiva dado

por

Leff =
1
2

∂µχ∂µχ − Veff (χ). (2.62)

Onde Veff (χ) é o potencial efetivo dado por

Veff (χ) =
1
2

(

χ2 − λ

µ
a2

)2

. (2.63)

Podemos representar uma parede de domínio particular pelas soluções de kink / anti-kink

χ = ±a

√

λ

µ
tanh

(

µ

√

λ

µ
xi

)

. (2.64)

Aqui xi representa alguma coordenada estendida ao longo da parede de domínios-φ . A

equação (2.67) descreve uma parede de domínios 2d chamada paredes de dominios-χ.

Com os dois tipos de soluções apresentadas acima (2.63) e (2.64) com a mesma energia.

Embora a solução do tipo II tenha estrutura interna e a solução de tipo I esteja sem es-

trutura sugere que toda a configuração de energia de tipo I aparece distribuída em blocos

de construção na configuração tipo II. Tais blocos de construção são estruturas internas

feitas de paredes de domínios-2d χ dados por (2.67).

Como a parede externa fica ao longo do plano (x, y), a parede interna deve estar

localizada em alguma reta xi = ax+by. Em resumo, para uma teoria em (3+1) dimensões

as paredes de domínios descritas pelo campo φ são bidimensionais e as paredes de domínios

produzidas pelo campo χ são unidimensionais.
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Figura 2.8: O campo χ esta localizado dentro (φ ≈ 0) da parede de domínios-φ (anti-kink,

a curva variando de 0,3 para -0,3 quando x vai de −∞ para ∞)

.
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Capítulo 3

Estrelas de Solitons Oscilantes

Neste capítulo, vamos começar com uma breve introdução às equações básicas

da Relatividade Geral (equação de Einstein) e equação de Klein-Gordon gravitacional.

Finalmente neste capítulo vamos juntar a equação de Einstein a uma equação de campo

de matéria para formar um objeto solitônico auto-gravitante chamado estrelas de soliton

oscilantes.

3.1 Equações de Campo de Einstein

A Relatividade Geral é uma teoria relativística da gravidade (as equações que des-

crevem a dinâmica dos campos gravitacionais). Examinaremos uma teoria da gravidade

que usa o espaço-tempo curvo para representar os efeitos da gravidade sobre as trajetórias

das partículas. Para isso teremos claramente que estudar a matemática da curvatura [41,

5],

Curvatura no espaço-tempo

A idéia central da Relatividade Geral é que a matéria deve responder à geometria movendo-

se de certa maneira, e a geometria deve, por sua vez, responder à matéria pela curvatura.

A curvatura pode assim ser definida a partir do desalinhamento de vetores após o trans-

porte ao longo de curvas fechadas. Para resolver isso, primeiro precisamos de algum meio
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para transportar vetores ao longo de curvas. Começamos por generalizar o conceito de

derivada direcional Rn definindo uma conexão linear ou afim ou diferenciação covariante

em um colector.

Conexão afim Γ: No espaço curvo, variações nos tensores são afetadas pelo fato de

que os vetores de base estão torcendo e girando de ponto de espaço-tempo para ponto de

espaço-tempo. O coeficiente de conexão Γ mede as mudanças nos vetores de base através

da relação

∇νeµ = Γλ
µνeλ, (3.1)

aqui ∇ν mede as mudanças ao longo da base eλ. Em qualquer base de coordenadas

([eµ, eν ] = 0) os coeficientes de conexão são dados por

Γλ
µν =

1
2

gλρ[∂νgρµ + ∂µgρν − ∂ρgµν ]. (3.2)

Onde gµν é a métrica do espaço-tempo com assinatura (−1, 1, 1, 1).

Tensor de Riemann Rβ
µαν : A curvatura espaço-temporal resulta em geodésicas . A

medição do desvio de uma geodésica de outra implica quantificar esta curvatura através

do tensor de curvatura de Riemann. No espaço plano (0 curvatura) deve desaparecer. As

componentes do tensor de curvatura de Riemann em termos do coeficiente de conexão

(conexão afim) são

Rβ
µαν = ∂µΓβ

αν − ∂νΓβ
µα + Γβ

ηαΓη
µν − Γβ

ηνΓη
µα. (3.3)

Através da contração de dois índices obtemos o tensor de Ricci

Rµν = Rλ
µλν , (3.4)

que obedece a propriedade simétrica

Rµν = Rνµ. (3.5)
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com mais uma contração temos o escalar de Ricci

R = gµνRµν = Rµ
µ (3.6)

3.2 Equações de Einstein com Matéria

Na relatividade geral, a métrica é o campo fundamental que caracteriza as propri-

edades geométricas e gravitacionais do espaço-tempo, e a ação deve ser uma função de

gµν(x). A ação padrão para a métrica é a ação de Hilbert. A ação de Einstein-Hilbert na

relatividade geral é a ação que produz a equação através do princípio da mínima ação.

Com a assinatura métrica (+, −, −, −), a parte gravitacional da ação é dada por [47, p.

180]

SE.H =
1

2κ2

∫

d4x
√−ggµνRµν =

1
2κ2

∫

d4x
√−gR, (3.7)

onde, g = detgµν e κ2 = 8πG constante de Einstein (G é constante gravitacional). Para

mais campos envolvidos, como campos de matéria, devemos adicionar o termo de matéria

ao termo de ação de Einstein-Hilbert: S = SE.H + Sm (Gravidade + matéria), onde

Sm =
∫

d4x
√−gLm é a ação para o campo da matéria (Lm é a lagrangeana para o campo

de matéria).

Por exemplo: Vamos considerar Lm = 1
2
∂µφ∂µφ − V (φ).

A ação mais completa pode ser escrita como

S =
1

2κ2

∫

d4x
√−gR +

∫

d4x
√−gLm =

∫

d4x
√−g

[

R

2κ2
+ Lm

]

. (3.8)

O princípio de mínima ação nos diz que a variação dessa ação em relação à métrica é zero,

produzindo

δS = 0. (3.9)

Podemos escrever a equação de campo de Einstein como

Rµσ − 1
2

gµσR = κ2Tµσ, (3.10)
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onde Tµσ = ∂µφ∂σφ − gµσLm é o tensor de energia-momento.

A equação acima é conhecida como equação de campo da relatividade geral, ou

equação de campo de Einstein. Podemos também escrever a equação (3.10) como Gµσ =

κ2Tµσ. Onde (Gµσ = Rµσ − 1
2
gµσR) é conhecido como tensor de Einstein. Com Tµσ, o

tensor de energia- momento, sendo uma quantidade conservada ∇µT µσ = 0, que descreve

os efeitos da matéria na teoria.

3.3 Equação de Klein-Gordon no Campo Gravitaci-

onal

Como estamos trabalhando no espaço curvo, é apropriado para nós definir a equa-

ção de Klein-Gordon no espaço curvo. Na relatividade geral, ou na presença de gravitação,

temos que usar a lagrangiana apropriada

L =
√−g(

1
2

gµν∂µφ∂νφ − V (φ)). (3.11)

Vamos encontrar a equação de movimento para este nova lagrangeana usando equações

de movimento de Euler-Lagrange (2.8). Tomando a primeira parte temos

∂L
∂φ

= −√−g
∂V

∂φ
. (3.12)

A segunda parte das equações produz:

∂µ′

∂L
∂(∂µ′φ)

= ∂µ′ [
√−g(

1
2

δµ
µ′gµν∂µφ +

1
2

∂νφgµνδν
ν′)]; (3.13)

= ∂µ′

√−g(
1
2

∂µ′

φ +
1
2

∂µ′

φ) = ∂µ′

√−g∂µ′

φ, (3.14)

colocando os dois resultados juntos, obtemos

∂µ′

√−g∂µ′

φ +
1
2

√−g
∂V

∂φ
= 0. (3.15)
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Podemos reescrever a equação acima como

1√−g
∂µ(

√−ggµν∂νφ) +
∂V

∂φ
= 0; (3.16)

�φ +
∂V

∂φ
= 0, (3.17)

onde � = 1√
−g

∂µ(
√−ggµν∂ν) é conhecido como o D’Alembertian no espaço curvo.

3.4 O Modelo

Escalares maciços reais admitem soluções oscilantes auto-gravitantes. Considere,

portanto, uma geometria geralmente dependente do tempo, esfericamente simétrica. Va-

mos considerar exemplo simples de estrela de soliton oscilante, como um campo escalar de

Klein-Gordon massivo, associado à gravidade descrito nas Refs. [11, 36, 42]. Na ausência

de momento angular consideramos que a solução de soliton é esféricamente simétrica. O

elemento de linha esféricamente simétrico é escrito na forma

ds2 = −N2(t, r)dt + g2(t, r)dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdϕ, (3.18)

com N2(t, r) sendo a função de lapso e g2(t, r) a função métrica radial. Estamos usando a

seguinte métrica gtt = −N2(t, r), grr = g2(t, r), gθθ = r2 e gϕϕ = r2sin2θ. O determinante

do tensor métrico é g, onde

−g = r4N2g2sin2θ. (3.19)

Encontrando as equações de Einstein-Klein-Gordon (E.K.G)

A conexão afim (coeficiente de conexão) pode ser calculada a partir da equação (3.2).
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Os componentes da conexão afim não nulos são:

Γr
tt =

N ′N

g2
; Γt

rr =
gġ

N2
;

Γt
tt =

Ṅ

N
; Γϕ

θϕ = Γϕ
ϕθ = cotθ;

Γr
tr = Γr

rt =
ġ

g
; Γr

θθ =
−r

g2
;

Γt
tr = Γt

rt =
N ′

N
; Γθ

ϕϕ = −cosθsinθ;

Γr
rr =

g′

g
; Γr

ϕϕ = − r

g2sin2θ
;

Γθ
rθ = Γθ

θr =
1
r

; Γϕ
rϕ = Γϕ

ϕr =
1
r

.

(3.20)

Substituindo os componentes da conexão afim na equação (3.3), obtemos as componentes

do tensor de Ricci:

Rtt =
g̈

g
− N ′′N

g2
+

N ′Ng′

g3
− 2

N ′N

g2r
− Ṅ ġ

Ng
; (3.21)

Rrr = − g̈g

N2
− g′N ′

gN
− 2g′

gr
+

N ′′

N
+

Ṅ ġ

N3
; (3.22)

Rθθ = −1 +
3
g2

+
2N ′r

g2N
− g′r

g3
; (3.23)

Rϕϕ =

(

1
g2

− g′r

g3
− 1 +

N ′

Ng2r

)

sinθ; (3.24)

Rtr = −2ġ

rg
, (3.25)

Das equações acima, o escalar de Ricci torna-se

R = − 2g̈

N2g
− 2g′N ′

Ng3
+

2N ′′

2g2
− 2g′

g3r
+

2N ′

Ng2r
+

2Ṅ ġ

N3g
− 2

r2
+

2
g2r2

− 2g′

g3r
+

2N ′

Ng2r
. (3.26)

O tensor de energia-momento para um escalar real campo φ(r, t) com um potencial de

campo escalar V (φ) = 1
2
m2φ2 possui as seguintes componentes

Ttt =
1
2

(

φ̇2 +
N2

g2
φ′2 + N2m2φ2

)

; (3.27)
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Trr =
1
2

φ′2 + φ̇2 g2

N2
− g2φ2; (3.28)

Ttr = φ̇φ′; (3.29)

Tθθ =
r2

2

[

φ̇

N2
− φ′

g2
− m2φ2

]

; (3.30)

Tϕϕ =
r2sin2θ

2

[

φ̇

N2
− φ′

g2
− m2φ2

]

. (3.31)

Da equação (3.10) podemos encontrar as seguintes componentes das equações de Einstein,

a componente t − t:

(g2)′ = −g2

(

g2 − 1
r

)

+ 4πGrg2

(

φ̇g2

N2
+ φ

′2 + g2m2φ2

)

; (3.32)

a componente r − r:

(N2)′ = N2(
g2 − 1

r
) + 4πGr(N2φ

′2 − N2g2m2φ2 + φ̇2); (3.33)

e a componente t − r:

ġ = 4πGrgφ̇φ′. (3.34)

Seguimos a equação (3.16) e escrevemos a equação de Klein-Gordon como:

φ̈ − Ṅ φ̇

N
=

(N2)′

2g2
φ′ +

N2

g2

[

φ′′ − (g2)′φ′

2g2
− 2gġ

N2

]

+
2N2φ′

g2r
− m2N2φ, (3.35)

Onde ponto representa ∂
∂t

linha denota ∂
∂r

.

Por conveniência numérica define-se as quantidades adimensionais r → r/m, t → t/m

e Φ → φ√
κ2

onde observamos que a massa bosônica é a escala natural do tempo e da

distância.

Devido a não-linearidade das equações de Einstein-Klein-Gordon, é conveniente introduzir

novas variáveis; onde A(r, t) = g2 e C = [g(r, t)/N(r, t)]2 [35, 36, 42]. Sendo assim as

variáveis consideradas são:

A′ = −A
(

A − 1
r

)

+
Ar

2

[

CΦ̇2 + Φ
′2 + AΦ2

]

; (3.36)
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C ′ =
2C

r

[

1 + A(Φ2r2 − 1)
]

; (3.37)

CΦ̈ +
1
2

ĊΦ̇ = Φ′′ + Φ′

(

2
r

− C ′

2C

)

− AΦ; (3.38)

Ȧ = 2rAΦ̇Φ′. (3.39)

Estas equações não têm soluções de equilíbrio independentes do tempo (componente mé-

trica estática). A soluções estáticas conhecidas para o sistema têm singularidades ou são

topologicamente não triviais [40]. A forma das equações (3.36-3.39) sugere uma expansão

periódica da seguinte forma:

A(r, t) =
∞
∑

j=0

A2j(r)cos(2jωt); (3.40)

C(r, t) =
∞
∑

j=0

C2j(r)cos(2jωt); (3.41)

e,

Φ(r, t) =
∞
∑

j=1

φ2j−1(r)cos[(2j − 1)ωt]. (3.42)

Em que foi usado o método de separação de variáveis; onde ω é a freqüência fundamental.

A solução real é uma expansão de Fourier infinita que é convergente [11, 36].

3.4.1 Problema do autovalor e condições de contorno para con-

figurações de equilíbrio

Usando a expansão de Fourier nas equações (3.36-3.38) e estabelecendo coeficiente

de Fourier zero, obtem-se um sistema de equações diferenciais não-lineares acopladas de

primeira ordem para A2j(r) e C2j(r) , sendo as equações diferenciais de segunda ordem

para φ2j−1(r).

As condições de contorno são dadas pelos seguintes requisitos:

i) Planicidade assintótica; isso exige que, para r → ∞, A(r = ∞, t) = 1 and φ(r =
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∞, t) = 0. Essa condição de contorno transforma a métrica em metrica de Minkowski.

Isto significa que enquanto nos afastamos da fonte (objeto) encontramos um espaço plano,

isto é, um espaço distante do objeto não é curvo. Também, o campo escalar se aproxima

de zero (soliton não-topológico) que se conforma à teoria.

ii) Não-singularidades; em r = 0, a ausência de singularidade cônica implica A2j(r = 0) =

0. A exigência de que os coeficientes métricos sejam finitos em r = 0 implica φ′(r = 0) = 0.

As equações (3.36-3.38) tornam-se um problema de autovalor. Portanto, é necessá-

rio determinar os valores iniciais φ2j−1(0), C2j(0) (a frequência é absorvida no componente

de tempo) correspondente a um determinado valor central φ1(0). Para proceder, truncare-

mos o sistema de equações após um certo máximo j = jmax, resolveremos numericamente

o problema de autovalor e estudaremos a convergência da série como função de j = jmax.

Neste trabalho, a série é truncada em jmax = 1.

Uma solução de oscilação típica é mostrada nas figuras 1 e 2. A função métrica

radial g2(r, t), para o caso de φ1(0) = 0, 4 é realizada para g2j para os primeiros valores

de j e também o gráfico de coeficiente de Fourier não-zero do campo escalar φ - veja

Figura 2. Embora estejamos resolvendo equações não-lineares, a série de Fourier converge

rapidamente.

Massa (M): Assintoticamente qualquer métrica de estrela do soliton (ou de boson)

assemelha-se à métrica de Schwarzschild, que nos permite associar o coeficiente métrico

grr = (1 − 2M/r)−1, onde M é a massa ADM definida para um espaço-tempo assin-

toticamente plano e grr = g2(r, t) = A(r, t). Portanto, a massa M pode ser calculada

como

M = lim
r→∞

r

2

[

1 − 1
A(r, t)

]

M2
P l

m
(3.43)

Onde r é o ponto mais externo do domínio numérico [48].

Na figura (3) a massa M da estrela é descrita como uma função do campo central

φ1(0). Esta curva de massa é semelhante àquelas de anãs brancas, estrelas de nêutrons
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e estrelas de bosons, com uma massa máxima dada por Mc ≈ 0, 132M2
planck/m para

φ1c(0) ≈ 2, 0. O ramo à esquerda do máximo é o ramo estável tradicionalmente chamado

"S-branch". Estabilidade aqui significa que as estrelas neste ramo se movem para novas

configurações de massa mais baixa no mesmo ramo sob pequenas perturbações. À direita

está o ramo instável chamado "U-branch". Estrelas "U-branch"são inerentemente instáveis

a pequenas perturbações e colapsa em buraco negro. Nesse regime, mesmo um pequeno

aumento na massa induzirá o colapso da estrela em um buraco negro.

Figura 3.1: Uma solução típica para as equações de auto-valores truncadas (jmax = 1) da

expansão da quantidade métrica grr.
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Figura 3.2: Gráfico que representa o campo escalar

Figura 3.3: A massa total M da estrela de soliton oscilante (em unidades de M2
P lanck/m)

é plotada como uma função da densidade central φ1(0) para as estrelas no seu primeiro

estado excitado φ1(0).
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Capítulo 4

Estrelas de Soliton Oscilantes com

Rede de Paredes de Domínios

Vamos explorar a idéia de se ter uma rede de paredes de domínios com uma estrela

de soliton oscilante. Neste trabalho, oferecemos um modelo que contém a combinação

do mecanismo básico por trás das idéias no capítulo três [11, 42] e as idéias tratadas

nas referências [7, 12, 13]. O modelo levará ao cenário de estrelas de soliton oscilantes

hospedando uma rede de defeitos. Isso será feito usando uma lagrangeana que é composta

de três campos escalares que são acoplados entre si por um potencial. Este potencial é

polinomial e contém até a potência de quarta ordem nos campos. Neste capítulo exami-

naremos as equações de EKG para a lagrangeana que contém três campos escalares com

o potencial apropriado. Em seguida, resolvemos o EKG numericamente e estudamos os

gráficos dessas soluções.

4.1 O Modelo

A investigação da possibilidade de paredes de domínios para atrair a rede de pa-

redes de domínio em uma superfície de estrelas de soliton foram estudados por [12]. Isso

foi inspirado em [13], que trataram da idéia de construir uma rede planar de paredes de
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domínios.

O núcleo desta investigação baseia-se no fato de que a simetria subjacente do

modelo padrão de partículas elementares possui um grupo SU(2) × SU(3), e esta é a

inspiração básica para considerar um modelo que engendra a simetria Z2 × Z3, isto é, a

contrapartida discreta de SU(2) × SU(3). Neste modelo, vamos investigar a formação

de rede de paredes de domínios com as estrelas soliton oscilantes. Isto exigirá as idéias

combinadas de rede de paredes de domínios e estralas de soliton oscilantes usando o

mecanismo básico das Refs [7, 11, 13, 35, 36]. Por esta razão introduzimos o modelo

L =
1
2

∂µφ∂µφ +
1
2

∂µχ∂µχ +
1
2

∂µσ∂µσ − V (φ, χ, σ). (4.1)

Este modelo contém três campos escalares reais acoplados via o potencial V (φ, χ, σ). Isso

será definido mais adiante nesta seção.

A ação descrevendo um auto-gravitante com três campos escalares reais em um

espaço curvo é dada por

S =
∫

d4x
√−g

( 1
16πG

R − 1
2

gµν [∂µφ∂νφ + ∂µχ∂νχ + ∂µσ∂νσ] − V (φ, χ, σ)
)

(4.2)

A variação desta ação em relação aos campos escalares leva às seguintes equações de

movimento

∂LG

∂φ
− ∂µ

∂LG

∂(∂µφ)
= 0; (4.3)

∂LG

∂χ
− ∂µ

∂LG

∂(∂µχ)
= 0; (4.4)

∂LG

∂σ
− ∂µ

∂LG

∂(∂µσ)
= 0, (4.5)

onde LG =
√−g( 1

16πG
R − 1

2
gµν [∂µφ∂µφ + ∂µχ∂µχ + ∂µσ∂µσ] − V (φ, χ, σ)). As equações

de movimento acima (4.3-4.5) gera as seguintes equações de Klein-Gordon:

1√−g
∂µ(

√−ggµν∂νφ) − ∂V (φ, χ, σ)
∂φ

= 0; (4.6)
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1√−g
∂µ(

√−ggµν∂νχ) − ∂V (φ, χ, σ)
∂χ

= 0; (4.7)

1√−g
∂µ(

√−ggµν∂νσ) − ∂V (φ, χ, σ)
∂σ

= 0. (4.8)

4.1.1 Escolhendo o potencial apropriado

Estamos considerando um modelo que irá gerar uma rede de domínios com a estrela

soliton. Portanto, precisamos escolher o potencial apropriado que fornece a estrela de

soliton padrão [1] com a rede de paredes de domínios. Um dos campos deve servir como

uma parede de acolhimento para acomodar os outros dois campos, que têm de gerar

a simetria Z3. O campo sigma considerado abaixo será considerado como o campo de

acolhimento neste trabalho [7]. Geralmente, estamos interessados no modelo que deve ser

capaz de descrever uma estrela solitônica esférica através do campo escalar σ, quebrando

sua simetria Z2 sob a mudança σ → σ − (1
2
)σ0, para capturar os outros dois campos (φ, χ)

com uma simetria Z3 na sua superfície. Obtemos isso considerando o potencial da forma

V =
1
2

µ2σ2(σ − σ0)2 + λ2(φ2 + χ2)2 − λ2φ(φ2 − 3χ2) + [λµ(σ − 1
2

σ0)2 − 9
4

λ2](φ2 + χ2),(4.9)

onde σ = 0 e σ = σ0 são o verdadeiro e falso vacuos correspondendo ao padrão da estrela

de soliton.

Modelos com três campos escalares reais têm sido estudados por vários autores.

Por exemplo, em um modelo O(3) que admite paredes embutidas instáveis [14], e também

em [15], que investiga a estabilidade de kinks deformados em modelo sigma linear O(3).

O cenário para a estrela de soliton para aprisionar uma rede de paredes de domínios deve

restringir as simetrias do potencial, e a questão de encontrar uma parede de acolhimento

que aprisiona uma rede de defeitos dentro da estrutura da supersimetria. [16,17]. Nesse

sentido, podemos usar um potencial com simetria ZN entre os campos φ e χ (que deve

habitar o interior da parede de domínios formada pelo outro campo σ) para descrever
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localmente N- junções na superfície de uma esfera [18] (a superfície da estrela do soliton).

Escolhemos N = 3, isto é, a simetria Z3. Embora esta seja a possibilidade mínima

para o aparecimento de junções, também é o centro do grupo SU(3), que é o grupo das

interações fortes. Outra possibilidade com a quebra de simetria Z3 → Z2 foi considerada

em [18] para descrever um mosaico com 12 pentágonos e 20 hexágonos, que se assemelha

à estrutura fullereno de 60 átomos de carbono. O mecanismo principal para uma parede

domínios para aprisionar uma rede de paredes de domínios foi explorado em [18]. O

ponto chave aqui é que, como veremos, na superfície da estrela de soliton σ ≈ 1
2
σ0, e

neste local, os campos restantes (φ, χ) desenvolvem v.e.v não nulo (condensado) com três

fases diferentes que contribuem para formar três junções de paredes de domínios e depois

uma rede. No limite em que φ, χ = 0 a teoria (4.1) - (4.9) permite que o campo σ forme

uma solução de soliton. Notamos que tal solução pode ser encontrada usando a seguinte

equação diferencial de primeira ordem

dσ

dR
= µσ(σ − σ0) = Wσ, (4.10)

onde Wσ = dW
dσ

. W = µ(σ3/3 − σ2σ0/2) é o superpotencial que define o potencial

V (σ, 0, 0) = (1/2)W 2
σ [19]. A integração da equação (4.10) fornece a solução

σ =
σ0

2

[

1 − tanh
µσ0(R − R0)

2

]

. (4.11)

Esta solução indica que na superfície da estrela (R ≃ R0) o campo sigma vai para (1/2)σ0.

Isto representa aproximadamente [20] uma parede esférica (a superfície da estrela de

soliton) com tensão superficial [30]

th ≃ |W (σ0) − W (0)| =
1
6

µσ3
0. (4.12)

Quando σ ≃ (1/2)σ0 os outros dois campos escalares (φ, χ) geram simetria Z3 e descrevem

junções de paredes de domínio que permitem a formação de uma rede [12] na superfície.

A solução também indica que fora (R > R0) e dentro (R < R0) a estrela o campo sigma

vai para < (1/2)σ0 e > (1/2)σ0 respectivamente.
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Na aproximação de parede fina, cada segmento da rede pode ser representado por

uma solução de parede de domínios (kink) da forma explícita

φ = −3
4

; (4.13)

χ =
3
4

√
3 tanh

√

27
8

λ(z − z0). (4.14)

Os demais segmentos são obtidos pela rotação do plano (φ, χ) por 120o e 240o graus, que

reproduzem o efeito das junções triplas das paredes, permitindo a formação de uma rede,

como mostrado na figura abaixo.

Figura 4.1: Representação de uma rede de paredes de domínio, dentro de uma parede

curva, formando junções [51].

4.2 Equações de Einstein-Klein-Gordon para três cam-

pos escalares

Nesta seção, calcularemos as equações de EKG para três campos escalares usando

o potencial definido pela equação (4.9).

4.2.1 Equações de Einstein

É possível obter a equação de Einstein para três campos escalares acoplados uns

aos outros por um potencial usando a variação da ação dada pela equação (4.2) em relação
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ao tensor métrico gµν . Isso leva à equação de Einstein da forma

Rµν − 1
2

gµνR = κ2T(φ,χ,σ)µν , (4.15)

onde T(φ,χ,σ)µν é o tensor de energia-momento para os três campos escalares. A equação

(4.15) não é muito diferente da equação (3.10), a única diferença que podemos ver é do

tensor de energia- momento. Isso ocorre porque o tensor de energia-momento é o que

contém o campo da matéria (campo escalar), de modo que qualquer distorção ou adição

ao campo afeta o tensor de energia-momento.

Estamos agora com os três campos escalares (φ, χ, σ) e o potencial V (φ, χ, σ) que

estão acoplados entre si. Consideraremos as seguintes condições; i) fixar as constantes

λ = µ = 1 na escala de energia GeV , ii) consideraremos que apenas o campo sigma é

periódico no tempo (onde σ é o campo de acolhimento) e os outros dois campos (φ e χ)

sendo estáticos. O potencial (equação 4.9) torna-se então

V =
1
2

σ2(σ − σ0)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) +
[

(σ − 1
2

σ0)2 − 9
4

]

(φ2 + χ2). (4.16)

O tensor geral de energia-momento é dado por

T(φ,χ,σ)µν = ∂µφ∂νφ + ∂µχ∂νχ + ∂µσ∂νσ

− 1
2

gµν [∂αφ∂αφ + ∂αχ∂αχ + ∂ασ∂ασ + V (φ, χ, σ)].
(4.17)

A componente t-t do tensor de energia-momento,

T(φ,χ,σ)tt =
1
2

σ̇2 +
N2

2g2
(φ′2 + χ′2 + σ′2)

+
N2

2

(1
2

σ2(σ − σ0)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [(σ − 1/2σ0)2 − 9/4](φ2 + χ2)
)

;

(4.18)

a componente r-r do tensor de energia-momento,

T(φ,χ,σ)rr =
g2

2N2
σ̇2 +

1
2

(φ′2 + χ′2 + σ′2)

− g2

2

(1
2

σ2(σ − σ0)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [(σ − 1/2σ0)2 − 9/4](φ2 + χ2)
)

;

(4.19)
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a componente r-r do tensor de energia-momento.

T(φ,χ,σ)tr = σ̇σ′. (4.20)

Usando o elemento de linha simétrico esférico dado na equação (3.31), seguimos

Refs [9,10] e escrevemos as equações de Einstein como

componente t-t da equação de Einstein

(g2)′ = −g2

(

g2 − 1
r

)

+ 4πGg2r

[

g2

N2
σ̇2 + σ′2 + φ′2 + χ′2

]

+ 4πGg2r
[

g2
(1

2
σ2(σ − σ0)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [(σ − 1/2σ0)2 − 9/4](φ2 + χ2)

)]

;

(4.21)

componente r-r da equação de Einstein

(N2)′ = N2

(

g2 − 1
r

)

+ 4πGr
[

g2σ̇2 + N2(σ′2 + φ′2 + χ′2)
]

+ 4πGr
[

N2g2
(1

2
σ2(σ − σ0)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [(σ − 1/2σ0)2 − 9/4](φ2 + χ2)

)]

;

(4.22)

componente t-r da equação de Einstein

ġ = 8πGrgσ̇σ′. (4.23)

4.2.2 Equações de Klein-Gordon

Para encontrar a Equação de Klein-Gordon usamos as equações (4.6-4.8) com o

potencial definido na equação (4.9). A Equação de Klein-Gordon para três campos esca-

lares pode ser escrita como

para o campo σ

σ̈ −
˙(N2)σ̇
2N

=
(N2)′σ′

2g2
+

N2

g2

[

σ′′ − (g2)′

2g2
σ′ −

˙(g2)
N2

σ̇

]

+
2N2σ

rg2
− N2Vσ; (4.24)

para o campo φ

φ′′ =
(g2)′

2g2
φ′ − (N2)′

2N2
φ′ − 2φ′

r
+ g2Vφ; (4.25)
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para o campo χ

χ′′ =
(g2)′

2g2
χ′ − (N2)′

2N2
χ′ − 2χ′

r
+ g2Vχ, (4.26)

onde Vσ = ∂V (σ,φ,χ)
∂σ

,Vφ = ∂V (σ,φ,χ)
∂φ

, e Vχ = ∂V (σ,φ,χ)
∂χ

.

Como no capítulo 3, consideramos a mudança de variáveis (A(r, t) = g2, C(r, t) =

[g(r, t)/N(r, t)]2) para lidar com a não-linearidade presente na equação de Einstein. É con-

veniente efetuar uma nova escala adequada dos parâmetros que conduzem a quantidades

adimensionais. Por esta razão, usamos as seguintes variáveis adimensionais

4πG ≈ 1, r → r/m, C → Cm2/ω2, t → ωt.

As equações acopladas de Einstein-Klein-Gordon assumem a forma

A′ = A
(1 − A

r

)

+ Ar
[

Cσ̇2 + σ′2 + φ′2 + χ′2
]

+ A2r
[1
2

σ2(σ − σ0)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [(σ − 1/2σ0)2 − 9/4](φ2 + χ2)
]

;

(4.27)

C ′ =
2C

r
− 2CA

r

+ 2CAr
[1
2

σ2(σ − σ0)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [(σ − 1/2σ0)2 − 9/4](φ2 + χ2)
]

;

(4.28)

Cσ̈ = −1
2

Ċσ̇ + σ′′ + σ′

(

2
r

− C ′

2C

)

− A

2
Vσ; (4.29)

Cφ′′ =
C ′φ′

2
− 2φ′C

r
+

CA

2
Vφ; (4.30)

Cχ′′ =
C ′χ′

2
− 2χ′C

r
+

CA

2
Vχ; (4.31)

Ȧ = rAσ̇σ′, (4.32)

42



onde um ponto sobre uma função denota ∂/∂t e a linha denota ∂/∂r. As variáveis σ(r, t),

φ(r) e χ(r) são os campos escalares reais, o campo depende de r e t e os outros dois

campos (φ(r) e χ(r)) dependem apenas do raio.

As soluções mais simples para as equações (4.27) - (4.31) são expansões periódicas

da forma

A(r, t) =
Jmax
∑

j=0

A2j(r)cos(2jωt); (4.33)

C(r, t) =
Jmax
∑

j=0

C2j(r)cos(2jωt); (4.34)

σ(r, t) =
Jmax
∑

j=1

σ2j−1(r)cos[(2j − 1)ωt], (4.35)

onde ω é a frequência fundamental e Jmax é o valor de j em que a série é truncada para

computação numérica.

4.3 Análise numérica

Para encontrar as configurações de equilíbrio, as equações oscilatônicas (4.27-4.31)

são resolvidas usando as expansões de Fourier para as funções métrica e escalar. Seguindo

o mesmo procedimento do capítulo 3, as soluções são obtidas introduzindo as expansões

de Fourier (4.33-4.35) nas equações (4.27-4.31) e ajustando cada coeficiente de Fourier

de cada componente de Fourier a zero. As equações de EKG são reduzidas a equações

diferenciais ordinárias.

As condições de contorno são determinadas pela necessidade de soluções não-

singulares e assintoticamente planas: A2j(r = 0) = 0, φ′(r = 0) = 0, A(r = ∞, t) = 1 e

φ(r = ∞, t) = 0, para o qual as equações (4.27-4.31) se tornam um problema de autovalor.

Assim, é necessário determinar os valores iniciais para Cj depois de especificar o campo
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central para σ(0), φ(0) e χ(0). Todas as análises nesta seção serão feitas truncando a série

em jmax = 1.

O objetivo principal deste trabalho é estudar o efeito de redes de paredes de domí-

nios em uma estrela solitônica oscilante, com a ajuda de uma lagrangeana contendo três

campos escalares (σ, φ, χ), onde o campo sigma (σ) descreve a concha da estrela (campo

de acolhimento) e os dois campos escalares restantes (φ e χ) são responsáveis pela forma-

ção da rede. Para atingir esse objetivo é necessário considerar dois casos em que usamos

dois tipos de perturbações.

Caso 1. Perturbações de todo o potencial,

caso 2. Perturbações da concha da estrela (o termo no potencial que controla a

superfície da estrela).

4.3.1 Caso 1. Perturbações do potencial

Neste caso, estudamos a formação de redes de paredes de domínio com estrelas de

sóliton oscilantes, ajustando σ ao redor do parâmetro σ0. Isto leva a pequenas pertur-

bações do potencial, resultando na possibilidade de a rede ser perturbada em torno da

superfície da estrela. Isto é feito considerando σ ≈ σ0 + η, onde η << σ0 (η é um campo

de perturbação). Dependendo de como escolhemos a relação entre σ e σ0 equação (4.11)

nos dirá se a rede é formada dentro da estrela, ou se a rede está exatamente na superfície

da estrela, ou fora da superfície da estrela.

Assim conduzindo a estas três possibilidades:

I)Rede formando dentro da estrela (σ ≈ σ0 + η)

II) Rede formando na superfície da estrela (σ ≈ (1/2)σ0 + η)

III)Rede formando fora da estrela (σ ≈ (1/4)σ0 + η).

I. Rede dentro da estrela (σ ≈ σ0 + η)
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Para termos a rede de paredes de domínios formada dentro da estrela consideramos

σ ≈ σ0 + η. Quando substituímos esta condição nas equações (4.27-4.30) as equações de

EKG tornam-se

A′ = A
(1 − A

r

)

+ Ar
[

Cσ̇2 + σ′2 + φ′2 + χ′2
]

+ A2r
[

(φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [1/4σ2 − 9/4](φ2 + χ2)
]

;

(4.36)

C ′ =
2C

r
− 2CA

r

+ 2CAr
[

(φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [1/4σ2 − 9/4](φ2 + χ2)
]

;

(4.37)

Cσ̈ = −1
2

Ċσ̇ + σ′′ + σ′

(

2
r

− C ′

2C

)

− 1
2

Aσ(φ2 + χ2); (4.38)

Cφ′′ =
C ′φ′

2
− 2φ′C

r
+

CA

2

[

4φ(φ2 + χ2) − 3(φ2 − χ2) +
1
2

σ2φ − 9
2

φ
]

; (4.39)

Cχ′′ =
C ′χ′

2
− 2χ′C

r
+

CA

2

[

4χ(φ2 + χ2) + 6χφ +
1
2

σ2χ − 9
2

χ
]

. (4.40)

Nós impomos as condições de contorno apresentadas na seção (4.3) no sistema de

equações acima, e resolvemos numericamente usando o método de Runge Kutta de quarta

ordem em Maple. As funções métricas A0 e A2 são mostradas na figura (4.2). Pode-se

verificar que as condições de contorno necessárias são satisfeitas. A linha contínua mostra

o primeiro termo da expansão da série de Fourier, enquanto a linha pontilhada é o segundo

termo.

A Figura 4.3 mostra a massa da estrela em função da densidade central σ(0), com

as densidades centrais dos outros dois campos φ(0) e χ(0) mantidos fixos.

Como no exemplo anterior, usamos a seguinte definição de massa ADM:

M = lim
r→∞

r

2

[

1 − 1
A(r, t)

]

M2
P l

m
(4.41)

onde r → ∞ apenas significa computação na borda da grade [9, 47]. A massa aumenta

monotonicamente até atingir um valor Mc ≈ 0, 11M2
P L/m (massa crítica) após o que
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começa a diminuir. Esse comportamento é exatamente o mesmo para a estrela soliton

oscilante sem rede. Massa crítica neste sentido é uma massa máxima combinada de estrela

e da rede antes de desmoronar em um buraco negro. Semelhante ao caso sem rede, o ramo

à esquerda do ponto máximo é o ramo estável, e à direita é o ramo instável. A presença

da rede dentro da estrela alterou a estabilidade da estrela. Como resultado, desacelera a

colapso da estrela

Figura 4.2: O coeficiente métrico A(r, t) e suas duas primeiras expansões A0 (linha con-

tínua) e A2 (linha pontilhada), para o campo central σ(0) = 0, 4.

Figura 4.3: O perfil de massa para a "oscillaton"que tem rede de paredes de domínios

dentro como uma função da densidade central σ1(0). A massa aumenta até atingir um

ponto crítico em σc ≈ 2, 3, e Mc ≈ 0, 11M2
P L/m.
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(a) Campo σ (b) Campo φ

(c) Campo χ

Figura 4.4: O comportamento dos campos escalares quando a rede está dentro: (a) O

primeiro estado excitado do campo σ contra r, o campo tende a zero de acordo com a

condição de contorno σ(r → ∞) → 0. (b) O campo φ contra r, o campo aumenta para

um ponto e, em seguida, começa a diminuir para zero. (c) O campo χ contra r, o mesmo

comportamento que o do campo φ.

II. Rede na superfície (σ ≈ (1/2)σ0 + η)

Vejamos o cenário em que a rede é formada na superfície da estrela. A possibilidade

de termos a rede na superfície da estrela é perturbar todo o potencial no regime de

σ ≈ (1/2)σ0 + η, o campo escalar remanescente (φ, χ) possui simetria Z3, e descreve três

junções de paredes de domínio que permitem a formação de rede exatamente na superfície

da estrela, como foi apontado pela primeira vez em [12]. Neste caso, as equações de EKG

são

A′ = A
(1 − A

r

)

+ Ar
[

Cσ̇2 + σ′2 + φ′2 + χ′2
]

+ A2r
[1
2

σ4 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) − 9/4(φ2 + χ2)
]

;
(4.42)
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C ′ =
2C

r
− 2CA

r

+ 2CAr
[1
2

σ4 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) − 9/4(φ2 + χ2)
]

;
(4.43)

Cσ̈ = −1
2

Ċσ̇ + σ′′ + σ′

(

2
r

− C ′

2C

)

− Aσ3; (4.44)

Cφ′′ =
C ′φ′

2
− 2φ′C

r
+

CA

2

[

4φ(φ2 + χ2) − 3(φ2 − χ2) − 9
2

φ
]

; (4.45)

Cχ′′ =
C ′χ′

2
− 2χ′C

r
+

CA

2

[

4χ(φ2 + χ2) + 6χφ − 9
2

χ
]

. (4.46)

Invocando as condições de contorno, resolvendo numericamente o problema de autovalor

e estudar as soluções resultam nas seguintes observações. Um resultado numérico típico

para o coeficiente métrico grr é mostrado na figura (4.5).

A massa em função da densidade central σ(0) para a possibilidade quando a rede

está na superfície da estrela é mostrada na figura (4.6). Um ponto importante surge,

observamos que a massa aumenta monotonicamente até atingir um ponto (local máximo

ML) ML ≈ 0, 1M2
P L/m, após o que ele começa a aumentar novamente rapidamente. Isso

se comporta de forma diferente dos perfis de massa de uma estrela solitônica oscilante

e estrelas de boson. As características deste perfil de massa sugerem que, em vez de

se desmoronar ou decair em um buraco negro após atingir o máximo (≈ 0, 1M2
P L/m), a

estrela se estabiliza novamente. Podemos associar essas características à rede na superfície

da estrela.
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Figura 4.5: O coeficiente métrico A(r, t) = grr e suas duas primeiras expansões A0 e A2,

para a densidade de campo central σ(0) = 0, 05. Para o caso em que a rede está na

superfície da estrela.

Figura 4.6: O perfil de massa para a oscilação que tem rede de paredes de domínio na

superfície como uma função da densidade central σ1(0). A massa aumenta até atingir um

valor máximo em σc ≈ 2, 16, e ML ≈ 0, 1M2
P L/m.
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(a) Campo σ (b) Campo φ

(c) Campo χ

Figura 4.7: Representação dos campos escalares quando a rede está na superfície da

estrela.

III. Rede fora da estrela (σ ≈ (1/4)σ0 + η)

Agora, voltemos nossa atenção para o caso, no qual consideramos a rede fora da

estrela. Esse cenário pode ser realizado usando a condição que σ ≈ (1/4)σ0 + η. Neste

caso, as equações de EKG tornam-se

A′ = A
(1 − A

r

)

+ Ar
[

Cσ̇2 + σ′2 + φ′2 + χ′2
]

+ A2r
[9
2

σ4 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [σ2 − 9/4](φ2 + χ2)
]

;
(4.47)

C ′ =
2C

r
− 2CA

r

+ 2CAr
[9
2

σ4 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [σ − 9/4](φ2 + χ2)
]

;
(4.48)

Cσ̈ = −1
2

Ċσ̇ + σ′′ + σ′

(

2
r

− C ′

2C

)

− 9Aσ3 − Aσ(φ2 + χ2); (4.49)

Cφ′′ =
C ′φ′

2
− 2φ′C

r
+

CA

2

[

4φ(φ2 + χ2) − 3φ2 + 6χ2 + 2σ2φ − 9
2

φ
]

; (4.50)
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Cχ′′ =
C ′χ′

2
− 2χ′C

r
+

CA

2

[

4χ(φ2 + χ2) + 6χφ + 2σ2χ − 9
2

χ
]

. (4.51)

Resolvemos as equações acima (4.47-4.51) submetidas às mesmas condições de contorno

(condições de soluções não singular e assintoticamente planas). Uma solução típica para

o coeficiente métrico é mostrada na figura (4.8). Da figura. 4.9, observamos que a massa

aumenta monotonicamente até atingir valores máximos (massa crítica) Mc ≈ 0, 1M2
P L/m,

após o que começa a diminuir. Esse comportamento é exatamente o mesmo para estrelas

de soliton oscilantes sem uma rede. Fisicamente, faz sentido porque nesta simulação, a

rede está fora da estrela, o que quer dizer que não há rede em sua superfície, ou dentro

da estrela, resultando nesse comportamento.

Figura 4.8: O coeficiente métrico A(r, t) e suas duas primeiras expansões A0 e A2, para o

campo central σ(0) = 0, 1.
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Figura 4.9: O perfil de massa para o "oscillaton"que tem rede de paredes de domínio

dentro como uma função da densidade Central σ(0). A massa aumenta até atingir um

ponto crítico em σc ≈ 1, 8, e Mc ≈ 0, 1M2
P L/m.

(a) Campo σ (b) Campo φ

(c) Campo χ

Figura 4.10: O primeiro estado excitado dos campos escalares σ, φ, e χ, em função de r
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4.3.2 Caso 2. Perturbações da concha da estrela

O foco deste caso é estudar pequenas perturbações aplicadas ao termo de superfície

(σ − 1
2
σ0)2 no potencial e a investigação do efeito que estas perturbações terão no perfil

de massa da estrela. Nós perturbamos a concha introduzindo o campo de perturbação η

no termo de superfície no potencial e fixamos o parâmetro σ0 ≈ 1, levando ao potencial

mostrado na equação (4.52). Evoluindo cuidadosamente o campo η em torno de σ0,

produz pequenas perturbações de concha em torno da rede, deslocando ligeiramente a

concha para capturar a rede dentro da estrela, ou deixando a rede fora da estrela. Aqui,

quando a superfície da estrela corresponde exatamente à rede, o termo superficial no

potencial desaparece ((σ − 1
2
η)2 ≈ 0); Baseado no conhecimento de que na superfície da

estrela σ ≈ 1
2
σ0. Assim, temos de igualar o termo de superfície na equação (4.52) a zero.

Isso gera três possibilidades:

I) A rede formando dentro da estrela (quando consideramos η ≈ 2),

II) Rede formando na superfície da estrela ((σ − 1
2
η)2 ≈ 0),

III) Rede formando fora da estrela(η ≈ 1
2
).

V =
1
2

σ2(σ − 1)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [(σ − 1
2

η)2 − 9
4

](φ2 + χ2) (4.52)

consideramos σ0 = 1.

I. Rede dentro da estrela (η ≈ 2)

Para a concha deslocada para além da rede (tendo a rede presa dentro da estrela),

perturbamos o sistema fixando o η ≈ 2, levando às seguintes equações de EKG

A′ = A
(1 − A

r

)

+ Ar
[

Cσ̇2 + σ′2 + φ′2 + χ′2
]

+ A2r
[1
2

σ2(σ − 1)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [(σ − 1)2 − 9/4](φ2 + χ2)
]

;
(4.53)

C ′ =
2C

r
− 2CA

r
+ 2CAr

[1
2

σ2(σ − 1)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2)
]

+ 2CAr
[

((σ − 1)2 − 9/4)(φ2 + χ2)
]

;

(4.54)
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Cσ̈ = −1
2

Ċσ̇ + σ′′ + σ′

(

2
r

− C ′

2C

)

− 1
2

A[σ(σ − 1)2 + σ2(σ − 1) + (σ − 1)(φ2 + χ2)];(4.55)

Cφ′′ =
C ′φ′

2
− 2φ′C

r
+

CA

2

[

4φ(φ2 + χ2) − 3(φ2 − χ2) + 2[(σ − 1)2 − 9/4]φ
]

; (4.56)

Cχ′′ =
C ′χ′

2
− 2χ′C

r
+

CA

2

[

4χ(φ2 + χ2) + 6χφ + 2[(σ − 1)2 − 9/4]χ
]

. (4.57)

Resolvemos agora o sistema de equações acima numericamente, passando pelo mesmo pro-

cesso como feito na seção anterior. Nós investigamos as representações gráficas resultantes

das simulações descritas acima. A Figura (4.11) mostra o gráfico de expansão da métrica

A(r, t). A convergência da série é significativa, independentemente da não-linearidade das

equações.

Figura 4.11: O coeficiente métrico A(r, t) e suas duas primeiras expansões A0 (linha

contínua) e A2 (linha pontilhada), para o campo central σ(0) = 0, 6.

A partir da figura (4.12), o perfil de massa neste caso revela um comportamento

diferente, comparado com a situação no primeiro caso. Aqui vemos que a massa sobe

monotonicamente a um máximo local ML ≈ 0.104M2
P L/m com uma densidade central

crítica de σc ≈ 1.982 e então começa a aumentar novamente. Parece que quand se perturba

a concha para capturar a rede dentro da estrela, estabiliza-se a estrela, impedindo assim

a estrela de colapso.
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Figura 4.12: O perfil de massa para a "oscillaton"tendo uma rede de paredes de domínios

dentro como uma função da densidade central σ(0), com máximo local em σc ≈ 1, 982,

ML ≈ 0, 104M2
P L/m.
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(a) Campo σ (b) Campo φ

(c) Campo χ

Figura 4.13: (a)O primeiro estado excitado do campo de acolhimento σ1 com alguns

valores de r, o campo tende a zero de acordo com a condição de contorno σ(r → ∞) → 0.

(b) O campo φ com alguns valores de r, o campo aumenta para um ponto e, em seguida,

começa a diminuir. (c) O campo χ com alguns valores de r.

II. Rede formando na superfície a estrela ((σ − 1
2
η)2 ≈ 0)

Como já foi apontado, para simular a possibilidade de ter a rede na superfície

da estrela, precisamos considerar a condição de que o termo de superfície no potencial é

aproximadamente zero, (σ − 1
2
η)2 ≈ 0. As equações de EKG são dadas por

A′ = A
(1 − A

r

)

+ Ar
[

Cσ̇2 + σ′2 + φ′2 + χ′2
]

+ A2r
[1
2

σ2(σ − 1)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) − 9
4

(φ2 + χ2)
]

;
(4.58)

C ′ =
2C

r
− 2CA

r
+ 2CAr

[1
2

σ2(σ − 1)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2)
]

− 2CAr
[9
4

(φ2 + χ2)
]

;
(4.59)
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Cσ̈ = −1
2

Ċσ̇ + σ′′ + σ′

(

2
r

− C ′

2C

)

− 1
2

A[σ(σ − 1)2 + σ2(σ − 1)]; (4.60)

Cφ′′ =
C ′φ′

2
− 2φ′C

r
+

CA

2

[

4φ(φ2 + χ2) − 3(φ2 − χ2) − 9
2

φ
]

; (4.61)

Cχ′′ =
C ′χ′

2
− 2χ′C

r
+

CA

2

[

4χ(φ2 + χ2) + 6χφ − 9
2

χ
]

. (4.62)

Seguindo as rotinas numéricas usuais, extraímos e discutimos os gráficos resultantes. Po-

demos ver na figura (4.14), uma função métrica radial típica A(r, t), para o caso de

densidade central de σ = 0, 4 é monstrada. A linha contínua mostra o primeiro termo

da expansão da série de Fourier, enquanto a linha pontilhada é o segundo termo. Esta

rápida convergência da série é típica de todas as configurações que calculamos.

Na figura (4.15) a massa M da estrela é plotada para alguns valores da densidade

central σ(0). Esta curva de massa é semelhante à configuração apresentada no primeiro

caso, com máximo local ML ≈ 0, 1M2
P L/m. Indica que, novamente a estrela é impedida de

colopso em um buraco negro devido à presença de rede em sua superfície. Encontramos

que em ambas as perturbações é conveniente ter a rede na superfície da estrela se quisermos

aumentar a vida útil da estrela.

A Figura (4.16) mostra o comportamento correspondente dos três campos escalares.

Esse comportamento é típico de todas as configurações que calculamos e está de acordo

com as condições de contorno.
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Figura 4.14: O coeficiente métrico A(r, t) e suas duas primeiras expansões A0 (linha

contínua) e A2 (linha contínua), para o campo central σ(0) = 0, 4, no caso de perturbações

da concha

Figura 4.15: O perfil de massa para a oscilação que tem uma rede de paredes de domínios

na superfície como uma função da densidade central σ(0), com máximo local em σc ≈

1.987, ML ≈ 0.1M2
P L/m. Isto é para o caso quando a perturbação é aplicada à concha da

estrela.
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(a) Campo σ (b) Campo φ

(c) Campo χ

Figura 4.16: O comportamento correspondente dos três campos escalares (σ, φ, χ) com

alguns valores de r

III. Rede fora da estrela (η ≈ 1
2
)

Finalmente, estudamos a possibilidade da rede estar fora da estrela sob este tipo de

perturbação. Como já mencionado, estamos trabalhando com η em torno do parâmetro

σ0 ≈ 1. Para simular a possibilidade da rede se formar fora da estrela, η tem que ser

menor que o parâmetro σ0 (η < 1). Para esse efeito, escolhemos η ≈ 1
2
. Isto produz as

seguintes equações de EKG
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A′ = A
(1 − A

r

)

+ Ar
[

Cσ̇2 + σ′2 + φ′2 + χ′2
]

+ A2r
[1
2

σ2(σ − 1)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2) + [(σ − 1/4)2 − 9/4](φ2 + χ2)
]

;

(4.63)

C ′ =
2C

r
− 2CA

r
+ 2CAr

[1
2

σ2(σ − 1)2 + (φ2 + χ2)2 − φ(φ2 − 3χ2)
]

+ CAr
[

((σ − 1/4)2 − 9/4)(φ2 + χ2)
]

;

(4.64)

Cσ̈ = −1
2

Ċσ̇ + σ′′ + σ′

(

2
r

− C ′

2C

)

− 1
2

A[σ(σ − 1)2 + σ2(σ − 1) + 2(σ − 1/4)(φ2 + χ2)];(4.65)

Cφ′′ =
C ′φ′

2
− 2φ′C

r
+

CA

2

[

4φ(φ2 + χ2) − 3(φ2 − χ2) + 2[(σ − 1/4)2 − 9/4]φ
]

; (4.66)

Cχ′′ =
C ′χ′

2
− 2χ′C

r
+

CA

2

[

4χ(φ2 + χ2) + 6χφ + 2[(σ − 1/4)2 − 9/4]χ
]

. (4.67)

Estes últimos conjuntos de equações também correspondem às rotinas numéricas

nas seções anteriores. Os resultados numéricos típicos para o coeficiente métrico do sis-

tema são mostrados na figura (4.17). Pode-se verificar que as condições de contorno

necessárias são satisfeitas.

O perfil de massa dos resultados numéricos para diferentes "oscillatons"em função

de σ(0) é mostrado na figura (4.18). O comportamento geral da massa é semelhante ao

perfil de massa no primeiro caso, ver figura (4.9). Podemos ver que neste caso há uma

massa máxima Mc ≃ 0.144M2
P L/m com σc(0) ≃ 3.0. Este valor crítico é importante, uma

vez que foi relatado que os oscilatons com valores centrais inferiores a σc(0) são estáveis

[11]. Em comparação, este caso apresenta um "oscillaton"com atraso de decaimento, isto

significa que sob esta perturbação a estrela ficou mais tempo antes de decair em um buraco

negro.
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Figura 4.17: O coeficiente métrico A(r, t) e suas duas primeiras expansões A0 (linha

contínua) e A2 (linha contínua), para o campo central σ(0) = 0, 01, no caso do concha

Perturbações

Figura 4.18: O perfil de massa para a "oscillaton"que tem uma rede de paredes de domínio

na superfície como uma função da densidade central σ(0), com máximo local em σc ≈ 3.0,

ML ≈ 0.144M2
P L/m. Isto é para o caso quando a perturbação é aplicada à concha da

estrela.

61



(a) Campo σ (b) Campo φ

(c) Campo χ

Figura 4.19: O comportamento correspondente dos três campos escalares (σ, φ, χ) com

alguns valores de r.
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Capítulo 5

Discussões e Conclusões

A aproximação mais simples para a solução das equações de Einstein-Klein-Gordon

acopladas com rede de paredes de domínio para um elemento de linha esfericamente simé-

trica foi apresentada. As soluções para equações de Einstein-Klein-Gordon que admitem

soluções solitônicas auto-gravitantes "oscillaton"têm sido estudadas por vários autores [10,

11, 42] — ver também rede de paredes de domínios [7, 12, 13]. Neste trabalho apresenta-

mos um modelo que suporta a formação de rede de paredes de domínios como "oscillatons".

Isso foi feito através da introdução de uma lagrangeana que contém três campos escalares

que são acoplados uns aos outros por um potencial. O potencial foi escolhido para forne-

cer a estrela de soliton oscilante um padrão esférico com uma rede de paredes de domínios

[13]. De acordo com os resultados [42], os "oscillatons"podem ser classificados em dois

grupos bem definidos, os de ramos S e U. Os oscilaton de ramo S são configurações de

equilíbrio estáveis, que oscilam de acordo com sua freqüência fundamental e intrínseca

(ω). O ramo U são configurações intrinsecamente instáveis. Uma manifestação da sua

natureza instável é que elas rapidamente colapsam em buracos negros se sua massa for

aumentada.

Neste trabalho foram utilizados dois tipos de perturbações para simular as três

possibilidades. Tendo a rede de paredes de domínio dentro da estrela, ou a rede formando

na superfície da estrela, ou a rede envolvida fora da estrela. Estes três cenários podem ser
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pensados como três possíveis experiências diferentes que um "oscillaton"pode percorrer na

evolução cosmológica. A seção (4.3.1) apresentou o primeiro caso em que consideramos

pequenas perturbações para todo o potencial do sistema. Isso foi possível trabalhando o

campo σ em torno do σ0 com a ajuda de uma perturbação de campo η. A próxima seção

apresentou o segundo caso em que perturbamos o termo de superfície no potencial, desen-

volvendo cuidadosamente o campo η em torno de σ0. Estas simulações são desafiadoras

devido à não linearidade das equações de Einstein-Klein-Gordon e também devido às ca-

racterísticas dinâmicas das estrelas de solitons oscilantes, sem configurações de equilíbrio

com componentes métricas estáticas. Neste trabalho truncamos o sistema de equações

após um máximo de j = jmax = 1. Embora não tenhamos provado analiticamente que

a série representa uma solução exata para as equações de Einstein-Klein-Gordon para o

sistema de três campos escalares, temos dado fortes indícios de que a série de fato converge

rapidamente, em ambos os casos (Figuras 4.2, 4.5 , 4,8, 4,11, 4,14, 4,17).

Como os principais objetivos deste trabalho são investigar o efeito da rede de

paredes de domínios sobre a estabilidade da estrela, investimos muito esforço no perfil de

massa de todas as configurações em ambas as perturbações. A partir disso, demonstramos

que a rede de paredes de domínios realmente afeta a estabilidade da estrela. As Figs. (4.6,

4.12 e 4.15) apresentam um comportamento diferente dos perfis de massa conhecidos nas

teorias (para as estrelas de soliton e boson). Podemos dizer que este objeto tem dois

ramos-S, o primeiro ramo-S é para a parte da estrela onde não há rede e o segundo ramo-

S pode estar relacionado à rede de paredes de domínios. Estes resultados levaram ao fato

de que a estrela se estabiliza quando a rede é formada na superfície da estrela em ambos

os casos, deslocando o ponto crítico ainda mais. A partir das simulações, podemos dizer

que é energeticamente favorável para a rede ser formada na superfície da estrela, ou seja,

a formação de rede na superfície da estrela pode ser um mecanismo cosmológico que pode

garantir a estabilidade de uma estrela de soliton oscilante. Além disso, vimos resultados

interessantes quando simulamos a possibilidade de ter a rede fora da estrela (Figs 4.9 e
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4.18). Descobrimos que seus perfis de massa são semelhantes aos da teoria. Eles têm dois

ramos separando a massa máxima. Isso fisicamente faz sentido, uma vez que a rede fora

da estrela pode ser interpretada como, nenhuma rede na estrela.

Para o nosso conhecimento esta é a primeira vez que estrelas de soliton oscilantes

com rede de paredes de domínios é estudado. Esta investigação levou à descoberta de

um novo tipo de objeto auto-gravitante e à existência deste novo objeto que poderá ter

implicações cosmológicas e astrofísicas significativas.

Observamos que neste trabalho todas as análises foram feitas sem a consideração

da temperatura, ou seja, não consideramos o efeito da temperatura na rede. O modelo

apresentado dá espaço para a inclusão de temperatura sob a forma de correções térmicas

que modificarão a lagrangeana. Esta questão e muitas outras serão abordadas num futuro

próximo.
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