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RESUMO

A cosmologia inflacionaria descreve uma fase durante a qual o nosso uni-
verso passou por expansao acelerada em um curto espaco de tempo. A in-
flacao soluciona os problemas do parametro de densidade nos dias atuais ser
aproximadamente igual a um, assim como o problema do horizonte.Nessa
fase, consideramos que nosso universo era governado por um potencial ge-
rado por um campo escalar inflaton. A cosmologia de brana inspira-se na
teoria de cordas descrevendo modelos cosmoldgicos em dimensoes extras. O
objetivo deste trabalho é estudar cosmologia de brana imersa em um espago
de Minkowski em 5d para investigar regimes de aceleragao do universo. Para
isso consideramos a aproximacao slow roll, analisamos o comportamento da
expancao acelerada do universo através do fator de escala e do campo escalar
governado por um potencial gerado pelo modelo.

Palavras Chaves: Expansao acelerada, campo escalar, potencial.



ABSTRACT

Inflationary cosmology describes a phase in which our Universe expanded
in an accelerated rate in a small amount of time. Inflation solves the problem
of the actual value of density parameter and the horizon problem. In such
phase we consider that our Universe were governed by a potential generated
by a scalar field the Inflation. Brane cosmology is inspired by string theory
describing cosmological models in extra dimensions. This work will study the
brane cosmology immersed in a Minkowski in 5d to investigate the Universe
acceleration. To do so we consider the slow roll approximation to the behavior
of accelerating Universe with the scale factor and scalar field governed by a
potential created by this model.

Key Words: accelerated expansion, scalar field, potential.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1915, Albert Einstein introduziu um novo modelo de Universo através
de suas equacoes, que sao governadas pela Relatividade Geral que descreve
a estrutura do espaco-tempo curvo. Entretanto, um ano apds ter divul-
gado as equagoes da Teoria da Relatividade Geral em sua forma final, estas
equacoes ainda nao tinham solucoes estaticas quando estudadas em escalas
cosmolégicas. Sendo assim, Finstein decidiu modificar sua teoria a fim de
chegar a uma solugao cosmoldgica estéatica, mas estavel, para isso, ele alterou
as equacoes de campo da Relatividade Geral e introduziu um termo chamado
constante cosmoldgica [8].

Em 1922, o russo Alexander Friedmann ao revisar os calculos de Einstein
encontrou um erro justamente na equacao que definia o Universo estatico

[15], entao ao corrigir os célculos constatou que a equagao original de Einstein



sobre gravitacao estava correta, e encontrou as solucoes cosmoldgicas para
estas equacoes.

Alguns anos apos a correcao de Friedmann, Edwin Hubble constatou
por meio de observacoes astronomicas que o universo sofre uma expansao,
confirmando a previsao da Teoria da Relatividade Geral. Hubble mostrou
que as galaxias mais proximas se afastam de nés com velocidades crescentes
com a distancia que nos separam delas. Além disso, em 1965 Penzias e Wilson
detectaram um elevado grau de isotropia da radiagdo césmica de fundo[20], e
prevista desde 1946 por Gamov el al, com uma temperatura de corpo negro
de 2,73 K.

Estas fortes evidéncias observacionais nos fazem acreditar que o Universo
surgiu a partir de um estado muito quente e denso chamado de Big Bang.
Entretanto, o modelo do big bang nao consegue resolver alguns problemas
cosmoldgicos, tais como o problema da planatura e o problema do horizonte
[12][23]. Deste modo, é necessario considerar uma fase na qual o universo
apresenta uma expansao acelerada muito rapido em curto periodo de tempo.
Esta fase é conhecida como inflacao e foi inicialmente proposta, em 1981, por
Guth [4].

Neste trabalho, o Universo é modelado por uma brana (uma parede de
dominios tridimensional imersa em cinco dimensdes) e sofre uma expansao
acelerada devido & presenga de um campo escalar [21][22] que preenche todo

0 espago e que é governado por um potencial induzido na brana devido a



colisoes de particulas com a mesma.

Esta dissertacao estd estruturada da seguinte forma: No capitulo 2, apre-
sentamos um modelo de dois campos escalares reais acoplados em (1+1)
dimensoes do espaco-tempo. Suas solugoes topolédgicas sao conhecidas como
kinks, que sao solugoes classicas das equacoes de movimento. Buscamos
solucgoes topoldgicas chamadas de Branas, que estao imersas em um espago-
tempo de Minkowski com (4+41) dimensoes. Essas branas possuem uma
tensao superficial associada a ela e podem ser usadas em varios contextos
que vao das baixas escalas de energia na matéria condensada até as altas es-
calas de energia na fisica de particulas, campos e cosmologia. Neste capitulo
mostramos que as estruturas internas geradas na brana podem afetar a ace-
leragao do universo, por meio da colisao elastica das particulas com a 3-brana

No capitulo 3, abordamos a Cosmologia na 3-Brana através da cons-
trucao da métrica de Friedmann-Robertson-Walker e das equacoes de Eins-
tein, visto que a partir delas conseguimos determinar as equagoes de Fried-
mann que descrevem um Univeso em expansao ou contragao [15], homogéneo
e isotropico dentro do contexto da Teoria da Relatividade Geral. Através da
primeira equacao de Friedmann encontramos também o parametro densidade
e o parametro de desaceleracao.

No capitulo 4, discutimos a Cosmologia Inflacionaria utilizando a teoria
de campo escalar em Cosmologia, ou seja, reescrevemos as equacoes de Fri-

edmann para um campo escalar ¢ com o objetivo de a partir dessas equacoes



encontrar o campo escalar que governa a fase inflacionaria do Universo. E
partindo dele conseguimos determinar o fator de escala a(t), o parametro de

desaceleragao ¢(t) e por fim o parametro densidade .



Capitulo 2

Modelo de Universo Acelerado
via 3-Brana

Um problema fisico atual, com importancia e relativamente intrigante é o
de como podemos modelar as observagoes da expansao acelerada do universo.
Como consequéncia, muitos autores procuram ampliar seus entendimentos de
alguns modelos com o objetivo de aprofundar-se em tais problemas. Uma
possibilidade muito interessante é a de associar os modelos que possuem a
aceleragao do universo e a energia escura ao cenario conhecido como “mundo
de branas”.

Considerando um cenario onde nosso universo possa ser como uma 3-
Brana envolvida em um espago-tempo de Minkowski com (4+1) dimensoes,
como originalmente tratado na literatura por [1][2]. Neste capitulo, iremos

mostrar como as estruturas internas podem afetar a aceleracao do universo,



através da colisao elastica de particulas massivas com as 3-Brana, pois elas
geram uma certa quantidade de estruturas internas no seu interior que evo-

luem com o tempo.

2.1 O Modelo

Consideramos o setor escalar bosonico de uma teoria de supergravidade

em Hd, e com isso encontramos via compactacao a seguinte lagrangeana:

. 1 1 W) aW(e) 1 1
€ 1£sug7‘a = _ZMSR(S) + GABau¢A8M¢B - ZLGAB 8@5"4 a¢B + wa(Qﬁ)Q

*

ou ainda,

R
2/;25” +Lg (2.1.1)

1
L=-7V9
(5)

Para se obter a formacao de paredes de dominio (3-Brana) dentro de
paredes, consideramos um modelo supersimétrico de dois campos reais in-

teragentes em (1+1) dimensdes gerando uma simetria Zo x Z [11][19][3],

descrito pela segunite lagrangeana:

1 1
L= 50,00"0 + 50,x0"x = V(é,X) (2.1.2)

Como o modelo é supersimétrico, o potencial pode ser dado em termos

de um superpotencial.

Vo= L (B0Y L () 219
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A forma mais geral do superpotencial é dada por:

W= \E — ag) + oy’ (21.4)

Substituindo (4) em (3), podemos reescrever o potencial da seguinte
forma:

1 1
Vg, x) = 5)\2@52 —a?®)? + (2u% + M) xE — NaPpux® + §u2x4 (2.1.5)

As equagoes de movimento sao,

oV
H _— =
0,0" ¢ + 9 0 (2.1.6)
oV
/J/ —_—
0,0"x + o 0 (2.1.7)

Como o sistema é supersimétrico, podemos investigar o problema usando o

formalismo de equacao de primeira ordem.

de

2 = Wo = A" —a®) + ux* (2.1.8)
dx

—W. =2 2.19

0. = Wo = 2uox (2.1.9)

As solucgoes das equagoes de primeira ordem sao também conhecidas como
BPS [3].

Tipo I

¢ = —atanh(\ar) (2.1.10)



Tipo II

¢ = —atanh(2par) (2.1.11)

X = j:a\/% — 2sec h(2uar)

Onde, r é 1/5 da coordenada tranversal da 3-Brana em 3d.

O primeiro par de solucoes representa uma 3-Brana sem estrutura, di-
ferentemente do segundo par de solugoes que representa uma 3-Brana com
estrutura interna. Todavia para este cenario ambas as configuracoes do sis-

tema apresentam a mesma energia de Bogomol‘'nyi Ep = (4/3)\ a3.

Figura 2.1: Perfil dos kinks que descrevem a 3-brana.

Quando os kinks estao imersos em duas ou mais dimensoes eles sao cha-
mados 3-Brana ou parades de dominio [6] e suas energias se transformam

em densidades de energia. A figura 2.1 representa um kink, onde o centro



escolhido foi ¢ = 0, regiao na qual a densidade de energia é maxima, ou seja,

quando ¢ &~ 0 o campo Y tende ao seu valor maximo.

2.2 Equacao de Schrodinger para flutuacoes

Em algumas situacoes envolvendo campo escalar faz-se necessario o es-
tudo da estabilidade linear das solucoes estaticas das equagoes de movimento.
Nesta secao buscamos analisar o comportamento dessas solugoes no cenario
idealizado por [2], neste contexto, as flutuagdes quanticas (particulas massi-
vas) colidem com a 3-Brana em 3d.

Consideramos pequenas perturbacoes em torno das solugoes dos campos

o e x.

X=X+¢ (2.2.12)

<
|
<

A nova equacao de movimento que descreve estes novos campos é obtida

por meio da expansao das equagoes de movimento originais para ¢ e x.
DO"E+ Vi =0 (2.2.13)

Considerando o seguinte Ansatz para uma 3-Brana se propagando ao

longo do eixo (x,y,z).

£ = E(r)e W RaT T Ryy e (2.2.14)



Onde,
w? = k2 +k+ k2 +m2 (2.2.15)

Substituindo (2.2.13) na equagao (2.2.14), encontramos a equagao de

Schrodinger para as flutuacoes.
—O2E(r) + [~w? + K2+ K2+ E2E(r) + Vi &(r) = 0 (2.2.16)

Vamos considerar o potencial de Schrodinger para as solugoes tipo II,
visto que ela representa uma 3-Brana com estrutura interna. Fazendo uso da

equagao (2.1.5) e das solugoes tipo II (2.1.11), temos:
2 A 2
Urr(r) = —my (4 — ;) sec h*(2upar) (2.2.17)

Onde m, ¢é a massa das particulas devido as excitagoes elementares do

campo x.
2.3 3-Brana em expansao

Analisamos como as 3-branas se expandem ao longo de suas diregoes
quando as y-particulas colidem sobre ela. Para isso consideramos a proba-
bilidade de reflexao através do coeficiente de reflexao para calcular a taxa
de tranferéncia de momento das particulas para a brana. O coeficiente de

reflexdo [5] para potenciais (2.2.17) possui a seguinte forma:

cos?(54/17 — +5)

R= (2.3.18)

sinh®(755%) + cos?(24/17 — )
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Onde N=4/pu/A é o nimero de estruturas que se formam no interior da
brana que tem largura 6 = 1/Aa e K, = 27/)\ que é a componente da pro-

pagacao de ondas associado ao volume das y-particulas. E A é o comprimento

de ondas das y-particulas.

O comportamento do coeficiente de reflexao pode também ser visto como

uma funcao da quantidade de movimento da colisao das particulas com a

3-brana como mostra a figura abaixo.

Figura 2.2: Coeficiente de reflexao em funcao do niimero de y-particulas que
colidem na 3-brana
Desta forma as 3-Branas irao se deslocar ao longo da coordenada r trans-

versal devido as colisoes elasticas como uma fungao de R, onde a forca trans-

versal nas 3-branas é dada por:

F, = Myai(t) 2 KR (2.3.19)

Onde K depende da densidade de colisao das particulas e seus momentos.
Adotando a aproximacao de N>>1 temos, cos®(%,/17 — %) ~ 1 tal que

podemos reescrever a coeficiente de reflexao como sendo sec h?(£(t)). Sendo

11



assim, a equagao (2.3.19) se torna:
Myai(t) = K sec h*(£(t)) (2.3.20)

Integrando a equacgao (2.3.20) encontramos r(t) que representa a posigao

da brana.
r(t) = (K/Myan)xo In[cosh(£(t))] (2.3.21)

Para encontramos o potencial U que governa a dinamica da 3-brana,
usamos a Lei de Newton, ou seja, admitimos um regime nao-relativistico.
Ou seja,

. aUu
Myanf(t) + = 0 (2.3.22)

Considerando a solugao r(t) e assumindo, por simplicidade que Noc ¢

o> 1, podemos reescrever a reflectancia como sendo,
R(t) = ¢ 2r/rok (2.3.23)
Logo,

Moyqui(t) = e~ 2r/rok (2.3.24)

Substituindo (2.3.25) em (2.3.22), obtemos:

dU

Ke 2/mok = — 2.3.25
‘ dr ( )

Integrando a equagio (2.3.26), encontramos:

1 2

U(r) = §T0K6T0K +C (2.3.26)

12



Em outras palavras, podemos dizer que a energia total é dada por:
1 .9
E = §Mwallr + U (2327)

No mundo brana as particulas conhecidas estao confinadas na 3-brana
embebida em um espaco de dimensao maior. Em nosso caso consideramos
uma 3-brana envolvida em um espago de 5d de Minkowski [1][2], como mostra

a figura abaixo.

f(@—> ] ] e
g— i
((o—> (o
((— (=
((— A(s) (- A(s)
5d
n
—0) «—8)
@) | 3-brana “~9)
—9)
""""" ’ —9)
5d Ed

Figura 2.3: 3-brana imersa em um espaco 5d de Minkowski

Através do modelo proposto por [2] podemos recuperar aproximadamente
a densidade de energia da 3-brana que também pode ser encontrada através
das equacaoes de Friedmann para teoria de campos como mostraremos no
capitulo 4. Para isto, vamos considerar a energia dada pela aquegao (2.3.28)
e a constante na 3-brana.

Para encontrarmos a densidade de energia da 3-brana, dividimos a equagao

13



(2.3.28) por Az que ¢ a drea da 3-brana, ou seja,

E o 1 Mwall .9 U

_ P 92.3.98
Ap) 2 Ag A ( )

Sabendo que a densidade de energia na 3-brana depende da quantidade

de energia armazenada por unidade de volume, ou seja,

E
wall — 2.3.2
Pwall A(g) ( 3 9)

Observando a figura 2.2 percebemos ainda que a tensao na brana T,y
¢é diretamente proporcional a quantidade de particulas que colidem em um

certo volume. Logo,

M
Twai = — 2.3.30
= (2.3.30)
Temos ainda que:
U
Vir)=— 2.3.31
"= (2331)

Portanto, substituindo as equagoes (2.3.29), (2.3.30) e (2.3.31) na equacao

(2.3.28), obtemos:
1 .9
Pwall = éTwallT + V(r) (2.3.32)
Admitindo que /Tyayr(t) «— ¢(t), temos:
1.5
Pwall = §<Z5 + V(o) (2.3.33)

Onde T4 é a tensao da 3-brana e ¢ = ¢(t) é denominado inflaton.

14



Capitulo 3

Cosmologia Padrao

A Cosmologia estuda a dinamica da estrutura do Universo em larga es-
cala [13][12]. Logo dentre as forgas fundamentais que existem na natureza,
observamos que em larga escala a forga gravitacional é responsavel pela in-
teracao predominante no Universo. Portanto a Relatividade Geral é utilizada
como a teoria fundamental para o estudo da Cosmologia. Em larga escala, o
Universo apresenta-se homogéneo e isotrépico [17], isto porque, para valores
de escala na ordem maior do que 100 Mpc !, as observacoes indicam que a
distribuicao de matéria no Universo é homogénea e isotropica.

Neste capitulo abordamos as bases da cosmologia padrao, que surgiu com
o advento da Teoria da Relatividade Geral de Einstein. O pressuposto bésico

de toda cosmologia padrao é o principio cosmoldgico, que em larga escala

!Distancia que uma estrela deve estar para que a paralaxe anual seja igual a 1 arco.
Um parsec equivale a 3,26 anos-luz, ou cerca de 30,9 trilhoes de quilometros

15



considera o Universo como sendo Homogéneo e isotrépico. Sendo assim,
este principio desempenha um papel fundamental no modelo de Friedmann-
Robertson-Walker, tendo em vista que sua métrica descreve a homogeneidade

e isotropia do espaco.

3.1 Meétrica de Friedmann-Robertson-Walker

O principio cosmoldgico admite que o Universo é homogéneo e isotrépico
em largas escalas. Este principio foi enunciado em 1933 pelo astrofisico
britanico Edward Arthur Milne segundo o qual diferentes observadores, que
estejam participando da expansao cosmologica, devem ter a mesma inter-
pretacao sobre as propriedades do Universo. Sua confirmacgao, depois da
acidental descoberta da radiacao césmica de fundo, por Arno Penzias e Ro-
bert Wilson, em 1965, fez desse principio o ponto chave na elaboracao do
modelo cosmoldgico padrao [12].

Como o Universo se apresenta homogéneo e isotropico na distribuicao
de matéria, é de se esperar que o espago-tempo também seja homogéneo e
isotropico. Logo, a homogeneidade indica que a métrica é invariante por
translacoes e a isotropia justifica que em torno de qualquer ponto do espaco,
a métrica é invariante por rotagoes.

Num espago tridimensional homogénio e isotropico existem seis vetores
de Killing, ou seja, trés de translacao e trés de rotagao que geram espacos

com simetria maxima. Neste espaco o tensor de Riemann pode ser escrito

16



na seguinte forma:

(S)Rijkl = K(varyji — YaYik) (3.1.1)
Logo,
di* = ~;;dx' da? (3.1.2)

Portanto, sabemos que existe um sistema de coordenadas (r,0,¢) adapta-
das a simétria esférica em qualquer elemento de linha do espaco 3d se escreve

a métrica da seguntie maneira:

di* = X dr® 4 r2do* + r? sin® d¢? (3.1.3)

Sendo A(r) uma func¢ao desconhecida, que pode ser determinada usando-
se o tensor de Riemann.

Para isto, vamos contrair os dois primeiros indices da equagao (3.1.1).

@ RLy = K (8 — 6170) (3.1.4)
DRy = K3(v; — 1) (3.1.5)
DRy = 2K (3.1.6)

17



Portanto, através do calculo do tensor de Ricci para a métrica (3.1.3),

obtemos os seguintes valores:

/\‘
Rll - — (317)
r
1 3 _)\ _A
Rgg =1+ 5)\ re — € (318)
R33 = SiIl2 9R22 (319)

Substituindo (3.1.7), (3.1.8) e (3.1.9) na equagao (3.1.6), encontramos

duas equagoes independentes.
e =—kr*+ A (3.1.10)

A ].

¢ T 1 k2

(3.1.11)

Assim a métrica de um espago 3d homogénio e isotrépico tem a seguinte

forma:

di?

=0 dr® + r*df* + r? sin® 0d¢? (3.1.12)

A equacao acima representa a distancia espacial prépria entre eventos
simultaneos, onde k é a constante de curvatura do espaco.

Para observadores co-méveis distribuidos nesse espaco 3d, com velocidade
média de matérial local nula, a linha de Universo desses observadores deve ser
ortogonal ao espaco 3d, homogénea e isotropica, o que induz que a parte es-

pacial do tensor métrico evolua por meio de uma func¢ao universal do tempo,
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de modo que considerando o Principio Cosmolégico, a métrica de Friedmann-
Robertson-Walker que descreve um Universo homogénio e isotropico em ex-

pansao é:

1
ds* = —dt* + a*(t) 1_—Wd7"2 + 1r2dH* + r*sin® Odp? (3.1.13)

Na métrica de FRW a(t) representa o fator de escala que estd relacionado
com a taxa de expansao do Universo, ou seja, ¢ utilizado para descrever
a evolucao de distancias espaciais e k como ja foi dito anteriormente é a
constante de curvatura do espago que pode assumir valores -1, 0, 1 de acordo

com a curvatura do espaco a que esta submetida.

3.2 Equacoes de Friedmann

As equacgoes de Friedmann formam um conjunto de equagbes em cos-
mologia fisica que governam a expansao métrica do espaco em modelos ho-
mogéneos e isotrépicos do Universo dentro do contexto da Teoria da Relati-
vidade Geral [14]. Assim, um modelo cosmolégico correspondente a solugoes
das equacoes de campo de Einstein para um fluido perfeito e que reproduzem
as principais caracteristicas do Universo.

Desta maneira, a cosmoldgia relativistica tem sua prépria base formada
em trés hipdteses:

I - O principio cosmolégico, dado pelo elemento de linha de Robertson-
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Walker.

ds* = —dt* + a*(t) dr? + r2df? 4 r? sin? Od > (3.2.14)

1 — kr?
IT - O postulado de Weyl, que introduz o fluido perfeito, cujo tensor

energia-momento ¢ dado por:
" = (p+p)UuUs + DGy (3.2.15)
IIT - A equagao de Eisntein com constante cosmoldgica.
G = 81T, (3.2.16)
Onde G, representa o tensor de Einstein dado por:
1
Gul/ = Rp,u - §Rgp,u (3217)

Com o objetivo de encontrar as componentes do tensor de Einstein G, ,
faz-se necessario determinar inicialmente as componentes do tensor de Ricci
R, o escalar de curvatura R e por fim determinar as componentes do tensor
energia-momentum.

Pelo principico cosmoldgico a métrica é diagonal por construcao e suas

componentes nao nulas do tensor energia-momentum sao dadas por:

Too = (p + p)UsUs — pgoo (3.2.18)

Too = (p + ) 90U Uy — pgoo (3.2.19)
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Too = (p + P) 900U Us — pgoo (3.2.20)

To=p+p—0p (3.2.21)
Too = p (3.2.22)
e
T = (p+ p)U:U; — pgs; (3.2.23)
Ti = (p+ p)gaU"U; — pgss (3.2.24)
Tii = —pgii (3.2.25)

Sabendo que U;U; = 0, temos que 111 = —pgi1, Too = —pgas € T33 =

—pgs3. Logo, de acordo com a métrica (3.2.14), obtemos:

1 0 0 0
0 =% 0 0
Iwr="10 0 —a? 0
0 0 0 —a?r?sin® 6
Sendo assim,
p 0 0 0
10 peEs 0 0
Tiw = 2,.2
0 0 pa“r 0
0 0 0  pa’r?sin®é

Para obtermos o tensor de Einstein, calculamos o tensor de Ricci que é

obtido a partir da contracao do tensor de Riemann, dado por:
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ort GG
— ap ay
108 = gpr ~ ozp T Lmlas ~ Insley (3.2.26)

E os coeficientes da conexao sdo:

e L (% L 09 _ a%ﬁ) (3.2.27)

ab 9 oxP Oz oxv

I, =T%, (3.2.28)

Substituindo (3.2.27) em (3.2.26) obtemos tensor Riemann, e por sua vez

fazendo a contragao desde tensor temos que os tensores de Ricci sao:

Roo = —3% (3.2.29)
ai + 242 + 2k
= -——— .2.
Ry = == (3.2:30)
Rog = r*(ai + 24° + 2k) (3.2.31)
Rss = r?sin’ O(ad + 2a* + 2k) (3.2.32)

Como o escalar de curvatura é obtido através da contragao do tensor de

Ricci

R=g¢"R,, (3.2.33)
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Substituindo as equagoes (3.2.29), (3.2.30), (3.2.31) e (3.2.32) na equagao

(3.2.33), encontramos o valor do escalar de curvatura.
a a®> k
R=—-6|-4+—=+— 3.2.34
LL N a? * aQ} ( )
Com as informagoes obtidas é possivel calcular o tensor de Eisntein G,

cujas componentes nao nulas sao Gy e G11. Assim,
a ok

1 —kr?

Gy = { ] (2da + a* + k) (3.2.36)

Da equacao (3.2.16) que representa as equagoes de Einstein a componente

Go sera dada por:
GOO = 87TT00 (3237)

Lembrando que a primeira componente Tyg do tensor energia-momentum

representa a densidade de energia do fluido iremos ter o seguinte,
Goo = 87Tp (3238)

Igualando as equagdes (3.2.38) e (3.2.35) vamos obter a primeira equagao

de Friedmann.

a2 ok
3 (? + ﬁ) = 8mp (3.2.39)
o (T 8 K (3.2.40)
~\a/) 3 a? o



Ja para a segunda equacao de Friedmann, usamos a componente G1; das

equacoes de Einstein.

Gll = 87TT11

(3.2.41)

Sabemos que a componente 77, do tensor energia-momentum é repre-

sentada por Tj; = pgy;. Portanto substituindo 77; e a equagao (3.2.36) na

equagao (3.2.41), encontramos:

2

-1 . .9 B pa
L — er} (2da + a° + k) = 8w L - er}

2ia + a* + k = 8mpa®

.o .2 k
- + a_ +— = —8mp
a a? a2

Substituindo a equagao (3.2.39) na equagao (3.2.44), teremos:

58
2% + P = —87p
a 3

8mp

2— = —8mp — —
T3

a —12mp Amwp
a 3 3

—Ar
o =3 Bp+p)

(3.2.42)
(3.2.43)

(3.2.44)

(3.2.45)
(3.2.46)
(3.2.47)

(3.2.48)

A equagao (3.2.48) representa a segunda equacao de Friedmann e indica

a taxa de aceleracao com que o Universo se expande em funcao da densidade

de méteria e da pressao do fluido cédsmico [21][22][23] relacionadas com o

fator de escala de expansao do Universo. Para d > 0 podemos verificar que

o Universo sofre uma expansao acelerada.
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3.2.1 Parametro densidade

Usando a primeira equagao de Friedmann, temos que:

8rCG k2
H?>= ") — 3.2.49
3 a? ( )

Onde a densidade é dada em termos da densidade de radiagao, matéria
e da constante cosmoldgica respectivamente p = pr + par + pa que sao tres

fontes responsaveis pela evolugao do Universo.

_ o

PR = a4 (3250)
o =2 (3.2.51)
a
_ A (3.2.52)
e s

Para um dado valor do parametro de Hubble H, existe um valor especial
de densidade que seria necessaria a fim de fazer a geometria do universo
plana, £ = 0. Isto é conhecido como o valor de densidade critica p. [16][17],

dado por:

3K
Pe = G

(3.2.53)

A densidade critica nao é necessariamente a verdadeira densidade do uni-
Verso, uma vez que o universo nao precisa ser plano. No entanto, ele define
uma escala natural do universo, e a partir do seu valor inferimos se o universo

é fechado, aberto ou plano.
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Ao invés de obter diretamente a densidade do Universo, é muitas vezes 1til
citar seu valor em termos da densidade critica. Esta quantidade adimensional

¢é conhecida como parametro densidade,

o=~ (3.2.54)

Podemos ainda escrever o parametro densidade da seguinte forma:

Q=Qy+Qr+ Q4 (3255)
Q=DM PR LA (3.2.56)
Pe P P

Substituindo as equagoes (3.2.53) e (3.2.54) na equagao (3.2.49), encon-

tramos:
]{?2

H? = ?WQ -5 (3.2.57)

k,2
H? = H*Q — — (3.2.58)

a

]{?2
H*(Q—1) = = (3.2.59)

]{32

N—-1= YT (3.2.60)

Lembrando que H* = a*/a?

2
O_1-_" (3.2.61)

a’a?/a?
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Q=1 K

=1+ = (3.2.62)
Desta maneira temos que para um universo plano p = p., logo 2 =1 e

k = 0. Quando temos um universo fechado (geometria esférica) k > 0, p > p.

e Q > 1. J4 para um universo aberto (geometria hiperbdlica) k < 0, logo a

equagao (3.2.62) nos diz que p < p. e Q < 1 [16][17].
3.2.2 Parametro de desaceleracao

Um parametro importante que nos auxilia no entendimento do processo
de expansao do universo é o parametro de desaceleracao ¢(t) [18], ou seja,
uma maneira alternativa de descrever o seu estado de expansao do universo

consiste em utiliza-lo.

q(t) = % (%) -1 (3.2.63)
q(t) = —% (3.2.64)

O parametro de desaceleracao ¢(t) é um indicador da taxa de expansao
do Universo, ou seja, o valor de ¢(t), assim como o de 2 determinam o futuro
da expansao [12]. Dessa forma, se ¢ < 0, a expansao do Universo é acelerada,

porém se ¢ > 0 indica uma fase desacelerada.
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Capitulo 4

Cosmologia Inflacionaria na
3-Brana

O Big Bang ¢ a mais aceita e bem sucedida teoria dentre as outras acerca
da origem do Universo. Esse modelo descreve a evolucao do Universo desde os
primeiros centésimos de segundos até os dias de hoje, além disso, acredita-
se que o Universo originou-se hé aproximadamente 13,7 bilhoes de anos,
a partir de uma singularidade. Porém, o Big Bang nao consegue explicar
diversos problemas tais como, o parametro densidade €2 &~ 1 e o problema do
horizonte.

Para tentar resolver esses problema foi necessario o surgimento de uma
fase inflacionéaria que pode ser estudada de diversas forma, dentre elas exite
algumas mais atuais que utilizam a Cosmologia e a Teoria de Campo para
explicar tal fase. Neste capitulo utilizamos a teoria de campos para explicar

a fase inflacionaria do Universo, que consegue solucionar varios os problemas.
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Nessa fase, consideramos que nosso universo era governado por um potencial

gerado por um campo escalar inflaton.

4.1 Teoria de Campo Escalar em Cosmologia

Em 1981 A. Guth propos em seu modelo que a inflagdo nao teria fim, e
isto faria com que o Universo continuasse em um eterno processo de expansao
acelerada [4]. Todavia em 1982, A, Linde criou um novo cendrio conhecido
como nova inflagao ou inflagao cadtica [12], que prevé que o Universo deve ser
essencialmente plano, uma vez que a densidade da matéria em um Universo
plano esta diretamente relacionada com a sua taxa de expansao.

A principal ideia de todos os modelos inflacionarios com campo escalar
¢é considerar que a energia do Universo primitivo tenha sido dominada pela
energia potencial dos campos escalares. Entretanto para incluir estes campos
nas equacoes de Friedmann, com o objetivo de gerar modelos cosmolégicos
que consigam explicar a fase inflacionaria do Universo devemos utilizar o

tensor energia-momentum para o campo escalar definido por:

S

_ = _ Sk
! = 500~ L (4.1.1)

Para um campo escalar real,
Ty = 0,60,6 — 1L (4.12)
Onde a lagrangeana sera:
L= —% PO p — V() (4.1.3)
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Substituindo a equacao (4.1.3) na equagao (4.1.2) podemos encontrar a

componente Ty do tensor energia-momentum.

Too = B0 — %gooaogba% — g0V (@) (4.1.4)
Too = 306+ 50060°0 + V(0) (4.15)
Too = (006)" + 500000006 + V(6) (4.1.6)
Too = ¢* — %gf? + V() (4.1.7)

Too = %& + V(o) (4.1.8)

Vimos no capitulo anterior que a componente Ty = p, logo comparando

com a equagao (4.1.8) obtemos:

p= 58+ V() (4.1.9)

Efetuando os mesmos procedimentos sé que agora para a componente Ty,

temos:

T11 = 61¢81¢ + 911£ (4110)
Ty = 0,606 — V(9) (4.1.11)
Ty = 500 — V() (4.1.12)

30



Lembrando que a componente 77; = p, encontramos:

p= §¢52 — V(o) (4.1.13)

Como sabemos a dinamica do Universo na presenca de um campo escalar
¢ pode ser obtido a partir das equacoes de Friedmann. Portanto, voltando
a nossa atengao para as equagoes de Friedmann (3.2.40) e (3.2.48) nas quais
iremos substituir as equagoes (4.1.9) e (4.1.13) que correspondem respec-
tivamente a densidade de energia e a pressao, para conseguirmos obter as

expressoes em funcao do campo escalar.

a\®> 8rG[1, k
(5) == [§¢2 + V(¢):| -= (4.1.14)
E para a segunda equacao de Friedmann, temos:
a —4rG 1. 1.
G ] s [eeve])
a —8nG ..
e L)) (1.1.16)

Consideramos a equacao da conservagao da energia para a métrica de
Friedmann-Robertson-Walker para um fluido perfeito que pode ser obtida

através do tensor energia-momentum:

p= —3g(p+p) (4.1.17)

Substituindo as equagoes (4.1.9) e (4.1.13) na equagao (4.1.17), obtemos

a seguinte expressao:

4 s rve] {3 v+ [5e-ve]} @i
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¢¢+ 5 ¢+3 gb =0 (4.1.19)

¢

Dividindo (4.1.19) por ¢

)%
é+3° ¢+a¢ 0 (4.1.20)

Definindo o parametro de Hubble H = a/a que representa a taxa relativa
de crescimento do Universo, e considerando que o campo escalar ¢ ¢ inicial-
mente homogéneo[13][23], todas as suas derivadas serdo praticamente nulas.

Logo a equacgao (4.1.20) que representa a equacao de movimento resulta.

é+3Ho + a\; 0 (4.1.21)

Onde a equagao (4.1.21) é quem governa a dinamica do inflaton.
Dentre os véarios modelos de inflacao, destaca-se o tipo rolagem lenta, no
qual o potencial deve ser muito maior que a energia cinética, de modo que

ele seja aproximadamente constante.
1.5
V() >> §¢ (4.1.22)

Desta forma as equagoes (4.1.9) e (4.1.13) podem ser reescritas respecti-

vamente como:

P~ V() (4.1.23)

p~ =V (o) (4.1.24)
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Essas condicoes juntas sdo conhecidas como aproximacio slow-roll, ¢ ~
constante e ¢ ~ 0 [10][12][21][22] e garantem que se o potencial for plano
o bastante o campo ¢ rolara lentamente. Levando em consideracao todas
essas informacoes, o campo ¢ ird produzir inflacao e por isso é chamado de
inflaton|[23].

Como a segunda derivada temporal ¢ é pequena, poderd ser ingnorada,
ou seja, gzﬁ << 3H q'b, sendo assim a equacao de movimento para ¢ se torna
3H¢) = V(¢). Nesta caso a equacio de Friedmann (4.1.14) poder ser reescrita

para k = 0 (Universo plano), como

H? = %V(gb) (4.1.25)

Ja a equagao de movimento (4.1.21) fica

3H ~ % (4.1.26)

Através da equagao de Friedmann (4.1.25) podemos determinar o fator
de escala a(t) que nos fornece as informagoes importantes sobre a expansao

do Universo para um potencial aproximadamente constante.

N 2
a TGV,
=z - 4.1.27
() =5 (11.27)
a TGV,
- = 4.1.2
=\ 3 (4.1.28)
1da TGV,
- = 4.1.2
a dt 3 ( 9)
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1 8rG'V,
—da = 4.1.
/ ~da / s (4.1.30)

Integrando (4.1.30) teremos:

(4.1.31)

a(t) = eV T (4.1.32)

4.2 Modelo de Campo Escalar na Brana

Neste trabalho encontramos no capitulo 1 a densidade de energia poten-

cial dada em termos do campo escalar real ¢, que possui a seguinte forma,

1
V(r) = 5 goke /" (4.2.33)

09 |
024 |
0,7

0,6

0.4+
0,3
0,24

IR

Figura 4.1: Densidade de energia potencial em funcao do tempo

34



Substituindo a equacdo (4.2.33) na equacao de Friedmann para um Uni-

verso homogéneo contendo o campo escalar, vamos obter

H? = ?V(@ (4.2.34)
H = \/ %}Y \/ %gboke—%/‘f’ok (4.2.35)

Substituindo a equagao (4.2.35) na equagao que governa a evolugao do

campor escalar, temos:

3H + g—‘; =0 (4.2.36)

8rG |1 -
3\/% \/Eeﬁoke‘%/%% — e 2%k — (4.2.37)

. 1 2
¢ = e 2%k 247G/ {égf)oke—%/%k} (4.2.38)
1 1/2

6—2¢/¢ok[247TG]1/2 [igboke—?(ﬁ/%k} do = dt (4.2.39)
20/%0F — [12nGpk®] 12 (4.2.40)

26 t?
20— 4.2.41
dok (127G¢3k3> (4.241)
o(t) = Dok t (4.2.42)

— 2 M\ 127Grk3 -
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Definimos 87! = 12nG¢3k?
Portanto o campo escalar ¢ que gera o potencial, e que por sua vez governa

a fase inflacionéaria sera

ki
o(t) %m(ﬂt?) (4.2.43)
D,j—-
I:I- I T I I I 1
1 0.2 12 14 16 18 20
05
5
_1,5_-
5

Figura 4.2: Evolugao do campo escalar ¢ em funcao do tempo t.

Através da equacao de Friedmann podemos ainda determinar o fator de
escala, para isto, vamos substituir a equagao (4.2.43) na equagao (4.2.35)

para determinar o valor de a(t) associado a este campo ¢

[4 0F 1n g2
7TG\/ dokear (5 1m5) (4.2.44)




“1 e 1
—da = —_— = 424
\/ag a/da / 3 (bOkB t2 dt ( 5>

InL = 4Gk Int (4.2.46)
Qo
Fazendo, b = 47Gk?
a 2
In — = bopok“Int (4.2.47)
Qo
a(t) = agt™® (4.2.48)

Construindo o grafico, obtemos o seguinte comportamento do fator de
escala do Universo em fungao do tempo.

Ap6s determinamos o fator de escala variando no tempo como mostra a
equacgao (4.2.48), podemos aplicar este resultaod e encontrar o parametro de
desaceleragao ¢(t). Logo realizando as respectivas derivadas do fator de escala
e substituindo na equagao (3.2.64) encontramos o parametro de desaceleragao

dado por:

aot? [aghgd (b2 — 1)t495-2]
(aob¢%tb¢g—1)2

q(t) =

(4.2.49)

0

(4.2.50)

Construindo o gréfico, obtemos o seguinte comportamento do parametro

de desaceleracao em funcao do tempo.
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Figura 4.3: Evolucao do fator de escala a(t) em fungao do tempo t.

Utilizando o fator de escala a(t) podemos obter também o parametro
densidade através da equacgao (3.2.62).

/{32

(4.2.51)

Como ag, b e ¢y sao constantes podemos concluir que o parametro den-

sidade depende apenas do tempo.
Qo< 1+ ket 20D (4.2.52)

Onde, a = bt e ¢ = 1/a2b*¢j. Lembrando que neste trabalho esta-

mos consideramos um modelo de Universo plano, temos que k = 1. Logo,
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0,5 1 Hl 2 25 3

-0,3+

-0,4

-0,54

-0,64]

-0,74

-0,2+

Figura 4.4: Parametro de desaceleracao em func¢ao do tempo t.
podemos reescrever (4.2.52) da seguinte forma,
Qoc 1+t e (4.2.53)

Fazendo a2b?¢3 > 0 implica em dizer que ¢ &~ 0 ct~2@~) ~ 0, logo Q ~ 1.
Podemos concluir entao que temos um modelo de Universo plano, o que

resolve o problema de planatura do universo.
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Capitulo 5

Conclusao

Nas ultimas décadas as aplicagoes em cenarios de mundo-brana tem re-
cebido considerdvel atengao, e alguns trabalhos [1][2] tem utilizado modelos
com a interacao de dois campos escalares reais, que sao usados para descre-
ver a separacao das branas, que podem ser naturalmente incorporadas tem
teorias supersimetricas.

Neste tabalho, encontramos nosso proprio potencial a partir da tensao
na brana [2]. E através das equagoes de Friedmann para a teoria de campo
escalar, consideramos a aproximacao slow roll e verificamos que o comporta-
mento do campo escalar ¢ e do fator de escala a(t) satisfazem o modelo de
Eisntein-de Sitter ou modelo padrao, visto que escolhemos o parametro de
curvatura k como sendo igual a zero. Desta forma, as equagoes de Friedmann
nos forneceram resultados para a época atual com curvatura nula, ou seja,

um modelo de Universo plano como ficou comprovado através da obtencao
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do nosso parametro densidade.
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Capitulo 6

Apeéendice

6.1 Meétrica de Friedmann-Roberton-Walker

A geometria desenvolvida por Bernhard Riemann em 1854 [] sugeria que
o Universo deveria possuir uma geometria curva. Desta maneira, poderiamos
viajar ao longo de uma geodésica de uma hiperficie tridimensional do espaco

quadri-dimensional. Onde nesse espaco o tensor de Riemann era definido

port,

® Riji = K vy — Yarvin) (6.1.1)
E sua métrica possui a seguinte forma,
di* = ~;;da’ da? (6.1.2)
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Portanto, no sistema de coordenadas esféricas, para uma espagco 3d, tere-

mos:
di* = exp*") dr? + r2d6* + r? sin? d¢? (6.1.3)

Sendo A(r) uma fungao desconhecida, que pode ser determinada usando-
se o tensor de Riemann.

Para isto, vamos contrair os dois primeiros indices da equagao (3.1.1).

@Ry = K (8 — 6170) (6.1.4)
DRy = K3(v; — 1) (6.1.5)
DRy = 2K (6.1.6)

Vimos no capitulo 3 que as componentes do tensor de Riemann sao defi-

nidas por:
ooy O ppn e (6.1.7)
RC R YW OB T apf nB- oy il

E os coeficientes da conexao sdo:

1 agau agﬁu aga,@
w2t o _
Fag 29 <81:f3 + oxr®  Oxv ) (6.1.8)

I, =14, (6.1.9)

Levando em consideragao a métrica (6.1.3), obtemos:
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0 72sin’f
e 0 0
=1 0 1/r? 0
0 0 1/r?sin®6

Fazendo =1 e variando av e 5 (1,2 e 3).

A
n dgn1 B 8911) _ le—x (ai) _ 1/\,

ozl ozt 2

1 dg11
1 _ o1
Iy = 29 (le
1 dga1
rl o - u
22~ 59 (8x2
Il :1 1 (993
B9 ox3

9931 0933 _ 1
ox3 ozl 2
Il = —e% sin® 0

Fazendo = 2 e variando v e 3 (1,2 e 3).
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(6.1.10)

(6.1.11)

(6.1.12)

(6.1.13)

(6.1.14)

(6.1.15)

(6.1.16)



Fazendo = 3 e variando av e 5 (1,2 e 3).

1 Ogis  Ogsz  0g¢i3 1 1 Or?sin® 6
Ty = T4 = ;9% - = 6.1.17
13 31 29 ox? + ox! ox3 2r2¢in% 6 or )

1
s, =13 = - (6.1.18)

1 0gos  0gsz  0go3 1 1 Or?sin?6
[y =T5, = -¢* - == 6.1.19
» 2737 023 T 0 03 2r2sin® 0 00 )

inf cos@

3, =3 — SUST e 6.1.20
23 32 sinZ g cotg ( )

A partir dos coeficientes da conexao conseguimos calcular as componentes

do tensor de Riemann.

Ryy; = Ry + R + Riy (6.1.21)
Ry = Ropy + R3gy + Ry (6.1.22)
R§2j = Ry + Rip + Ry (6.1.23)

Logo,

2 ort, ory
R = dr'  Ox?

IDY
2r

+ F7271117172 - I‘7272F7171 - = (6'1-24)
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ors, ors 1\
R?m = %113 - 83:131 + F?,1F7173 - 1—gzal—ﬂfl = —57 (6-1-25)
ors ors 1 .

1 _ 9y 22 1 1 _ -2
Ry = 55 = gor T Ll =Dl = —grXe (6.1.26)

3 8F§3 8F§2 3 ™ 3 ™ —A
Ross = G20 ~ g T Lwelas — Ll = —1 ¢ (6.1.27)

ori,  ori 1
1 13 33 1 1 _ 20 —\

Ry3 = 8 ond + Tl — Ty = —5)\7“ sin” fe (6.1.28)

- O3 0x?

+ 2T, — [l =sin®f(e ™ — 1) (6.1.29)

Substituindo as equagoes (6.1.24) a (6.1.29) nas equagoes (6.1.21), (6.1.22)
e (6.1.23) e fazendo as devidas contragdes, encontramos o tensor de Ricci para

a métrica (6.1.3).

\

L. —-A -
Ry =1+ 5)\ rexp " — exp (6.1.31)
R33 = sin2 9R22 (6132)

Substituindo as equagdes (6.1.30), (6.1.31) e (6.1.32) respectivamente na

equacgao (6.1.6), obtemos:

Ry = 2k (6.1.33)
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Ray = 2k
1 13
1+ 5)\ re —e = 2kr?
1+ kr? 4+ kr? — (—kr® 4+ A) = 2kr?

A=1
Logo,
e N=—kr’+ A

A 1

¢ T 1 k2

(6.1.34)

(6.1.35)

(6.1.36)

(6.1.37)

(6.1.38)

(6.1.39)

(6.1.40)

(6.1.41)

(6.1.42)

Assim a métrica de um espago 3d homogénio e isotrépico tem a seguinte

forma:

dl?

T k2

47

dr? 4+ r?df? + r? sin? 0d¢?

(6.1.43)
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