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Resumo

Neste trabalho vamos estudar existéncia de solugao para problemas elipticos com

expoente variavel da forma:

—Au = w7 em Q

u = 0 , sobre 00

onde 2 C RY é um dominio limitado e p : © — R ¢ mna fungao continua, podendo ter
Crescimento Sublinear, Crescimento superlinear Suberitico e Crescimento supercritico.
Para tal demonstramos alguns resultados de imersao dos espagos de Sobolev nos espagos
de Lebesgue variavel. A principal ferramenta utilizada é o Método Variacional.
Palavras-Chave: Problemas Elipticos. Expoentes variaveis, Métodos Variacio-

nais.



Abstract

In this work we study existence of solutions for elliptic problem with variable

exponents of the form:
—Au = wP¥, in Q
u =0 , on 00

where 2 C R" is a bounded domain and p : © — R is a continuous function having
Sublinear growth, Superlinear and Subcritical growth and Supercritical growth. To do
this we prove some results of embeddings from the Sobolev spaces into the variable
Lebesgue spaces. The main tools used is Variational Methods.

Keywords: Elliptic Problems, Variable Exponents, Variational Methods.



NOTACOES

Segue uma lista das principais notacoes e siglas utilizadas no texto. Alguns dos simbolos

aqui listados também sao definidos no texto.
e X’ - Dual topologico de um espaco de Banach X
e B (v)={y; |lv—z|| <r}
o ||, = |||, - Norma no espaco L";
e |.|| - Norma no espago H} (€2);
® 0(1) - Ordem pequena;

e O (2) - Ordem grande;
2N

e (™ (Q)={f:9Q — R; f e todas suas derivadas sdo continuas}, para Q C R";

® O

- Expoente critico de Sobalev;
o O (Q)={ue C™(Q); suptu CC Q};
e H  (B)={uecH)(B); ulx) —u(z])};

Sy = inf V]| 2

L2 (N
auc Dy (RY) l[flge=1

» Sy () = inf |]Vu||§;
we D) |lu]ge=1

o D'2(RN) = {u, € L* (RV); 2t ¢ L*(RY), para i= l,...,N};

- Cm‘-—Q)”'|Lﬂ-9tm s [)[1]-‘2 (0);

‘0 ?

e supty - O suporte da fungao o,

— - Convergencia forte em espacos vetoriais normados:

Vi



— - Convergéncia fraca em espagos vetoriais normados;
|-X| - Medida de Lebesgue de um conjunto mensuravel;
q.t.p. - Em quase todo ponto;

wy_1 - Area da superficie da esfera unitaria em RY;

p_ - essinf p;
Q
Py - eSS SUp P
Q
= - inf p;
D o 1

P = sup p.
Q

Vil
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Introducao

Nesta dissertagao apresentaremos alguns resultados de existencia de solugoes para pro-

blemas elipticos que apresentam um termo nao-linear com poténcia variavel do tipo

—Au = ", em Q

u = 0 , sobre 0f),

(1)

onde €2 C RY é um dominio limitado, N > 3. Estudamos os casos em que:
(i) p é superlinear suberitico, ou seja,

1<p(e)<2°—1, para todo z €}

(ii) p ¢ sublinear, isto ¢,

0 < il('l)f p<p(r)<supp<l para todo x &
§) 0

(iii) p ¢é supercritico, quer dizer,

plr)=2"4+ 2%, para todo v € B,

onde 0 <2 o <2 min 7 N — 2% e B ¢ a bola unitaria e RV,

Utilizaremos métodos variacionals para mostrar a existéncia de solugao nos trés
casos (i), (ii) e (iii), ou seja, vamos consider o funcional energia 7 : H; () — R dado
por,

1 2 1
I(u) == — __—_.p(.r]l»l.
(u) 2/; [Vl -/; o) ¥ 1 ” ,

o qual esta associado naturalmente com (1) no sentido de que pontos criticos de I sao
solugoes fracas de (1). Para tal, promovemos alguns resultados de imersao continua
e compacta dos espacos de Sobolev H& () nos espagos de Lebesgue com expoente

variavel L2 (9),
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Historicamente, os espagos de Lebesgue com expoente variavel apareceram pela
primeira vez na literatura ja em um artigo de 1931 de Orlicz |28]. Neste artigo, Orlicz
essencialmente mostrou a desigualdade de Holder no espaco P@® . Irinta anos cdepois.
csses espacos foram desenvolvidos na reta, de forma independente, por pesquisadores
russos. notavelmente Sharapudinov [33]. Esses estudos se originaram em um artigo de
Tsenov [36], e foram brevemente comentados por Portnov [29.30]. Em [33] Sharapudi-
nov introduziu a norma de Luxemburgo para o espago de Lebesgue e mostrou que este
espago ¢ reflexivo quando 1 <p_ <py < .

Uma das razoes para o grande desenvolvimento da teoria classica dos Espacos de
Lebesgue L (onde 1 < p < o0) ¢ a descricao de varios [endmenos que aparccenn em
cicncias aplicadas. Por exemplo, muitos materiais podem ser modelados com precisao
suliciente usando os espagos de fungoes L”, onde p ¢ uma constante fixa. Para alguns
materiais nao homogeneos. como fluidos eletro-reologicos (aqueles que podem modificar
algumas de suas propriedades. geralmente sua viscosidade, por exemplo, atraves de
estimulos de um campo elétrico on magnético), esta abordagem nao é mais adequada,
mais sim o expoente p deve ser permitico variar. Nesses casos, modelos com expoentes
variaveis se mostramn mais promissores, ver [31].

Problemas com oxpoentes varidveis podem representar modelos mais realisticos

cm aplicacoes do mundo real. Por exemplo, o problema

% —Au = Au—a(r)u’, em Qx(0,+)
w (e, t) 0 , sobre @& JQx(0,+x)
w(.,0) = uy=>0 , em €

pode modelar uimna reagao onde a produgao de um composto quitnico ¢ governada por
diferentes padroes de acordo com a regiao onde a reacao ocorre. Para mais informacao
veja [16].

A dissertacao esta organizada da seguinte forma:

O capitulo 1 foi dedicado ao estudo dos espagos de Lebesgue com expoentes
variaveis, L' (€2), ¢ suas propriedades, tais como: completeza, reflexividade, separa-
bilidade ¢ densidade.

O capitulo 2 foi destinado a relembrar, ou aprender, os conceitos usados e

Métodos variacionais.
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O capitulo 3 foi baseado em |22] e [26]. Estudamos a compacidade, ou ndio, da
imersao dos espagos de Sobolev, FHj(€2), nos espagos L7 (). Utilizamos o Teorema
do Passo da Montanha para garantir a existéncia de solucao para o problema (1) com a
condigao (1). k£ por fim. usamos resultados da Teoria de Pontos Criticos para garantir
a existéncia de solugao para (1), com a condigao (ii).

No capitulo 4, baseado em [11], estudamos o caso (iii). Neste capitulo, usamos
o Teorema do Passo da Montanha e a estratégia de Brezis Niremberg [7] para garantir
que o problema (1) possua solucao.

Além dos capitulos, o trabalhio conta com trés apéndices nos quais fazemos wna
exposicao breve de conceitos e resultados importantes no desenvolvimento dos capitu-

los.



Capitulo 1

Os espagos L) (€2)

Neste capitulo, introduziremos conceitos, notagoes ¢ principais resultados envolvendo
os espagos L Q). Esses espagos desempenham um papel fundamental quando se
estuda problemas elipticos variacionais com expoentes variaveis. Para mais detalhes

recomendainos a leitura das referéncias Il[_]]. Il?]. |_lT]. |2('J] e [55-1].

1.1 Definicao e propriedades

Com o intuito de definir os espacos de Lebesgue com expoente varidvel, necessitamos
pag ) I
introduzir a classe dos expoentes que serdo considerados. Seja € C RY um conjunto

Lebesgue mensuravel, Definimos

L7 () = {p cL™():p_:= essinl p > 1}

Dado p € L™ (Q), escrevemos p para denotar scu expoente conjugado pontual, isto ¢,

1 1
4+ ——=1 q.t.pem @,
ple) V() PP e
com convencao de que é = 0.

Definigao 1.1 Para cada p € LT (Q). definimos os espagos de Lebesgue com capoente

varidvel, L' (). como

P

LA (Q) = {{t : 2 — R mensuravel; f ()P e < 0(}

¢

Sobre o espago L (£2), consideremos a fungao modular

p: LP(Q) — R

w > plu) —/|-rr (:;.’_)|”md.?’.
19

9
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Devido a importancia dessa funcao, demonstraremos, a seguir, alguns resultados cn-

volvendo p. e que serao aproveitados ao longo deste trabalho.
Proposicao 1.2 Para todos u. v < L") (Q2). tem-se

(i) p(u) = 0. se. e somenle se, w = 0;

(it) p(w)— plu)

(i) p(lu+ 1 =)o) <tp(u)+(1—1)p(v). para todot € [0,1], d.e., p € wna fungdo
CONVELA.

(iv) plutv) 20 [p(u) + p (0)]:
(v) Se A > 1. entde
plu) < Ap () < N=p () < p(har) < N p (u)
e se0<< A< 1. lemos

Ao () < p(Au) < A=plu) < Aplu) < plu)

(vi) Para cada L (Q)~ 40}, p(Auw) ¢ wma fungio crescente. continua ¢ convera em
A€ [0,50).

Prova. Scjam u, v € [77)(Q),
(1) Note que

pliy=0 < |u (.'i’.‘j|'”[”=0, qt.p em 2 < |e(x) =0, qt.p em 2

< w(r)=0, g.t.p em (2
(ii) Segue da defini¢io de p.

(iii) Note que a fungio ¢: QxR — R dada por o (.s) = [s|"" ¢ convexa em R.
Logo, pelas propriedades da integral de Lebesgue, conclinimos que p é convexa.
(iv) Note que
lu () 4 o () [P < 2000 (|u ()" + v () "‘j) , q.t.p. em €2,

Integrando a desigualdade acima, obtemos o resultado.



(v) Se A > 1, temos

|.“_ (r.!.)|r'r[-'r) S A |.“_ (r.!_.)|r'r[-'r) S AP |.“_ (J_.)|IJ[-'I') S M” lir.*,__')|1"r[-'r)

< N u (@)™ qtp. em Q2

Se 0 < A < 1, temos

N ()7 < [ ()P N () [P < A ()P

< Ju (@)™, qtp. em Q

—

(vi

Scjam Ay, Az € [0,00), tais que A} < Ay, Fixando L7 (Q) ~ {0}, temos

A ()" = N ) P < AP )

< u ()", qtp. em Q
Integrando esta desigualdade, obtemos
P A ) < p(Aau)

Logo,

p(Au) ¢ crescente em A € [0,00)

Mostremos a continuidade. Seja A, — X em [0,0c). Note que,

L= | A ()" ¢ wma sequéneia crescente e p, —» @ i= |[Au ()",

10

cm quase todo ponto de €2, Logo. pelo Teorema da Convergéncia Monotona temos

pAnu) — plAu)

Portanto. p(Au) ¢ continua em A € [0,oc). Com relagao a convexidade. note que

o () , _
a fungio o (2, A) = |[Au ()", X = 0, & convexa em A. Logo, pelas propriedades

da integral de Lebesgue, concluimos que p(Au) ¢ convexa em A € [0,00).

Segue dos itens (1), (i), (iv) e (v) da Proposi¢ao 1.2 que

Corolario 1.3 LV (Q) ¢ win espugo vetorial.
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Nosso proximo objetivo ¢ definir uma norma nos espagos LPF (€2), para isto,

precisamos do seguinte resultado
Proposigao 1.4 Para cada u € L' () temos
(1) 7, = (0,0¢). seu =0

(it) £, — a,>c). coma >0, seu /0,

I, = {,\> 0: p (%) < 1}

Prova. Sc u = (. entdo segue de (i) da Proposicao 1.2 que

I, = {,\ > 0; p (%) —0< 1} = (0,)

Mostrando o item (1). Suponha agora que v # 0 ¢ seja a € £,. Para A > a temos

onde

<

1.1
AT a

Assim, pelo item (vi) da Proposigao 1.2 segue que

)(-’.t—) B )(u-) <1
f ."\ ~f ol -
logo A € [,,. Portanto, I, ¢ um intervalo. H

Agora estamos prontos para definir uma norma nos Espacos LP* (€), conhecida

como norma de Luxemburg.

Proposicao 1.5 A funcdo ||, ..o, L7 (82y — R dada por
poOsI¢ June Lele1(6) 24 !

= inf{/\ >0 p (‘-\‘) < 1}

I

] i (y = |
define wma norma em L) (Q).
Prova. Sejam «,v € L' () ¢ o € R. Devemos mostrar que
(i) ful,q) 2 0,
(ii) |l =0 & «=0,
(i) [aul,,, = laf ful,,,

[l\} |ﬁ£— + U|pf\£') S |“'|p!_'\£') + |L:‘|}J(\l':]'



De fato,

(i) Segue da defini¢ao de |“|p[4-)

(ii) Se u—0. cutao pelo item (1) da Proposigao 1.4 segue que

(iii)

Iu [“ PO ) s

¢ assim,

‘“|pi:r) — iIlf I.u - 0.

10

Scja agora |tt—|p( sy = 0. Vanos supor por coutradicao que u # 0. Por propriedade

de infimo, existe (A,) C (0, 1) tal que

i

Ay — 0
! e ”()\.”_

)gl, ¥neN,

Logo,

_ 1\

Sendo p(u) > 0. terfamos

u
P (\—) — o0, quando . — 00,
A

uma contradi¢ao. Portanto, « = 0.
Se o = (), o resultado ¢ imediato. Se o 7 0, temos
. . Ol
laul,,, = inf {)\ >0 p (T)
{
= inf {|n A >0 ,u(
= |ainf {,\ =01 p (4

- I(.l"| |“|p(.r)

~

Cousidere o conjunto

C'={ue ' (Q); plu) <1}

Observe que I, = {A > 0; A'w e '}, Sendo L7 (Q) um espago vetorial e p

uma fungao convexa, temos que ' ¢ convexo.

Denotando [ul ., = a e [v], ., = b, segue que

pl)
u v
a+e bte

c (', para todo € >0,
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poisa+czel,ebtec ..

Sendo ' convexo, obtemos

tu (L—=tv
+ c (. para t< 0,1
t+e b+e P [ )
Em particular, se
(h+ e
| A
a—+b+ 22’
entao
U+ v
—_— (L
a4+ b+ 2¢
Assim,
a+b+2=¢€1,..,.
Logo,
inf I,,+,_- = |'”' T+ v |p{}{') {—: |“|pf.a-) + |"}"|p[}£') TE, ve>0.
Fazendo ¢ — 0. concluimos
|(|5- + Ulpl_;r) S Id'|pl_;r) + |U|'_u(.r)

A seguinte proposicio relaciona a norma de Luxemburg |‘|p':;!') com a fungao mo-

dular p (.).
Proposicao 1.6 Scjo u € LM (Q) ¢ S C LM (Q2). Entao,
(i) Seu#0. |ul,,,=asp (E) =1;
N a
(i) fulyy <1 plu) <1;

7
plr)

I

(i) Se ul,,, > 1. entao ful ) < p(u) < |ulll:

plr)
T b g o A 2p | F4 - - I .
(iv) Se |u|p(_1_) < 1, entao |u o S0 () < |“|pf_;;-):

(v) S ¢ limitado em L) () se, e somente se, p(S) ¢ limitado cm R.

Prova. (i) Assuwa priwmeiro [u| ) = a. Pelo item (i) da Proposicao 1.4,

I, = la.x) e ;)(E)‘f_:l.
) 78

Suponha que
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Para t > 0, a [ungao

u
’ (;) =

¢ continua convexa decrescente. Logo, existe o > 0 tal que
U .
17 (t) <1, para tc(a—d.a+09)

Assim, terfamos « — 3 € 1, que ¢ um absurdo. Portanto,

u
Assuma agora, p( —
7
Assim, existe Ag € 1, tal que

) = 1. Temos a € I,. Logo, |ul 1. Suponha que

ul,,, <a

plr) plr)

|“|p[¢-) < M < a.

v (;) <P (/\0) =1

contradizendo a hipdtese. Portanto, |d-|_‘”(|l_) =a.

Consequentemente,

i i A , .. . \ ,
(i) Seja u € L (Q). Se w = 0 ¢ imediato. Supouha u # 0. Se |“|pr;;-) =a <1,

1 A .
entdo 1 <X —. Sendo p (Au) crescente em A € [0.00). temos
0 '
u
1) << )(—) =1
plu) <piz

Se p(u) <1, entdo 1 € 7,. Ou seja,

le| ., =infl, <1,

plir)
e pelo item (i)

|| ., < 1.

pli)

(iii) Seja |¢| ., =a > 1. Entao. pelo item (i)

w
=) =L
(2)
1 : . -
Sendo — < 1, pelo item (v) da Proposi¢ao 1.2 segue

a
1 i . 1 -
Eﬁ'( n) = p (Z) =1< aTP(”)

Pl



implicando
|“|p r?l

(iv) Seja |u|

pla)

1 . -
Sendo m > 1, pelo item (v) da Proposica

(=
implicando

P
=/

|t o =

(v) Segue dos itens anteriores.

Corolario 1.7 lara todo v € LM (Q).

10

plu) =< |u plz)

1 < 1. Entao, pelo item (i)

0 1.2 segue

1 u T
—,.r;{u)*(p( ) 'J'{“ar_@’”(”’}

y(u) < |{t|;;f__.r.)

ten-se

min {||“||“ PR 1 {,{}.,_.\,[Q}} < ; ' < max{||q| T;u-l-"'r_m" ||| fj’*-’-"-[i?_‘.} (1.1)

Prova. Scgue dos itens (iil) e (iv) da Proposi¢ao 1.6. B

As desigualdades acima implicam no seguinte resultado:

Corolario 1.8 Sejo {u,} C L ().

(i) 11111 (U | ooy = O s€, € sOmente se,
n—

(ii) hm |u,,|L, o =20 se, € somenle se,

T

Prova. (i) Supouha que lim |u,| L)
o n—oo
que

n > ng =

Pclo item (iv) da Proposicao 1.6,
=g = plu)

Assim, lim p(u,) = 0.
n—x

Entao,

lim p(u,)=0.

—

lim p(w,) = oc.

H—

= 0. entdo dado 0 < e < 1 existe ny € N tal

|,y <€ <1

plir)

|un|p ) <& <e
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Supondo agora que nh—?i p(u,) = 0.entdao dado 0 < = < lexiste ny € N tal que
n>ng = plu,) <’ <e< L
Pelo item (ii) da Proposican 1.6 temos

| << 1,

plir)
sempre que 7 2 ng. Pelo item (iv) da Proposigao 1.0,

O . o
L 2 o = |U'n pla) g { (.”'n.) < el+,

Portanto, lim |u,]; .. = 0.
N—00
(ii) Assuma primeiro que lim  |u,|, .., =oc. Entao, dado A >0, com A > 1, existe
C T
ny € N tal que

ez g = |, > A
Pelo item (i) da Proposigao 1.6, temos
=g = plu,) > |t.r..H_|jj{_J_) > AP~ > A,

implicando que lim p(u, ) = oo
n—oC
Assuma agora que lim p(u,) = oc, entao dado A > 0, com A > 1, existe ng € N
T— =

tal que

n=ny = plu,) > A% > A

Pelo item (ii) da Proposicao 1.6,

|un |, > 1.

pla)
Assim. segue pelo item (iii) da Proposigdo 1.6 que

M4
pla)?

1 2 () = :.1;)4_ < [f) [\..”'“-,) S |'“_.”_

ou seja, lim u,| . = oc. ]
T P
Com a PProposigao 1.6 ¢ o Corolario 1.8 conseguimos mostrar a seguinte proposi-

¢ao:

Proposigao 1.9 Os espacos L' (). munido da norma de Luzemburg, ¢ wm cspago
de Banach.
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Prova. Seja (1,) C L (€2) wna sequéncia de Cauchy. Mostrando que (1,,) possui

1o E_?llI}-&_“C(lllﬁ‘ll(‘iﬂ (‘-Ol'l\’i;‘.l'g(_‘l'll-(_‘.. (l(,‘l'l‘lOl]t_'it:l‘i‘ll‘k‘l'l‘lO:J O teorcma.

Afirmagao 1.10 Euxiste wma subsequéncia (ug) C (u,,) tal que

1 .
g1 — u.;\.|wl) <zp. para todo k€ N, (1.2)
. 1 _ . - o
De fato, dado ¢ = 5 existe ny € N tal que 1.7 > n; implica
s = a0y < &
Uy — Un ey << =
) 2
1 . T
Dado € = 57 existe 1y > 1y tal que m.n > ny implica

1
|U'm - “-N-lpl;;-) < ;

Em particular,

1

|”'”'.: Myl < —

) <53

1 . .

ado £ = —. exlsle Ny Ho Lal guc . n = g 1Implica
Dad 55 t >y tal g T2 1
| 1
typ
— Unlyy < 55
Em particular,

|“r::5 — My |p.:';;.'_] < !

55

E assim por diante. Denote (1, ) = (uy).

Mostrarcmos que (uy,) ¢ convergente. Defina a sequéncia ndo decrescente
T
v, () = Z (s () —ug ()], o €42
k=1
Entéo, (v,) C i) () e, por (1.2), temos
[0,y £ 1, para todo n € N.
Logo. pela Proposi¢iao 1.6
[, ()" de < 1, para todo n € N. (1.3)
@

Usando (1.3) e o Teorema da Convergéncia Mondtona, existe v € L7 () tal que

limw, (v) =v(r), qtp. em . (1.4)

n—oc
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Por outro lado, para m.n > 2 ¢ x € L2, temos

|“m (I) thy (J)| g |“m (I} — -1 (I)| | |Um—l (_.'IT_) — Up—2 (I)I | e
(1.5)

+ |”n—1 {I} — Uy [\*)| <v (*) — Up— [*)

Por (1.4) e (1.5). segue que para quase todo = € 2, {u (r)} C R ¢ uma sequéncia de

Cauchy. logo convergente, digamos

limuy () =u(x), qt.p. em £ (1.6)

fe— e

Resulta de (1.5) e (1.6) que
g () — ()| <wv(r), para k>2 e qt.p. cm (2 (1.7)
Sendo ¢ € L7 (Q), entao por (1.7) tem-se
w € L (Q)
Desde que, por (1.6) e (1.7),
|etge () — [.?‘-)|“ml — 0 e |u(r)—u (;r.‘)|”["') <o (o), qtp. em §,

entao pelo Teorema da Convergencia Dominada

lim / ey () — {,'i.’_)|m"r) =0,
(

koo fo
ou seja,
lim p (g — u) =0.
b=
Portanto, pelo Corolario 1.8

Qi i =l 0,
concluindo a demonstracgao. H
Proposicao 1.11 Seja ¥ limitado ¢ (u,,) uma sequéncia em LY (Q) tal que
Uy, — 1 em [P ()
Entao, existe uma subsequéncia (w,, ) C (u,,) ¢ (Q € LV (Q) tal que

(i) wy, () —> w(r) g.bp. em Q;



(it) [u,, ()| < Q(x) g.t.p. em Q, Vi, € N,

10

Prova. (i) Como a scquéncia (u,) ¢ de Cauchy, existe wna subsequéncia (u,, ) veri-

ficando (1.2).
(1.6) que

lim w,, () =gl2).

k=

Aléan disso, por (1.7)

iy, () =g ()] < vlr),

q.tp. em L2

para todo & > 1, q.t.p. em €2,

com v € LM (Q). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada g € LP () e

Uy, —+ ¢ €l L (€2)

Logo, u (r) = g (x), q.t.p. em {1 E usando (L.8), obtemos (1).

(i1) Escolha () = g + v e aplique (1.9).

Procedendo como na demonstragao da Proposi¢ao 1.9, concluimos de

(1.8)

(1.9)

Teorema 1.12 (Desigualdade de Hilder Generalizada) Seja p.q < LY (2) lal
que p_ > 1. Entdo, para uw € L' (Q) ¢ v € LI (Q) lemos que

1
onde —— 4+ —— =1
p(r)  q(x)

Prova. Sejam ||u[,,) =« e [[v]

./u ) v(r)
Q g b de

gl

M lv ()] gp

=

o b
. f 1
{'\-\. r_
- Jo pl\::')

lembrando que p_ < p(r) g.t.p. em 2, segue

/ S lff.'i-" < i./
o b — p-Jo

1 1

u (r)

[

plr)

ulr)

(1

1

p-  g-

VA

de onde segue o resultado.

dr +

plr)
' dr + /
£

f [ () v ()] do < (i+i) [0 [
1

v ()
b

i)

= b. Pela desigualdade de Young, temos

dr
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Lema 1.1 (Brezis - Lieb generalizados) Seja (/) uma sequencia fimitada em L7 ()
com [, — f€I(Q) qt.p em Q. Se p(r) satisfaz,

1< pr <pla) <ps < oo,

entao ,
lilll / [lj'n_l}*(m} _ |j.”_ _ j-|;ﬂ(ﬁ'}] dx :/ |j-|;uf_.'r-) dr.
n—- fo 0
Prova. Ver |31 - Lema 2.1]. [

1.2 Separabilidade, Reflexibilidade e dual de L")

Teorema 1.13 (Representac¢ao de Riesz) Sejo p_ > 1 ¢ seja g € L () tal que
1 n 1
p(r) ()

Entio, dado [ < (LF"-""‘-' () cxiste um dinico v e L1 (Q) tal que

=1. para todo r € (L.

[

Je)= / w()v(e)de,  para todo we LM ()
Y

Prova. Ver [17. Teorema 1.12]. [
Ldentificamnos,

(L ()" = L5 (9)
Teorema 1.14 Scp_ > 1, entao L' (Q) ¢ wmn espaco reflevivo.
Prova. Ver |12, Teorema 1.10]. B
Teorema 1.15 O espaco LP'" (Q) ¢ separdvel.

Prova. Ver [12. Teorema l.£i]. |

1.3 Densidade e resultados de Imersao em L") (Q)

Teorema 1.16 Sejo Q@ C RY wm conjunto aberto. Entdo, o espaco Cyy(Q) ¢ denso em
L ().

Prova. Ver [12. Teorema l.f}]. |

Teorema 1.17 Seja (2 C RY wm conjunio aberto. Enlio. o espaco C°(€2) ¢ denso
em LM ().
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Prova. Ver [12. Teorema 1.8]. [

Teorema 1.18 Se¢jam h, m & L (£1). <ooep(r)<m(r)qlp em . entao

L™ (Q) < LM (Q)

conlb

Prova. Scja u € L™ (Q). Como p () < m () q.t.p. em £, entdo vale a relagio

" <1+ " qbp. em g2

Portanto, u € L") (1) e consequentemente

/ ()" e < f I+ |u(x)
3 0

r'gp'.'d:} (u') S IEE

)

acarretanclo .

+ JU'.'H[\I'] (U}

Assim, dado §°C L™ (Q) limitado, temos pelo item (v) da Proposicao 1.2 que
Pz (S) ¢ limitado em R, logo py,) (S) ¢ limitado em R ¢ assim, S C L7 (Q) é
limitado.

Portaunto, L™ (Q) — L7 (Q) ¢ continua. |



Capitulo 2

Métodos Variacionais

2.1 Derivada a Fréchet e a Gateaux

Nesta segao faremos uimn estudo breve de derivada e cspacos normados. Para mais
informagoes veja [2]. [14] e [19].
Definicao 2.1 Dado wm Fspaco de Banach X e um funcional 2 X — R. dizemos

que [ possut Derivada de Fréchel no ponto w € X quando existe wm funcional linear
"< X' lal que

: fla hy fla)

lim — 7

—r = ().
1Al = o ™ | LT

Equrvalentemente, podemos escrever

flad+h)y=[(a)=Th = r(I),

COMm
(h
L}) — D,
quando ||h]| — 0. 122
Denotamos,
T = IF I:(.’)

Definigao 2.2 Dado U C X uwberto. dizemos que [ € C'(UR) quando a Derivada de
Frechetl de | existe em todo ponto a €U ¢ « uplicacao [*: U — X' for conlinua.

Observacgao 2.1 Se f ¢ diferencidgvel a Frechel em a € U, entao f ¢ continua nesse

pornilo.

Definicao 2.3 Dado um Espago de Banach X ¢ wmn funcional f: X — R, dizemos
que [ possut Dertvada de Gateawr no ponto v € X quando cxiste win funcional linaer
1€ X' tal que
fla+ih)  fla)
0 ) T,

lix =0
=0 o 7

23
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para todo h & X.

Denotamos,
. df .
I'h = —(a)
oh
Observacao 2.2 Se [ ¢ Frechet diferencidvel em um ponto o € U, entao, para cada
h e X, ¢ Gateaur diferencidvel nesse ponto ao longo de h ¢ a derivada de Gateaur €
dada por " (a) h.

O inverso da Observacao 2.2 nao vale. Uma fungao pode assumir derivada de
Gateaux em um ponto a. ao longo de cada dire¢ao, mas pode deixar de ser Frechet
diferenciavel nesse ponto. O proximo resultado garante a condigao suficiente para valer
0 Inverso,

Proposicao 2.4 Scju X wm cspuco velorial norinudo ¢ J @ X = R own funcional
verificando:
1 dJJ
30

() : X' — I ewiste em cada v € X sendo um funcional lincar e continuo:

L)J 4 -r s A
m XN = X € continuo.

).
Entao, J € C' (X.R).

Este resultado serd usado muitas vezes neste trabalho.

2.2 Dilerenciabilidade do funcional energia

Nesta seqdo, temos como objetivo mostrar a diferenciabilidade do funcional energia

I () — Rdado por.

2 1 (o)t
L(u) == Vul® — — P
dara isso. Drecisamos A& 2R uns ros __ir,}JQ'f-')-“i'_l_ .
Para isso. precisamos de aiguns resultddos auxiliares.

Proposicao 2.5 Scjamn H wm espago de Hilbert ¢ 0 :H — R o funcional dado por
1

‘f:)

() = = |||

Tem-se que p ¢ diferencidvel (a Fréchet) com

;I‘_:f (”) U= <”‘.‘ ‘”} ’ v U, v e .
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dy L
= para u,v € H. Por definicao
[

Prova. Vamos comecar calculando

1 2 1 2
plutto) _plu) fixm 3 lle+tel* =5 |lu||

dg | _
v (u) }_11}1{1} p ~ lim !
1<u+h' u+ L) 1 ee||? t(u r}_|_t2 ol
— 1 o : /) — = lu : . . .
- }H}I& - 2 = lim 2
t tr0 t
- t
= g (o)
- 1 2 — [ ,
Note que, + D) ] (u. v}
do 1 1
E (_U..')
PRI 5 e 1ll* = 5 flel® = . )

12l

1 1
2
TP =+ (s iy + WIE = JelP = (. by

2

3 ||| — 0, quando |-/ — 0. N

Proposigao 2.6 Scja Q C R um aberto limitado e considere [ : R — R wmna fungao
continua com
|[flu) = A+ Blu|®, (A,B=0)

comlU<aseN=12e0<a<2"—1seN >3 Mostic que o funcional

Y
olu) = / F(u)dr, onde F(t)= / f(s)ds
Ja Jo

¢ diferencidvel com p e CH (I (Q) . R). Al disso,

o u)yo = ] fu)vda.
Q

Prova. Primeciramente, @ esta bemn definida. Vamos calcular a derivada de Gateaux
da fungao o,

dyo

) i _
(1) = lim im .

plu+tv) p(u) . /F(”.-"‘frf‘r} (1)
2 LI S t =0 Jo o '
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Assurna hrg ( / f(s)ds, obtemos hj(¢) — f(c). Pelo teorema do Valor Médio,

existe 6 < (.”. u+ te) tal que
he (u+to) — hy (u) = 0y (0) Lo,

ou seja, .
/ fs)ds )‘( Jds = f(0)t
Ju Ju

Assim,

(A1 B|6]%)|v|

lf(u.. | o) _ F(u) ‘
t

Desde que,
|0 ()] < Ju ) +to ()] + |u ()| < 2|ula)| +tE|e ()],
para t € (0, ). resultando
6()] < 2 ()] + Jo ()]
Logo,

Flu+toy Flu)
t

< Alvl+ Bl

(2lal + o))
= Ao+ Blof (2% fuf* + 27 o)

< Aol 4+ As o u]® + Az o],
onde A, = A, Ay = 2% B e Ay — 2913,

Sendo H) () < L¥(Q). para 1 < 5 < 27, temos
cont

g = Ay o]+ Ao o] [u]® + Ag o[ € LT ()

E mais,
Fu+tv) (1)
10 t — 1

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

liln/F[u—f—Jr) F(u) /f )
=0 Jo

Portanto. a derivada de Gateaux existe e é dada por

‘;‘:’ () = ] I ()

= 11111 f@)v=f(u)v.




Agora vaunos mostrar que 2 satislaz as condigoes da Proposicao 2.4, Mostra-se

que

dy
1y :

——(u): Hy () -+ R

d(.)

¢ lincar e, pelo Teorema da Convergencia Dominada, ¢ continua. Valendo o item 1 da

Proposigao 2.4. Agora vamos mostrar o item 2, scja (u,,) C H; () ¢ u e H{ (£2) com
Wy —r e Hy(Q)
Tome v < If(} (Q), com ”LH < 1. Obtemos

(")n
- < / 1 (1) = ()] [o],

v
< ||f () = f (_"“-'.]'||L£‘r.'—'u'z) HU”L“*'li_!!) J

(e1,) — d_f ()

por Holder,
dp . dy
m (_”n.) - L} ( )

como 1 <o+ 1 < 27, entao existe ¢ € R tal que

dY L dy
0 (1) — Do (1)

Sendo € limitado, temos Hd (Q) — L1(Q). com 1< q < 2" Logo,

COmp

e I () = [ ()l ozt o, 0 (2.1)

Uy —>uw em L)
e existe w € LM (Q) tal que
()| < w(r)  qtp.oem €.
Assim,

i, () = w(r)  qtp.em Q = [(u,(x)— f(u(r)) qtp. em (2

E mais,
1/ () ”)|“II < (A+Bu|*+A+D |t£|tt)%
< (244 B (|ua|® + |d_|”:)r'],%
< 2% 4 2% (Jun|* + |“|cx)%
< ezt un Tt e fa)t
< egtenful™ oo e LT(O)
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Pelo Teorema da Convergencia Dominada de Lebesgue

lim / |f () — f [H)|%I de =0.

[ s &

Ew (2.1) resulta

do . do
sup = (1) d;’- (-’u.)‘ —0
o] <1 v

Portanto, pela Proposicao 2.4, 0 € C* (Hy (92),R). com

Definigao 2.7 Uma funcio f:Q x R — R ¢ dita ser Carathéodory quando
1. f (1), € mensurived para lodo [ € R:
2. [(x..) € continua em quase todo ponto de €.

Proposicao 2.8 Seja [ : Q@ x R — R wna fun¢io Carathéodory. com a sequinte

condicao de crescimento
- ~ —1
|f (. 0)] <a+0blt), para a.b>0 dados,

coml<p<2 seN=3el<p<oc.,seN=1ouN=2 0 funcional ¢ : K — K

dado por
U (1) = lf |V-u|2— / F e u),
o 2 Jo J0

o
Fa,t) = | f(x,s)ds,
Ju

¢ diferencidvel com > € CH (H§ (Q) . R)  Além disso.

COML

U (u) o = / VuVuv — / f(r.u)v, para todo ve Hj(9)
9 Jo

!

¢ chamado de funcional encrgia.

Prova. Vamos considerar 1 (a) = .J; (1) — .J, (1) com

. 1
Jy(u) = 5 [}

Iy () = / F (r,u)
1

Vu.|2
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2 seguida mostraremos que JJy. J, € C (H (©) . R) com

THOTE / YuT
S

5 (u) v = / fle.u)uv,
aY)
para todo v € H (Q).
Pela Proposicao 2.5, segue que o funcional .J; € ' (Hy () ,R) com a derivada

dada aciia. Agora. vamos fazer as devidas consideracoes para Jy. Inicialmente, vamos

9.,
‘ ¢

calcular a derivada de Gateaux —. Para cada t € R com (0 <
L )
@ € Qe para cada . v € I} (2), consideremos a fungao b= [0, 1] — R dada por

< 1, para cada

his) = I'(r.u+ste)
Observe que b’ (s) — f(r.u+ sto)to, h(L) — I'(rou+to)ye B(0) — 7 (. u).
Desde que £ ¢ continua e [0, 1] ¢ diferenciavel cm (0,1), do Teorema do Valor
Meédio, existe 4 € (0, 1) tal que
A (1) —h(0)=h"(v)

de onde concluimos
I ou+tv)—Fe.u)
t

| G5t [
Da condigao de crescimento sobre a funcao f obtemos:
1 300} o] < alol + bla+ 5o o
Portauto,
|/ (o4 to)| o] < alo] +Chlaf” " [u] +C o]’ € L' ()
Além disso, para uma sequéncia |¢,| — 0 temos que
Fleou(e)+At,e(e)e(r) = f(r,u(e))e () pontualmente em €2,

Jy(w+t0) Ty (u)

Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

F —/ Fr.ou
lim = lim -[’ (. utiv) Jg s

=0 t 1—0 t

= lim [ f(routqte)e= / S (a.u) .
40

n—r00 [#]
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Portanto,

()]JT).
9 (u) /f (2, u)

Mostraremos que o operaclor d—() é continuo. Seja (u, ) uma sequéncia em Hu (2)

tal que w, — wem Hi (Q).

Assim, das imersoes continuas
ty —rw em L7(Q2), com 1<s<2% no caso N > 3.
Do Teorema de Vainberg, existe (un_,-) C () e g€ L7 (€2) tal que

iy, () = u(2) quase em toda parte em )

|-u..,,__l‘ (r)‘ < g(x) quase em toda parte em (2,
Desde que ¢ wma funcao Carathéodory,
[)‘ (_;r. Uy, (41.')) fru {;r))} = — 0 quase em toda parte em €2
¢ da condicao de erescimento sobre I obtemos

Fi

[f (.I.'. tUn, (2))— [ (r.u ('TJ,)} e

C S (ot ()77 1 G ()]
< 2(a—+bg(2))T € LM (Q)
Do Teorcma da Convergeéncia Dominada de Lebesgue

‘f (' Un; {"f")) fla,ul )‘LFI—_T’U) -0

Assim, para todo v € H; (), tal que [|v| < 1, temos

% (”-n__,-) — % [u)‘ — /sl [)( (:E_? “nJ) I (. .”_H o

Desde que 4 sao expoentes conjugados. da Desigualdade de Hélder,

P
l% (1) = 52 ()| <

‘ / uﬂj) f o) LT el = |] (.1.'. u.”_f) Il u)‘

P .
ALr=10)
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Portanto,
EJ]‘: U]]_: . Ujg e, JT_;
’ () (un'i) (-) ) ‘ B stllif)l ol (r0,) J )
< C|f (v up, {r)) [ (. u {‘.f‘))lLJ_'_P__-i;”) ,

implicando que

0, .15,
a0 ) =5

Pela Proposicao 2.4, segue que o funcional Jo € C' (H () . R).

Portauto, » € C* (Hj (), R) com

U (u) o = / VuVue — / flr,u)v, para todo v e H[L (€2)
Q J0

Agora, vamos mostrar a diferenciabilidade do funcional energia

; 1 2 — ]' pla)+1
1 (u) 2/5; |Vl -/Q S 1 u .

. 1
Iy () = 3 |V-u.|2
19

1 .
L (u) = S —
2(u) L plr)+1 : '

varnos mostrar que ambos os funcionais sao diferenciaveis. Observe que a diferenciabi-

Denote

lidade de 7} scgue da Proposicao 2.5. Para o funcional 7, vamos dividir nos seguintes

Cdasos:

1. 0< in p<plry<supp<l
0

Na scgao 3.4, provarcmnos que para p nestas condigoes, temos
|{dpngf£-l_%|{”
Assim, pela Proposi¢ao 2.6, I, é diferenciavel com

1 (u) o = / ", Yo e HE ()
o2
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2. 1< ploy <2
Segue da Proposicao 2.8 que [, é diferenciavel, com

Ly (u)v = / ul" v, Yo € Hy ()
0

Jooplr) =28 4,

Vamos calcular a derivada de Gateaux ¢ usar a Proposig¢ao 2.4.

Com efeito. para cada v € H} (Q). temos

Al _
o " i

Io (v 4to)y — Iy (i) . f (at + ?‘f“)zv““ T
' ' —— = lim — _ .
> r f (2\{ + 'I‘“ + J_J

(lonsidere,
G(s) = (u+sto)” 777,
com s € [0, 1]. Pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (0, 1) tal que

G (1)~ G0) =G (N,

ou seja,

(i 4 )>

t Lyt (2 + 7+ 1) (u+ M),

mplicando, o
(u+ f.i:-)i +ro+1 + 2ol
F2 o+ 1)

= (u Aoy

Observe que

= (ut+ Mo T 0 = w2,

(.t.p. cm 2, quando ¢ — 0. Além disso,

el < (lal + A |l

(le] + N[> 7" e L= (9,

pois, |u|, At |v| € L* (). Pela desigualdade de Holder Generalizada, temos

il < (Jal + X o) Jol € L ()



Aplicando o Teorema da Convergencia Dominada de Lebesgue, segue que

Ol _ (w+ o) 7T e -
—= (u) = lim — - = | u’ .
Ju =0 o E(2F 4o 4 1) J02

Pode-se observar que a derivada de Gateaux, dada acima, satisfaz as condicoes
da Proposicao 2.4, logo [, ¢ diferenciavel.

Portanto, o funcional energia

1 2 f 1 ()1
I (u - Vul® — = pe)
o)

¢ de classe ' com

I'(w)yv= | VuVv— / ut e,
Jo .

para todo w. v € Hy (Q).

2.3 Minimizagao
Dado win problema eliptico da forma

—Au = f(r.u), em (2.2)

U = 0 , sobre )
onde f: QxR — R ¢ uma fungao Carathéodory, com a mesma condigio de erescimento
da Proposicao 2.8. Vamos denotar por I (2. 1) a primitiva de f(x.1) com relagao a
variavel t.

Recorde que v € Hy (€2) ¢ solugio fraca para o problema (2.2) se,

/ \_’,U.V'E’ — / / (;f'._ H._] [N .\G'; e ”[': (&2)
2 J L2

Ou seja, « ¢ ponto critico para o funcional

J (i) % |Vu|2—/ F(x,u)

Proposigao 2.9 Secjam (X, ||.||) um espago vetorial normado, @ € CH (X, Ry ey € X

verificando

us X ue X

D (ug) = min d (n) (III:-L-_\ P (_u-))
Mostre que uy € ponto critico de O, isto €,

'f:[)Ir (_'H-f]) = 0



, . ) b
Prova. Vamos mostrar que a derivada de Gateaux a0 (ug) = 0.
1

hipdtese
D (1) < D (uy +th),
logo,
D (g + thy — L (ug) > 0.
Para cada t € R, temos os dois casos

O (g +1h) — ¢ (."’"fl)

lim <0
=10 t -
© O (g + 11) )
i i 1,
lim 0 ) _ gl > 0.
1—0+ t

Assim, sendo ¢ Gateaux dilerenciavel, segue

ab
W L””,) ES “.

Como ® € C'' (X, R). entao
ge

P (un) b= = () =0, VhEX,
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Com efeito, por

Exercicio 2.10 Scju [ : [0,0¢) — R wina fungio continua crescente e (a,) C [0,5)

verificando

liminl x,,
H— 2

|

0.
Mostre que
liminf f (2,) = [(x0)

n—ox

Proposigao 2.11 Scjumn (X, |.]|) wire espogo normado reflecivo ¢ U0 X — R oum

Jfuncional dado por

Lo
. V() = =llal|” —qgl(u)
onde g : X — R ¢ completame 'N-I-f:'f_'())'u.r‘,z?rﬁ;l:L, |r.l..5!..o fJ -

Uy, =~ uw em X = glu,)— g(u) em R

Se U ¢ coercivo. ou seja,

U (1) — oo, quando ||u| — oo,

¢ leva conjuntos limilados em limitados, entao erviste upe X tal que

W (up) = min W ()

us X



Prova. Sendo ¥ coercivo, dado A > 0, existe /£ > 0 tal que

U (u) = M, para |ju > R.

32

(2.3)

Por outro lado. sendo By (0) um conjunto limitado, temos W (B (0)) limitaco,

ou seja,

U ()| <k, Yuec By(0),

0 que implica

‘l.[‘l (N) 2 _kF .v( u e BH 1:[})

Segue de (2.3) e (2.4) que

Wiuy > =k, YVuclX,
mostrando que ¥ ¢ limitado inferiormente, ou scja, o conjunto
ImW = {¥(u); ve X}CR
¢ limitado inferiormente e. pelo Postulado de Dedeking, existe W, € R tal que
Ve = nf W (u)
Usando propriedades de imfimo. existe (u, ) C X tal que
V() — Wy

Afirmagao 2.12 A scquéncia (u,,) ¢ limitada em X.

De fato, caso contrdrio, existiria uma subsequéncia (u“ J.) C (u,,) tal que

| — 00, quando 1; = 00,

iy,

sendo W coercivo,

W (uy,,) — 0o, quando n; — oo,

o que contraria (2.5). Mostrando a Afirmagao 2.12.

(2.5)

Sendo (u,,) limitada ¢ X reflexivo, existemn wma subsequéncia (uw,, ) C (u,) e

tp € X tais que

Uy, — ug em X.

(2:6)



Sendo g completamente continuo,
g (ty, ) =+ g(ug) em R. (2.7)

Além disso, de (2.6) tem-se

liminf i, || > [|uol]
At

T

implicando pelo exercicio 2.10,

lim inf % [ = % o |” (2:8)

Passando lim inf na igualdade,
1 ) |
W ) = 5 o I o)

obtemos,

2 e {
|” — liminf g (u,,),
??;i. 0

linvinf W (e, ) = lminf = |,
=300 ) ny oo 2 "
usando (2.0), (2.7) e (2.8), resulta

1

Vo > 9 ||£m||2 g (un) = W (ug)

Por outro lado,
v, <Wv (."'"“,)

Portanto,

W (ug) 1'1'1_1}18 W ()

iz

2.4 Teorema do Passo da Montanha

Neste scgio enunciaremos uma das principais ferramentas utilizadas no trabalho para
mostrar a existéncia de uma solucao fraca para uma classe de problemas clipticos, o

Teoreia do Passo da Moutaualia de Ambrosseti ¢ Rabinowitz.

Teorema 2.13 (Teorema do Passo da Montanha - M. Willen) Scjamn X win Es-
pago de Banach ¢ I € C'(X.R) com I(0) = 0. Suponha que existem o, p > 0 tais

que

(Hy) I(u) > a >0, para todo u€ X; |[u|=p
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¢ cuiste e € X lal que |le]| > p e
(Hy) I(e)<0.
Entao. para cada £ > 0, eviste u. € X tal que

() e— 2= < T(u.)<cH+2s

(B) |14 (u-)]| < 4de.

onde
0<c—=infmax I (~ (1))
~el 0,1 .
e
[={yed(0.1.X); v(0)=0¢€ (1) =¢}.
Prova. Ver [37. Teorema 1.15]. B

Observacao 2.14 As hidleses (Hy) e (Ha) sdao chamadas, respectivamente. primeira
geomctria ¢ segunda geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Definigao 2.15 U funcional 1+ X — R verifica a condigao Palais-Smale (PS) . sc
pura ¢ € R, qualquer sequincio (1,) C X verificando

. .
Iy —c e I"(u,)—0
possui wina subsequéncia gue converge forte em X.

Teorema 2.16 (Teorema do Passo da Montanha - Ambrosetti-Rabinowitz) Sejam
X um Espago de Banach ¢ I € CY (X, R) com I(0) = 0. Suponha que existern o, p > 0

tais que
(H)) I'(u)y>a >0, para todo u€ X; |ul|=p
¢ cxiste ¢ € X lal que |le]| > p e
(Hs) I(e)<0.

Seja
0 < c=infmax I (7 (1)),
el [0,1]
onde

[={yed(0.1.X); v(0)=0¢€ (1) =¢}.
Se I satisfuz a condicao (PS)_. entao ¢ € um valor critico de [, isto ¢, erisie
we X tal gue
Iuy=c>0 e I'(u)=0.



1 . . . ,
Prova. Para ¢ = ~ 10 Teorema anterior, temos que existe (u,) C X tal que

I(u,)—e¢

1" (u,) — 0.

Desde que I satistaz a condigao (P5), . existem (u” }.) C (i) e u € X tal que
Uy, —uw em X.
Da continuidade de [ e I’, temos

T(u)=c e ['(u)=0.



Capitulo 3

Casos Superlinear Subcritico e

Sublinear

Nesta segao estudaremos a imersao, e falta de imersao compacta de H} () em L2 (Q)

quando

2N
.'.\'_ - 2'J

e mostraremos wma condicao para p (o) para garantir tal iimersao.

plao) para algum 1, € €2,

Como aplicagio. discutimos a existéncia de uma solugao positiva u € Hy (Q) para

o seguinte problema com valor de contorno eliptico nao linear com expoente variavel

2 < 1’)‘(..'!‘) S- ‘\?‘—_25

.') = H(_.'I’)F”.'JI)_I ’
wlr) = 0

(3.1)
, T E O

3.1 Falta de imersao compacta

Teorema 3.1 Sejam ) um dominio limitado em R, com N >3 e p(a) uma fungio
mensurdeel cm Q satesfazendo

[
(S

1<plr)<2° qtp.em

Se cxiste g € ¢ constantes Cy > 0, 1y > 0 tais que

39
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ple) =27 — Lq.t.p. e £2, (3.2)

" 1
o)
com o — xo| < . entdo a imersao de H (Q2) em L (Q) ndo ¢ compacta.
Prova. Assuma que g = 0 ¢ considere a fungao
rir)=2"=p(xr), Yawcil

Seja ¢ = O3 (RV) tal que

e 0< o(r) <1, Yr €RY,

Temos, supte C {;-'.-' e RY; |laf| < l}. Para n € N, defina

oo () = n"7 @ (nr)

Entao,

L0 € CT(Q) e supt o, C {;t'E RY; ||z

éﬁ[}

Assim,

5 N2 2 o 9
/|V+’-’ﬂ. (o) dr = /|-‘ul—'v;;3('n,r-')‘ de = n® _“/ |n Ve (n)| dr
5 Q 8

= rf."\'f|Vp (na)[dr = n.’\'/ Voo (nr)|dr
& S| <

|.. 1

Fazendo mudanca de variavel, y = na, temos

Vo, (J')lzdcz-' = n."\'/ |Vp(l-_r,rr)|2 - dy = f |V'“(y)|2f.fy
L : [y]<1 o w1 "

o plrd g ' _:\a oy ploy -
|"rjn UJ| dr = n-3s |‘:’ (nx)
LY , |!|\%

2N

plr)

dz. (3.3)

Note que,

() = ) —plr) = (N—=2)r(r) =2N —=p(z) (N =2)



ou seja,

N=2r@) _ o p@)(N=2)  p)(N=2) . (N-2r(x)
2 : 2 2 : 2

LLogo. podemos reescrever (3.3) como

— . (N=2yr(x) ) :
[|+?T; ()" de = / 7N o (n) P d
5 r|<d
= n.‘\'/ 'r:.":\_é:”-:m)| (nr)” .
Jir <2

Novamente, fazendo mudanca de variavel, y = na, temos

of 1 . N (uy 1
/ lon (@) de = n? / G (o ()Pt — dy
Q ly]<1 &
(N=2) S u o[ £
= / noo2 (%) |l (_-y)|“"(“ ) dy.
[yl<1

Desde que,

1
YY) =1, se |y <=
¢ pela hipétese (3.2). para |¢] 2= 0. temos
Coy
r(r) =2" —plr) < —0
Jlog ||’
seguc,
( 2 W Ny
/ |;(U}|"’(fJn B ‘]'(Z)(.ﬂy > / “_[ (%) dy
|"f|“‘ L Ir;|i%
1

Y,
—
[/

- -
13
{E)
—
Bl =
o
=
=

I
=
G
b=

|7
%ﬁ

W
=
)

X
~—

1 1
Para 1 <yl < 5 obtemos,

log (| l)’ = |log |y — log n| = [logn —log |y]|,

40
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onde n ~ >0, resulta,

. 1
log (%)‘ =logn —log|y| = logn > Elogn. (3.4)

Portauto,

log e
plir) ’ ( el et

lon ()| de > ¢ n sl S dy
0 JLa
o 1

M»—'\
1A
=
1
=
4]
~
Pl
=

v
pl}—-\
FAY
o
I -
=
B2
it
|-
2k
=
=
A
=

. - ANy 2y
©On (..?_,I)|f-’l-f“,‘ dr > f e = —U—IHP’_ — log n dg

—[(N=2)Cy dy

A%
F\
I\
=
Y
Bal=
)

A%
]
il
-
=
——
=
N
VA
=
VA
]
——
I
Sq
|
=
=
e
T
\/
o

Uma vez que,
Vo, ()| dr = / [V (‘y)|2 dy < ||;,:J||2 =:(,
yl=<1

isso plica,

lenl < €

ou scja, () C Hé (2) & nma sequencia hmitada. Sendo Hé (£2) reflexivo, entao existe

() C (n) ¢ v e HL(Q) tal que

Pnp = em HY (),

acarretancdo,

= £, > em L*(Q)
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A menos de subsequencia, temos
o () = w () qtp. em € (3.5)

Porém,

. | oa—2 2 L _
f lon (2)|? da = / |'H_\T\;; (-n.;r.-)| dr =n" “’f |2 (nr)|? dee.
14 S 14

Fazendo mudanga de variavel, y = na. obtemos

‘/|;',, (I)|2 dr = n_"\. 3/‘|;[\U)|2L\ rify
i TN i

iy

= !2_2-/ l2()? dy — 0 quando 1 — oo,
.

S

resultando

=5 ||§ — 0 quando 1 — oo,

ou seja,

o, — 0 ecm Lg(_fl_')

Portanto,

Onlr) =0 qtp. em (L (3.6)
De (3.5) e (3.6). segue

g(r) =0 qtp. em €

Por outro lado.
e >0 >0, para & oo.

[le @

o
Logo,

plr)
dr <13 2 0, > 0.

O (1)
A\

|T';\'H-|p.:';£.) =inf < A e U, [
' Q

Deste modo, a imersao de Hl; () em LP) (2) nao ¢ compacta. |
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3.2 Imersao compacta

Teorema 3.2 Scjam 2 um dominio limitado em R™, com N > 3 e p(a) uma fungdio
mensuravel cm () satisfazendo

1<plr)<2" qtp. em £

Suponha que exista 1o €2 e constantes Cy, 17> 0 e 0 << £ < 1 tal que

Ly 2N
ess sup plr) < —
re le—rn| 2y - N =2
€
ON o
Pl 0
M_-:,)gx_2_ ~ qtp e,

o
log (|_J_ *'ul)

com v — xo| < n. Entao, a imersio de H (Q) em LPY(Q) ¢ compacta.

Prova. Podemos assumir g = 0 ¢ > 0 suficientemente pequeno. Primeiro. note que

se A CQé mensurdavel e p(r) <P < 2”em A, entao para v € H} ()

jl.n (;-?’)iﬂ{'mrf.?? — / |':-'(.?’)i”':'*""d.rr+f |.‘,_,(:_?,)i;n{.r‘}dj_.
Pt f\ﬁ{ e } .-h"‘{-u.'.‘f*'l}
/ dr + / )P dr
o1 }
|4 —i—/ |0 ()P ddur,
Anfuz1}

/ v ()" da < | Al +/ | (..'r)|r’ da. (3.7)
A A
/ v (x)]” do = / 1L.o(x)] da
A A

onde [v ()" € L7 (A). pois HL(Q) < IL?" (Q). Utilizando a desigualdade de Holder,

cont

f o () e < ( ) ( / v (‘.-z-)l‘*’"):
A Y 4 A

I

(o) o

implicando,

Observe que,

I




Em (3.7). obtemos

] o ()| dae < |.x1|+|;1|23—-"_’< / v (2))* d.--r)
A S A

Sendo Hj (A) ’—i L? (A), conscquéntemente
GO
] M= ‘:1.”""”115(..4)-

a¥ ¢

L=

Assim, ’
[rerae < ser = ([ o)
A J A
acarrctando,
P ) g
[ 1o @ < g+ 0¥ 4= ( [Iver)
A Jo

para cada v € H& (‘?) onde ¢ > 1.
Seja ¢ > 1. Vawios mostrar que

lim sup {/ o ()" da; el 700 < f.‘.z} = 0.
=0 J 1) v

Com efeito. scja c € (0,1) e defina & (= £ (2)) por

1
O
2
Considere,
i
[ T
(iy, = (%) A . paran € N,

Segue que,

e B, (0)ycC B, (0). ¥yneN.

De fato. dado 2 € B, _, (0). temos

||l|| < Ayl = {,'H_l < :’;“'”' =ua,

para £ &~ 0. Assim, » € B5,, (0)

o BN {0} = U2 (Bo, (0)\ Ba,, (0)
De fato, dado . CJ,~, (Bu“ (0)\ By, (0)). entdo

dngeNiwe B, (0O)\B,, , (0)

40
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implicando,

X € _B(,nu (0)c B,, (0) — L.(0)

Além disso, @ # 0, pols caso contrario,

v—=0=reb (0),

rf” +1

contradizendo a hipotese. Logo »r € B. (D) \ {0}.

Por outro lado, dado € (U, (B., (0)\ B

n=1 (0)) )", temos

[

o

2 € () (Ba, (0)\ By, (0)" =2 € (B, (0)\B,,_, (). ¥neN

n=1
ou seja,

v € (B, U0}, paran ~ x,

por definicao de a,
v e (B-(0)"U{0}, paran =~ o,

portanto,
(B () {0})°

Mostrando que,

(U (Ba, (0)\ Boy, (”))) C((B-(0)\{0D)",

n=1

por consequéncia,

(B )\ {0} € | (B, (0 Bur, ().

=1

o plr) <27 — ("—) em B, (0)\ B, (0).
S log | ——| ’
Tl

De tato. por hipotese

qt.p em £, com |r|<n.

R
([Ug |%|)

Tomando v € B, (0)\ B,, ., (0). temos

T '
1 < a, = (é) =<y <n, para 17=0.

40



E mais,
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1
|;L.| 2 |”.-”_J_| __:} J'Ug (m) S J'Og (|“-'”,—§—J.|)

o melhor,

—Co

—C

<

(o8 (£)) ™ (or (=)

Deste modo,

ploy <27 —

para x € Bu,, (U] \Bu.,+1 {[))

7
(log %)

Co_ o _

Vamos denotar oy o volume da bola unitaria 5y (0). Entao., para cada £ > 0 suficien-

temente pequeno e para cada n € N, temos

C 0

o (108 (ﬁ))f

|B,, (0)\ B,

Note que,
log2 logf < 2logé

Logo,
Co

ERCIANT G (=)

Co
= (|Bu, (0)] = B, ., (0)]) 2 (= 1og (Jeu=i]))

C 0

4
2

= ((G'HJ‘\ TN ((“'H-f—l);\ (fl;»\.') ( v

Co

)

= ()" =(®"")ox] 2 (log 2 — log €)'

Co
{(g)nm\} 2*%(108 2—log )’

[/

< log2 < —logé < &
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resultandao,

(—'“[)
7
ik o[ ——
‘ B, (W)\ B, O_)l_) (lon(h”l' )) <y "

onde 3 ¢ constante positiva satisfazendo

(3.10)

C -r[] N*

),.c t(..-)f: _ y £ [
ol (n=+1)24(=Tlog¢) <,

para cada £ = 0 ¢ para cada n € N, 0 (— 0 (§)) ¢ delinido por

CoN'

5= (i) 22 (-~ lon 0)f
> .

Usando (3.8) e (3.10). com A — B. (D) e

obtemos,

/ lo(x ?]'“ r 2/ |::[-;r)|p["')rf;}‘_.,
I3y 1 LN 1 na |l]

n=

por (3.8),

Cy

N o f : 2+ (log )‘

D B0\ Bayy (0)] + ¢ (/ |v:.=|2) B, (0)~ B, (0)] 3

n=1 A

Cy

. 9 (log ;))
S Z |Bu”_ (0} \ Bu - (O)l _|_ I& ]_2 || ||P|B”N \BU”_H [[_})‘ ({) ( o

=1

implicando,
Co
N Qr(log( 1 ))I’:

/ |{J( )|.I*J|;J(ff ‘(L |B U' I+f1 Z‘B” [J n . [ )l gl .
3.0y

n=1
usando (3.10),

>

v(x) Pl gy < |B-(0)| + 12 e eq 5t
/I;:f[l) | ' Z

=1
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Observe gue,
[}

(le o
et s ] ' oo, para 0 <8 <,
1

n=1

ed—(£(2) =+ 0, quando ¢ — 07, cutao
0 / 0" de —»0, quando £-0'.
1

Assim,

Z 550 quando €307,

n=1

lim / o () [P da = 0,
=00 Sy

Acarretando,

portanto,

lim sup {/ [0 ()P da; v € HY (9, |lv] < (_:2} = (),
s0t B.(0) '

valendo (3.9).
Seja (v,,) C Hl} (2) tal que

v, = v oem Hy ()

M= SIS ]

Sendo € limitado ¢ 1 < p(r) < P < 27, pela imersdao compacta de H{f (2) —
)

(a qual ainda denotaremos por u,,) tal que

L7(€2) existe wua subsequéncia de (-
ty, — w em L7 (9Q)
LLogo. passando novamente a mma subsequéneia se necessario, temos

iy () = w(r) qtp. em Q

(1) < go € LFLQ)

Pela imersao compacta de Hj (2) < LY (£2), existe uma snbsequéncia

COTIY

iy, =« em L' (92)

A menos de subsequéncia,

iy () = u(r) qtp. em Q



e
()] < gy € L' ()
Defina
O ={rel) |ulr)>1}
e

Oy = {r e |u(r)] <1}

Em €. temos
ot ()P <y, ()P < gh (r) < gy (0) + g1 (v) qt.p. em Q,

com g € L' (). Por outro lado,

Jta, ()P < g ()] < g () < gl () + on () q.tp. em .

Logo. por (3.11) e (3.12). tem-se
|4y, (;r')|””) < gé_’ () + g1 () q.tp. em 2y UL,

ou ainda
[y ()" < gl (1) + g1 (1) .t em 92,

pois € = Qy UL Uy, com |08 =0e
g+ g1 € L ()
Sendo w, ()" = u ()" tp. e Q. pelo TCDL, temos
Wl — " em LN(Q),

ou scja,

p i) = plu),

]|u..,¢_ - -n|m”d;r‘ — 0,
9

— 0.

5, € somente se,

isto &,

|, — u

plad

40
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3.3 O problema superlinear subcritico
Como consequéncia do Teorema 3.2, obtemos o seguinte resultado

Teorema 3.3 Scjam  um dominio limitado em R, com N > 3 e p(r) uma funcio
J P, JUnY

mensuravel em () salisfazendo
1< plr)<2" qtp. em
Suponha todas as hipoteses do Teorema 3.2, Suponha também que 082 ¢€ suave e
088 (i)nf' pla) > 2.
redd

Entio, o problema (3.1) possui uma solugdo positiva u € H& (€2).

Prova. Dcfina o funcional J : Hj (€2) —+ R. dado por

PRRYIEY
J (u) /”%|v'”’|2dif—/ﬂ%di‘,

onde u. = max {u,0}. Temos .J € C' (H{ (©2):R), com
J{u)o = / VuVu — / (e Ge)) g () o () dor
Y Sl

Desde que

2 < essinf g () <qr)y<2" e [ (Q) — L (9),

(2 cont
scguen as alirmagoes:
Afirmagao 3.4 Euiste e € H (Q). com |le]] > r e
b= inf J(u)>J(0)>=J(¢)
|u/|=r

De fato, observe que, para [[u]] = 7. temos

. JRAVIEY 2 _ PRSVIED
7o) = gl = [E g - [

p(r) p(r)
Como, )
2 < plry <2° 1 1 N 1
~plr 2 = — L= —— < —
. PRT== =0 27 72" T
Assim, o o

SR R UINC) L B SR
J (1) = 0 —/S;Wd.: > 5 EA (uy ()" d.
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Por hipotese do leorema 3.2,

L;J(.‘T‘_‘- oy HIII (S?) B
cont !

logo. existe ¢; > 0 tal que

sl < ellalP™ = ew’,

tomando 7 22 (), temos pelo item (iv) da Proposigao 1.6,
. n o, P
gl 1 = plug) < lugll,) Ser” .
Logo,

]( ) 2 1 }( ) S 2 1( P 2 (1 o .J) -0
J(u) > — — i — — =7 = — — =)y = 0.
o g T\t = 5T oh 2 : :
S0, € somente 1SN

1—cp? =2 >0,

ou seja,
Tomando entao r & 0, tal que

temos,
b= inl J(u)>J(0)

[2e| =7

¢ ooyl
_ : , (ur (@)
Agora. considerando F' (4) = ——————, obtemos

P (;‘r.'_)
Pl iy »
F ) = { { 1
f)(?)ﬁTz?, se t=1
e
i—]!{ r
F ()= Ze>0, se 0<t<1.
p(r)
Resultando,
. t
F (i)
> c+ Yt>0 (p_=0>2)



Fixando ¢ € C5°(Q), ¢ = 0 ¢ p # 0. observe que para t > 0

-
/ Ftg)de = / c+ __lu;;)*’— > c|Q + / o
") 0 2*° 27 Jg

1
ec3 =5z f o segue
< Ja

/ F(tp)dr = ¢+ et
Y]

()

-

Seja, ¢y = ¢

Logo,
v Tz e o Bz
700~ 3l - [ Fiodr < Blel = ea— > —00 quando
{

Assim,

J (1) = —oo quando ¢ — +oc.
Tomando ¢ = t,2. com t. 7 oc, obtemos
el >r e J(e)<0.
Afirmagao 3.5 .J satisfuz a condigao (PS).
De fato, dada (u,) C H[i (€2) uma sequencia (125) ., ou seja,
J(u,)—c e J(u,) 0, quando 1 — oc.
Assim, (./ (u,)) € uma sequéncia limitada em [, logo existe kb € R tal que

|J ()| <k, ¥neN,

Vamos mostrar que (1, ) C H; (©) ¢ linitada. Com eleito, cowo

2<p_<2’(.-'",)_;}i>i> ' _>£_ ' >£_i.
N 2 p- " plx) 2 plx)—2 p-
E sabendo que
J(u,) —c quando n — oo,
temos, .
4o, (1) = J(m)) =Hul~ [ el

Y

%||u.”_||2—pi ] ()" da,
- JO

40

t— +ox.
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implicando,
—/ u, )" Ydr > ||u”|| —o0, (1),
ol seja,
Ly pla) . pP— 2 ) \
/(u.“) dr = —llu,||" —p-c—p-0,(1),
Q 2
portanto,
/(H )H” dr > —||u”|| (3.13)
Q
onde ¢; = p_c+p_o, (1).

Por outro lado,

. L, (u' )pm plx) 4
J(u,) — 3"T (1) 11, = §||u” || §||u” || —i— ( ) w, ty, dr
0

1 . W )—2 ) . -'__ pla)
= 5 [ @ @) G )+ @) G
) ¥ / Q }) ("ffr)

-I- . ) —1 W + _
= ;] w! ()" z(u,; (a )) o, (@)™ gu”_ (x)u;, (r)dx
Q

/' W ()P
— ————dr
o plr)

l “ ;. ‘ )”[rl N )IFH !"]
= 5 ‘/} u, () de— j’ e dr
> i/ i) (.‘r')m;rjd.'r.' — i / ) [:e.‘]mr"r]:;z
2 Jg P-Jao
Resultando,
. 1 (x
J—[\.”H) - 5]’ (\”"'H.) ty, 2 (% - E) '[! H.TIJ_ {:J:)p\.r ) da. (314)
Note que,
J (1) =c+o,(1) (3.15)
e
T ()t < | T () | << [T (o) || ||t || < € ||| (3.16)

Somando (3.15) e (3.16). temos

T (uy, )y,

T (0,) = —=

€
<c+o0,(1)+ 3 el
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Logo, em (3.11) obtemos
1 1 C el dr < ) 1 £
5 - II 0 "'!"n. ('J) ar = C + U'H-( ) + § ”U.“_”

resultando,

£
I “-;_J{;T') N . {"2—1_ 5 ””'H-”
‘A {'f'?}'. ('{ ) d‘l E 1 1 7

2 p-
&) £
onde ¢ = ¢+ o, (1) Assin, tomando ¢y = 5 — €y =7 2 T segue que
27 o 27 po
. Pl -
s+ ¢ [Jug| > / uyt ()" d. (3.17)

1Y

De (3.13) e (3.17), resulta

P-
?””H-”2 — S C3 + Cy ”u'ﬂ-” 3

acarrctando,
csllin > < e es 4 e |l

P

onde 5 = T
Portauto, temos (u,) limitada em Hj (§2), sendo H (€2) reflexivo, existe (tn,) C

(1,) e we HE () tal que
Uy, = uw cm 1;(9Q)

ST

Note que,

/ |V (t,,, — u) -

Assim, como QUETCHIION mostrar que

= / Vi, NV (1, —u) — / Vu¥ (u,, —u).

Q {2

ty, —u em Hy(9Q),

resta mostrar que,

/ Vi,V (1, —u) =0, quando k — oo. (3.18)
{
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Usando J' (u,, ) — 0, concluimos

lim

fe—r

' Lypla)
/ ('H“I) ' (thy,, — u)].
Q2

V:f,”'\_’(s.’,H u)‘ 111’11

Sabemos pelo Teorema 3.2 que

pla)

() )" e L (@)

(0, —u) € el (€2)

Pela Desigualdade de Holder generelizada. temos

11111

/V’u“ﬁ (M), — u)‘ < lim lc

Eno

Lyple=1
(”.“JFII)IH-' ‘ () |”n_|;‘. - u’lp:!)]

plal

= (L.ll_}}l] “””a o a )I b _d'lpiu')]

Como (“':lu-) ¢ limitada e I (2) <> LMY (), entdo

comp

lim U wh
b oo "‘"

/\_,”m ”n; _”_) d‘l‘ =

N L a-lp:_d_)] =0
¢ assim,

lim

b—

valendo (3.18). Logo,
1
by, —>u o em Hy ()

Portanto, .J satisfaz a condi¢ao (P5).

Pelo Teorema do Passo da Montanha, existe w € ] (£2) tal que
Jw)y=c e J(u)=10,

ou seja, ¢ ¢ solucao fraca para o problema

—Aulr) = pz)—1 z € X2
Uyt

EE = 0
w(r) 1 a:CUQ

Pelo Principio do Maximo temos que « () > 0 em (2, logo « ¢ solugao para o

problema (3.1) |
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3.4 O problema sublinecar

Nosso objetivo agora ¢ estudar andlise de solu¢oes positivas para o problema eliptico

sublinear
—Au = ¢’ ci §2

v = 0 sobre 0.
onde 2 C R" ¢ um dominio snave e limitado ¢ o expoente p ¢ considerado uma fungio
positiva em 7 ((_)} sendo a principal caracteristica o fato que 0 < i%f p < pla) <
sup p < 1. h
()

Teorema 3.6 Seja p € C7 (). com 0 < inf p < p(r) <supp <1 e considere o
0 5
problema
—Au () I A=HY
w(r = 0 o 3.19
(%) , x < ol ( )

Entao, o problema (3.19) admite wma dinica solugao fraca posiliva uwy € s (Q),
0 < & < 1 arbitrdrio.
Prova.

Considere o funcional
1

. 1
J(u) / (— A
) o 2 _ pla)+1
o TOESiA ) (3.20)

Pode-se notar que o funcional esta bem definido, pois

'\7:';.|2

ueHy(Q) = ||“”H$ <X

1 plae)+1 / plr)+1
——|u|" < fa” X
/m;(;g)ul | - E_}| | < X

oude Hy (Q) = LroH(Q)

cod

Proposicao 3.7 J ¢ cocrcivo.

Prova. Supouha por coutradicao que exista {u,} C Hy(€2) e ¢ € R tais que

”u.”_||H(|} —o00 e J(u,) <c



40
Entao,

||“'H-||2 _

1 plr)+1 1 ; 2
—————|u, " = | | Vu P = T () >
[z P (?) T 1 |Ure.| /SZ > |TH”_| .)T(IH } ~ 5 Cc— 00

implicando,
plr)+1 1 plr)+1
/|un_| >/7. : |ty — 00,
Q op(r)+1

p ) — oo.

ou seja,

Pelo Corolério 1.8, temos
|un-|p'l;r}—l — 0. (3'21)
Note que,
1 <p)+1 < 2= LPCL" e |uu,,,., <clull, (3.22)
Usando (3.21) em (3.22). obtemos
|in ||, — o0.

.. iy,
Defiuindo v, = {—” onde ,, = |Ju,||5, temos

1

. a1
]- —1 plai+1 - (r1—1 nla)+1 -1 |3-‘r'r'.*-|F
]mc_.l) |“_ |r ) < o) |{1 |;t.- ) < f_p(r)
IJ 1: l"\} _|_ J_ i - = s i3 — 1 j)['.r.'J—J.

- Jua,, [P 1 (w)
—— = — plu,),
— Jo 1 T

T

por (3.22),

f Jn{.r)—ll{"” |}’Jl'_.r‘]—1 1
. 1 n -
Desde que. it
C C _
.{T\ ”“'H-HE = f_-‘ ?t'rt- = dnl — U?
segue, Tt p
[) ST e =0 (3.23)

Afirmagao 3.8 J(v,) < o(l)
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De fato,
. ' 1 () 11 1
J ) = AV - SE—TTR plaj+1 — Y, " ple)+1 )
(to) /U( Veul” - pla )+1| | ) /(2{’| i ;)[\I,er)—|—1|f |
Como
— 1 |3‘ |';JI'.1 J+1 <0
0 I [__-;.') +1 'n ~ Uy
temos,
. L2
Jm) < = [ (3.24)

Por hipotese, J (1, ) < ¢, logo

: 1 1 plaril
J () 5 [ [) OES! Jun [ < e

de onde segue,

1 2 1 ()41
= lu,|l© < ¢ + —_— T
5l < et [ —ms

Em (3.21), obtemos

T(v,) < ct2 4 t2 / 1 Ly [P0
J (1, : oy -
I\ - " " o P [\"i'.) +1 ‘f"n.

. 4—2 gpla)+1 Cople) -+
S ¢ If!!- + / 'u. Ii.*r. |E"'H-|
o pr)

< 0(1 —I-/ (J:{-I')—l |_r__._” plr)+1
o }J

usando (3.23),
() € olL).
Portanto,

v, — 0 em Q).
Pela desigualdade de Poincare, existe ¢ > 0 tal que
”E""”'”2 = ”""n-||ﬂ$uz:- —+ 0,

de onde segue,

||{,‘-”_||2 — 0.
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Contradizendo,
[oally = 1.

Portanto, .J ¢ coercivo. N
Por outro lado. seja Ay o primeiro autovalor de —Awu com condigao de [ronteira

de Dirichlet e ) a autolungao positiva associada a Ay, temos

fg 707 |2 f; ) plaei+1
J (Tpq) /; 2 Vel” = AT ES Loy

(2 t?

1 L
= — "\_' ~ _ : .IHJ[\[ =1 | . plr)
[3mal - [ oo lal

Pela 1% ideatidade de Green, lemos
2 2
= f /\J_ 7;:1.
0

f Vior
124
Substituindo em (3.25),

-/T“‘r"l) _ / "\J.T-?‘f _ f 1 f_]u[:["]—]_ | _‘l|pl_'.r-5—l
{2 g 2 g plr)+1 i

(3.25)

para [ > 0. Tomando ¢ ~ 0,

i}’{-'l')—] =~ | 3(.3,

implicando,
12

< 0, para t=0.

Portanto, .J atinge o minimo absoluto em algum ua € HS (2), uy # 0, que pode
ser assumido como nao negativo. Essa fungdo uy é em particular uma solugdo fraca
nio negativa para (3.19). Por [26] segue uy € (17 (-.-2}._ para cada 0 < 3 < 1.

Para provar a unicidade. assuma que u, v sao solugoes fraca para (3.19). Vamos
mostrar o Lema 3.1, que sera usado na préxima proposicao:

Lema 3.1 Pure cada fungao v > 0 vale

|ct-|"ui"r.’.I <1+ |ul

Prova. Dc fato. considere primeiro « > 1, ¢ assim

|{£_|?J(.T‘) _ |“|J-’(-'T')—1 - |{|.’,-|P+_]

t_|_'| 1 = 1
¢ 1+ 1+ ¢

— 0 quando u« — 0.



Ou seja, dado £ > 0, existe M > 0 tal que
|d_|.1'f(-'r')

lu| >M = -
w+1

<e,
implicando,
") < e(u+1), Yaeci

Tomando ¢ < 1, segue que
r :'I..) =
la"" < (0 +1)

Considere Agora u &~ 0. Temos,

e oubras palavras, para todo < > 0, existe 6 > 0 tal que
lu] <6 = [uf"" < e(u+1)
Tomando, novamente, € << 1,
)" < (u41), Yre e |ul <6

Por outro lacdo,

" <o, Y<|u|<M e e

|{t|"m <u+1, ¥V ¢ <d e |ul =M.

Assim, _
lu < etu+,

< max{ec L} (u+1)
< Clu+1), Yac.
pla)

a Juhcao?

Pro 0:1-3ig§i(})_> 3{.{‘ _.ﬁfleufgg_:f(z(g)ﬁo s

40

¢ decrescente em (0, +00) ¢ para cada w 2 0,



De fato,
tp{.r ]

— t;ui:,l-)—l
i
Assim, tomando

fy <ty em [(0.+400)

temos,

(z)-1 (z)—1
T >
p(x)
Portanto, ¢ 4 ¢ decrescente em (0, +00)

Pelo Lema 3.1,
|-{£|p::"r) < (1—{—3;.)

Assim, se o € L2 (Q), entao o?) < L>(Q)

Por [8] temos que a seguinte designaldade se mantém

I = <(—%) — (—ﬂ) Cut— u2> >0,
U &

isto é,

Por outro lado,

/ (_ﬂ + ﬁ) (.“2 . _Ug} =/ (um.y;_l B U-‘,-,[.;-)—1) (uz - _{12)
0 u v 0 '

Observe que

e u< v = u?<vte !> P71 yesultando,

W=10"<0 ¢ = P >,

ou scja,
I < 0.

o u> v = u?>vte !t < P~ implicando,

=00 ¢ oull o il

logo,

40
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Portanto, / = 0. Conscquentemente,

Au  AvY , . .
f —_—— (“_.z_ “z) =0 < u = cr., para algum ¢ > 0.
7 i U '

Segue entao,

—Au==A(cv) —c(-Av),

sendo u e v solugoes para (3.19). temos

u.,n{:.f') = ¢ ('_t._‘;n(_'m] .

usando novamente u cv,

PP — pPte) |

implicando,

Portanto, ¢ = v. |



Capitulo 4

Caso Supercritico

Nosso objetivo neste capitulo ¢ encontrar uma solucao radial nao trivial para o problema
—Au = "7 em D

v > 0 em B (4.1)
« = 0 sobre JB

onde p(r) — 27 4+, com 0 < o < min {% N — ‘2} e B = B (0). Neste caso. o
mdétodo variacional nao pode ser aplicado (li;eteunont(x Para resolver esse problema,
nsaremos a estratégia de [7].

Cousidere, por alguns mowmentos, €2 C R™ um dominio suave limitado, N > 3,

ACR, p=2"¢ A > 0o primeiro autovalor do operador —A com condicao de fronteira

de Dirichlet.  Sabemos do resultado de nao existéncia de Pohozacev que o seguinte

problema
—Au = wlf* om Q
v > 0 em € (4.2)
« = 0 sobre 0f)

nao possui solugao quando (2 for win domiio estrelado. No entanto, Brezis e Nireubery,
em |7| mostraram que pertubando {L2) por Au, para A > 0. o problema possui solugao

1105 (‘_S(.‘gllill[(.‘t% Casos:
(i) se N >4, entdao para qualquer A € (0, A1) o problema (4.2) possui solugdo;

(ii) se N = 3. entdo existe A. € [0,A}) tal que para todo A € (A, A;) o problema
(4.2) possui solugdo;

A

(iii) se N =3¢ Q= By (0), entiio . = —f e para \ < —f ndo ha solugao para (4.2).

64
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Note que, como em Brezis e Nirenberg [7], o problema (1.1) pode ser visto como

uma pertubagao do problema eritico.

4.1 Preliminares
Scja Sy > 0 a melhor constante na imersdao de Sobolev

HY(RY) < L2 (RY) (4.3)

cont

o 7|12 1,2 (m N -
Sy =imf {|Vully; we D' (RY) e llafl v, — 1}
Sabemos que o fimo Sy ¢ atingido. Para qualquer subconjunto aberto (2 de
R™, defina

S(@) = int {[IVul; we DF* () ol 1} (4.4)
Segne da referéncia |37|,
Sn = Sa(9),

ou seja, Sy independe de Q e Sy (€2) nunca & atingido. exceto quando ) = R™,
As hipoteses a seguir estio relacionadas com o artigo [Do O].

No que segue, denotamos por f:[0.1) — RT uma fungiao continua satisfazendo
(J1) f(0) =0e f(r)> 0. para todo r > 0;

(f2) [(r) = ﬁ para algum J > 2 ¢ para r proximo de 0;
ogr

(f3) [(ry < —5— para algumn r proximo de 1.

' T L=
Vija a seguir alguns exemplos de fungdes que satisfazom as hipoteses acima:
Exemplo 1: f(r) = r®. para a > 0.

Exemplo 2: f(r) = |Iog,i|

re1
| —
r* flogr™, a =0, 3>0 (r=0);
Exemplo 3: [(r) = 1 '
—_— el



Vamos mostrar apenas o exemplo 1: Com efeito, temos f(0) — 0 e f(r) — r* >
0, para todo r > 0. Valendo ( f}).
(f2) Vamos mostrar que
lim 7 [logr|® = 0.
r—0
Com cleito,
loo r|? .
. 5 . |logr] +00
lim r [log r|” = lim = .
=0 r=0 e +oo
por L'Hospital,
-1
3 ogr|” "\ — - 41
. 3o = r . I logr| +00
lim 7 [logr|” = lim - =lim —— __ _
. : —o— . . ’
r—0 r—0 o ! ] o +00
novamente, por L'Hospital,
q—2 —1
.-_;z.__?_ y o i - o g
. o 3 .U 1) |103T| T L d(a3_ 1) ]lop;'r| e | o
lim 7" logr|” = lim — = lim — - _
r—) r—0 o (=a)y e r0 as e too

Sucessivamente, pelo Principio da Boa Ordenacao, existira ny € N tal que
3 gy = g — Ty <2 0.
Assim, usaremos L' Hospital até ny — 1 < 7.
Afirmacao 4.1 Para todo n € N, com n < 3, vale

j)(f - l) I:f — i+ 1) |10g,r|:'.1‘—?z.

(8

[im " |log r A = lim
> ;
r—U r— oty

De fato, por indugao, para n—1. temos 7 — 1 > 0 ¢ assim,

oo

lim #* [logr|? _
| :)(;J1

r—l
por L'Hospital,
. Jlogr|™

. ol .
lim +* |log r|” = lim
r—0 r—0) o Y

Supouha que para n—k vale, vamos mostrar que vale para n—k | 1. Com cfeito, por

hipotese de indugao,

. ) ) j) ; 7) J_ ¢ 7) . + 1 100‘ r Al .

lim ~ [log '!‘|'J, = lim w_b - [ ) [log 7| B

r—0 r—0 =¥ — :
o

o

por L'Hospital,

- 38 1) (8 k)flogr|”"
lim 7 |log -,r'|‘i = lim w_1) — ) [log |
r—U r—0 4}




valendo para ko + 1< f.
Portanto, a Afirmacao 4.1 vale.
Como ng — 1 < J. aplicando a Afirmacgao 4.1,

3 . F(5=1 3 — g+ 2) logr|” " '
lim #“ [logr|” = lim ( ). — 3+ )I 0g7| - +_)U
F—+) r—0 amh o +oo’

por L'Hospital,

AMB3=1)...(8—=n loo A—ng
linﬁ J""|logfr|‘9 = lim ( ) iy + 1) [logr|

—sl P30 oo g

= lim C' [logr” ™ 12 =0
L

3(3_1) (B_n
Oﬂde (-r = ))( — ) QEM =0 ks 1) '

Portanto,
lim |1L‘)g’r|’3 =0,
r—0
cm outras palavras, dado ¢ > 0, existe 0 > 0 tal que
lr| <6 = |lr:.‘-g?‘|‘8 < €.
Tomando = ¢,
D

P logrf < e, ¥Yra0 ¢ para algum 2 > 2.

(f3) Note que,
i L= = L= 1] = 0,
r—

ou seja, para todo £ > 0, existe & > 0 tal que
r—1]<d = 1|1 —r|<e.

Counsiderando ¢ = ¢, segue

. c
Fr) < _|100‘T|9 para T = 1.
(=

Provaremos, agora, a seguinte desigualdade:

Teorema 4.2 Suponha que [ € C([0,1),R7) satizfaz (f1) — (f3) ¢ scja

p(r)=2"+ [(r).
FEntao,

sup {f ()P day v € U, (B), |Vull, = l} < o0
1

Usaremos a seguinte versao do Lema Radial:



4.2 Lema Radial

Lema 4.1 Seja v e HY, (B). Entao,

|u(r)] < ! ||V:‘u.||2
T (N=2)

. 1 — )3
|a-(,r)|§( - .._,) 1Vull,
i

Prova. Se u ¢ H},, ,(B), entao

i L |

(i (H}‘u 2 =
S5 2

1
</
r

Afirmacao 4.3 u-'(_s).s% S L:(I:r_., 1) e —x_lg € L-Q(;-r'., L)).

1
lu(r)| = ‘/ u (s)ds

De fato, lembrando que

onde |v| =
or 12z x;p  wy
Ow;  2x]  |x| 7
Assim,
Ju  du dr Jut 2
Iy x;

due,  Ordr,  dror
Calculando o gradiente, obtemos

f e ay du oy du x
Valr) = (rf-r' v dr ) Cdrr’

resultando,

Assim,

ds.

(4.7)



Portanto,

2
sV s

{{.’ (H)

2 l
d&':/

1

wy—1

()

9 1
sV lds < /
0

[ |Vu(;r'l)|;Z dr — ¢ ||V'u.-||i2i\”) <+,
B

[/

ou seja,
u.((.ﬁ)h‘NT_ c .L'ELL l))

Calculando a outra integral,

1 2 1 N2 BN
/ L |as = /%ds: e ! !
™ S__:-_ T ]S : _"\I + _) 2 - .'.\'_ 2 - .'.\'_
(4.9)
- 1 1 1 1
—1 <
V=2 \rV 2 —N =22
lmplicando.
1 1 1
s Py S~ T w5 < T
J\' — 2)2r T

Provando a Afirmacao 4.3. Usando Hélder em (4.8),

- 1 1
|”{.",}| < ||V“‘”L3[';-,‘|'|)‘ sy < ||v“'||L3ij[r,l)) ol N2
. s R ayy (N —2)3r™2
o que conclui (1.6).
Para obter (1.7), observe que podemnos reescrever
L 1 1
et 12 1 2 1 2
N 2 1, 1
VN2 N2 BVAET AV
— 1 _ ‘,,.-\' 2 E
N-—2r7 ( ) ,
B 1
[(l-P(14+r+..+rVH]2
Vsl s

1

(1—r)2 ('l a4 "-‘) - (1—r)2

N2 N\ N2
ro3 N =2 oz




Assim, usando (1.9). temos

1

\ Nl

|”(."',)| < ||v“||f_ 2([11))

2N 1\ 3
= ||Vl 21 (—)
L2([r1)) PN -2

< ||V“||LB([,-,'|))T+£

obtendo (1.7). |
Agora vamos a demonstragio do Teorema 4.2.

Prova. Para u € H} .(B). com ||Vu|, = 1, podemos escrever

f |.”{\__?_.)|2 .f(?)dm — / |'H_.(J”)|2 S N _lcfl"'
wy-1Jp 0

. ; 1 e T .
) Ne1g / () [ N1
p

(4.10)
Vamos estimar cada uma dessas integrais separadamente:
? 27 ) N =1 g 2" yflr) : N—1
u(r)|” Tt T e = ()" (Ju(r) + 1= dr
0 0
() v N p 20 N-—1
= |n — L e | u(e)T et T
0
p B N " e - 1 Ok ¥
< / lu(r)[? (|a-[’_r')|'f"') - 1) r‘\_ld':"—l—/ lu(r)|* " tdr
0 0

I/

P B . .
() (laol ™ = 1) @)
0
P .t ) . .
< / |u(r)| (Iu-t_r-)l'“” - 1) P dr 4 ——Ny
0 L
onde, .
YN = sup / u(e)|” dr (4.11)
{U( HY (B | Val, 1} i3

¢ a melhor constante da imersao

Hf (B) < L* (B).



Pelo Lema Radial, para v € Hy, (8) com ||Vu|, — L. podemos escrever

() < L2 o

o que implica,

/ |€t-|;f',)|z (l”(_';',”j - 1) f"'\ ld:r <_: / ( N2 ) (
0 0o \r T

Proposicao 4.1: Dado d > 1. existe p — p(d) > 0 tal que

C!f[-ﬁ) —-1< ”7,0'{_-“")-.

¥s<(D.p)

sempre que ¢(s) —» 0 quando s — 0,
Considere

o2,
g(r) = S=[(r)logr],

por f(2). temos
glir) < N 2 c
2 logr]|

7-17

parar — (e > 1. Assim,
g(r) — 0.
Pela Proposicao 4.1,

N2

N—=3
~5—= ) logr| < d
(. 1<d >

f(r) [logr|,

para todo - € (0, p) ¢ para algum d > 1.

(4.13)



Voltando a integral, obtemos

1\
p s S ) P N=1 l“( N 2)
() e - [ )
0 \ps e J,

T

()
P Hrlinl ——=
= fl e S =1 | dr

=

_ /p 1 ((_.._rl;'r:' hl("_{ﬁzﬁ) — 1) dr

[—Inr) 1) C{.f

o T
rl roy N—2
o T

por (1.13),

0 1 :\'_f..\.g ] f(r) ' o N o
/ ( - ) (( — ) —1) a""\_ld-r'E/ (—71 () lwr| dr.
0 roz Tz 0 r

Portanto,
B N -2 [ f(r)logr
/ | |uU |f'”—1) TNl <d 5 / I )|‘ 54 di

[

Je ) lloe
Afirmagao 4.4 / M dr < .
/, -
De fato,
L |1 grl o Nlogr| ? logr|
_ og T ] ogr dr < /' ogr I
0 llog ’r‘|§ r 0 r '-
para p ~ . Note que,
, |log;r|l_"f 0
liny _
r— - 0’

por L'Hospital,



_ Jlogr"” , | 51 . 1
lim ——— = lim (1 —3) |logr|™ == (1 — ) lim 3
r—0 T r—+U ’ T r—+0 T |][']g T|

lim L 1 — lim 1 1 3
=0 [logrl flogr[ ™" =0 [log [ [log T

I/

Assim, por definicao, dado £ > 0. existe o > 0 tal que

logr|" 7 ,
— | <, Y| <. (4.14)

Voltando & integral com 0 = ), conscguinos
] fw]

1-7 1= PN R e )
/P logr|" 7, _ / log ™, . f ogrl” 7,
0 T 0 T 5 r

3
logr| 7 o _
¢ contitua €l (5, 5), pelo Teorema de Weiers-

usando (1.11) e sabendo que

trass, existe o maximo o o minimo, desta forma

P |log 1-5 §
f |log 7| dr < c=+4c(p—0).
0 r |

Segue a Afirmacao 4.4, Portanto,

/ () [? (|r..'('r‘)|"f!'r) — 1) N ldr < o,
0

o N
/ |-u.(r),|2 SN <
0

implicando

Para estitnar a segunda integral em (1.10), usando novamente (1L12) e (f3). po-

1 oy - ) 1
/ |{“:.‘f',)|h I-_Iu)j.,.\—ld_.;_ < /
p p
1
1
/ s —dr
Jp .r,f\—f—f,_lr['r‘]—i\——l

11

) 1

= —dr.
Jp ?.II 5 fr)

Fazendo mudanga de variavel na altima integral, » = 1 — s, obtemos

demos escrever
2510

=

T 2

I




0
1
—m—-w—tfi = —/ . (N—12) ,, N ds
fr) 1—p (1 —s)tr—= =

por (f3),

I—p 1
= / (N2} ., \ ('fS?
0 (J_ SJ = f{1=a)

St 1—p 1
/ — 0 < / et
A p .I,] 1 r fir) 0 (l 'C’IJ L4 T

I—p
Afirmagao 4.5 /
0 (l—s)

1
(N =2

I+—

ds < +ox.

-
=

De fato, lazendo mudanca de variavel, 1 5 = @, scgue

1—p 1 o 1
f (N=2) ds = / T(}.!-‘
0 (l— &) J1 TS

tomando ¢; =

Considerando,

1 S |
(N—2) . ds = / ﬁ(i’if
2 o i

. 1
h.-[_.’!‘) B T@.I‘—_rhl h

e r L=
o passanco ao limite com > — 1, conseguiinos

I i) =



por L Hospital,

lim L —1lim (—Inx+
o1 1 L i

1
(-D)Inz+ (c—a+1)= ( c— o+ l)
—_— = (.

Por definicao, dado ¢ > 0, existe o > 0 tal que
0<|r—1]<0d

implica

|h()] —|c| < |h(x) —ec| < e,

rosultando,

|h-(,-'f',)| <ceteEo Yee(l—901+ a) {1}.

Substituindo na integral ¢ lembrando que ¢ € wma [ungao crescente e continua

e (p, 1 —0) temos
1 1-6 1 \
/ e(ﬁ ])l”‘rd;z: = / ) dy —i—/ MO dy
p p 1—d
S|
< o(l—=46-p) / tdr
J1—4a

< e(l=80—p)+co < b

1 ]
/ (N =2} o d_IS' < o,
0 U' ‘q_)l ' T 5

Concluindo a afirmagao 1.5. Acarretando,

Logo,

1 3 -
f ()" N e < o,
P

Assim, em (1.10) temos

|ct-(.::‘)|2*+ﬁ?'J dr < o,
Vi)



4.3 Imersao de H} (B) em L") (D)

Clomao Consequencia do Teorema 4.2, temos seguinte imersao do Sl_ll}OSlJ{t(;(:) cle I'Lll'lt;ﬁf}s

radiais em [ (1) em um espago de Lebesgue invariante com expoente variavel.
Corolario 4.6 A scyuinte imersio

H;

(IX8

(B) rped (B)
¢ continua.

Prova. Considere o espaco de Lebesgue com expoente variavel

LBy = {a : B — R mensuravel; /

(a2 de < +:><,}
S

COM NOrie.

dr <1

{t(_-r‘) A
A

||U;”-‘_H— Fi) = i“f /\ =1 U: /
J 3

Assumindo que u € lI{]]J.J, (B) com ||[Vul|, = L. devemos mostrar que
[|e]] - i) <c ||“||11,:',_,_i_ B)

Usando o Teorema 1.2, sabemos que

. |2 T e < e < . (4.15)

Para A\ > 1. podemos escrever

N2 S ) gy gy 2T
/ —ﬂ'[’!)‘ dr = / JuCol” dr,
B

A g ATAWD
sendo —— <7 1. a igualdade acima resulta

VALY,
PR N2
()
/j} dr </ﬂ|"\#d;r,
¢

usando (1.15) e escolhendo ¢ = ¢|B|, obtemos

w(r)

A

c _
dr < e YA>1

R o P
“{.”') 2Tl
AT

A

o bi;
Considerando A = Ay = o,




a2
/ 'u.(.r..J‘ dr < % <1,
zl Ao Aj
ou seja,
fir)
A(]E{)\>(};f ”(Tf} da <1},
B

por defini¢ao de mfimo

() 25+ fr)
il]f{x\ = UI.] — dr < 1} < /\U-
: I /\
Logo,
”“Hz*' i) < Ao ”v”"r,f:_n‘_: NVue Hrla_r (13)
e

“v”-”LZ[_H) - L

No que segue. assumireinos que

N

flr) =", com 0 < a < min {T N — 2}

Definigao 4.7 Uy := sup / e ()| da.
{wen] (B):|Vul,=1} /B

Vamos mostrar o seguinte tcorcma

N
Teorema 4.8 Se p(r) =27+ ¢ 0 < o < min {—) N — 2}, entao

w
£d

Un

v

. (4.16)

Prova. Denotaremos por

) . N—-2 _ _ ) N=2
w(r) = Cy—=e—=—— come >0 ¢ Cy NNV =2)] 1

N

[52+!,2:| 2

(4.17)

as instantons de Sobolev.
Proposigao 4.9 As instantons de Sobolev satisfazem

—Au=u""" sobre R". (4.18)



Prova. Relembrando que para uma fungao radial wo laplaciano ¢ dado por

A{t-:dz—g—i—;\r_l@

di? rodr

Assim, calculando

dut Lo oxod v oxve2d g, 2N
- = Cye 7 — ;\_ =Cye 2 — (|_ff"—|—.f"J : )
dr dr [2+r2] T dr

.Y,

= Cre T (2=N)[E2 4047

Fi

Computancdo novamente a derivada de u? em relagao ar,

d*u d - _

£ du” L N d . Y

o = = — ) =C.572 (2 - N]— E-’ 1 21T .
dr? d'}f" ( dr ) N ( ] d"lr' {[ / ] ! )

= G =T =N (24T 4 ()T o)

Vo2, . : g = D mo g =N=2
= Cu=T(2-N) ([.ﬁ)‘—l—r“] T N[ 4] )
Deste modo,
N—2, : > Pt | - Nz N e =2
Aul = Cpez (2—N)[e7 4072 Cye 7 (2=N)rEN [33 + 7] E

2

- N
+ N2

I J

(2=N) [+ 2 7

N

= Cye T (2=N)[E2 4187 —Cpe

—N

+ (N -1DCy"T(2-N) 2 +07

o =N )

= Cys T NE=N) 24147 —Cpe 7 N2 = N2 2 417

Deixando e evidéncia a parcela

N—2 =N

Cye 2 N(2=N) [z + J.-z] 2 1

=N A —N-2

9 ¢\'(2 _ ‘?\l'.}l.‘.l [62 + 3.,2]T

—N-2
2



obtemos,
A SR - ATY [ 2 2
A”‘:_ (-'_.'\”:' 2 _\ (2 — _7\' ) [_ —|— / :|
Observe que
2 B €2 4 g2 — p2 2
[£2 + 12 g2 42 g2 42

substituindo na igualdade acima

1

Cye T NE2-N)  (N(N_2)) TNV _2)(—"7)

(22 + r2)"7 (g2 +12)72

N2 V42

(_,7\{.'[_.\,’_2)) 1 [—,, 2 J

(2 + .J,.z> o

Consequentemente,

—Aul =

Por outro lado,

| ‘ﬁ\:¥ N(NV 9 ¥“\;_
) e SR (L i)

Portanto,

As instantons de Sobolev satisfazem também

/ | |\7?:j[.’;:]|2(?.-'rf:S_,%- = f ut ()| da (4.19)

A igualdade (4.19) implica que para wa certa fungao cut-off 1 vale

IV @) =S¢ + 0 (¥72) (4.20)

||f,w]|j =Sy +0O (::\ ) (4.21)
‘ - N 1
Voltando a prova do Teorema 4.8, scja By, _ o

N
1
Sy



w= (1) == By (r)u. (r),

aplicando a definigao de u! (). obtemos

. By (1) Cye s Ax nir) T

U (’) : _ ANz T Nz
(2 4+72)72 (e24+r2)72
onde
-\\ = BNCN.
Usando (4.20) e (4.21), mostra-se que valem as seguintes igualdades para u.
IVul,=14+0(" ?) (4.22)
e

/ lu- ()" doe =Sy + 0 (V) (4.23)
B
Para provar (4.16) recorremos ao seguinte Lema:

Lema 4.2 Euistc wma constante ¢ > O tal que para tode = > 0 suficientemente pequeno

f e ()" dae > / oz ()] da+ clog e + O (—)
B B

Vamos usar tal Lema e depois demonstramos.

Sabendo que

U —an{/ ()P day wc UYL (B) e ||Vull, = l},
Ji

cutao, tomando J
_ - ()

. = ——,
’ ||v”-:?||-_)
temos
? 9% | i [l} <
Uy 2 [u. ()" 7" dx =/ é— dr
» o TV,

> [ Jue () de O (N2
2 .

IPelo Lema 4.2
Uy = / - ()[* da+ cllog €/ = + O (‘fl) +O(N?),
B
por (4.23),

Uy > Sy + O (V) +cllog g|<* + 0O (,l) +0 (")



Afirmagao 4.10 O (c"'\') +cllog glz* + O (,l) + O (M :

De [ato, mostrar isso equivale

O(=Y)+0O (sl) +0 (N2
llog €| > ,
cct
56, € [omente se,
O(N) +0 (%) +0 ()
log €| > —

Mas. observe que para ¢ ~ (),

llog €| == +x.

"\b’billl. Vallos tiostrar (e

0 1o(e) oy

Pt

< o,

Com efeito, procedemos e trés partes:

0 (5—) 0(c*) 5| O (e—)
) — = ——=—| = - € ¥ Segr ¥ <, paras =0
E* I 5o ez
O (V2 O (eN2) V-2 O (V2 ,
¢ (;-_,_U- )‘ = (.—:.r )(_._'I\: 2—ny = E'\' 2 ) |:\ - i CEN_Q_Q <c
O (=N O (V) N-a O (=N .
* E” ) - E—u ] i'-"\" I3 = E;’\' ) |_' : tl| E {:)\ BN
Portanto,
0 10(5) vory
_ =~ X0,
valendo a afirmacao 4.10. Logo, ’
Uy > Sy,
Vamos demonstrar o Lema 4.2.
Prova. Por defini¢ao
N2
. _ , gz
u-(r) =Ban(r)ul(r) = Ay (r) ——,

(:_:«.Z _|_ -"2') 2



lembrando da delini¢ao de 1. obtemos

N—2
" ; € -
U (1) < Byul (r) = Ay—————= <1,
(g2 +12)72
se, € solente se,
N-2 N2

ou seja,

1solando r,
Considerando

entao, obtemos
u: (r) <1 < a. <. (4.24)
Analisando a integral ¢ tomando ¢ ~ 0, segue

]_ [ R e PR LI T 1 PR L S -
/ ‘. () |“’ T dr = / |10 (-‘r}|‘2 b N=1 g +[ - () b N =L g
wa—1Jpg 0 as

Vamos estimar a scgunda integral. Comn efeito,

il

1 1
/ i (':':)|2' TN g = / |Baay () u! (,-)|3 Nt dr,

sendo 7 < 1. segue a desigualdade

1 1
f 1 Y < / [Baaz ()" Bt (r)* V1 dr,
Qe

Qg

usando (4.21)

1 1
/ s ()P N e < / Byul [,r')|2+ N1 dr,
Qg Qe



Aplicando a definicao de u? (r),

1 1
DL Wl r

/ - ()P N T e < /

[ Qg

[
a\g
o —

—
o
-
+ t
-

v
pa——

[

tendo em vista que vale a designaldade

—_
[

substituindo na integral

1
/ - ()P AN T e < AR SN

e

Assim,

b
(

e
g\
" —

] =
=

usando a defini¢ao de a.,

/a - ()7 PN dr < \\T

Afirmacao 4.11 \_ ' AR} .
De fato, )
—-N
A% el 2
Lkt lARf ‘e
= |7
_ -2 -1 —

1 I . Y1
/ lue ()2 T PN < A S l v ] -
Qe 4V ae

v
N A },G" )




por desigualdade triangular,

Fazendo = — 0. do lado direito obtemos
% [AF — E] 21y %Z\\E_ - Ai —
Portanto,
DRI —N
i\\f;l lARf € — :3] 2 —1][<+x

Decorre da Afirmacao 4.11

1 o "
f Ju. () N ‘m-—()(ﬁ) (4.25)

Pelas contas anteriores. vale tambom

1 .
f e (1) N dr = O ( ﬁ-) (4.26)

Logo,

1 BT o . 1 yw o e ik .
/ - (r)f N e = f (|u.,:._ (T = e () 4 s ()] ) PNt dr
0 0
1 e . 1 G | oy .
- / lu. (7)) ™ tdr + f (|u.t._ (M = e ()] ) PNy
0 0
1 ¥ . Qe o o o .
= f |at- [_'f")|"" N 'd-‘;‘+/ (|'H._.T P = Ju. (';")|2 ) Ny
0 0
1 % L0 ok .
+ f (|U.:- () = e () ) N1y,

Observe que por (4.25) e (4.26),

/ | (Jee )7 = e ()7 ) e = 0 ()

e



Assim,

! a o r 1 . BE .
f |”«:-. (."'.)lh N1 dr = / |_”__3 (J] |2 N1y
0 0
+ _/ (luf " = Ju (-:-)F“) PNl 40 (—) .
0

(1.27)

Como

m

< a-, para =0,

na igualdade (4.27),

1 o o i 1 . i £ L . )
/ - ()P AN e = f - ()7 r"'\_ld'r—l—/ (|u:. () = s () ) N dr
0 0 0

I
O\
2
—_—
—
=
|
o
2
3
C\
m
S
=
—_
—
|
=
=
n
—
=
—
e
S—
-
P~
b

+ O (sl)
f“’ (|s_|'.t-_ [\_,)|-’+' — |- () |2) Ny > 0.
£

Aplicando a defini¢ao de u. e usando que

pois

nr)=1, para 0<r <z,

temos

1 1 o
f 0. {"r']|21+r“ N dr > ] le ()2 # N1y
0 0
+ / By ()P = B ()F ) N e+ 0 (7)
0

Defina



Construiremos uma cstitnativa inferior para I ..

Lembrando que

= (r) = Axn(r) e

N
(24 r2) 2
¢ sabendo que

temos

N
— N dy
g + ?2) ] L:Z + ?.2) 2
Como r < ¢ implica
1 _ 1
B 5 i EYGE)
2 4c? T 22
substituindo na igualdade acima,
£ \ N 2 2" \- 2
- NE 2 Ao 2 Vo
‘Ir| i / N2 N2 - ]- / dlr
0 |(2:1)% (2:2)3

sendo dy:———7,

(4.28)



Observe que podemos ver

Por propriecades de In,

[ it 2 a1y =2 -
(fl\ e—r—_—1 = ¢ I o+ =5 ||r|.|] -1

> o [lu dy + 852 [lnel]

Em (4.28),

Denotando
A2
c SN
=50
obtemos
c
7. o -
Z = (lnn’.\' + == |11'1_-|) / ratN=1 .
- )
. c
= ol N TE
= (hl"f.\' + 2 Ilna|) . —
. cC
i N f)) T ;\I
— (lndy + ——|lne ) _—
& ( ‘ 7 el a+ N
>

c (111 dy + i:.;\.g 2 ln El) £”,

Distribuindo ¢2 e usando o fato de ser positivo,

L. > clndy +c 1?”'“\"2 2) lne|=cc" +cc”|lugl

> co"|lue|



Assim,

1 - a . 1 y e .
/ e 'i."',)lz N g > / . [I'f'r)|z Ny
0 0

"‘ / (|B_\N: l:-p”g* e |B,\'”; (.’}|"’P) er 1{_-,’;‘ | (..) (: )
A

1|2

acarreta
1 DRI . 1 DE . N
f e ()2 Y dr > f - (M)F N T dr+ 0 (”_’) +cllne|".
0 0
Portauto,

/ e ()] dae > / - (0)]* da+0 (_:_-_-%)+c|ms|;".
13 7

4.4 Sequéncia de Concentragao Normalizada

Definigao 4.12 Uma scquéncie (u,,) C Hf, (B) ¢ uma Sequéncia de Concentragao
Normalizada sc

(i) |Vu]l,=1;
(i) u,, =0 em H, (B):

(iii) Para qualquer o = 0 :

n—s—to

Denotaremos por A o conjunto formado por todas as sequéncias normalizantes.

Na proxima Proposicao, vamos caracterizar o limite maximal do funcional

1
f lu (r) ]2 PN dr
0

1 - [n] T
Proposigao 4.13  sup { lim u.-"\-_lf |uty, (_'r')|2 t r"\‘Ld-;-~} <Zn
0

I:-r.'.-;](:_'\" oo

sobre .

Prova. [ suliciente provar o seguinte: Dado ¢ > 0. existe 77 > 0 ¢ ng € N tal que para

qualquer n > ny temos



oo mn C 2t N1 £
() ”-'_-x-'—lf |ty (1) T dr <En 4 3 ;
0

! 9 s A €
(h) u:_.\.-_l/ et ()21 PNy < 2
! : <3

Vamos provar priweiro que (a) vale:

n G|t . n JE . L -
wy f Jw, (M) P T e =y / | (7)) Jun (7)™ # ¥ dre
0 0
n X e P Vo
= e;';\-_I/ [t ()| (|H.”_ 3] —1+1) o dr
0

n . o .
= H';’\'—l/ |, '(-r‘]|2' (|u.,, ) - 1) N dr
0

" C 2t N
+ u".\-_l/ [, (P)|7 71 dr.
0

Observe que,

n BES - iy
Wy _1 / i, (P N Ve < [ |, [_-r)|'£ de < Xn.
0 V]

Substituindo na desigualdade acima, obtemos

n ok L - n = - Lo A7
“l;\'—l/ |.”__” (r)|i +r ?_,;\ -1 dr E “.;\__1/ |.”_” (;)|2 (|”._”. (})|r . 1) IIr..\ I d'}f'—f‘ S:\.
0 0

(4.29)
Pelo Lema Racdial,
no - N A A N
w, (D (e, (D" =1) Y T ar < -u_,!_(r)z % 1" tar
[ty (1) (r _ =
0 0 1z
(N 272\ -
. 1n T
= f |ty ("‘J|2x e " — 1| T
0

Por propriedades do In,

1 2t e - K L 0* | T2 .
[ e, (1) (|u.” ()" — 1) N dr < / |1, ()7 |e — 1| L,
Jo Jo




pela Proposigao 1.1,

N o :
1y, (1) A (D) =1) N
1 0 (ja o1 1)

VA

n N N — 9 .
c/ |y, (-r)|“) r¢ln | —s=— PN dy
0 P

n . T 1 (N2 )
< cef lu, (M (N =2)"2r 2 Nt dr,
| i (V=27 )

—{IN—-2)
tomando ¢y ” (NV — 2{)_%, temos
m P 0 N - n o= (N -2y v
ey, ()]° (|un (" - 1) dr < e |, ()7 e In(enr)T 2 } o dr
0 0 L
" . N —2) :
< c] ()] -,-("7( 5 ) 1 (r.'.-\-.*'_)] PN dr
0 L -
- ! . NYES Ltk fooaaT WNL g
< 21, (7 )| [ " In (¢ _..\-r)] / dr,
0

Tendo em vista que In (¢yr) < 0,

n iy i I iy '
/ thy, (';')|2 (|u?-d ()" — 1) Nl dr < e / [t (7)™ 7 |In (enr)| N dr,
0 1)

sendo #* |lnr| erescente,

i e o - . Y Ge
/ |'”-n U)|Z (|”H U)|T - 1) .f"'\ | dr {_:‘ 1 "'f'“' |l”~ f-l-\”-"f'/ |“'H (IHZ "VI\ ! d,r
0 0

1
< o n” |lllc.g.\--:;|/ 11y, [_r;)|2 PNy
0
— F - 1 ’ 27 -
< ¢ |11Lf‘.f\- ffl " |1h (;)| dx,
LN L JB

aplicando a definicao de ¥y,

n O Ee P s r
[ 1, ()] (|uﬂ ()| — 1) PN dr < ey [Inenn| Sy
0

Considerando n = # (<) > 0 suficientemente pequeno tal que

€
&)
N ey Sy < 3

n . . .
/ g, ()2 (| w, (1) — 1) PNl ©
0 < 5 (4.30)

obtemnos,



De (4.29) e (4.30) concluimos («).

Para provar o item (b), procedemos como segue: admita ¢ € (1(=), 1). Podemos

K . . S |
/ w (s) ds / ), (8) s 7 —— ds|,
J1 J1

por contas [eitas na demonstragao do Lema Radial. temos

cscrever

I”n- U)l =

”’:4, ("] 5 .\.2 | b .\:'l—_ J—‘2 I:,('f.- l)} 1

5 2

assim, por Holder

i
2

t
1
f = - (s
L

t
[t p s
1

1 1 % 1\ 2
< / ds =0
Ty t N1 =ay, 2-N t
el
(a2 ; ol T . . 1 T SN
< it . |1_t2 ,-\|2= n - |tz N _1|2{‘_: L - t o
2)2 2)2 2)2
(N — (N — (VN —
Pelo item (iii) da defini¢ao 4.12,
7, — 0 quando n — o0,
entao podemos estimar
1 1 27"
9% L0 ) T, N
/ |.”__” (3”3 N =1 dr < / — n : r ,a\ I dr
n n [-\‘ —2)
2-|-__|_.|,,r- ,J_ .
~ e} 2-Nos 2=N .o ar_
< — ,../ A T S T/
(N =2) 1

sendo o, << 1,

1 2~ 'l 2"
C N2t N a, N2 0 o ,
/ ,, (r)) 2 N g < D Emers / rlTT A= — 2 o),
n (V-2 y (N =2)

onde ¢ (1) ndao depende de 1.



Assim, para n ~ +oc,

2
valendo (5). |

1 gv L £
/ |y, (7)) PN e < 2
n

Sabewos que o supremo Xy e (4.10) ndo ¢ atingido sempre que 2 # RY. O

seguinte teorema mostra que Uy ¢ alcangado se for maior que Xy,
Teorema 4.14 Sc Uy > Xy. entdo o supremo Uy ¢ atingido.

Prova. Suponha por contradigao que Uy nao ¢ atingido. Scja (u,) mma sequéncia
maximizante, i.c.,

|V, =1

]|-ra-,! [:i.')|"”[r) dr — Unx.
)53 ) Fi—r 260

Sendo (w,,) limitada em HY | (13), existe utna subsequéncia fracamente convergente
w, = w em U, (B)

Por resultados de Analise Funcional,

Il oy < it ol

ou seja,

”\—"”"”Lﬁ(xs) < lrﬂl‘jlff ||v“-r=-||1_"i;f_e) = L.

Assim,

/ |V w [_::‘)|2 dr < 1.
JES

Afirmacao 4.15 A fungdo w € ll[’,i.,, (B) ¢ nula.
De fato, supouha por contradi¢iao que w # 0, temos

/ IV ()] dz > 0.
15

Por uma argumento do tipo Brezis-Lieb,

/|u” (.s‘)|2x_"'” ('f;l::/ () _”‘(;K)|2"—1"' d;c—l—/ |u'(_::‘)|2v+"'” dr+0(1) (4.31)
B B B



f|VH.,,_ ()] 2 dr —/ WV (i () —w ()] ffi"‘/ |V (: di“J"O(l) (4.32)
i

Da segunda identidade, se

/ IVw ()| dr = 1,
¥Ej

entao,

cousequenterente
/ IV (u, () —w (@) de— 0, quando n — +ox,
bEs

acarrctando,

wy, —+w, em M ()

Por continuidade, Uy ¢ atingido. contradizendo nossa hipotese. Assim, podemos assu-

U<f |Vwl? < 1.

Entao. definindo z,, = u,, — w e recordando que

/ ()P de — Uy,
I+ ’ n——+oxo
obtemos por (4.31),

Uy = ‘/|:n_ (I;:'r)|2**?‘“ rh.—+f \w () s dr+0(1)
7 IE)
/(.“’“'("‘"”)I |V 2t cf;zr+[ ('“ I) Vel dr 4+ 0 ()
JI2 .|\_"3'n||2 JA3 ||\— ”2
- v [ (2 (J') et / (lu‘[}r”)z‘%d-p+o(1)
UVl r \ Vel

Por definicao de Uy,

mir,

Uy < Uy V237 Uy |[Ve]s 7 +0(1),



usando (4.32),

4% 0 it

Uy < Uy 1= |Vwla+0(1) 7 | Us (|Veoll3) = +0(1)

o N _IJ?"‘ . ;!*i:""
= Uy QA= Veli+00) = + (IVel3) = [+0(Q)
< Z/{_-'\'";
para n sulicientemente grande. Implicando
Uy < Uy
mmn ahsurdo. Portanto,
w=0.
Assim,
=0 em  Hf, (B) (4.33)

Agora, vamos mostrar qie (I'u.,j_r) ¢ uma sequencla de concentragao normalizada.

Para isto, precisamos mostrar que

1
/ (1) N dr =0 (4.34)
)

para qualquer & > 0.
Lembre que

Hy, ([0.1) < L7([8, 1)),

Cowoinp

para todo p = 1 ¢ entao
1 N
/ ()T N dr = 0. (4.35)
5
Proposicao 4.16 FExiste A € R tal que

A / Vu,Vodr = / (27 4+1") |, |2y+?'” t, o d,
JB Ji

onde p € Hj (D).

Prova. Vamos coloca-lo nas condicoes do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.
Considere E = H}, (B),
ks 2
Flu) = |u,|” -1,



J(u) f ()2 dne
B

e
M={ucl,(B): Fu)=0} ={ucH, (B): ||V, =1}
Obtemos
F'(u)v = / VuVi da
JB
e

Afirmacgao 4.17 O funcional J ¢ limpitado inferiormente em M.
De fato, note que
J () / lul* V" dr >0, Yuelj, (B)
I3

cm particular, sobre M C H[l,‘_,f. ().

Pelo Postulado de Dedeking. existe ¢. € R tal que

0<c.— inf.J(u)

ws M ’

Afirmacao 4.18 O funcional F' ¢ nao nulo em M, i.c..
F''(uy#0, YuCAM,

-

De fato, dado « € M, temos

Vully =L,

assim,
F’ (1) = / |Vu.|2 dr=1#0.
7
Valendo a afirmacao 4.18.
Mostra-se tambeén,

minJ (u) = J (u,)

izl

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe A € R tal que

A YVu,Vode = / (27 4+ ") |, w0 du,
JI S

para toda ¢ € Hj . (B).



Afirmagao 4.19 A scquéncia (u,,) € (PS)C._,:\ para J, i.c.,
J(uy) —+c. e J'(u,) 0.

De fato. sendo
o, inf .J (u).
: we A [ ))

1 .
entao para & = —, existe
n o
(w,) C M,

tal que
1
S < T () < et -
L n
Do Principio Variacional de Ekelend. para A = n, existe (1w, ) C M tal que

J(u,,) =+ c.

1
J(.”'n.r) <J [\.“') + E ”“'H- - “”

para todo u # u,.

Scja w € M. Para cada n € N fixado, defina 1

h,: R* —R®

(£.8) —= hy (t.5) = I (tiy, + tw + suy, ),

temos h, = F oy, € (' onde

U (F.8) =, 1w 4 suy,

hy (0.0) = F(u,) = 0.
Além disso,

f)h”
s

é) F 'f."n. s r
(0,0) = %ku.o) F' (4, (0,0))

'LTJ

(0.0) = I (u,) uy,
pelo Teorema dos Nultiplicadores de Lagrange

F' (), # 0,

(4.36)



assiim,
o,
Js

Aplicando o Teorema da Fungao implicita, existe § > Oe uma aplicacao

(0.0) # 0.

T,:(-9,0) >R

tal que
I, ',
hy (0T, (1) =0, Yte (—0.9)
e
7, (0)=0
Logo

Fluy, +tw+T, (1) u,) =0, YVt (—0.0)

= u, +tw+T,(Hu, €M, Yitec(-0,9)
Considerando
a:(—0,0) — M
t  — all)=u,+tw+T,(1)u,
temos

a(0) = u, +7T,(0)u, =u,

o (1) =w+ T, (1) u,.
Tomando cm (4.36), v = o (1), temos
J () < J (o (1) + % e, — (1)
Resultando

1
Tla0) = e () T On) = e+ Ty ()l - I ()
t = ]

1
> =
- in

T, (1

. [}
uw - Tri”

1, (1)

—_— Uy,
t

N 1
> 1 (nu-n "

il

)

1 (1)

— iy

1 1
> ——||lwl|l — =
- n ||u H n t




1 . .
Sendo —— > —1, na desigualdade acima

it
Ja(t)—J (a0 1, (t
J(a (1) = T (@ (0) | L - H ,;(rJ””‘
2 n
passando ao limite com ¢ — 0,
J(a () = J (a0 1, (t

lim Jla(t) = J(«(0) = lim (-—l |wl| — H—(JHW )
t—0 t =0 i {

implicando
R | .
(Joa) (0)= ~ llew|l = 177, (0) w, ||

eI outros termos

;. P 1 . 1
T (@ (0D’ (0) 2 = [lell = I, (0) | = == [l

Substituindo o (0) = u,, e o’ (0) = w. obtemos

. w 1
!
J ) > Vg M.
||w n
Tomando —w € M, temos
, w 1
L 1
J" (1) <,
|w|| = n
fearre l-fllil.lU N
]F & _ . }f . N 1
||/ (et |HI_|_“_i-‘,_fjl sup T () v -
v veHE (B), |o]=1 < -,
1
logo

J'(1,) 0, quando n — |oc

Portanto, (u,) é ['PS](_,{\ para .J restrito a M.

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange,
0 (1) = ||J|f” (.-H.ﬂ_)”* — 1{‘{]&[_{1 ”_)Tf (I-'Jf.n.) - AF" [-H“")H(\Htll.p‘ H])’ =

onde,

[T ()l = sup [T () 0]
F o=,
Jofi=1



Observe que,
I oy y f n’
|‘Jr ["-!-u)'“"u._ /\-H.P L“n } ?f.”_| g ||J [\_”'n /\HI “H || H' ) *
por consequencia,

T () 1ty — AT (1) | < 1/{1#1 T (11,,) — AF” [_'u.,,_')||( r=o0(1), (4.37)

H) (3))

assim,

NI () u,, =0 (1)

Sendo. pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrangece,
I I Brallg
I (), # 0,

segue,

A, —+ 0, quando 1 — +ox.

Portanto,

cob A 1 u,,)|| r=o0(1)

AB)) 1y, (3))

||-’T! (”n)”( < ||-/T! ”u ) /\-HF! {Hr;)”( ]

1 ) r”]
implicando,

17 Carn)|

[/ (n.(3)) — 0, quando n — 4oc

mostrando que (v, ) ¢ wma sequencia (£5),  para J em II[,? (B).

Sabeudo que (4.37) vale para todo ¢ € M. temos

A, / Vu, Vo dr = / (27 +r") |y, F4rt-2 tny dr4o(1) (4.38)
B Ji

Escolhendo ¢ = u,,. obtemos

/\”_/ Vu,|? de = f (2 + ) |u,|* T dr+{o(1) . u,)
12 12

Y

2" / | dae 4 (0 (1) ) — 2' Uy
13

Concluindo

liminf A, > 2°U.

Tl 0
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Agora, escolha urna Tungao corte

n(r)

e admita © = o, em (4.38),

An ] Vu,V (ngu,) de = ] (2" + %) |-u..”_|2* L, (nyun) dr+{o(1). nu,),

B B
isto equivale,
‘I - l D -
A’an—l / v“'ﬂv (”“H) 'r‘l\ ! dr = WN-1 / [2* + T“) |“?r|_‘ v 1 _},.z\ - fh'+<{) (1) '-””H} s
JO §;

usando a definicao de 1),

o] 1
; ' 1 . D kS W -
/_ Ve,V (g, ) r 7V dr = T/, (2" + %) a2 N de (o(1) . 1u,,)
J2 nod g
1/t e
Afirmacao 4.20 T 25+ ") w2 N dr 4 (o (1) qu,) — 0.
LTI % .
De fato,
1 ' . \ ¥ N P
T (27 4 %) |u, | Ve (O (1) .,
A ‘—’I
I .
= i 2"+ )T N dr 4+ (o (1), yun)
noJge
A
< — |-n.“|2 N N dr 4+ (o (1), puy,)
An s
Usando (4.35),
A R
= ty, SN N 0,
A %

scgue a afirmacao 4.20.
Assim,

3
/_ Vo,V (quy) 1~ dr — 0.

[

Calculando o gradiente do produto,



1
o(l) = / Vi, (Vu,n + 1, V) PNy

[}

1
= / |V':.',,_|2 1 PN, (Vu,Vn) PN gy
8

2

1 d
> / |Vu,,|2 i PN dr / t, (Vu, V) r ~1 dr,
b Js

Note que

Na desigualdade acima,
N 2 N1 g,
o(1)> [ |Vu,|* dr+o(1)
)
resultando,
1 -
f [V, | Y "dr —+0, quando 1+t e Y8 >0.
é
Portauto, [I'u.”_) ¢ uma sequencla de concentragao normalizada,
(un) €N

Pela Proposicao 1.13

lim lu, [>T N dr < Sy
FL——T D !13
Por hipotese
‘ 9%t )
U = lim [1t,, TN TV dr < S n < Uy,

n— o 2

ou secja,

Uy < Uy,

nm abhsurdo. Deste modo, o supremo Uy ¢ atingido.

4.5 O problema supercritico

100

(4.39)

Counsideramos, a scguir, wmna equagao cliptica relacionada com uma nao lincaridade

supercritica.
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N

Ea

o

Teorema 4.21 Sejap(r) =241, com (0 < o < min { SN — 2}. Entao, o sequinte

problema

—Au = """t em D
u > 0 em B (4.40)
v = 0 sobre D

tem wma solucao radial nao trivial.

Prova. Considere o [uncional

I (u) % |V u)? r;f;t-‘—/ %sz“” dr,
B B& Tl

com v € HY (B) Pelo Teorema 3.1, I esta bem definido ¢ ¢ de classe C1. O funcional
I tem a geometria do Passo da Montanha na origem. mas claro, devido ao crescimento
supereritico, o funcional [ nao satisfaz a condigao (PS). Para contornar este problema
seguiremos a estratégia de Brezis-Niremberg [7]:

Ldentificaremnos o nivel de ndo cowpacidade, ¢ mostraremos que abaixo desse nivel
hé compacidade. Entao, em um 1iltimo passo. mostraremos que o nivel minimax do
funcional esta de fato abaixo do nivel de nao-compacidade.

Procederemos cm tres passos:
4 i ~ . o .
(1) O nivel —,]\rcv\' ¢ o nuivel de nao compacidade para o funcional I;

(2) O nivel do Passo da Mountanha ¢ de I satisfaz

(3) Por (2). obteremos uma solugao fraca v no nivel

1

Nesta SE-}gEiO‘ denotaremaos novamente

(13

Mostrarcinos entao que v # (.

uZ (r) = Cy —g===,
L;':"Z' + a’"l) e

N

com = >0 ey = [N (V — 2)] -
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Vamos a demonstragao dos trés passos:

(1) Dado r > 0. seja g = 7, € C (RY) uma fungao radial nao negativa tal que

supt 7 C B, (0) e n=1 em DB:(0)

Para = > (. defina u- = nuZ. Podemos checar que u. € Hy ,.(B) ¢ uma sequéncia

de Palais-Smale para I com

I(u.) %/b‘ﬁ’uf

A sequéncia u. csta se concentrando e converge [racamente para 0 e, portanto, nao

2|z

2 1 9% o 1
dr — e | v '“-;“| Codr —_S
5 2M _I_ e .'.\'
contém uma subsequéncia fortemente convergente.

(2) O funcional 7 tem a geometria do Passo da Montanha. Para provar que o nivel do

l .3 : . ,
Passo da Montanha estd abaixo do valor ?,-8;\7 , escolha u. como no item (1) e defina

¢ = inf max /(v (1)),
vel 1201 '

onde

i={y:0,R] = L, (B) continna: 7 (0)=0 e 7 (k) = Ru- } ,

com R > 0 suficicntemente grande, tal que
I(Ru.y <0.
Eutao, a curva 4. (1) = tu., com ¢ € [0,R], pertence a I' ¢

¢ < max [ (fu-) = T(l-u-)
1ED.R] /

Primeiro, vamos cstimar o valor de (., usando argumentos similares como na
prova da Proposicao 4.13. Com cfeito, sendo

I
Tt i, = 0,

temos
i- “s.f,,:-_”2 —f g2l P da =0,

implicando

I / Vo ()2 dir = ] S @) da (4.41)
V5

B
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Por Brezis-Niremberg |7],

[ Vu, (r)|? de = 5240 (") (4.42)
¥
e
lu- ()| dr = 9\% +O() (4.43)
Iz

Usando (1.12) e (LA41),

b +0(c / Vo ()] dao =22 / e ()] dee
Ji
= ¥ / . (|uc- (Ot e () =7 Jue (:)|2) du,
S

distribuindo # ¢ separando as integrais, obtemos

9\7 FO (E‘\-_Q) = tg‘_g ]5 t__:“ |11 (:r)|2r_r” — |u. [I.rf)|2.r + |- (J:)|[. dr

= 122 / lue () da + 122 f 0 s () = o () de
B B
- f| () dr+ 2 f|~ (A r)|)"""—1) dz,

utilizando (1.13),

SE 4O (M) = g2 [9 O () [ fu (o) ((r._.__.|s_f,_:._ (,-;-)|)*""'_1) d‘v]

VE]
Defina
A= | |u ()] ((_;.&.|a.&._ () - 1) da.

B
assim
© . . x e
SEHOEN ) =[5 10 1] 44

&

Afirmacao 4.22 —czz < A, < ¢ |loge].
De fato, seja a- tal que, para ||z|| = r, tem-se

Lo ()| <1, para d. <r<1.
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Por esse motivo,

A = / we () (e fug (o)) = 1) da
e Gl (e s () = 1)
l iy oy A l
= Wy_ e () (towe (7)) = 1) Y M dr
v [ )
= Wy_ - e .f) . tt‘“?.i{:“ (J) " - ]. r";\.— l (f.f’
vt [ (e o -1)

1
+ u',.\-_lf - ()] (It:—.ue [r)l"""—l) PNl dr,

Para a. < r < 1, temos

|t -1 (.'rr}|""" —-1<0.

Logo. na desigualdade anterior

A< uwn s f e P (It ()" = 1),
0

‘.L\E S H".\'_]_/ i |_“:f (T_)|2" ({!-r-“ Inidza=(r)] l) H':-'\' 1 d,;.' (445)
0

resultancdo,

Exercicio 4.23 ¢ w0l — 1 < ¢p |l gl.

Substituindo o exercicio 4.23 na desigualdade (1.15). temos

A < u.'_.\.-_l/' s (N er el ™" dr (4.46)
0
Observe que
(,\:'\:—9 (I_j_,.\‘f.\ll-__) (1\
U U] - N2 = N> oo
S ¢ g =
(2 +
assim, ¢
. nC
u-(r) = nuZ(r) < ?_\-_‘1 .
E 4

Calculando o modulo ¢ elevando a 27, obtemos

luz (1)) < . (4.47)




Por outro lado, temos também

Coc \J 2 C - .\'z—z
ui(r) = —" s < A
@y T
logo, N
N2 (:\""d\.
’ 2= . L U NE
|'“':‘ (f)| = = 2N
Substituindo (1.17) e (L18) em (1.16),
£ . _ 0.
A, < u'_.\-_lf |- (_r)|Z er el r.i-‘:‘*—i—ug\-_lf |10
0 £

100

(4.48)

(-r)|2' cr lne| PN dr

£ o=
—~— _ I'.. -~ _ T .\. ~
< oy 1/ Cne Ner®|lne| " 'dr—i—wN_l/ Cpae™r Ner® |lng| N ! dr,

0 g

juntando as constantes,

£ Q=
A< c/ e Ve el dr + c/ NN gl dr,
0 J.

sendo r <z,

—N—
. N-14a dr

‘|r-J_.
£

£ -
Ao < e Ve |lnel f PNt dr 4 e el /
0 Jz
. ,i"'\. € . A
< e Ve |lngl [TL + ™ |lng| L—i%
Voo el y el -
< A= | g et jo—N
- _'\'- + .\1- (a: +
o —
1
S e el + —— (=™ [Ine|a? N +ce |lnel)
ot e (1, _ ‘I._-\I— e I o

Lembrando que
.'.\'_

o< L] NV — 2,
< { y

ou seja,
o — .aNr < “.

substituindo na desigualdade acima,
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Por outro lado,

A = wy 1/ . (: |?‘ u- (r)]" —1) PNl dr
1 p L0 .
> u“.\-_]_/ lu- (r)]? (|f5u5 (r)]" = 1) N dr,

desde que,

temos, )
V-1
—’wN—lf - ()]
Ly
por (1.18),
1 E"\_:.\' 1
N N N
. > —u\_lf — 'y =—Lf £ "y
. " "
NN LN SN~ ,-%
> s ')__\'|5 =" (1—a V)= —ecs.
Portauto,

mostrando a afirmagao 4.22. Scegue dessa desigualdade que

L
2,

A < et

“|lne| + ¢z

Claramente. temos

o |lnel =0 (" |lngl)

Assim,
A <O (= Ine)) + O (—)

Substituindo em (1.44),
STHO(N B =2 57+ 0 (M) + 0 =) = 0 (F) ],
acarretando,

N
2

SU 40 (2N2) =g 5% + 0" e (—)}



|«

Dividindo por S

1+0(c" %) = [1 +0O (" lne|) + 0O (H%)]

2 obternos

-

Afirmacao 4.24 Vule a scquinte desigualdade

14+(2"=2)( =1 <t 2 Yiml (1>0)

De fato, defina
f)=2=1-(2=2)(t—1)

Observe que

ou scja, 1 ¢ minimo local para ¢ =1, logo
0=/(1) < f(t), vVit=1l.
Aplicando a defini¢ao de [

0 <" ?—1—-(2=2)(t—1), Vi1,

isso lmplica,

> 14+ (2 =-2)(t—1), Yi=1l.
Valendo a afirmacao 4.24.

Afirmagao 4.25 - — 1. quando € —0.

De fato, primeiro vaunos mostrar que vale as seguintes convergéncias

(i) O(c*[lng]) — 0, quando & — 0;

(ii) O (,%) — 0, quando & —0;

100

(4.49)
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(iii) O(a"\’ 2) —+ 0, quando & —0;

Com eleito. sabemos que existe ¢ > 0 tal que
|O (" |lng|)] < ce |le|

Passando ao limite com ¢ — 0 e observe no lado direito que

_ . . |Ing| +oo
lim cc” lne| _ elim _
=l =0 e +0 ’
por L Hospital,
. . . 1 1 . 1 . &®
lim e |lne| = ¢lim ——— = lim —— = lim — =0
=) 0 g—ae ! —0 e =0

Assim,

lim O (¢ |lne|) = 0.

=0

Para os itens (ii) e (iii) basta notar que

|()' (el)‘ < =T 0, quando &£ — 0

0" )] €™ ? = 0, quando ¢ — 0
para alguma constante ¢ > 0. Valendo os itens (i), (i) e (iii).

Passando ao limite, com = — 0 em (1.19), obtemos
e
Sendo assiun vale a alinimagao 4.24 para (-, ou scja,
14+ (2 =2)(t.— 1) < t¥72

multiplicando ambos os lados por [1 +0(@E" | Inz]) +0O (:%)}, resulta

1+ @2 =2)(t-~1)) [1+0(-:‘"|1nf|)+() (—)] < 22 [1+0(;‘-" ne)) + O (—)}

usando (1.19),

1+ 2" —=2)(-—1)) [1 +0 (" lne]) + O (;%)] <140 (v\ %),
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subtraindo menos 1 nos dois lados e dividindo por = =2, temos

(14 (2" =2) (1. — 1)) [1 4+ 0@ lnzl) + O (—)] o

N2

I/

ou seja,

(1+@ =2) (.= 1) [1+ 0" Ine) + O (%) | -1=0(" 2).
Ou melhor,

(142 =2)(t-= 1)) [1+ 0 (" [lne]) + O (-)} —140(c" ?).

Desenvolvendo a multiplicacao,

1+0(sY2) = 14+0(“ [Ine)) +0 (—) + (2 =2) (1. — 1)

+ @ =2 (= DO (eF) +(2 =2) (1. = 1) O (=" [lne]),
isolando (27 —2) (1. — 1),

(2 =2)(l-=1) = O(" %) +0("me) + 0 (%)

+ @ -2 (. —-1)0 (5—) F(2—2) (1. —1) O (=" [lue]),

dividindo tudo por (2% —2),

_ O(=N2) L0 (e ne) +0 e% X
(l-—1) = ) L+ (éy_ 9 ( ) +(t-—1)0 (57) +(t:—=1) O (" |lee|).

Resultando,

(l-=1)=0(" ?)+ 0" Inc]) + 0O (l) +(t.— 1O (sl) +(t-—1) 0 (c" |lne]).

Sabendo que

fL<R = f.—1 <R—1,
substituindo na igualdade acima
(l.—1) <O (" )+ 0 (" ln=)) + O (fl) +(R-1)0 (6%) + (R—=1)0 (=" |lnel),
usando propricdades de Ordemn grande,

(o= 1) <O(¥ )+ 0" lne]) +0 (—) (4.50)
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Afirmagao 4.26 O (<" ) + O (¢"[lnz]) + O (“%) =0 (" |lng)).

De fato, vamos mostrar um por vez:

e O ) =0@E"|luel).

() (;__-"\" '2) f:_-'\" 2 i‘;\' 2k

—— 7 <
e |lng| TN2=°¢ lue|

sendo a < N — 2,

L ——"

gV 2 c
¢ < —+ 0 ando ¢ — 0
llne] — |lne| 4 ’

por defini¢ao de limite,

O (6:&'_2) _-'_""\' 2 e
=0 |111_:| N2 = |lll€| = .

Logo, O (¢ 2) = O (” |lnel).

e O (el) =0 (" [lng)).

0(%) &t 2,
e = < c < — 0 uando e —+ 0
= [In 2| e —  lngl — |luegl 4 ’

novamente por definicao de Limite,

8\ »
O(%) oy

<.
Ins| % y

ofr -

Concluindo, O (EL) =0 (=" [lnel).

Portanto, vale a alirmacao 4.20.
Substituindo em (4.50),

t: =1 = O(c"|lne]) =: Re. (4.51)

Voltando para estimativa de I (f.u.),
. 1 9 1 g% Lo
Ti.u) = = Vit-u)® do — Lou” 7 da
) = g [V de= [ o]
1

2* fp

I i V’fgd;—-/ij 2 da,
2/3 2V |® da 32x+,.c.;|”—| da.




usando (4.51),

R. +1)° Ro+1)77 .
I(t-u.) (#/ ]Ver:-_|2 ff;‘.t‘—/ L{)—) || da,
2 . B 1]3 —h. _|_ r'.f}
por (1.12),
Ro+1)2% /.5 o R-+1)7 7
It %(5\ 4O (;“-2)) - fb % T da,

desenvolvendo o quadrado da soma,

2 1 (R.4+1)* "
I(I!.,-.-n_...) = (R T2R-+ )(% —|—()( ))—/f}% |“--;-|2 S odw

2
R? 3 1{
= 550 + 50 (V) $ RS + RO (V)
SN G N USRS T
A R /ﬁ el ”

= RZc + R:O (=" 2) | Rn,\l FR.O (2¥2)

S8 vy [ ReEDTT
NNy L,
+ =+ (=" 2) fﬁ ST .| da
| o xSz Ro+D2
= r‘.]?‘j + O(:\ ‘)—l—Rf.S_\"- +TN—A ' > o 1| dr.

1 . }2“
Somando e subtraindo |u-|” ,

I(t.n.) = cRZ 4+ O (C’\ “) +R.S55 + S—N - / # 12| dr
) - e 25 4o

2
T N .
) /HT (e = fu) de

G

100

R+ 1)7 " RAD° "
_ ( —Jr ) (|_;_ ) ) c'f..v—/ # el de
B 2>~.+’-tr B 2>~+J'u
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Aflirmagao 4.27

OF

(1+ R > 1+ (2" +7r*) R, +cR?

l l{’ OF | i
2 o

De fato, ajustando o Bindmio de Newton, conseguimos mostrar a primeira desi-

gualdade. Em relacao a segunda, temos

(Y

(14> 1 1
5= , para r < 1.

2:-—. _|_ r"“: _|_ 'J>(H 2:-: + ;,rr:

Considerando

1
d _
25 e’
temos a afirmacao.
Assim,

}L

R N9 ooy Sy

I(lou.) < cRZ + O(i—"' “)—I—]L.S_..\“.- + —

U,

(L+ (27 + )R+ RY) | ey
- I e e = |.”";‘l d}.. - 'ii (
B Eaa B

s SE / 2 / ;
Si+—— | ———de— | R.|lu.|” dx
A 2 p 2 4 I -]

R |u-;-.|2v) dr

I .-"l\\.
=
-

b

+

o
—
&)

=
b

—
_I_
=
7

por (1.13),

- N SR [ x
. D2 N—2 5 N 3 - 3
I(lou) < ¢RZ2 4+ 0O (_ ) +R.ST + - A Bt g dr — R:.S3

)
— RO (V) —eni? / >”+| —do — d f (|u:.|'2*:+""' - |f_f.t._|*") da.
7= ' 15

Note que,

i —cR? —cR?
7'& 1 = E 1 = -}.\::_'_,-\tl' ﬁ D —I—l‘
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deste modo,

S [ |uf .
. - N-2 : P L
T(tu) < eRZ 4+ 0N )+ ¢ ]ﬁ Sy v RO )
R2 I
~ 21+] A|u:—_|z dr — d/ﬁ (|u_.:. HRAR |u._:-_|z) dw
< RZ+ O HT__/ 5o dr B L0 (&™)
— (R (H\l +0 (”\)) —d (|u.:-|2v“'”- - |H$|z\.) da.
B
Como
R.O (V) = O(ReY)
e
R0 (c") =0(R?),
entao,
I(tu) < RZ+ O(=" '~’-)+£—de O (Ree™)
Lus) L eRE _ 5 T
+ O(R?)  cRISZ — df (|-udzwT — |u |2'),
B
sendo,

na desigualdade acima,

Sz x
() € R4 082 4 28 f_)'”' de+ 0 (R.2Y)

A

+ 0@ — o [ (™ o)
)5
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Podemos ver (:H':“_’ =0 (Rg) ¢ assim,

_ 5,_ , v 1 1 e
I(tu.) < - +O(R) 4+ O(="72) = T/ || ff.‘t'—l—:/ lu.]* da
2 Jp 2 Jp

.
- ])|‘f+| dr+ O (R —rf/ (Jel " = )
=

: 1 :
N Nl ~N=2 e N
—-+O®RY + O )_2_“(5.{__ +o(e“))

+ /;; (:}L — 5 1"“) lu* de+ O (Ree™) — r.f/U (-u:.|21 F - |u.:._|z")

Note que,

\,|/

I

acarretando,

I(tu-)

[/

SN N2 1 k,\,
2 € ]

+

| A

Desde que,

obteinos,

Ity <

Afirmagao 4.28




100

/ (|u_.7|2" [ |s.r.t._|2v) dr = " |lnel
B

De fato. para a primeira integral. temos

1 1 - e
f (7 a ;—) lu|* de < cf (T R
p\=" <+ 0

VAN

o
O\m

=

[+]

n
=

-
=

—

=

+

o
n\
flt

| o
= =

-
=

|

—

pu

Para a outra integral. temos,

/ (|?;:-|T i |f.|'.t-_|2+) dr = / u|* (|s_r,t._|"”' — 1) dx
13 i3
2 / |“5|2' (l“-;-_lru _ 1) r,,.-'\' I dr
0
1 P e .
_ / | |? (1 — |ug| ) NN dy

€ - - 1 LS -
/ - N r |10ge| 'l,_\ I dr — / |“£|3 'l,.\ I dr
0 (173

> % |loge|

v

Substituindo a Afirmagdo 1.28 na desigualdade (4.52), resulta

'E’I% ) coo
) <= +O0(R2) + O %) + e —de” [lng|

Observe que, para ¢ ~ (), temos

e OR2Z) <eRZ - 0

o o |lne| = [In €] S
u . l—x por L'Hospital,
1 1

lim =" |lne] = lim —=— =
>l S0 —qe—a-l ALl Tl
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b
L'/..r."|'/!

Portanto,
para €=z 0.

< foe N
c = I(lu.) < o

(3) Utilizando o Teorema do Passo da Motanha com,

H=1;,(B). e=Ru. e I=p
onde
lell = IRusll = Rfjuc| > . pois R to0
e
I(Ru.) <0=1(0)< |i1|1fL I (u)

i (B), tal que

Entao, existe {u,} CH
I'(u,) —e e I'(u,) —0.

Assim,
I () o = / Vu,Vode— | |u,|* " 1 edr — 0,
=3 5

para toda € Hy, (BB). Ou scja,
(4.53)

8 1
o N=1 g y .
*wN_l/ w, @ o —u.__.\-_l/ [ty
0 0

A sequencia {u, } C H('] (B) ¢ limitada. assim, existe {u,, } C{u,}eu € H(l]:.f, (B) tal

PR | N
! o dr — 0.

quando & — +0

que
i,

U LN

¢ 1 ¢ solucao fraca para o problema
- N
—~Au = ¢, em R,

Se u # 0, entao terminamos a demoustracao. Assuma, w0 ¢ coneluimos que isso

¢ Impossivel.
Por (1.35). temos

1
f g ()P N de 0,
&



para o > () lixado. lomando n € C™,

)
. 0, s¢c r<-
nir) 2
1, se r2>4
e escolhendo » = yu, ¢ (4.53), obtemos

1
| : NN g 2+ —1 VN
I (uy) () = .-\'—1/ ! () a’!—u-_-\-'—l/ T T ()
0

S

assim,

. 1 ! ) 1 g 4 i Y
o (1), = / “-:;. ('f,ru”)! PN dr —-f [ | 1 (1yein) N dr
J0 0

Wy -1

implicando,

o] 1
/ 'H.:} (”“”); .f"\ I dr = / |”.” 24— [\,”””-,) .f"'\ I dr + (OU) g ”.”"_”:I
A1) 0

a1

Usaudo a definigao de 1),

+] 1
. — . ( o1
/_ ), (.*;N-”_'}r P dr = / 1y, el (ryury) Nl dr F (o (1), )

Wy -1

tafen

4"'\(.'211'1'(.‘1-2111(l(J..

1
/ w, (qu,,)" ™ Vdr — 0, quando n — +ox.

Realizando as mesmas contas feitas em (1.39). temos

1
o(1) > / W N dr o (1),
a

ou scja,

para todo o > 0.

Afirmacao 4.29 [ (u,) — Iy (u,) + o (1), onde

1
J!rU (_”H) — 5/
B

2 1 g
YV, (¢)|" de — ?/ uy ()| da.
= JB

100

dr — 0,

— 0,
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De fato, temos

1 Sy = 1 ¥ . 1 a¥ I a% .
] 2T AN g = / |y, <NV f (|u..,,|‘ = u,|” ) PN dr
0 0 0
1 g - K B ES ey -
= / i, | 0™ dr + f Jit,,|? (|u_.,4_|r - 1) e
0 0
1 gt Mt .
+ / Jit,, ) (|u.”_|' - 1) P dr
N

Observe que por (4.30),

K 2 po N €
/ [0, ()] ([u.,,__ (r)|" - 1) rtdr <« Z
0 -2’

substituindo na desigualdade anterior,

! ) N-1 ! N € !
gt '|l'”' I M— - L ! hy iy L r
/U |.“” r dr < ]; |U'n.|ﬁ - dr +§+ / IU'N-|Z (|U.n_|f _1) .f"'\ ld".r‘
n

- 1 B e . 8 1 By ath .
= / |“I”.|z J':'\' I dr +§+ j |u.”_|z |““.|f f._-\ I dr.
0 n

PPor (4.35) concluimos

1
/ | Ty,
0

1 | 2% b 1 | 27
1 AT Uy | N— 1
f :): — ',..\ | dr < / o vl dr N
g = =+ 0 & 62__4

1
2"‘ + e ! M - 2'? I\' ~
Tt 1(1’1*3/ lu | P dr e,
0

ou wmelhor,

Portanto,

I[.”'n.) 1/“ IU ('”'r.'} +0 [l) .

Da mesma forma, mostra-se que
I[_”'n.) 2 IU ('”'r.'} +0 [l) .

Counseqiientemente, obtemos que {u,} ¢ uma sequéncia (175), também para o

funcional f,. No entanto, sabe-se que para I a condi¢ao Palais-Smale ¢ valida para

W
—S5¢ , ver |37, Teorema 1.15
0<c< N
— u =0 fortemente em H (). Mas, isso implica que I (1) — 0, em contradigao
ty, = :

com { (u,) — ¢ > 0.

Portanto, « # 0. H

, C. portanto, para a subsequéncia, temos que
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Lema 4.3 Toda sequéncia {u, } C ll[']__,, (B) tal que

N
S
d=sup I (u,) < T

I'(u,) = 0

admile uwma subsequéncia convergente. ou scja, [ satisfaz a condigao (I2S),.

Prova. Ver Lema 1.11 de [37]. [



Apéndice A
Resultados de Analise Funcional

Neste apéndice vamos fazer uma breve discussao sobre alguns resultados de Analise
[funcional. ressaltando as principais propriedades que utilizamos no texto. Os resulta-

dos disentidos aqui sao baseados em [5] e [21].

Teorema E.30 Scja X ¢ Y espacos normpados ¢ T2 X — Y wm operador lincar
compacto. Suponha que (r,) C X scja fracamente convergenle, digamos,

Ty — X
Entao, T'(x,) CY converge forte para T ().
Prova. Ver |21. Teorema 8.1-7]. [

Teorema E.31 Suponha que E ¢ um cspago de Banach veflevivo ¢ scjo (@) uma

sequéncia limitade em E. Entdo criste uma subsequéncia (x,,) que converge na topo-
logia [raca o (E. E").

Prova. Ver |5, Teorema 3.18] B

Teorema E.32 Scja £ win espago vetorial normado ¢ (r,) uma sequéncia em E. Se
= v em L, entio |

|| € limitada ¢

||?,| < liminf ||z,]|
n—x

Prova. Ver |5, Proposigao 3.5|. B
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Apéndice A
Espacos de Sobolev

Neste apéndice, vamos fazer uma sucinta exposicao sobre os Espacos de Sobolev. Os

resultados que apresentaremos podem ser encontrados em |3]. [25] e |35].

Definicao E.33 Para 1 < p < oo e € N. definimos o espaco de Sobolee WP (02)
como o sequinte subconjunto de L7 (€2)

WP (Q) ={u e L7 (Q): D"u e L”(Q) para 0 < |o| < m}
O espago de Sobolev WP (€2) ¢ um espaco de Hilbert munido do produto interno

Y . [} ¥

(t.z,t“l,,.,i_p(m— E (D%, D), 2(0)
Jex| <o

de modo que a norma correspondente &

|'££”mp_ Z ”D“{t|

la|<im

4 (2)

O par (H LS (9) I | [P ln)) ¢ um espaco de Banach.
Denotaremos

Teorema E.34 As sequinies imersoes

H! (IR"\'} — L7 (l&\) , 2<p<oo., N=1.2,
H! (R‘\) — L7 (R\} 2<p<?2, N2=>3,

D" (RY) — L* (RY), N=>3

sao continuas.
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Prova. As duas primeiras imersoes podem ser encontradas em [5), Corolario 9.11 e

9.10 respectivamente. Para a terceira imersao. veja [35]. |

Teorema E.35 (Rellicll) Se €2

< o entao a seguinte imersao ¢ compacta

Prova. Ver |5, Teorema 9.16). |

Proposigio E.36 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que 1 < p < o0 e 2 um

cojunto aberto limitado. Entdo. cviste uma constante C'(dependendo de 2 e p) tal
que
- vi \J 1
||“'||L--"‘i5?) < C-r||Tu.||L,,m), Youc (L)

Prova. Ver [") Corolario F_).l?_]]. |

Teorema E.37 Sejam K, ' C RY com K compacto. I fechado ¢ K (VF = 0. Entao,
criste p € CF (R\] tal gue

() 0<p(r) €1, YacRY
(ii) plr) =1, Yaxek:

(itiy plr)=0, Vawecl.

Prova. Ver [Adauto, exemplo 1]. |



Apéndice C

Resultados utilizados na dissertagao

Neste Apéndice, enunciamos os demais resultados utilizados ao longo da dissertagao.
Os mesmos serao apresentados sem demonstracao, apenas sera citado onde a prova

[)()('l(? ser encontrada.

e 2N
Seja Nz 3e2 _ T3 o expoente critico de Sobolev. O espaco
2@y ={uerr @y 2
(R") :=<queL? ( ); = c L*(R"Y), parairl,...,N}
s

possul estrutura de Hilbert quando dotado do produto interno

(. v) = VuVue dr

R

de modo que a norma correspondente ¢

lul = ( / [Vuf? d.-.;:)

O espago CF (RY) & denso em D2 (RYY), em outras palavras,

.l
2

W”.”UI:{'“\.) _ f_)l‘z (R,\)
Para Q C RN, definimos
ool pregey
DY () = Coo (Q) T

e mais. se [Q] < oo, ftemos

Dg*(€) = Hy (2)

Dada a fungdo [ - U — R. de classe C* (k> 1)
Teorema E.38 (Fung,{m Implicita) » af ) _
tal que [ (g, yn) = c e J_ (ro.yo) 7 0. Faistem
vy

no aberto % - R\ . seja (o, yo) € 17 ) )
uma bola (rpi0)7e um ‘intervalo (yy — €, Yo + €) com as sequintes propriedades:
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— ) —_
Ly BxJCU e [d—f (r.y) # 0 para todo (v.y) S B x J:
Y

2) Puara todo x € B existe um dnico y = & () € J tal que [ (x.y) e ()

.

A fungio £ 2 B — J. assim definida, ¢ de clusse C* ¢ suas derivadas parciais

em cada ponto x € B sdo dadas por

Oy ﬂ(, o) .
()g LG
Prova. Ver |24, Teorema 1 - capitulo 4]. ]

Teorema E.39 (Mudanga de Variavel) Scjam X CRY wm conjunto compacto J-
mensuravel, h 2 U — Voum difeomorfismo de classe C'' entre abertos U, VRN e
[ (X)) = Rouwma fungio integrdavel. Entio

/ fy)dy = f fh(x))- |(1&1L h' [:}| da.
LX) N

Prova. Ver |21. Teorema 6 - capitulo 9]. |

Teorema E.40 (Teorema do Valor Médio) Seja [ : a.b] — R continua. Se f ¢
derivdvel cm (a.h). erviste ¢ € (a,b). tal que

v, S fla)
Jie) = =
Prova. Ver [21_{ Teorema ?I. B

Teorema E.41 Sc [ ¢ wina fungio mensurdocl cm RY, ndo negativa ou inlegrdavel, lal
que [(x) = [(|z|) € wina fungio radial. entao,

1
/ f (l) dr = u-‘-m—l/ f U) fjll\- l d'!'-
IESRLL 0

Prova. Ver [15. Teorema 2.19] |

Teorema E.42 (Teorma da Convergéncia Monotona) Seja (f,) uma sequéncio

em LT tal que f; < f,y1 para todo 4. ¢ f = lim [, (: supf,?> . entao
’ ’ = =

J=lim [ [,
)

00
{ Q2

Prova. Ver |15, Teorema 2.14|. [
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Teorema E.43 (Teorema da Convergéncia Mon6tona, Beppo Levi) Seja (f,)

wma sequéncia de fungoes em L' que satisfaz

(o) hhs..2hs gty em )

311])] [ << ox.
nell

Entao [, () converge q.1.p. en Q para uwm limite finito, que denotamos por f (). A
Jungio [ pertence a L' e [, () ||/ — f]l; = 0.

Prova. Ver |5, Teorema 1.1|. [

Teorema E.44 (Teorma da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma

sequéncia em LY (Q) tal que
(a) fo—=> [ qilp. cm Q:

(h) Ewiste uma sequéncia nao negativa g € L' (2) tal que | [, < g ¢.t.p. em Q. para

todo n ¢ M.
[ 11111 / I

Prova. Ver [15. Teorema 2.21|. [

Entao, f € L' (Q) e

Teorema E.45 Sejam (f,,) vma sequéncia de fungoes em L (Q) e [ € L7 () tais que
fo— [ em L”(Q)
Entao. existe (f,.) C (f.) ¢ wma funcao g € LV (Q) ftal que

o, ()| S gl) glp. em Q

fop = [ q.tp. cm S
Prova. Ver Ifj. Teorema I\-".E'JI. |

Teorema E.46 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Scjarn X uin espaco
de Banach, J,F : X — R funcionais de classe CH (X, R) e M = {u e X: F(u) =0} =
C({0}) com ' (u) # 0. para todo w € M. Se J ¢ limitado inferiormente sobre M e
eriste ug € M lal que
J(ug) = inf J(u),

izl

entio eviste X € R (Multiplicador de Lagrange) verificando

T (ug) = AF (ug)



Prova. Ver [18. Proposi¢ao 14.3].

Corolario E.47 A derivada de J restrita a M tem norma dada por
1713 ()l = 1{1:1}1 |77 (1) = AF" ()|
Prova. Ver |2, Corolario 1.1]. B

Teorema E.48 (Principio Variacional de Ekeland) Scjam X um Espago Mélrico
Completo ¢ © : X — (—o0,+00] wm Funcional Semicontinuo Inferiormente. Supo-
nhamos que ¢ seja bmitado inferiormente ¢ sepjam = > 0, X > 0 eu € X dados tais
que

O (1) < iI\l_f‘I’ —+ €.
Entao, criste v- € X tal que
(a) ©(v) < ©(u);

(b) d(u.v.) < 1

2

(¢) Para cadae w # v- € X, Q(v.) < $(w) + =Ad (v, w).

Prova. Ver |11 Teorema 6.1| B
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