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RESUMO

Neste trabalho, vislumbramos a conscientizacao dos futuros docentes dos Cursos de
Licenciatura em Matematica para aplicabilidade das fungoes polinomiais de primeiro e
segundo grau, construindo-se um elo com a ferramenta estatistica analise de regressao,
tendo como exemplos problemas do cotidiano, podendo contribuir significativamente para
a abrangéncia e profundidade de uma prética de ensino interdisciplinar. Inicialmente se
explanou as funcoes de primeiro e segundo grau, que sao elementos chave para descrever
o mundo real em termos matematicos. Tais conceitos estao diretamente associados a
regressao, por interessar muitas vezes saber o comportamento de duas variaveis, outras
vezes estudar como uma variavel varia em funcao de outra, neste cenario a regressao
Linear constitui uma tentativa de estabelecer uma equacao matematica que descreva o
relacionamento entre essas duas variaveis. Para validacao implementou-se uma anélise no
software estatistico R, onde, os resultados foram considerados satisfatorios no contexto

avaliado.

Palavras-chave: Func¢ao, Regressad Linear, Software R.



ABSTRACT

In this work, we envisage the awareness of the future teachers of the Mathematics
Degree Courses for the applicability of polynomial functions of first and second degree,
building a link with the statistical tool regression analysis, having as examples daily
problems and can contribute significantly to the breadth and depth of an interdisciplinary
teaching practice.First and second degree functions were explained, which are key elements
to describe the real world in mathematical terms.These concepts are directly associated to
regression, since it is often interesting to know the behavior of two variables, other times to
study how one variable varies with another, in this scenario linear regression is an attempt
to establish a mathematical equation that describes the relationship between these two
variables.For validation an analysis was implemented in the R statistical software, where

the results were considered satisfactory in the context evaluated.

Keywords: Function, Linear Regression, Software R.



Capitulo

Introducao

Muitas leis fisicas e muitos principios de engenharia descrevem uma quantidade de-
pendente de outra. Em 1673, essa idéia foi formalizada por Leibniz, que cunhou o termo
fun¢ao para indicar a dependéncia de uma quantidade em relagao a outra [7].

Os estudos dos diferentes fendmenos da natureza e a resolucao dos diversos proble-
mas técnicos e, por conseguinte, matematicos, levam-nos a considerar a variacao de uma
grandeza em correlacdo com a variagao de outra grandeza. Assim quando estudamos
um movimento, consideramos o caminho percorrido como uma variavel que depende do
tempo [10].

Na metade do século XVIII, o matematico suico Leohnard Euler (pronuncia-se "oi-
ler") concebeu a idéia de denotar fungdes pelas letras do alfabeto, tornando possivel,
desse modo, trabalhar com funcoes sem apresentar formulas especificas, graficos ou ta-
belas. Para entender a idéia de Euler, pense numa fungdo como sendo um programa de
computador que toma uma entrada x, opera com ela de alguma forma e produz exata-
mente uma saida y. O programa de computador ¢ um objeto por si s6, assim podemos
dar-lhe um nome, digamos f. Dessa forma, a fun¢io f (o programa de computador)
associa uma unica saida y a cada entrada z |7].

Para pares de observacgoes coletadas sobre uma série de individuos ou objetos, uma
correlagao positiva entre duas variaveis medidas implica que altos valores em uma variével
tendem a estar associados a altos valores em outra variavel, e que baixos valores em uma
variavel tendem estar associados a baixos valores em outra varidvel. De modo semelhante,
se as duas variaveis estiverem correlacionadas negativamente, existe uma relacao inversa
entre essas duas variaveis |2|.

Para entendermos essa relacao faremos uso da Estatistica, que é a ciéncia que fornece
os principios e os métodos para coleta, organizacao, resumo, analise e interpretacao de
dados [18].

Em alguma fase do seu trabalho, o pesquisador depara com o problema de analisar e
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entender um conjunto de dados relevante ao seu projeto particular ou objeto de estudos.
Ele necessitara trabalhar os dados para transforma-los em informacoes, para compara-los
com outros resultados, ou ainda para julgar a adequagdo a alguma teoria [3].

O uso da relagao entre duas variaveis para prever o valor de uma a partir de outra
pode ser formalizado de modo a fornecer as melhores previsoes possiveis. Além disso, e
talvez nao menos importante do que isso, essa metodologia pode ser usada para explicar
a variacao em uma variavel como consequéncia de sua relagcao com uma ou com outras
varidveis. Regressao Linear Simples ¢ um modelo usado para gerar essas previsoes e
explicagoes [2].

A estatistica é um dos ramos da matematica que nos proporciona sair um pouco da
busca pela exatidao, possibilitando mensurar probabilidades dos acontecimentos, fato este
que nos atrai no intuito de melhorar nossa capacidade de compreensao de mundo.

Na busca por uma ferramenta que possa aliar conhecimentos matematicos a interpre-
tacao de fatos, encontramos na regressao linear simples junto as aplicacoes no software
R, uma combinacao que viabiliza a sintetise de informacoes colhidas no cotidiano.

Diante do exposto, o objetivo geral deste trabalho é mostrar a aplicabilidade de fungoes
linear e quadratica na estatistica através de regressao linear simples com o auxilio do
software estatistico R.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira:

Capitulo 2: Realizamos uma breve explanacao sobre funcoes, que sao elementos-
chave para descrever o mundo real em termos matemaéticos, fixando conceitos e detalhando
funcoes linear e quadratica.

Capitulo 3: Estudamos Regressao Linear Simples e seus principais pontos.

Capitulo 4: Faremos a analise de dados com implementacao dos resultados e discur-
soes com o auxilio do software R.

Capitulo 5: Expomos uma sintese geral do nosso trabalho com explanagoes contex-

tualizadas e embasadas nas ideias gerais contidas neste material.
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Um dos conceitos mais fundamentais da matemaéatica ¢ o de funcao, podendo ser
representada por uma equagao, uma tabela numérica, um grafico, ou ainda, ser descrita
verbalmente.

Muitas vezes ocorre na pratica que o valor de uma quantidade depende do valor de
outra. Exemplificando, o salario de uma pessoa pode depender do nimero de horas
trabalhadas; a producao total de uma fabrica pode depender do ntimero de maquinas
usadas; a distancia percorrida por um objeto pode depender do tempo decorrido desde que
ele deixou um dado ponto; o volume do espaco ocupado por um gas sob uma determinada
pressao constante depende da temperatura do gés; a resisténcia de um fio elétrico com
comprimento fixo depende de seu didmetro, e assim por diante. A relacao entre tais
quantidades é dada frequéntemente por uma funcao [8|.

Na Matematica, como em outras ciéncias, muitas vezes queremos estabelecer uma
relacao ou correspondéncia entre dois conjuntos. Suponhamos, por exemplo, que temos
dois conjuntos: um conjunto de nimeros, A ={1,2,3,4}, e um conjunto de quatro pessoas,
B ={Ari, Rui, Lina, Ester}. Uma relagdo de A em B pode ser aquela que ao nimero 1
associa o nome de Ari, ao 2 associa Ester, ao 3 associa Lina e ao 4, Rui. Esquematicamente,

usamos a seguinte representacao denominada diagrama de flechas Figura 2.1.

Figura 2.1: Relacao entre A e B.

Ou seja, os nimeros em ordem crescente associamos os nomes em ordem alfabética.

Outra maneira de representar seria utilizando a notacao de pares ordenados:
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(1,Ari), (2,Ester), (3,Lima), (4,Rui).

Notemos que a correspondéncia estabelecida determina um conjunto de pares ordena-

dos, que chamaremos:
M ={(1,Ari),(2,Ester),(3,Lima),(4,Rui) }

E claro que esta ndo é a inica relacio que se pode ser estabelecida entre os conjuntos
Ae B.

Vejamos outros exemplos. Facamos corresponder ao niimero 1 os individuos do sexo
masculino e, ao nimero 2, os individuos do sexo feminino. Temos o diagrama Figura 2.2,

constituindo o conjunto:

N ={(1,Rui),(1,Ari),(2,Ester),(4,Rui) }

Figura 2.2: Relagao entre A e B.

Uma terceira relacao que podemos considerar é aquela que associa aos niimeros impares
o nome Ari e aos pares o nome Lina. Teremos o diagrama da Figura 2.3, constituindo o

conjunto:

P ={(1,Ari),(2,Lina),(3,Ari),(4,Lina).

A B

Figura 2.3: Relagao entre A e B.

Notemos que os conjuntos M,N e P sao formados por pares ordenados cujos primeiros
elementos pertencem a A e cujos segundos elementos pertencem a B. Ou seja, todos sao
subconjuntos do produto cartesiano, isto é, fazem parte da totalidade dos pares ordenados

de A por B, logo:
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MCcCAxB, NCAxB,ePCAxB.

E possivel determinar outras relacoes de A em B, mas todas serdo subconjuntos de A
x B.Como A x B tem 16 elementos , e o niimero de subconjuntos de A x B é 2'°, podemos

estabelecer, ao todo, 2! relacoes de A em B. Assim, temos a seguinte defini¢ao formal:
S é uma relagao de A em B se S for um subconjunto de A x B.

Quando os conjuntos A e B sdao numeéricos, as relacoes sao formadas por pares orde-
nados de numeros. Um par ordenado de nimeros reais pode ser representado geometri-
camente por meio de dois eixos perpendiculares, sendo o horizontal chamado de eixo das
abscissas, ou eixo x; e o vertical, de eixo das ordenadas ou eixo y.

Um par ordenado (a,b) pode ser representado colocando-se a no eixo x, e b no eixo y,
e tragando-se uma vertical por a e uma horizontal por b. O ponto P de interseccao dessas

duas retas é representagao do par (a,b), conforme a Figura 2.4.

[« N R

—»
X

Figura 2.4: Representacao geométrica do par ordenado (a, b).

Definida uma relagdo S de A em B, podemos considerar dois novos conjuntos: o
dominio da relacdo D(S) e o conjunto imagem da relagdo Im(S).

O dominio de S é o conjunto dos elementos x € A para os quais existe um y € B tal
que (z,y) € S. O conjunto imagem de S é o conjunto dos y € B para os quais existe um
r € A tal que (z,y) € S. Em outras palavras, o dominio é o conjunto dos elementos de
A que possuem um correspondente de B dado pela relagao.

E claro que D(S) é um subconjunto de A e I'm(S) é um subconjunto de B. Quando
nao houver possibilidade de confusao, o dominio e o conjunto imagem sao indicados sim-

plesmente por D e I M, respectivamente.
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Definicao 1. Seja D um dado conjunto de ntimeros reais. Uma funcao [ definida em D
¢ uma regra, ou lei de correnpondéncia, que atribui um tinico ntimero real y a cada valor
x de D. O conjunto D dos valores permitidos para x chama-se dominio (ou dominio de
defini¢ao) da funcdo, e o conjunto dos valores correspondentes de y chama-se imagem.

O nuamero ¥y, que é especificado para x pela funcdo f, escreve-se usualmente f(x), de

modo que y = f(x), e chama-se valor de f em x [12].

Costumamos chamar z de varidvel independente (ou variavel aleatéria), por que ela
é livre para assumir qualquer valor do dominio, e chamar y de varidvel dependente, por

que seu valor numérico depende da escolha de z.

2.1 O Conceito de Funcao

Consideremos os seguintes diagramas de flecha que representam relacoes de A em B

Figura 2.5:
A B A B A B
a) c) ¢)
A B A B
b) a)

Figura 2.5: Relagoes entre A e B.

Observe que, entre essas relacoes, tém em particular importancia aquelas que obede-

cem a definicao seguinte:
Uma relacao f de A em B é uma fungao se e somente se:

a) Todo elemento = pertencente a A tem um correspondente y pertencente a B definido
pela relagao, chamado imagem de z.

b) A cada x pertencente a A nao podem corresponder dois ou mais elementos de B
por meio de f.

c¢) Verificamos que as relagoes (a), (b) e (e) da figura 2.5 sdo fungbes de A em B,
ao passo de (c) nao é fungao, pois a um dado x pertencente a A correspondem dois
elementos em B; d) também nao é fungao, pois existe um elemento de A que nao tem

corrrespondente em B.
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2.2 Funcgoes Reais de uma Variavel Real

Se f é uma fungdo com dominio em A e imagem em B, dizemos que f ¢ uma fungao
definida em A com valores em B. Se tanto A como B forem subconjuntos dos reais,

dizemos que f é uma funcdo real de variavel real [9].

2.3 Normas Elementares para o Estudo de uma Funcao

2.3.1 Dominio

Quando temos uma funcao real de uma variavel real, de A em B, sabemos que A é um
subconjunto dos nimeros reais. Nos exemplos dados anteriormente, a funcao era definida
por uma sentenga y = f(x), e os conjuntos A e B eram especificados.

Nas situagoes em que nao é mencionado o dominio, convenciona-se que ele seja formado
por todos os valores reais de x para os quais existam imagem de .

Observemos que em funcoes envolvendo situacoes praticas, o dominio é constituido de
todos os valores reais de x para os quais tenha significado o calculo da imagem. Assim,
por exemplo, caso tenhamos uma func¢ao custo C'(x) = a + bz, os valores de z ndo podem
ser negativos (ndo podem ter quantidades negativas). Além disso, caso o produto seja
indivisivel (por exemplo, quando x é a quantidade de carros), o dominio é constituido

apenas de niimeros inteiros nao negativos.

2.3.2 Grafico de Uma Funcao

Definicao 2. Seja f uma funcao. O grafico de f é o conjunto de todos os pontos

(x, f(x)) de um plano coordenado, onde x pertence ao dominio de f [4].

2.3.3 Interceptos

Definicao 3. Sao os pontos de interseccao do grafico de uma fungao com os eixos. Os
pontos de intersec¢do com o eixo x tém coordenadas do tipo (z,0) e sao chamados -

interceptos. Os pontos de intersecgdo com o eixo y tém coordenadas do tipo (0,y) e sdo

chamados de y-interceptos [9].
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2.3.4 Funcoes Crescente e Decrescente

Definigao 4. Dizemos que uma fungio é crescente num intervalo [a,b| se & medida
que aumenta o valor de x, dentro do intervalo, as imagens correspondentes também
aumentam. Em outras palavras, f é crescente num intervalo |a,b| se para quaisquer

valores x; e x5 do intervalo, com 1 < @, tivermos f(z1) < f(x2) [9].

Definigao 5. Analogamente, dizemos que uma fungao f é decrescente num intervalo [a,b|
se & medida que aumenta o valor de z, dentro do intervalo, as imagens correspondentes

vao diminuido. Em outras palavras, f é decrescente num intervalo |a,b] se para quaisquer

valores x; e x5 do intervalo, com 7 < x, tivermos f(z1) > f(x2) [9].

A Figura 2.6 a seguir ilustra essas duas situagoes.

y4 y Ar

v

\4
[}
T

|/

crescente decrescente

Figura 2.6: Funcoes crescente e decrescente.

Caso a func¢ao tenha a mesma imagem em todos os pontos de um intervalo [a,b],

dizemos que a funcao é constante naquele intervalo.
Uma funcao que seja crescente ou constante num intervalo é chamada nao decrescente
naquele intervalo; se uma funcao for constante ou descrescente num intervalo ela é cha-

mada nao crescente naquele intervalo. A Figura 2.7 ilustra fungoes nao decrescente e nao

crescente.
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1 2

ndo decrescente nao crescente

Figura 2.7: Funcoes nao decrescente e nao crescente.
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2.3.5 Pontos de Maximo e Minimo

Seja f uma funcao definida num dominio D. Dizemos que xq é um ponto de mdximo
relativo (ou simplesmente ponto de mdzrimo) se existe um intervalo aberto A, com centro

xo tal que:
f(z) < f(xg) VaereAND.

Em outras palavras, o ¢ um ponto de maximo relativo se as imagens de todos os
valores de x pertencentes ao dominio, situados num intervalo centrado em xz,, forem
menores ou iguais & imagem de xy. A imagem f(z() é chamada de valor maximo de f.

Analogamente dizemos que xy é um ponto de minimo relativo (ou simplesmente ponto

de minimo) se existir um intervalo aberto A, com centro em x, tal que:
f(z) > f(xo) VaeeAND.

Em outras palavras, £y ¢ um ponto de minimo relativo se as imagens de todos os valores
de x pertencentes ao dominio, situados num intervalo centrado em xy, forem menores ou
iguais & imagem de z. A imagem f(zy) é chamada de valor minimo de f.

Assim, por exemplo, a fun¢do definida no intervalo [a,b] e representada no grafico a
seguir, teremos:

Pontos de maximo:a, xs, 4.

Pontos de minimo:x, 3, b.

WA
VA

Figura 2.8: Ilustracao de Pontos de Maximo e Minimo.

Por outro lado, dizemos que zy € um ponto de maximo absoluto se
f(l')gf(ﬁfo) VLCGD,

e £o ¢ um ponto de minimo absoluto se

f(z) > f(xg) VazeD.
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Portanto, a diferenca entre um ponto de maximo relativo e méaximo absoluto é que o
primeiro € um conceito vinculado as vizinhancas do ponto considerado, ao passo que o
segundo é ligado a todo o dominio da funcao. A mesma diferenca ocorre entre ponto de
minimo relativo e minimo absoluto.

Na funcao representada na Figura 2.8, x5 ¢ o ponto de maximo absoluto, e x; é o

ponto de minimo absoluto.

2.3.6 Estudo do Sinal de uma Funcao

Estudar o sinal de uma funcao significa obter valores de x para os quais y > 0 ou
y<0ouy=0.
Desse modo, por exemplo, na funcdo definida no intervalo [2,10| e representada na

Figura 2.9 a seguir, teremos:

e y>0para2<zx<3oupara7 <z <10;

e y<Oparad <z <T,

e y=0paraz=3ouz=".

Figura 2.9: Tlustracao e representacao simbodlica do sinal de uma funcao.

2.4 Funcao Constante

E toda funcdo do tipo y = k, em que k é uma constante real. Verifica-se que o grafico

dessa funcao é uma reta horizontal, passando pelo ponto de ordenada k.

10



CAPITULO 2. FUNCOES

Figura 2.10: Gréfico da fungao constante y = k.

2.5 Funcao Linear (ou Funcgao do 1° Grau)

Esse tipo de fungao apresenta um grande niimero de aplicagoes.

Defini¢ao 6. Uma fun¢io é chamada de fungao linear, (fungdo do 1° grau ou funcao

afim) se sua sentenca for dada por y = m - x + n, sendo m e n constantes reais com
m # 0.
Verifica-se que o grafico de uma fungao do 1° grau é uma reta. Assim, o grafico pode

ser obtido por meio de dois pontos distintos (pois dois pontos distintos determinam uma

reta).

x

0

Figura 2.11: Grafico da funcao y = mx + n.

2.5.1 Observacoes

1) A constante n é chamada de coeficiente linear e representa, no grafico, a ordenada
do ponto de interseccao da reta com o eixo y, como mostra a Figura 2.12. A justificativa
para essa afirmacao é feita lembrando que, no ponto de interseccao do grafico da fungao
com o eixo y, a abscissa x vale zero; assim, o ponto de itersecao é da forma (0,y), e,

como ele pertence também ao grafico da funcao, podemos substituir x por 0 na funcao

y=m -z +n. Teremos entao:

11
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y=m-0+n=y=n

Portanto o ponto de interseccao do grafico com o eixo y tem ordenada n.

2) A constante m é chamada de coeficiente angular e representa a variacao de y
correspondente a um aumento do valor de z igual a 1, aumento esse considerado a partir de
qualquer ponto de reta, quando m < 0, o grafico correspondente a uma fungao decrescente,

como podemos observar na Figura 2.12.

(a)

Coeficiente linear Coeficiente angular

Figura 2.12: Coeficiente linear e angular de uma reta.

A demosntracao dessa propriedade é a seguinte.
Seja x1 a abscissa de um ponto qualquer da reta e seja xo = x1 + 1. Sejam y; e yo as

ordenadas dos pontos da reta correspondentes aquelas abscissas. Teremos

yy=m-x1+n (2.1)

Yo = M - Ty + n. (2.2)

Subtraindo membro a membro as relagoes (2.2) e (2.1), e tendo em conta que xo = 21 +1,

obteremos

Yo — 1 = m(xa — 1) = yo — Y1 = M.

Assim, m pode corresponder a variagao de y correspondente a uma variacao de x igual
a 1. Notemos ainda que, se m > 0, teremos y, > y; e consequentemente a funcao seré
crescente. Por outro lado, se m < 0 entao y, < y; e consequentemente a funcao serd
decrescente. E facil verificar no triangulo ABC da Figura 2.12 que m = tga, em que o é

o angulo de inclinagao da reta em relacao ao eixo x.

12
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3) Conhecendo-se dois pontos de uma reta A(z1,y1) e B(xq,y2), 0 coeficiente angular

m é dado por

Y2 — W1 Ay
_ _=J 2.3
m To— 11 Ax (2:3)

A demosntragao (2.3) é feita considerando-se o tridngulo ABC' da Figura 2.13.

Y1

Y2

[e51

X1 X2

Figura 2.13: Interpretacao do coeficiente angular.

Temos:
tgag =

— S — — Y2—uy1 A A 4
Como ay = ay, entao tgay = tgay, segue que m = Pt A demonstracao é analoga se

na Figura 2.13 consideremos uma reta de uma funcao decrescente.
4) Conhecendo um ponto P(zg, ) de uma reta e seu coeficiente angular m, a fungao

correspondente é dada por
Y — yo = m(z — xo). (2.4)

De fato, seja Q(z,y) um ponto genérico da reta, distinto de P como na (Figura 2.14).

V‘r

Q(x, y)

P(xo, o)

=<V

Figura 2.14: Determinacao da reta por um ponto e pelo coeficiente angular.
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Teremos

m =20 =y —yo =m(z — xo)

e obtemos (2.4).

2.6 Funcao Quadratica (ou Func¢ao do 2° Grau)

Definicao 7. Funcao quadratica é toda funcio do tipo y = az? + bx + ¢, em que a, b e

¢ sao constantes reais com a # 0.

O gréafico desse tipo de fungdo é uma curva chamada pardbola. A concavidade é

voltada para cima se a > 0, e voltando para baixo se a < 0 Figura 2.15.

_

a>0 a<o

Figura 2.15: Gréfico da funcao quadratica.

O ponto V da parabola, na Figura 2.15, é chamado vértice. Se a > 0, a abscissa do vértice
é um ponto de minimo; se a < 0, a abscissa de vértice € um ponto de maximo.

Os eventuais pontos de interseccao da parabola com eixo x sao obtidos fazendo y =
0.Teremos a equacgao az® + bz + ¢ = 0.

Se a equagao tiver duas raizes reais distintas (A > 0), a parabola interceptara o eixo
x em dois pontos distintos; se a equacdo tiver uma tnca raiz real (A = 0), a parabola
interceptara o eixo x em um tunico ponto; finalmente, se a equacao nao tiver raizes reais

(A < 0), a parabola nao interceptaré o eixo x. Observe a Figura 2.16.

A interseccao com o eixo y é obtida fazendo-se x = 0. Portanto:
r=0=y=a-0>2+b-0+c=y=c,

ou seja, o ponto de intesec¢ao da parabola com o eixo y é (0, ¢).
Com relacao ao vértice da parabola, indicando por z,, e y, a abscissa e a ordenada do

vértice, respectivamente, teremos:

14
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\

as0 a»0 20

a<0

Figura 2.16: Funcoes quadraticas.

=50 e y=flo) =3

Para demonstrarmos essas relacoes, vamos proceder da seguinte forma; seja

y = ax® + bx + c,

logo
_ 2, b
y—a(x —i—am)—i-c.
A .« . 2 .
Dentro do parénteses, vamos adicionar 25 e, para compensar, vamos subtrair de ¢ o valor
) da ) )

% (Note que o termo adicionado dentro dos paréntesses esta multiplicado por a). Dessa

forma teremos:
_ 2, b b2 ¥
y—a<x +aa:+—4a2>+c 1o

. 2 2 . . . S
Ou seja, y = a (:B + %) +c— Z—a, pois o termo entre parénteses é um trinomio quadrado
perfeito.

Como o termo entre parénteses ¢ um quadrado, serd sempre maior ou igual a zero.

Assim:

e Se a > 0, a concavidade sera para cima, e o ponto de minimo serd sempre aquele

para o qual a expressao entre parénteses da zero, ou seja r = ;—;’, e esta é a abscissa

do vértice.

e Se a < 0, a concavidade serd para baixo, e o ponto de méximo serd aquele para o

qual a expressao entre parénteses da zero, ou seja x = 5—;’, e esta é a abscissa do

vértice.

Assim, em qualquer caso, a abscissa do vértice serd z, = ;—5 A justificativa de qualquer

y, = f(x,) é imediata, pois a ordenada do vértice é a imagem da abscissa do vértice.

15



Capitulo

REGRESSAO LINEAR SIMPLES

Sempre ¢é interessante conhecer os efeitos que algumas variaveis exercem, ou que pare-
cem exercer, sobre outras. Mesmo que nao exista relacao causal entre as variaveis podemos
relaciona-las por meio de uma expressao matematica, que pode ser ttil para se estimar o
valor de uma das variaveis quando conhecemos os valores das outras (estas de mais facil
obten¢do ou antecessoras da primeira no tempo), sob determinadas condigoes [6].

Para tais estudos dispomos da analise de regressao, que ¢ uma técnica de modelagem
utilizada para analisar a relacao entre uma varavel dependente Y, e uma ou mais variaveis
independentes X, X5, X3, ..., X,,. O objetivo dessa técnica é identificar (estimar) uma
funcao que descreve, o mais proximo possivel, a relacao entre essas varidveis e assim
podermos predizer o valor que a variavel dependente Y ir& assumir para um determinado
valor da variavel aleatoéria X. Este modelo, designado por modelo de regressao linear

simples, define uma relagao linear entre as variaveis em questao.

3.1 Conceito

Vamos conceituar Regressao Linear Simples [3]. Para posteriores aplicagoes e anélise
de dados.

Definicao 8. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias quantitativas, onde a esperanca

condicional de Y, dado que X = z, denotada por E(Y|x), € uma fungdo de x, ou seja,

B(Ylr) = (). (3.1)

Uma definigao similar vale para E(X|y), que serd uma funcao de y. Vamos considerar
o caso em que X e Y sao definidas sobre uma mesma populacao P.
Entende-se por populacao o conjunto de elementos que tém, em comum, determinada

caracteristica [17].
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Por exemplo, X pode ser idade e Y o tempo de reacao ao estimulo, a qual a relacao

entre as duas variaveis modelamos por,
Yij :Mi+eij7 1= 1,...,5, ]: 1,...74, (32)

onde p; ¢ a média do grupo de idade 1.

Podemos pensar que o fator idade determina cinco subpopulagoes (ou estratos) em P
e de 14 escolhemos cinco amostras aleatorias de tamanhos n; = 4,7 =1, ..., 5.

Todo subconjunto nao vazio e com menor nimero de elementos do que a populacao
constitui uma amostra [17].

Em (3.1), p(z) pode ser qualquer fungdo de x. Tanto X (idade) como Y (tempo de
resposta ao estimulo) sdo variaveis aleatorias continuas (variaveis para as quais possiveis
valores pertencem a um intervalo de nimeros reais), e podemos pensar em introduzir um
modelo alternativo para y;;, dada a relacao X e Y. Observando as médias de Y, segundo
os grupo de idade, ou seja, E(Y |x), percebemos que estas aumentam conforme as pessoas
envelhecem. A Figura 3.1 mostra os dados observados, onde notamos uma tendéncia
crescente bem como os valores repetidos de Y para cada nivel de idade x.

Um modelo razoavel para E(Y|x) pode ser
E(Y|r) = p(x) = a + b, (3:3)

ou seja, o tempo médio de reacao é uma funcao linear da idade.
O comportamento conjunto de duas variaveis quantitativas pode ser observado através

de um grafico, denominado grafico de dispersdo [17].

120
S i
E
00

20 25 30 35 40
Idade (x)

Figura 3.1: Grafico de dispersao de idade e reacao ao estimulo, com reta ajustada.

A forma da fungao u(x) deve ser definida pelo pesquisador, em funcdo do grau de

conhecimento teorico que ele tem do fenomeno sob estudo. Um modelo alternativo a (3.2)
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seria, entao,
Yij = (@) + eq, (3.4)

como E(Y|z;) = p(x;) = a+ Pz, i = 1,2,...,5. Entretanto, a forma usual de escrever o

modelo é

yi = p(w;) + e, (3.5)

onde y; indica o tempo de reacao do i-ésimo individuo com x; anos de idade, e; é a
dispersao dos dados em torno da reta (erro de aproximagao), i = 1,2,...,n, e n é o
numero total de observacoes. Teremos entao com essa notacao, valores repetidos para X,
por exemplo, z; = ... = x4 = 20. Convém reforcar a idéia que estamos propondo um
modelo de comportamento para as médias das subpopulagoes, logo teremos de estimar os
parametro envolvidos na fungao pu(z), baseados numa amostra de n = 20 observagoes.

No caso de (3.3) o modelo pode ser escrito como

devendo-se encontrar os valores mais provaveis para « e 3, segundo algum critério, a partir
de n observagoes de pares de valores de (X,Y).

Antes de proseguirmos, seria conveniente interpretar os parametros envolvidos do mo-
delo (3.3). Sabendo de «, o intercepto, representa o ponto onde a reta corta o eixo das
ordenadas, e 3, o coeficiente angular, representa o quanto varia a média de Y para um
aumento de uma unidade de variavel X. Esses parametros estao representados de Figura
3.2.

yA

E(Y|x) = o + Bx

<y

Figura 3.2: Representagao do modelo E(Y|z) = o + fa.

Voltando ao descrito anteriorente, onde X é a idade e Y o tempo de reacao, (3 re-

presenta o acréscimo no tempo médio de reacao para cada ano de envelhecimento das
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pessoas. Aqui « representa o tempo de reagao para idade zero (recém-nascido), o que é
uma inadequacao do modelo.

Observacao. Chamamos (3.3) de modelo linear, pois este representa uma reta. To-
davia, em casos gerais, o termo linear refere-se ao modelo como os pardmetros entram no

modelo, ou seja, de forma linear. Por exemplo, o modelo
E(Y|r) = a+ Br + ya?

embora graficamente represente uma parabola, ¢ um modelo linear em «, (3, e v. Por

outro lado,
E(Y|r) = e’ (3.7)

nao é um modelo linear em « e f3.

Varios procedimentos estatisticos sao baseados na suposi¢ao de que os dados provém
de uma distribui¢ao normal ou entao mais ou menos simétrica. Mas, muitas situagoes de
interesse pratico, a distribuicao dos dados da amostra é assimétrica e pode conter valores
atipicos [3].

Determinados modelos nao-lineares podem ser transformados em lineares, por meio
de transformacoes das variaveis.

Se quisermos utilizar tais procedimentos, o que se propoe é efetuar uma transformacao
das observacoes, de modo a se obter uma distribuicao mais simétrica e préxima da normal.

Assim, tomando-se o logaritmo (de base €) em (3.6) obtemos
InE(Y|z) =In(a) + oz =o' + fx

que é linear em o/ e f.

Ao lado de um tratamento formal para estudar o modelo (3.6), devemos usar técnicas
de andlise de dados. Em particular podemos fazer diversos tipos de graficos antes que o
modelo seja ajustado, durante o processo de ajuste e, finalmente, depois que o modelo foi
ajustado.

Na Figula 3.1 podemos observar um gréafico que deve ser feito antes de selecionar o
modelo. Ou seja, temos um grafico de dispersao entre as variaveis X (idade) e Y (tempo
de reagao ao estimulo). Esse tipo de diagrama permite ver qual o tipo de relagdo existente
entre as variaveis, se ha valores atipicos, se hé& valores repitidos, se a variabilidade de Y

estd aumentando ou nao com X etc.

3.2 Estimacao dos Parametros

Iremos encontrar os estimadores de minimos quadrados para os parametros de modelo

linear (3.6), mas o mesmo desenvolvimento pode ser aplicado em modelos mais complexos.
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Introduziremos algumas suposicoes para as variaveis aleatérias envolvidas. A primeira
delas é que a variavel X é por hipdtese controlada e nao esté sujeita a variacoes aleatorias.
Dizemos que X é uma variavel fixa (ou sem erro ou deterministica). Segundo, para dado

valor x de X, os erros distribuem-se ao redor da média o + Sz com média zero, isto é
E(eilr) =0 (3.8)

Em terceiro lugar, devemos supor que os erros tenham a mesma variabilidade em

torno dos niveis de X, ou seja

Var(e;|z) = o2 (3.9)

[

E em quarto lugar, introduziremos a restricao de que os erros sejam nao-correlacionados.
Colhida uma amostra de n individuos, teremos n pares de valores (x;,v;), i = 1,...,n, que

devem satisfazer ao modelo (3.6), isto &,
Y = o+ PBr; + e, 1=1,..,n. (3.10)

Temos entao, n equagoes e n + 2 incognitas («, 5,1, €9, ..., €,). Precisamos introdu-
zir um critério que permita encontrar o e 5. Vamos adotar o critério que consiste em

encontrar os valores de o e  que minimizam a soma dos erros, dados por
e; = yi — (o + Bry), 1=1,...,n. (3.11)

Obtemos, entao, a quantidade de informacao perdida pelo modelo ou soma dos qua-

drados dos erros (ou desvios)

SQUa ) = et =3 {ui = o+ Ay (3.12)

Para cada valor de v e [ teremos um resultado para essa soma de quadrados, e a
solugdo de minimos quadrados (MQ) é aquela que torna essa soma minima. Temos,
entao, o problema de encontrar o minimo de uma funcao de duas variaveis, « e 3 no caso.
Derivando em relacao a « e 3 e igualando a zero, observamos que as solugoes & e B devem

satisfazer

na + B Z?:l Ti = Z?:l Yis

dZmH—Bfo = inyi, (3.13)
i=1 i=1 i=1
as quais produzem as solugoes
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d/:y_ﬁf7

5 o LY — NTY
522 1

S (3.14)
Substituindo em (3.3), teremos o estimador para a média u(x), dado por
fi(z:) = & + By, i=1,..n. (3.15)
que iremos indicar por
Ui = & + P, (3.16)
ou ainda por
Ui =7 — BT+ Bri =y + Bla; — 7), i=1,..n (3.17)

3.3 Avaliacao do Modelo

Nesta secao e nas seguintes estudaremos varias formas de avaliar se o modelo linear

postulado é adequado ou nao, dadas as suposicoes que fizemos sobre ele.

3.3.1 Estimador de o2

Para julgar a vantagem de adogdo de um modelo mais complexo (linear ou outro

qualquer), vamos usar a estratégia de compara-lo com o modelo mais simples, ou seja,
Yi = 1+ €, (3.18)

A vantagem serd sempre medida por meio da diminuicdo dos erros de previsao, ou
ainda, da variancia residual S%. Para o modelo ajustado (3.16), cada residuo ¢ dado

por

€ =y — Y = a— P, (3.19)
Varios graficos envolvendo esses residuos podem ser feitos para avaliar se eles sao bons
representantes dos verdadeiros e; desconhecidos, no sentido de que as suposicoes feitas
sobre estes estao satisfeitas.
Quando estes residuos forem pequenos, temos uma indicacao de que o modelo esta
produzindo bons resultados. Para julgarmos se o residuo é pequeno ou nao, devemos

comparé-lo com os residuos do modelo alternativo dados por y; — 7. Da dificuldade de
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compara-los individualmente, preferimos trabalhar com as respectivas somas de resi-

duos quadratico, dadas por

n

SQTot =Y (yi — §)° (3.20)

=1

n

n
SQRes = ZE? = Z(yZ —7)% (3.21)
i=1 i=1

No entanto, a comparacao direta dessas somas de quadrado nao nos parece justa,
pois 0 modelo (3.18) tem mais parametros do que o modelo (3.19). Vejamos, entao,
como comparar as varancias residuais. Para o modelo simples (3.19) o estimador

nao-viesado de 02 é

§ =L 3 (g = 29 (3.22)

n—14% n—1
=1

Para o modelo (3.2), com [ niveis ou subpopulagdes, o estimado da varidncia

residual era

_ SQDen  SQRes

n—1 n-—1

SQ

(3.23)

e I também denota o ntimero de parametros desconhecidos do modelo (as médias ;).
Portanto, de modo geral, pede-se um grau de liberdade para cada parametro envolvido

no modelo e é natural definir o estimador de ¢ num modelo de regressiao como sendo

~ SQRes

S2 ,
e n_p

(3.24)

onde p ¢ o nimero de parametros do modelo. No caso particular da regressao linear

simples, p =2 ¢

o2 _ SQRes

€ n—2"

(3.25)

sera um estimador nao-viesado de o2, isto ¢, F(S?) = o2.

3.3.2 Decomposicao da Soma de Quadrados

Apesar de passarmos do modelo simples para o modelo de regressao linear, a reducao

da soma de quadrados é dada por SQTot — SQRes. A adocio do segundo modelo e sera
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indicado por SQ Reg, significando a soma dos quadrados devida a regressao. segue-se que

SQReg = SQTot — SQRes, (3.26)
ou seja,
SQTot = SQReg + SQRes, (3.27)
Observando a Figura 3.3, notamos que vale a seguinte relagao:
(3.28)

vi—y=Wi—v)+W—-y) =&+ -0,

Em palavras, o desvio de uma observacao em relacao & medida pode ser decomposto

como o desvio da observacao em relacao ao valor ajustado pela regressao, mais o desvio

do valor ajustado em relacao a média.

y =0+ Px

Figura 3.3: Representacao grafica dos diversos desvios.

Elevando-se ao quadrado ambos os membros da igualdade (3.29), tomando-se a soma

e observando-se que a soma do duplo produto se anula, obtemos

n

D=9 =D -9+ ) e (3.29)

i=1 i=1

ou
SQTot =Y (i — ) + SQRes, (3.30)

i=1
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do que deduzimos que
SQReg = (7: —9)*, (3.31)

De (3.17) obtemos que

portanto podemos escrever

SQReg = 3> (v, — 7). (3.32)

=1

Daqui se pode observar que quanto maior o valor de 3, maior serd a redugao da soma

dos quadrados dos residuos.

3.3.3 Tabela de Analise de Variancia

Podemos resumir as informagoes anteriores numa tnica tabela ANOVA, ilustrada na
Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Tabela ANOVA para modelo de regressao.

F.V. gl SQ QM F
Regressao 1 SQReg SQReg=QMReg QMReg/S?
Residuo n—2 SQRes SQRes/(n —2) = 52

Total n—1 SQRTot SQTot/(n — 1) = S?

Também podemos medir o ajuste do modelo pelo coeficiente de correlacao, esta medida
varia entre —1 e +1, incluive, isto é, —1 < r < +1. Se r assume o valor 1, diz-se que
duas variaveis tém correlacao perfeita positiva e se r assume o valor —1,diz-se que as duas
variaveis tem correlagao perfeita negativa. Se r assume o valor zero, nao existe correlacao

entre as duas variaveis (a correlacao ¢ nula) [17].

~ SQReyg
~ SQTot’

R=+r?

R2

(3.33)

A estratégia adotada para verificar se compensa ou nao utilizar o modelo y = a+ Sx+e
é observar a reducao no residuo quando comparado com o modelo y = u+e. Se a reducao

for muito pequena, os dois modelos serao praticamente equivalentes, e isso ocorre quando a
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inclinacao 3 for zero ou muito pequena, nao compensando usar um modelo mais complexo.

Estaremos, pois, interessados em testar a hipotese
Hy:p5=0. (3.34)

0 que iréd exigir que se coloque uma estrutura de probabilidades sobre os erros. A Figura
3.4 ilustra as duas situagoes que podem ocorrer. Na Figura 3.4 (a) temos o caso em
que claramente a variavel auxiliar ajuda a prever a variavel resposta. Na situacao da
Figura 3.4 (b) teremos dividas se vale a pena ou nao introduzir o modelo mais complexo,

ganhamos muito pouco em termos de explicacoes.

(a) ' (b)

Figura 3.4: Retas ajustadas a dois conjuntos de dados.(a)x explica y;(b)z nao explica y.

Para a avaliacao final do modelo devemos investigar com mais cuidado o comportamento

dos residuos.

3.4 Propriedades dos Estimadores

Iremos agora estudar as propriedades amostrais dos estimadores a e B, e para isso
é conveniente voltar ao modelo e as suposicoes adotadas para a variavel aleatoria Y sob
investigagao. Lembramos que a variavel X é suposta controlada, fixa, e para cada valor x
de X teremos associada uma distribuicao de probabilidades para Y, como ilustra a Figura
3.5 (a), onde supomos que a dispersdo é a mesma para cada nivel da variavel X. A Figura
3.5 (b) ilustra o caso que sera considerado aqui, em que estas distribui¢oes adicionais sdo
normais, como a mesma variancia. Note que F(Y|z) ¢ linear, como estamos considerando.

Formalmente, o modelo
Y=EY|x;))+ei=a+pxr;+e, i=1,..,n

deve satisfazer as seguintes suposicoes.

(i) Para cada valor de x;, o erro e; tem média zero e variancia constante o2;
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(ii) Se i # j, Cov(e;,e;) = 0, isto &, para duas observacoes distintas, os erros sdo nao-
correlacionados.

Segue que

E(Y;|x;) = a + Bz; e Var(Y;|z;) = o?

e’

e ainda que Y; e Y; sao nao correlacionados, para ¢ # j.

fly|x)

=+ fx

fty|x)

| 7

/ ,'T'- E(Y|x) =+ PBx

Figura 3.5: (a)médias alinhadas, distribuigbes com a mesma variacia; (b)médias alinhadas,
distribuicoes normais com a mesma variancia.

3.4.1 Meédia e Variancia dos Estimadores
Vamos obter a média e a varidncia dos estimadores & e B, dados em (3.14).

Proposicao 1. Para o estimador B temos
E(B) =8, (3.35)

VCW’(ﬂ) = Zﬂ_l(xj _ i,)g? (336)

Prova. Inicialmente, vamos escrever S de um modo mais conveniente:

B\: i (@i—7)(Yi=Y) _ S (@ —E) Y=Y 30 (zi—7)
i (i—x)? i (zi—1)?

_ Z;ﬂ: (xz_i')m _ n Ti—T o n
= SR = YL s Y = D wiY,

onde estamos usando a notagao Y (maiiscula) e z (minascula) para diferenciar o fato de

que a primeira esta sendo considerada aleatoria e a segunda , fixa; e
e Zi—Z n -
Wi = s 2im Wi = 0
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Observe que estamos usando o fato de " (z; —Z) = 0 e que

Do Wiy = Y wiky — Ty wy = Y wi(w — T)
=Y ml(;xjx) (z; —z) =1

Usando a propriedade da esperanca e variancia de somas de variaveis aleatorias, po-

demos escrever

BE(B) = B(Y wYi) = S0 wiB(Y;)
= Z?:l wi(a + 5%) =« Z?:l w; + B Z?:1 wx; = B,

o que mostra que o estimador é nao-viesado. Para a varancia,
B) — oY) = ST 2 ;
Var(8) = Var(3 i, wY;) = > i, wiVar(Yy),
pois as observacoes sao nao-correlacionadas, e, portanto,
) =S w22 = o2 zi—% 2 _ 52 i (@i=2)?
Var(p) = Zi:1 w;o, = 21 1( ST (@i-7)2 )’ = Oe>or (z-2)22
e o resultado segue.

Proposicao 2. Para o estimado a temos:

E@) = a, (3.37)

no_2
V ~>) — 2 Z’izl xi 338
ARG s (539

Prova. Consideremos os seguintes resultados:

Cov(y, B) = 0, (3.39)

d (@i =) a}—na (3.40)
= =1
Como

y= %Z?:l Yi = %2?21(04 + Bx; + €;)
=a+pT+ 13" e

temos que
E(y) =a+pz+ ;30 Ee) = o+ Bz,

dado que z é supostamente fixa e nao uma variavel aleatéria. Também,
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2

Var(y) = % Yoo Var(e) = %

n2

Temos, entao, que

E(@) = E(y - f7) = a + fz — fz = a,

Var(@) = Var(y — Bz) = Var(y) + Var(Bz) — 2Cov(y, Bz)

= Var(y) + 22Var(B) — 22Cou(y, B)

3.4.2 Distribuicoes Amostrais dos Estimadores dos Parametros

Para completar o estudo das propriedades dos estimadores, vamos introduzir uma
terceira suposicao:

(iii) Os erros e; sdo variaveis aleatoérias com distribui¢ao normal, isto é,
e; ~ N(0;02), (3.41)
o que implica
y; ~ N(a+ B 02). (3.42)

Como [ e a sao combinacoes lineares de variaveis aleatorias normais e independentes,

temos o seguinte resultado:

Proposicao 3. Os estimadores a e § tém ambos distribuicdo normal, com as médias e

variancias dadas pelas Proposicoes 3.1 e 3.2, isto é,

A (0BT, (3.43

~N|f=—— 3.44
o (Bt ). (3.41)
Os resultados acima permitem concluir que
R —
i ~ N 5 1 y 4
— /Y =02~ N (3.)

a;o‘, / ”Z(gl; 2 N(0,1), (3.46)
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3.4.3 Intervalos de Confianca para a e (3

Substituido o, por seu estimador S, em (3.45) e (3.46), sabemos que as estatisticas
resultantes terao distribuicao ¢ de Student, com (n—2) graus de liberdade, o que permitira

construir intervalos de confianca para os parametros.

Proposicao 4. As estatisticas

=)

t(B) = Sﬁ > (@i — )2 (3.47)

e

_a—a [n)y (v;—1T)?

W T

(3.48)

tém distribuigao ¢ de Student com (n — 2) graus de liberdade.
Esses resultados, combinados com os procedimentos de construcao de intervalos de
confianca, nos leva aos seguintes intervalos para « e 3, com v denotando o coeficiente de

confianca e ¢, (n — 2) denotando o valor obtido, com (n — 2) graus de liberdade:

IC(o;y) =a£1t,(n—2)5, % (3.49)

10(8:7) = B t,(n — 25, ﬁ (3.50)

Estes intervalos de confianca podem ser usados para testar hipoteses do tipo

Hy: a= ay,

Hy : B = Po.
Em particular, temos o seguinte resultado:

Proposicao 5. A estatistica para testar Hy: aa =0 é

_ & n)(m—%)? (3.51)

~ B -
HB) = o/ (2 — 1) (3.52)
cada um tendo a distribuigao ¢ Student com (n — 2) graus de liberdade.
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Observe que

e usando o resultado (3.32) podemos escrever

~ SQReyg

O = 5,

(3.53)

que é a estatistica F' que aparece na tabela ANOVA. Assim, para testar hipotese Hy :
[ =0, pode-se usar a estistica (3.53), que segue uma distribuicao F'(1,n — 2).
Se quiséssemos saber dentro de que intervalo 95% das futuras observagoes iriam estar,

construiriamos o Intervalo de Predicao:

3.5 Analise de Residuos

Para verificar se um modelo é adequado, temos que investigar se as suposicoes feitas
para o desenvolvimento do modelo estao satisfeitas. Para tanto, estudamos o comporta-
mento do modelo usando o conjunto de dados observados, notadamente as discrepancias
entre valores observados e os valores ajustados pelo modelo, ou seja, fazemos uma andlise
dos residuos.

O i-ésimo residuo é dado por
e=y —y, 1=12,...n (3.54)

Lembramos que ja utilizamos este residuo para obter medidas de qualidade e dos
estimadores dos parametros do modelo. Agora iremos estudar o comportamento individual
e os conjuntos destes residuos, comparando com as suposicoes feitas sobre os verdadeiros
erros e;. Existem varias técnicas formais para conduzir esta andlise, mas aqui iremos
ressaltar basicamente métodos gréficos.

Uma representacao grafica bastante ttil é obtida plotando-se pares (z;,¢€),i = 1,2, ..., n.

Outras vezes, é de maior utilidade fazer representacao grafica dos chamados residuos pa-

dronizados.
~ Yi — @‘ €
- = 3.55
Z S S (3.55)

plotando-se os pares (z;,2;). Observe que a forma dos dois graficos sera semelhante,
havendo apenas uma mudanca de escala das ordenadas nos dois casos. Por isso, iremos
usar a primeira representacao, indicando no grafico a posicao do valor S,.

Outro residuo usado é o chamado residuo estudentizado, definido por

I — (3.56)
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onde v;; = 1/n+ (x; — 7)*/ > (z; — ¥)?. O denominador de (3.56) é o desvio padrao de
¢;. Nao iremos explorar aqui a anéalise feita com esse tipo de residuo.

Obtido o gréfico dos residuos, precisamos saber como identificar possiveis inadequa-
¢oes. Apresentamos na Figura 3.6 alguns tipos usuais de grafico de residuos. A Figura
3.6 (a) é a situagao ideal para os residuos, distribuidos aleatériamente em torno do zero,

sem nenhuma observacao muito discrepante.

e A c 4 e A e 4 .
2!\ . . ’ - bt \
’ ¢ . * L ....::. ®e . .t = .’
Se . . ™ oe .'. ®e . [ . ™
e N . T B A ... A% a e
“__:_.- . ® = ot T, = o® = P Sl
| . e o * e® % ° = - a [ ] .
-8, 0 Ak ., e .
. o > . e . .
_%% e ® . 8 . 4 .
© L] . .
(a) (b) (c) (d)
-
c A N e A 8 1\. . e Ao ® i o
L] v . L] ™ hd . .
. . ¢ 2 "L e
. ® & " ™ , s e b
* . * o LY 0. . e * . - ]
s B e o e == — e~ — ="t — — - e ———
.. ® e ™ = . . * & L] L L] L] ® ®
.
. ® 5 ® '. - - *e . e
.. .. * e+ o '.
. . . *
(e) (h (a) (h)

Figura 3.6: Gréafico de residuos.(a) situacdo ideal;(b),(c) modelo nao-linear;(d) elemento
atipico; (e), (f), (g) heterocedasticidade; (h) ndo-normalidade.

Nas situagoes (b) e (c¢) temos possiveis inadequagoes do modelo adotado, e as curvas suge-
rem que devemos procurar outras funcoes matematicas que expliquem melhor o fenémeno.

A Figura 3.1 (d) mostra a existéncia de um elemento discrepante, e deve ser investigada
a razao desse desvio tao marcante. Pode ser um erro de medida, ou a discrepancia pode
ser real. Em situacdes como essa, em que ha observacoes muito diferentes das demais,
métodos chamados robustos tém de ser utilizados.

Os casos (e), (f) e (g) indicam claramente que a suposicdo de homocedasticidade
(mesma variancia) nao esta satisfeita. Em (h), parece haver maior incidéncia de observa-
¢Oes nos extremos, mostrando que a suposicao de normalidade nao esta satisfeita.

Analisando os residuos e diagnosticada uma possivel transgressao das suposicoes, de-
vemos propor alteracoes que torne o modelo mais adequado aos dados e as suposicoes
feitas.

A verificacao da hipotese de normalidade pode ser realizada fazendo-se um histograma

dos residuos ou um gréafico de quantis.
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3.5.1 Grafico de Quantis

Podemos construir uma representacao grafica dos quantis, chamada grafico de quantis,
0 que nos ajuda a interpretar um conjunto de dados. Ao se colocar os valores no eixo das
abscissas e das ordenadas unem-se os pontos por segmentos de retas.

O Gréfico de quantis pode ser 1til para verificar se a distribuicao dos dados é simétrica
ou (aproximadamente simétrica).

Se os dados forem aproximadamente simétricos, os pontos no topo superior direito do
grafico de quantis comportam-se como os pontos do canto inferior esquerdo. Se os dados
forem assimétricos a direita, os pontos do topo superior direito sao mais inclinados do que

os pontos do canto inferior esquerdo.

3.6 A Normalizacao de Distribuicoes Nao-Normais Atra-

vés da Transformacao de Box-Cox

Uma das suposicoes mais frequentes na area de controle estatistico de processo é
que variaveis mensuraveis seguem distribuicao normal. Manuais tradicionais vao até o
ponto de admitir que existe a necessidade de testar hipotese nula de normalidade, mas
nao explicam o que fazer na eventualidade de rejeicao da hipotese. Na literatura, a
suposicao de normalidade tem sido investigada em varios estudos no tocante a indices de
capacidade de processo. Dois trabalhos mais recentes sugerem o uso de distribui¢oes de
probabilidade mais gerais as quais incluem a distribuigcao normal como um caso especial.
Castagliola (1996) sugere o uso da distribui¢ao de Burr e Clements (1989) a familia de
distribuicoes Pearson. O primeiro trabalho oferece uma curta mais abrangente bibliografia
da literatura. Nossa proposta é atacar o problema de nao-normalidade pela transformagcao
dos dados originais através da transformacao Box-Cox para chegar a valores transformados
que demonstrem normalidade ou no minimo normalidade aproximada.

A transformacao de BOX-COX foi introduzida na literatura em 1964 para resolver o
problema de estimacao de regressoes nao lineares. Veja Kennedy, 1994, pp, 103-104, onde
existe um resumo desta area da Econometria. Box e Jenkins usam esta transformacao no

software Autobox (1990) para calcular variancias simples.

3.6.1 Transformacao de Box-Cox

A transformacao é relativamente simples:

!
—1
y(Z):(Z/l )

Onde [ varia entre (—1,1). O valor transformado dos dados passa através de varios
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tipos de equacoes para cada valor de [. Ver tabela a seguir:

Tabela 3.2: Alguns valores transformados, para determinados valores de \.

1
(y 7 ) serd igual a:

se A for igual a:  entao

1
-1,0 =+ 1
: , T
1
1
VY
0,5 Y
0,0 Iny (da regra de L’Hospital)
Vi1
0,5 05
1,0 y—1

O resultado do que y°) = Iny pode ser demonstrado utilizando a regra de L’Hospital.
Portanto, medidas de assimetria e curtose sao minimizadas e a distribuicao normal apro-

ximada quando valores apropriados de A sao encontrados. O coeficiente de assimetria é
definido como:

. m3
coel. de assim = —

53

Onde m3 é o terceiro momento de distribuicao e s3 é o desvio padrao elevado ao cubo.

Existe uma relacao entre \ e o coeficiente de assimetria representado no grafico a seguir.

Assimetria Curtose

R

A

A

BJ
B

>
>

A

Figura 3.7: A relacao entre \ e algumas medidas de nao normalidade.
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No ponto A, assimetria esta no seu valor minimo dado o valor apropriado de .
O coeficiente de curtose é medido pelo quarto momento normalizado pelo desvio padrao

elevado a quatro.

m4
coef. de curtose = —

5l
Desde que o coeficiente de curtose em excesso apresentado é igual a trés no caso da

distribuicao normal, nesse trabalho utilizaremos o coeficente de curtose em excesso:
m4
coef. de curtose em excesso = | — — 3

Existe uma relacao entre A e o coeficiente de curtose em excesso representada no grafico
da Figura 3.7. No ponto C, curtose ¢ minimizado.

A estatistica de Bera-Jarque segue a distribuicdo normal de ¢? sob hipotese nula de
normalidade com dois graus de liberdade e é uma medida ponderada dos dois coeficientes

apresentados acima;

m_.32 md 2
BJ:N* <(s) +(s4 3)>%C%2)

Onde N é o tamanho da amostra e num nivel de significancia de 5% o valor de
0%2) = 5,99. Em outras palavras, quando BJ ¢ menor que 5,99, a hipdtese nula de
normalidade ¢ aceita. O grafico da Figura 3.7 demonstra também a relagao entre A e a
estatistica de Bera-Jarque. No ponto B a estatitica tem o valor minimo e talvez menor

que 5,99.
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Capitulo I

ANALISE DE REGRESSAO LINEAR NO
SOFTWARE R

Existe uma grande utilizacao da anélise de regressao em diversas areas com o auxilio de
recursos computacionais, aliada a disseminacao do software estatistico gratuito R, faremos
uso dessa tao importante ferramenta que facilita a andlise e interpretacao de dados.

Para melhor compreensao de sua aplicabilidade iniciaremos com um exemplo. Um
investigador deseja estudar a possivel relagdo entre o salario (em anos completos) e o
tempo de experiéncia (em mil reais) no cargo de gerente de agéncias bancarias de uma

grande empresa. Os dados coletados sao mostrados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Salario e tempo de experiéncia dos gerentes de uma agéncia bancaria.
Salario FExperiéncia Saldrio Experiéncia

1.903 0 4.223 23
3.176 17 4.092 20
2.276 8 3.600 18
3.130 15 4.707 27
2.776 9 3.146 11
3.092 15 2.992 10
2.653 8 4.746 29
2.223 5 4.115 23
2.853 13 2.361 4
3.230 20 4.092 22
2.823 11 4.507 25
1.907 1 2.907 9
2.538 6 4.484 25
2.569 7

Note que sao considerados 27 pares de observacoes correspondentes a variavel resposta

Salario e a variavel explicativa Experiéncia, para cada um dos gerentes da empresa.
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4.1 Leitura de Dados

Inicialmente os dados devem ser organizados como objetos de dados R, nesse caso
como um data frame (planilha). Para isso, é necessario que a tabela se encontre numa
estrutura tabular, na qual as colunas representam as variaveis e as linhas representam
os individuos. Sendo possivel digitar direto na linha de comando ou fazer a importagao
de dados, se eles estiverem em documento excel, como é o nosso caso, devemos salvar o
arquivo em formato conveniente para entrada no R, fazendo uso do read.table,que é
uma ferramenta muito atil. O R pode ler arquivos de texto (ASCII) e também em outros
formatos (Excel, SAS, SPSS, etc), e até mesmo acessar bancos de dados SQL. Nesses
termos, seja o arquivo de texto gerentes.csv, utiliza-se a funcdo read.table para que o

nome do arquivo seja lido pelo R.
~— Algoritmo \

getwd ()
dados<-read.table("C:/Users/sergi/Desktop/TCC_sergio/TCC_R/
gerentes.csv" ,header=TRUE,sep=";",dec=".") R
attach(dados)
dados

\ J

— Saida no Terminal N

> getwd()

[1] "C:/Users/sergi/Documents"

> dados<-read.table("C:/Users/sergi/Desktop/TCC_sergio/TCC_R/
gerentes.csv" ,header=TRUE,sep=";",dec=".")

> attach(dados)

> dados

Salario Experiencia

1 1.930 0 R
2 3.176 17
3 2.276 8
4 3.130 15

\ J

Observe que a funcao attach anexa o objeto dados no caminho do software.
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4.2 Analise Exploratoéria

4.2.1 Estatistica Descritiva

Uma maneira facil de obter algumas estatisticas descritivas das variaveis em estudo
é através do comando summary(), que retorna as estatisticas minimo, quartis, média e
maximo. Para medir a variabilidade, utilize as fun¢oes var () e sd() para obter a variancia

e o desvio padrao.

— Saida no Terminal

> summary(Salario)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
1.907 2.611 3.092 3.228 4.092 4.746
> var(Salario) R

[1] 0.7370166
> sd(Salario)
[1] 0.8584967

4.2.2 Diagrama de Dispersao

Para verficar a existéncia de alguma relacao entre Saldrio e Experiéncia, deve-se cons-

truir um Diagrama de Dispersao para as duas varidveis:

Saida no Terminal

> plot(Experiencia,Salario)

\_:U_/

4.2.3 Correlacao Linear

Para calcular o Coeficiente de Correlagao Linear de Pearson entre as varidveis, utilize
a funcao cor:

Saida no Terminal

> cor (Experiencia,Salario)
[1] 0.969241

\_;U_/
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Figura 4.1: Diagrama de Dispersao de Salario versus Experiéncia.

Observe que o R retornou o valor 0.969241 o que evidencia uma forte relacao linear

entre as variaveis em estudo. Para avaliar se esse resultado é signicativo, pode-se realizar

um Teste de Hipéteses para a o Coeciente de Correlagdo (supondo que as suposigoes do

teste sejam satisfeitas):

— Saida no Terminal

> cor.test (Experiencia,Salario)

Pearson’s product-moment correlation

data: Experiencia and Salario
t = 19.691, df = 25, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.9328011 0.9860631
sample estimates:
cor
0.969241
[1] 0.969241

\.

J

Como o Valor P do teste (p-value < 2.2e-16) é bem pequeno, conclui-se que o valor

do Coeciente de Correlacao Linear de Pearson tem significancia Estatistica.
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4.3 Regressao Linear Simples

4.3.1 Ajuste do Modelo de Regressao

Sejam X e Y, respectivamente, as variaveis Experiéncia (explicativa) e Saldrio (res-
posta). Propde-se um modelo de regressao linear de primeira ordem, dado pela equagao:
Y =By + 51X + ¢, onde Gy e 31 sao parametros desconhecidos e € é o erro aleatorio.

Para ajustar um modelo de regressao linear no R utiliza-se a fun¢ao 1m:

— Saida no Terminal <

> ajuste=1lm(Salario ~ Experiencia)
>

> ajuste

Call:

Im(formula = Salario ~ Experiencia)

Coefficients:
(Intercept) Experiencia
1.7921 0.1023

\ J

Note que fungdo 1m() é chamada com o formato Im(y ~ x), ou seja, a variavel resposta
é y e a preditora é x, sempre nessa ordem.

O R retorna o valor dos coeficientes de B\o e B\l estimados via Método de Minimos
Quadrados. Logo, a equacao da reta ajustada é dada por Y = 1,79+ 0,1023X;.

Com a func¢do summary, diversas medidas descritivas tteis para a andlise do ajuste

podem ser obtidas:
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— Saida no Terminal

> summary(ajuste)

Call:

Im(formula = Salario ~ Experiencia)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.60764 -0.08734 0.06094 0.15571 0.25436

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1.792134 0.083877 21.37 <2e-16 **x
Experiencia 0.102275 0.005194 19.69 <2e-16 **x
Residual standard error: 0.2155 on 25 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9394, Adjusted R-squared: 0.937
F-statistic: 387.7 on 1 and 25 DF, p-value: < 2.2e-16

\.

J

Da execucao desse comando, pode-se obter, por exemplo, os erros-padrao (Std.
Error) das estimativas dos coeficientes de regressao: EP(B\O) =0,0839¢ EP(BO) =0, 0052.
Além disso, obtém-se o valor do Coficiente de Determinagdo (Multiple R-Squared),

R? =0,9394.
Com a funcao anova, pode-se construir a Tabela da Anélise de Variancia:

— Saida no Terminal

> anova(ajuste)

Analysis of Variance Table

Response: Salario

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
Experiencia 1 18.0017 18.0017 387.73 < 2.2e-16 **x
Residuals 25 1.1607 0.0464

\

J

Da tabela ANOVA, obtém-se o Quadrado Médio (Mean Sq) Residual, que é uma

estimativa para a variancia dos erros (02), ou seja, s? = 0, 0464.

Para esbocar a reta ajustada no diagrama de dispersao, utilize a funcao abline:
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~— Saida no Terminal N

> windows ()
> plot(Experiencia,Salario) R

> abline(lm(Salario ~ Experiencia))

Salario
3.0 4.0 45

25

20

Experiencia

Figura 4.2: Diagrama de Dispersao de Salario versus Experiéncia com reta ajustada.

4.3.2 Intervalos de Confianca para [, e (3;

Para construir os Intervalos de Cofianca (95%) para os coeficientes da regressao, utiliza-

se o seguinte comando:

— Saida no Terminal \

> confint(ajuste)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) 1.6193868 1.9648808
Experiencia 0.0915781 0.1129728

4.3.3 Teste de Hipotese

Para proceder o Teste F da Significicnia da Regressao e os Testes t individuais,

verifique o Valor P para cada caso através da saida da fun¢do summary:
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~— Saida no Terminal N

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 1.792134 0.083877 21.37 <2e-16 **x
Experiencia 0.102275 0.005194 19.69 <2e-16 *x*x R

...)

F-statistic: 387.7 on 1 and 25 DF, p-value: < 2.2e-16

4.3.4 Analise dos Residuos

Para avaliar as suposicoes de que os erros possuem varidncia constante e sao nao
correlacionados entre si, construiremos os gréaficos de “Residuos versus Valores Ajustados

da Variavel Resposta” e “Residuos versus Valores da Variavel Explicativa':

~— Saida no Terminal \

> windows ()

> plot(fitted(ajuste) ,residuals(ajuste) ,xlab="Valores Ajustados",
ylab="Residuos")

> abline(h=0)

> windows()

> plot (Experiencia,residuals(ajuste) ,xlab="Experiencia",
ylab="Residuos")
> abline(h=0)

0.0 02

Residuos

00

20

25

30 35 40 45

Valores Ajustados

Residuos

0.0

0.2

04

-08

0

Experiencia

Figura 4.3: Grafico para Analise de Residuos.
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Para exibir os Valores Ajustados e os Residuos do ajuste, digite os comandos:

Algoritmo
ajuste$residuals L
ajuste$fitted.values J

Na Figura 4.3, observa-se a violacao da suposicao de homocedasticidade dos erros.
Para corroborar esse resultado, pode-se dividir o conjunto de dados em duas partes,
utilizando a mediana por exemplo, e realizar um teste para comparar as variancias de

cada subconjunto:

— Saida no Terminal N

> median(Experiencia)

[1] 13

>

> var.test(residuals(ajuste) [dados$Experiencia>13] ,residuals

(ajuste) [dados$Experiencia<13])

F test to compare two variances

data: residuals(ajuste)[dados$Experiencia > 13] and residuals R
(ajuste) [dados$Experiencia < 13]
F =2.6672, num df = 12, denom df = 12, p-value = 0.1024
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.8138611 8.7413117
sample estimates:
ratio of variances
2.667248

\. J

Observe que o Valor P do teste (p-value = 0.1024) é maior que os niveis de sig-
nificancia mais usuais (0,01; 0,05; 0,10). Portanto, conclui-se que a variancia dos dois
subconjuntos nao é igual, o que implica a heterocedasticidade dos erros.

Outra maneira de avaliar a heterocedasticidade dos erros é realizar algum teste de
homocedasticidade. Na biblioteca Imtest do R, a funcao bptest realiza o teste de Breusch-
Pagan. Ressalta-se, entretanto, que tal teste nao é muito poderoso e pode levar a para
avaliar a suposicao de normalidade dos erros, deve-se construir o grafico da “Probabilidade

Normal dos Residuos”:
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~— Saida no Terminal N

> windows ()
> qqnorm(residuals(ajuste) ,ylab="Residuos",xlab="Quantis
tedricos'" ,main="")

> gqqline(residuals(ajuste))

\. J

Pela Figura 4.4, observa-se a violacao da suposicao de que os erros aleatorios tém

distribuicao Normal. Considere, também o Teste de Normalidade de Shapiro Wilk:
~ Algoritmo

shapiro.test(residuals(ajuste)) R

\

J

— Saida no Terminal

Shapiro-Wilk normality test

data: residuals(ajuste)
W = 0.88528, p-value = 0.006259

\. J

Portanto, como o Valor P do teste é pequeno, rejeita-se a hipotese de normalidade dos

residuos e, por consequéncia, conclui-se que os erros nao sao normalmente distribuidos.

Residuos

-0.6
1
o

T T \ \ 1
-2 -1 0 1 2

Quantis teéricos

Figura 4.4: Grafico de Probabilidade Normal dos Residuos.
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4.4 Transformacoes

4.4.1 Tranformagao na Varidvel Resposta

Consideremos os dados da Tabela 4.1 para analise e avaliacao do modelo para uma

transformacao da variavél resposta.
~— Algoritmo \

getwd ()
dados<-read.table("C:/Users/sergi/Desktop/TCC_sergio/TCC_R/
gerentes.csv" ,header=TRUE,sep=";",dec=".")

attach(dados) R
dados

plot(Salario ~ Experiencia)

\ J

— Saida no Terminal \

> getwd()
[1] "C:/Users/sergi/Documents"
> dados<-read.table("C:/Users/sergi/Desktop/TCC_sergio/TCC_R/

gerentes.csv" ,header=TRUE,sep=";",dec=".")
> attach(dados)
> dados

Salario Experiencia

1 1.930 0

2 3.176 17 R
3 2.276 8

4 3.130 15

>

> plot(Salario ~ Experiencia)

\. J

Apos a leitura dos dados, veja a relacao entre as duas varidveis:
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Figura 4.5: Graficos de dispersao de Salario vs Experiéncia.

Observe que o diagrama de dispersao da Figura 4.5 mostra uma forte relacao crescente
nao linear entre as medidas de Salario e Experiéncia. As medidas de Salario apresentam
aumento de variabilidade para valores crescentes de Experiéncia.

Diante disso, podemos concluir que o ajuste do modelo de regressao linear simples
com as varidveis na sua forma original é inadequado neste caso. No entanto, tal ajuste é
realizado a seguir, a fim de evidenciar sua inadequac¢ao na Anélise de Residuos.O modelo
linear ajustado que veremos a seguir, de Salario em Experiéncia é Y = 1,79+ 0,1023.X;,

com R? ajustado — 0,937.
~ Algoritmo \

ajuste = 1lm(Salario ~ Experiencia,dados)

summary (ajuste)

shapiro.test(residuals(ajuste))
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— Saida no Terminal \

Call:

Im(formula = Salario ~ Experiencia, data = dados)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.60764 -0.08734 0.06094 0.15571 0.25436

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1.792134 0.083877 21.37 <2e-16 **%

R

Experiencia 0.102275 0.005194 19.69 <2e-16 x*xx*

Residual standard error: 0.2155 on 25 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9394, Adjusted R-squared: 0.937

F-statistic: 387.7 on 1 and 25 DF, p-value: < 2.2e-16

> shapiro.test(residuals(ajuste))

Shapiro-Wilk normality test

data: residuals(ajuste)

W = 0.88528, p-value = 0.006259
Os graficos para andlise dos residuos serao gerados a partir dos comandos a seguir:
~— Algoritmo \

windows ()

par(mfrow = c(2, 2))

plot(fitted(ajuste), residuals(ajuste) ,xlab="Valores Ajustados",

ylab="Residuos")

abline (h=0)

plot (Experiencia, residuals(ajuste),xlab="Experiencia", I

ylab="Residuos")

abline (h=0)

hist(residuals(ajuste) ,main="",xlab="Residuos",ylab="Freqiiéncia")
qqnorm(residuals(ajuste) ,main="",xlab="Quantis tedéricos",
ylab="Residuos")

gqline(residuals(ajuste))
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Figura 4.6: Grafico para Analise dos Residuos.

Observe da Figura 4.6, apesar que a variancia dos erros nao é constante e que a norma-
lidade dos erros é violada, suposicao que também é rejeitada pelo Teste de normalidade
de Shapiro-Wilk, cujo P-valor ¢ 0,006259.

A fim de solucionar os problemas de varidncia nao-constante e nao-normalidade dos
erros, deve-se tentar realizar uma transformacao na variavel resposta. Apesar de ser
possivel, em muitos casos, selecionar empiricamente a transformacao adequada, apresen-
taremos aqui apenas a técnica mais formal e objetiva. Uma transformacao adequada para

a variavel resposta via Procedimento de Box Cox é obtida da seguinte forma:
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~— Algoritmo

require (MASS)
windows ()
par(mfrow = c(1, 2)) R
boxcox(ajuste)

boxcox(ajuste, lambda = seq(0.1, 0.5, by = 0.01))
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Figura 4.7: Log-verossimilhanca e Intervalo de Confianca de 95% para valores de A\ da
tranformacao de Box Cox.

Note que a Figura 4.7 mostra os valores da log-verossimilhanca para um intervalo de
valores do parametro de transformacao A. O maximo da verossimilhanca foi atingido com
aproximadamente A = 0,28, com intervalo de confianca de 95% igual a [-0,35;0,92|. Como
esse intevalo nao inclui o valor 1, h4 forte evidéncia da necessidade de transformacgao na
variavel resposta Salario, dado por: Salario = (Salario®* —1)/0,28. Sendo assim a nova
varidvel transformada Salariotrans deve ser inserida no banco de dados, para que o novo

modelo de regressao linear simples seja ajustado.
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— Saida no Terminal

> Salariotrans =

> dadostrans

1.930
3.176
2.276
3.130

=W NN -

\.

(Salario~0.28-1)/0.28

> dadostrans = data.frame(cbind(dados,Salariotrans))

0
17
8
15

Salario Experiencia Salariotrans

0.7219384
1.3644959
0.9248188
1.3443734

> plot(Experiencia, Salariotrans,ylab="Salario transformado")

J

A Figura 4.8 mostra uma forte relagao linear crescente entre as medidas de Salario

transformado, via método de Box Cox, versus Experiéncia, com variabilidade aproxima-

damente constante.

20

18

Salario transformado
1.2 14

10

08

Figura 4.8: Diagrama de dispersao da transformagao de Salario versus Experiencia.

Experiencia
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— Saida no Terminal \

> ajuste2 = Im(Salariotrans ~ Experiencia, dadostrans)

> summary(ajuste2)

Call:

Im(formula = Salariotrans ~ Experiencia, data = dadostrans)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.22777 -0.05527 0.02371 0.04393 0.13226

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>Itl)
(Intercept) 0.734534 0.033809 21.73 <2e-16 *x*x*
Experiencia 0.044055 0.002094 21.04 <2e-16 *x*x

Residual standard error: 0.08685 on 25 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9466, Adjusted R-squared: 0.9444
F-statistic: 442.8 on 1 and 25 DF, p-value: < 2.2e-16

\ J

Apos ajuste do modelo para obter a nova reta de regresdao e graficos para anélise,

teremos:
— Saida no Terminal N

> windows ()

> par (mfrow = c(2, 2))

> plot(fitted(ajuste2), residuals(ajuste2),xlab="Valores
Ajustados",ylab="Residuos")

> abline(h=0)

> plot(Experiencia, residuals(ajuste2),xlab="Experiencia",

ylab="Residuos") R
> abline(h=0)

> hist(residuals(ajuste2) ,main="",xlab="Residuos",

ylab="Freqiiéncia")

> qqnorm(residuals(ajuste2) ,main="",xlab="Quantis tedricos",

ylab="Residuos")

> qqline(residuals(ajuste2))

o1
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Figura 4.9: Graficos para Analise dos Residuos.

Logo, a equacao da reta ajustada ¢ dada por Y = 0,735+ 0,044X;, com R? ajustado
= 0,9444 e pela Figura 4.9 observa-se que a suposicao de normalidade ¢ aceitavel, embora
a transformagao nao tenha solucionado o problema da heterocedasticidade (dispersao dos

erros em torno da reta).
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Capitulo

Conclusoes

Neste trabalho falamos sobre a aplicabilidade de funcgoes linear e quadratica na esta-
tistica fazendo aplicacdes com regressao linear simples, mostrando que esse é um modelo
usado para gerar previsoes e explicacoes baseado nas relagoes entre varidveis que estejam
correlacionadas.

Visamos a interdisciplinaridade com o intuito do professor, nesse processo de ensino
aprendizagem despertar, ou melhor, incentivar o discente a fazer uma leitura de mundo
com olhos matematicos, tornando assim mais fascinante todo esse processo.

Apo6s a apresentacao da base teoérica onde observamos que a regressao linear parte
dos conceitos de funcao, fixamos alguns pontos sobre regresao linear simples, para assim
realizar uma leitura dos dados aplicados no software R.

E inegavel como o recurso computacional torna atrativa a forma de trabalhar contet-
dos, apds a explanacao dos conceitos, o software R contribuiu significativamente de forma
clara e suscinta para analise e discursao dos dados aplicados.

As aplicacoes sao inimeras que vao desde situacoes mais simples, como por exemplo,
analisar em nossas casas a relagao gasto e receita, observar a média de temperatura mensal
de sua cidade para ver a correlagdo com o consumo de energia de sua casa. Situacoes
comerciais como investimento e lucro, horas trabalhadas e producao, banco de dados com
idade e peso, idade e tempo de resposta. Situagoes mais complexas para fundamentar
uma teoria, como por exemplo, a relacao investimento em educacao versus aumento da
criminalidade, desemprego versus indices de consumo. Em fim, existindo a correlacao
entre valores que possam ser mensurados e tabelados, a regressao linear simples serd uma

importante ferramenta para a analise e compreensao desses dados.
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