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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar um estudo sobre as equacdes
autdbnomas com foco na dinamica populacional. A escolha deste tema foi motivada devido a
existente pandemia da Covid-19, onde buscamos compreender a dissemina¢do de uma doenca
a partir dos modelos de Malthus e Verhulst. Inicialmente, € apresentada uma abordagem
histérica do desenvolvimento das equagdes diferenciais. Em seguida, a teoria basica das
equacdes diferenciais, com enfoque para as equacgdes autdonomas e andlise geométrica das
solucdes. Com isto, foi possivel analisar algumas aplicacdes da teoria da dinAmica populacional
no contexto de pandemias e verificar como as equacdes autonomas sao usadas para formular
modelos importantes no estudo, controle e enfretamento de pandemias. Mediante isso, podemos
verificar quando haverd um possivel achatamento da curva epidémica e agir o mais rapido
possivel para combaté-la. Em particular, procuramos também entender a evolu¢do da pandemia
da Covid-19 sob a 6tica da dinamica populacional, o que pode servir de motivacio para o estudo

deste tema.

Palavras Chaves: Modelo de Verhulst. Comparag@o. Aplicacao.



ABSTRACT

This paper aims to present a study on the autonomous equations focused on population
dynamics. The coices of this topic was justified by the ongoing Covid-19 pandemic, in which
we seek to understand how a disease spreads according to the Malthus and Verhulst’s models.
First, it is presented a background approach about the development of differential equations.
Then, it is presented the basic theory of differential equations based on the autonomous
equations and geometric analysis of the solutions. So, it was possible to analyze some
applications related to the theory of population dynamics from the perspective of pandemics, in
order to check how the autonomous equations are used to outline important models in the study,
control, and fighting of pandemics. Through this, we can check when there will be a possible
flattening of the epidemic curve and act as quickly as possible to combat it. In particular, we
also seek to understand how the Covid-19 pandemic develops under the population dynamics,

what may work as interest in the study of this topic.

Key words: Verhulst Model. Comparison. Application.



LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 1 - Crescimento exponencial: y em fun¢do de t parady/dt =ry (r > 0)................ 27
Figura 2 - Modelo de Crescimento populacional ............ccccceviiriiiniiiiiiiiieeeeeeeeee e, 28
Figura3 - Em fungdode y,a f(y) ,parady/dt = (1 = Y/K)Y ceooeeoeiieieeeeeeee, 29

Figura 4 - Curva epidémica da Covid-19 na Paraiba no periodo de 08/04/2020 a 17/05/202032
Figura 5 - Curva epidémica da Covid-19 no Brasil no periodo de 06/03/2020 a 11/04/2020..33

Figura 6 - Gréfico da evolucao da pandemia hipotética............ccovuiiiviiiiniiiiniieiiiiciieceeeee 34
Figura 7 - Curva Epidémica da Covid-19 no Brasil (25/02/2020 a 23/03/2020) ......c...cc..c...... 36
Figura 8 - Curva Epidémica da Covid-19 na Paraiba (21/03/2020 a 29/04/2020)................... 37
Figura 9 - Curva Epidémica da Covid — 19 na Paraiba (08/04/2020 a 17/05/2020) ................ 37
Figura 10 — Gréfico da solucdo 1 da funcdo logistica da Epidemia hipotética .............c......... 38
Figura 11 - Grafico da solucdo 2 da func¢ao logistica da Epidemia hipotética.......................... 39
Figura 12 - Gréfico da fun¢do da solugdo da EQUacao (39) ......ceovvueeeviiiiniiiiniieiiieeiee e 42
Figura 13 — Grafico da funco fy = @Y(1 — ) coeeeoeiiiiiieeeee e 43
Figura 14 - Numero total de casos de Covid-19 confirmados no Brasil e na China................ 51

Figura 15 - Numero de infectados na Paraiba em 22/08/2020 & 16/11/2020 .......cccccevveeneeneee. 52



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 - Evolucao da pandemia hipotética

Tabela 2 — Dados do Brasil e Paraiba ajustados no Statistica ...........ccceceeevveernieennen.

Tabela 3 — Numero de infectados por dias ...



SUMARIO
1. INTRODUGAO. ... 13

2. DESENVOLVIMENTO HISTORICO DAS EQUACOES DIFERENCIALIS ....14

3. NOMENCLATURA E DEFINICOES BASICAS DE EQUACOES

DIFERENCIALS ...ttt e e et e e e e tae e ste e e esaaeesnaeeenaseeeenseeennnes 18
3.1. Classificagao quUANtO @0 tiPO:..........eiiiiiiiiiicieeeee e 18
3.2. Classificacdo quanto @ Ordem.............coocuiiiiiiiiii e 18
3.3. Classificacdo de EDO quanto a linearidade.................cccocoe i, 19
3.4. SOIUGOES @ EDOYS.........eeiiiiiiiiieeeitee ettt ettt ettt e e et e e e st e e e st e e e e s st ee e e s nbeeeeenreeeeearees 19
3.5. Equacgao linear de primeira ordem: Método dos Fatores Integrantes ..............cc..uu.ee. 20
3.6. Equacgoes Diferenciais Ordindrias de 12 Ordem Separaveis..............ccccoceeeecieeeeccriee e, 22
3.7. EQUACOES HOMOGENEAS...........oeieeeiiieeeiiee ettt e e ctte e e e ette e e e tte e e e e atae e e eateeeeenbeeeeennraeeeennrens 23
3.8. Diferencas entre Equagdes Lineares e NGo Lin@ares ...........ccccceeecvveeeeciieeeeciiee e 24
3.8.1. Existéncia e Unicidade de SOIUGA0.............cc.ueeiiiiiiiiiiiiiee et 24
3.8.2. Intervalo de Definiga0...........cooviiiiiiiiiiiic e e 25
0 Yo 1 [0 ot T X -1 - | USRS 25
3.8.4. SolUGOES IMPIICIEAS .......ooiiiiiiieeeeee e et e et e e e e abe e e e earae e e e nres 25
3.9. Equagdes Autonomas e Dinamica Populacional..............ccccccveeiiiiiiicciiee e, 26
3.10. Crescimento LOGISTICO ...........covvuiiiiiiiiiii ettt e et e e s abae e e e ares 27
4. APLICAC()ES EM EPIDEMIAS ...ttt 32
4.1. Crescimento EXPonencial ..............cooiiiiiiiiiiiiiieeeee e e 32
4.2. Crescimento LOGISHICO ........ccc.iiiiiiiiiiieieee et s e 37
4.3. Crescimento Logistico e a Pandemia da Covid-19 ..........c.cccooeiniiniiniiniinneeneeseeeeee 51
5. CONCLUSAQ ...ttt 53

REFERENCTIAS ..o.oooeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et e e e, 54



13

1. INTRODUCAO

A evolu¢do matemadtica caminhou juntamente com a processo de desenvolvimento dos
povos, trazendo consigo um aparato matemdtico que melhorasse a qualidade de vida dos povos.
Algumas equacdes ajudam a entender melhor as agdes prolongadas de alguma atividade, como
por exemplo, ajudam a entender e descrever a capitalizacdo financeira, o resfriamento de um
corpo, o crescimento e decrescimento populacional.

As equagdes diferenciais sao o alicerce matematico para muitas areas da ci€ncia e das
engenharias (ZILL; CULLEN, 2001). Em particular, as equacdes autdonomas sdo de grande
importancia em campos que vao da medicina a ecologia e a economia global.

A utilizacdo de métodos matemdticos para estudar a disseminacdo de doencgas
contagiosas acontece desde meados de 1760, pelo menos, quando Daniel Bernoulli fez trabalho
relativo a Variola (BOYCE e DIPRIMA, 2015). Em anos mais recentes, muitos modelos
matematicos foram propostos para descrever a evolu¢do de uma doenca e podem contribuir de
maneira fundamental no estudo, controle e enfrentamento das epidemias (DIAS e ARAUJ 0O,
2021; GIANNELLA e VELHO, 2021).

Este trabalho € uma pesquisa bibliografica e tem como objetivo avaliar as equagdes
autdbnomas no contexto da dinadmica populacional e relaciond-las com problemas de
disseminagdo de uma doenca. Partindo do pensamento de Malthus e de Verhulst, podemos
descrever a dissemina¢do de uma doenca ou epidemia. Este que, por sua vez, serd o tema central
deste Trabalho de Conclusao de Curso, onde abordaremos uma visao analitica e geométrica do
comportamento das solu¢des do modelo logistico de Verhulst.

No segundo capitulo, é apresentado a base tedrica do surgimento e evolugdo das
equacgoes diferenciais destacando a importancia do estudo dessas equagdes, na atualidade e
ainda os precursores do estudo das equacdes em destaque neste trabalho.

O terceiro capitulo, trata a teoria basica das equacdes diferenciais, onde sdo apresentadas
as principais defini¢des, conceitos, métodos de solugdes de algumas equacgdes diferenciais e
classificacoes. Foi dado um maior destaque para a teoria das equacdes autdonomas, trazendo
uma andlise geométrica e analitica das mesmas no contexto do crescimento exponencial e
crescimento logistico.

No quarto capitulo, foi abordado alguns problemas envolvendo disseminacdo de
doencas, sob a orienta¢do de modelos da dinamica populacional, com destaque para a pandemia

da Covid-19.
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2. DESENVOLVIMENTO HISTORICO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS

Inimeras sdo as descobertas matematicas que ajudaram o processo evolutivo dos povos,
melhorando a qualidade de vida. E o Célculo Diferencial, também conhecido como Célculo
Infinitesimal ou Calculo foi uma delas, contribuindo em diversas dreas com aplicacdes em
diversos ramos da matemadtica e em outras ci€ncias como Estatistica, Biologia, Fisica, Quimica,
Economia e outros. (SILVA, 2016).

O estudo das Equagdes Diferenciais inicia-se com o Estudo do Calculo Diferencial e
Integral, primeiramente, associado a problemas de mecanica e geometria, com destaque para as
trés leis de Newton e a lei da gravitagdo universal que possibilitaram obter equagdes diferenciais
ordindrias. Para chegar as defini¢Oes atuais do que é Cadlculo Diferencial muito se foi
modificado, aprimorado e desenvolvido ao longo do tempo.

Muitos matemdticos contribuiram para o conceito de Calculo Diferencial e Integral e
alguns deles foram: Eudoxo de Cirene ( 406-355 a.C) com o método da exaustdo, Arquimedes
de Siracusa ( 187-121 a.C) aprimorando o método da exaustdo e com trabalhos na Quadratura
da Parédbola e Espirais, Zenon de Eléia (450 a.C) com o Paradoxos de Zen6n (Ideia de infinito),
Johannes Kepler ( 1571-1630) usando ideias de integracdo para movimentos planetdrios e para
barris de vinho, Bonaventura Cavalieri (1598-1647) com seu livro Geometria indivisibilibus
continuorum, influenciado por Galileu e por Kepler, John Wallis (1616 -1703) com a primeira
representacao do simbolo do infinito. (SILVA, 2016).

A partir dessas ideias deixadas por esses cientistas, outros, puderam contribuir com o
desenvolvimento do Célculo tais como: Pierre Fermat (1607 — 1665), apoiado nas ideias de
Kepler, Isaac Barrow (1630 — 1677), Isaac Newton e Gottfried Leibniz.

Isaac Newton, nascido no dia 25/12/1642, recebeu sua educacdo basica pela sua vo e
uma escola aos redores onde morava. Desde sempre, ele demonstrava um talento sem igual para
a matemadtica e orientado por um tio, a mae de Isaac matriculou o mesmo na Escola de
Cambrigde, famoso Trinity College, onde conheceu trabalhos de matematicos excepcionais €
recebeu aulas de Isaac Barrow (1630-1677), Lucasian professor de Geometria em Cambrigde
que posteriormente ensinou Newton, e assim, comec¢ou a adquirir maturidade para fazer as suas
proprias contribuigdes.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), nascido em Leipzig, Alemanha, estudou
Teologia, Matemdtica, Direito, Filosofia e € considerado, s vezes, o Ultimo sébio a conseguir
conhecimento universal. Como prestador de servicos diplomadticos para a familia Hanover,

conheceu diversos paises da Europa e pessoas, um deles foi o e Christiaan Huygens (1629-
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1695), Astronomo, Fisico, Matematico, que lhe indicara os Tratados de Pascal de 1658-1659
caso ele quisesse virar um matematico ( este tratado tem o nome de Tratados sobre os senos
num quadrante de um circulo, onde o préprio Newton destacou que depois de ler estes tratados
sentiu-se inspirado para continuar seus estudos que virariam, posteriormente, o Célculo).

Segundo Boyer (1996), por volta de 1676, as ideias de Leibniz comecaram a coincidir
com as ja existentes feitas por Isaac Newton, entretanto, apenas em 1684 com uma publicacdo
denominada Nova Methodus pro maximis et minimis, intemque tangetibus, qua nec irrationales
quantitates moratur (um novo método para maximos € minimos e também para tangentes, que
nio € obstruido por quantidade irracionais), foi que veio a primeira publicacdo de cdlculo
diferencial.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) criou o teorema do valor Médio que € usado até
hoje e foi o primeiro a usar o nome Derivada nos seus trabalhos. A familia Bernoulli com Jakob
Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli (1667-1748) e outros, Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857) com definicio de Limite, George Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) com a
Integral de Riemann e outros estudos em Integrais.

Assim como todo e qualquer ramo da matemadtica, as equacgdes diferenciais tiveram
influéncia de indmeros mateméticos para chegar ao patamar que temos hoje em dia. E
necessdrio enaltecer alguns nomes, pois, dentre os demais, foram eles que mais contribuiram
para esse consideravel estudo.

Isaac Newton (1642-1727) fez contribui¢Oes notdveis em diversas dreas de pesquisas,
como Fisica e Matematica. Ele promulgou alguns significados bdsicos que apoiaram o
desenrolar das Equagdes Diferenciais por outros estudiosos. Classificou as equacdes de
primeira ordem como sendo dy/dx = f(x), dy/dx = f(x,y) e através do conhecimento
que teve em exprimir fungdes em termos de séries infinitas ao longo dos seus estudos,
desenvolveu uma solucdo utilizando essas séries para uma equagao do tipo dy/dx = f(x,y),
quando f(x, y) for um polindmio em x e em y (MENDONCA, 2021).

Outro matemdtico que contribuiu no desenvolvimento das Equa¢des Diferenciais foi
Leibniz (1646 -1716), influenciando o mundo matemdtico com novas notacdes, pois, ele
reconhecia o valor de uma boa notacio (BOYCE, 2010). Entre 1691 e 1694, Leibniz
desenvolveu o método de separacdo de varidveis, redu¢do das equacdes homogéneas a equagdes
separdveis e o método de solucdo de equacdes lineares de primeira ordem. Também, foi
responsdvel pala notagdo matematica de derivada e integral, utilizadas nos dias de hoje

(BOYCE; DIPRIMA, 2015).
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Como Leibniz era prestador de servigo burocrdtico e viajava muito, ele conhecia e
trocava correspondéncia com muitos cientistas, assim, os mais significativos avangos para as
Equagdes Diferenciais, foram criados nessa época. Ele tinha um apreco enorme pelos irmaos
Bernoulli, Jakob Bernoulli (1654-1705) e Johann Bernoulli (1667-1748) e foi tdo influenciado
por seus discipulos que apds uma sugestdo de Jakob, trocou o termo de calculus sommatorius
para calculus integralis para o inverso de calculus differentiali (BOYER,1996).

Os irmaos Bernoulli, essa que era uma renomada familia na histéria da matematica por
produzir tantos matemaéticos, foram influenciados por estudos de Wallis, Barrow, entre outros.
Estes, conseguiram solucionar problemas em Mecanica pensando-os como se fossem
problemas de equagdes diferenciais. Jakob escreveu equagdes para o movimento de planeta
utilizando dos principios de Newton, além de utilizar da expressdo “integral” pela primeira vez
em seu sentido atual. Johann em 1696 propds o problema da braquistocrona. Este desafio foi
solucionado pelos irmdos Bernoulli, Newton e Leibniz também. Outro Bernoulli que estudou
as equacoes diferenciais, principalmente, parciais e suas aplicacdes foi Daniel, filho de Johann.
Seu nome ficou associado a famosa “equa¢do de Bernoulli” da mecénica dos Fluidos.

y'+ Py = Q)y™
onde, tanto ele, quanto Leibniz e seu irmdo Jean, resolveram cada um a sua maneira. E
importante destacar que Jean usou uma substituicdo, fazendo uma reducido a uma equagdo
linear, chamando:
7 = yl—n

Outros matematicos e cientistas contribuiram significativamente para a teoria ja
existente a respeito das Equacdes Diferenciais, sendo eles Leonhard Euler (1707-1783), Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813), Pierre-Simon de Laplace (1749-1827), Alexis Claude Clairaut
(1713-1765), Jacopo Riccati (1676-1754) entre outros.

Contudo, € notdvel destacar ainda a imensa contribuicdo deixada por Euler em seus
tratados, tais como: institutiones calculi differentialis (1755) e Institutiones calculi integralis
(1768-1770, 3 volumes), onde apresentou diversos métodos de solucdes de equagdes
diferenciais. (BOYER, 1996). O jovem possuia instru¢do ampla, além da matematica estudou
teologia, medicina, astronomia, fisica e linguas orientais. Deixou uma grande contribui¢do a
matematica cujas obras somam mais de 70 volumes (BOYCE; DIPRIMA, 2015). Suas édreas de
interesse cobriam todas as séries de matemadticas e muitas de aplicagdes. Destacamos aqui sua
contribuicao na formulacdo em linguagem matematica e o desenvolvimento de métodos para

resolvé-los como, por exemplo, a teoria dos fatores integrantes e a solug¢do geral para equacdes
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lineares com coeficientes constantes e identificou a condi¢@o para que equacdes diferenciais de
primeira ordem sejam exatas.

No contexto da dinamica populacional, Thomas Robert Malthus (1766 -1834),
economista, observou em seu Ensaio publicado em 1798, Principio da Populag¢do, que uma
populacdo bioldgica aumenta a uma taxa proporcional a populagdo. Mas, fora verificado por
diversos matematicos principalmente pelo matematico Belga Pierre Frangois Verhulst (1804-
1849) que a populacdo ndo poderia crescer indefinidamente, ocasionando assim uma nova
equacdo.

Segundo Boyce e DiPrima (2015), no final do século XVIII, muitos métodos
elementares para resolver equagdes diferenciais ordindrias ja tinham sido descobertos. No
século XIX, o interesse migrou para a investigacdo de questdes tedricas de existéncia e
unicidade, assim como o desenvolvimento de métodos menos elementares, como os baseados
em expansdo em séries de poténcias.

No século XX, as indmeras equagdes diferenciais que resistiram a métodos analiticos
levaram a investigacao de métodos de aproximacao numérica. Outra caracteristica das equagdes
diferenciais no século XX foi a criagdo de métodos geométricos ou topolégicos, especialmente
para equacdes ndo lineares. O objetivo é compreender, pelo menos qualitativamente, o
comportamento de solu¢cdes de um ponto de vista geométrico, assim como analitico. Se ha
necessidade de mais detalhes, isso pode ser obtido, em geral, usando-se aproximacgdes
numéricas. As equacdes diferenciais no século XXI permanecem sendo uma fonte fértil de

problemas fascinantes e importantes ainda nao resolvidos (BOYCE e DIPRIMA, 2015).
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3. NOMENCLATURA E DEFINICOES BASICAS DE EQUACOES
DIFERENCIAIS

Uma Equacado Diferencial pode ser definida como sendo uma equagdo que contém
derivadas ou diferenciais de uma ou mais varidveis dependentes, em relacdo a varidvel
independente. (ZILL, 2001). E o motivo de estudarmos Equagdes Diferenciais € que elas nos
ddo suporte matemdtico em diversas dreas como Fisica, Biologia, Economia, Engenharias e
outras. Alguns exemplos de aplicacdes de equacdes diferenciais sao: Movimento de projéteis,
plantas e satélites, Crescimento de populacdo, Estudo do oscilador harmoénico, estudo de
reacdes quimicas e outros.

As equacdes diferenciais podem ser classificadas segundo o seu tipo, linearidade e
ordem.

3.1. Classificacao quanto ao tipo:

Definicao 1. Se uma equacgdo contém somente derivadas ordindrias de uma ou mais
varidveis dependentes em relacdo a uma varidvel independente, ela € chamada de Equacdo

Diferencial Ordinéria (EDO), por exemplo:

Exemplo 1. d_y _ (Equacgao do Crescimento Populacional):
dx y
Exemplo 2. 62%6 Equacdo do Péndulo Simples);
P E+%Sen(0)=0 (Equag ples)

Definicao 2. Uma equagdo que envolve as derivadas parciais de uma ou mais varidveis
dependentes em relagdo a duas ou mais varidveis independentes, ela é chamada de Equacdo

Diferencial Parcial (EDP), exemplo:

Exemplo 3. 0’u 0% (Equagdo da Onda);
TR

Exemplo 4. du _ 6_2y (Equacdo do Calor);
dx 0x?

Exemplo 5. du du 0*u (Equacao de Burguer).

ot tu dx  0x?
3.2. Classificacao quanto a ordem

A ordem da equacdo € definida pela derivada de maior ordem. Segue, exemplos de

EDQO’s de 1* Ordem:
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Exemplo 6. dy

="
Exemplo 7. dy _
dt oy =

Uma equagao ordindria de n-ésima ordem ¢é definida por:

v dy dyn—l dyn _ o
X,y,a,...,m,m = Vu.

3.3. Classificacao de EDO quanto a linearidade

Definicao 3. Uma EDO ¢ chamada de linear quando pode ser escrita na forma:
n n-1

d
() T+ B () T e+ G () 2+ a0y = 90)

dxn-1

Ainda veja que as EDO’s lineares sdo caracterizadas por duas propriedades:
i. A varidvel dependente y e todas as suas derivadas sdo do 1° grau; e
ii.  Cada coeficiente depende apenas da varidvel independente x;

Uma EDO que nio é linear é dita NAO LINEAR.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 8. xdy +ydx =0 EDO, 17 ordem, linear.
Exemplo 9. y'=2y'"+y=0 EDO, 2% ordem, linear
Exemplo 10. d3 d? d EDO, 3? ordem, linear.
P x3—}3]—x2—)2]+4x—y+7y
dx dx dx
= e¥
Exemplo 11. yy" =3y =x EDO, 2° ordem, nao-linear.
Exemplo 12. d3y 5 EDO, 3? ordem, nio-linear.
ety =0

3.4. Solucgoes de EDO’s

Uma EDO de 1* ordem pode ser escrita na forma:

dy )
5] = O
/ (x Y dx)
Por simplicidade, vamos assumir que (1), pode ser resolvida por:
dy 2)
== fxy)

onde, f € uma funcio continua.
Uma solugdo para a Equagdo (2) é uma funcio y = ¢(x) diferencidvel, que verifica a

Equacao (2) para algum intervalo.
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Dada uma fung¢do f(x,y) devemos determinar fun¢ées y = y (x) que verificam (2).

Se a funcao
fO,y) =gx)
onde g € uma fun¢do continua, temos:
dy 3)
T g(x)

Para obtermos uma solu¢do para a Equacdo (3), realizamos um método chamado de

integracdo direta, isto €, integramos de ambos os lados a Equacdo (3), assim:

y (@) = f 9()dx +k

Por exemplo:

Exemplo 13. d_y = Cos(x) , que a solugdo serd, sen(x) + K
dx

Exemplo 14. d_y =x2-10 , que a solucdo ser4, x?s —10x + k
dx

Segundo Boyce e DiPrima (2015), a maioria das equacOes diferenciais lineares de
primeira ordem, ndo podem ser resolvidas apenas pelo método anterior, assim, Leibniz
descobriu um novo método, que outrora, vai ser chamado de Fator Integrante, para a solugdo.

Vejamos, esse método a seguir.
3.5. Equacao linear de primeira ordem: Método dos Fatores Integrantes

Uma Equagao Diferencial Ordinaria, linear de 1* ordem, pode ser escrita na forma:

4)

dy B
v p(x)y = g(x)

onde, p e g sdo funcdes continuas.
O método dos fatores integrantes consiste em multiplicar a Equacao (4), por uma funcao

u(x), ainda indeterminada, assim, temos:

d
K0 2+ HEIP (Y = I ®

Observe que o primeiro membro da Equacdo (5) € a derivada do produto u(x)y(x),

desde que:

du(x)
dx

Suponhamos que u(x) > 0, tem-se:

= u(op(x),
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Pelo Teorema Fundamental do Calculo, logo:

In (u(x)) = [p()dx + k.

aplicando e*, temos:
ulx) = el P()Ax I = ( , sendo esse o fator Integrado.

voltando para a Equacao (5), obtemos:

d
a(u(x),y(X)) = u(x)g(),
assim:

u()y(x) = [ ulx) + g(x)dx + k',

Portanto, a solucao de (5) € dada por:

y@) = ([ ugCodx + i
Exemplo 15. Vamos resolver a equacio:
xy' + 2y =4x%,x>0 (6)
Reescrevamos a Equagdo (6) na forma de uma EDO linear de 1* ordem, facamos:
p(x) = 2/xe g(x) = 4x, assim:
Vamos dividir ambos os membros da Equagdo (6) por x, logo teremos:
y’+§y=4x,x> 0
Determinando o fator integrante p(x), isto é:
u(x) = el P = ef%dx — ezf‘i—x — 2In(®) = pIn(@)? — 42

Dai, a solucdo de (6), € dada por:

1
Y@ = —I [ ugtodx+k

¥2
x4+ 5 k
y(x) = 7,x>0, y(x) = x +x—2,x >0

1 1
y(x) = = [x?4xdx + k] =F.4Ux3dx+k]

Vimos ainda que, a Equagao (6) tem uma infinidade de solugdes. Em algumas
aplicagdes, geralmente estamos interessados em uma solugdo especifica y(x) que tinha

como valor inicial y(x).
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Assim, queremos encontrar uma fungdo y = y(x) que verifica:

dy _ (7
P p(x)y = g(x)
y(x0) =DYo

A Equacao (7) é chamada de problema de valor inicial (P.V.I).
3.6. Equacoes Diferenciais Ordinarias de 1* Ordem Separaveis

Vamos considerar agora a seguinte Equagdo Diferencial Ordinéria de 1* ordem, escrita

na forma:
dy (8)
a - f(x, }’)
Vamos supor que:
g(x)
(,y) =7-—
P =5
onde as funcdes g e h sdo continuas. A equagao
dy g ©)
dx  h(y)

é chamada de EDO de 1* ordem Separavel.
A Equacio (9), é resolvida por integragao direta. Sendo h(x) continua, podemos denotar
a primitiva de h por:

H(y) = j h(y)dy

sabemos, que:

CHO) = HO) 2 = h)
mas,
h») 2 = 9)
dx
assim:
L HO) = ()

pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos:

fiy( )dxzf (x)dx+k:>H():f (O)dx + k
—H(y g =g

Portanto:

[ hady = [ g@rdx +k
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3.7. Equacoes Homogéneas

Se a funcdo a direita do sinal da igualdade na equagao:

dy (10)
a - f(x»}’)

puder ser expressa como uma fungdo de y/x, entdo a equacio € dita homogénea. Tais equacgdes
sempre podem ser transformadas em equacdes separdveis por uma mudanca da varidvel
dependente.

Desta forma, nossa inten¢ao € utilizar uma mudanga de varidvel adequada de tal forma

que a Equacdo (10) se torne uma EDO de 1* ordem separdvel. Para isso, tomemos t = 1/x,

assim:
dy y
DA 1,=
il AT,
Tomemos a seguinte mudanca, z = y/x, dai:
dy (11)
DA 1,
—=/(L.2)
Sendo, y = xz, tem-se:
dy_, 0 2
dx dx

Podemos tirar de (11) e (12), que:

N dz_ (1.2)
z xdx—f ,Z

Veja:
dz _ 1
X dx - f( IZ)Z

Ou seja, obtemos uma equagao separavel. Sendo:
1
f(1,2z)z

1
dz = —dx
X

Com,

1
egx) = o

1
h(z) = f(1,2)z

Por fim, para obtermos a soluc@o de (10), integramos e logo apds substituimos z por

y/x.
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3.8. Diferencas entre Equacoes Lineares e Nao Lineares

Diante do texto ja exposto até aqui, pudemos identificar algumas solu¢des para equagdes
de primeira ordem, variando o método de solucdo se forem lineares ou separdveis. A partir de
agora, vamos considerar questdes gerais de equacdes diferenciais e importantes diferencas entre

lineares e ndo lineares.
3.8.1.Existéncia e Unicidade de Soluciao

Ao se deparar com um Problema de Valor Inicial, trabalhando com equacdes de primeira
ordem, em algum problema fisico, € interessante saber se hd alguma solucdo antes de tentar
resolver o mesmo e além disso, se houver uma solucao, vocé gostaria de saber se ela € tinica ou
existem outras.

Para equacdes Lineares, existe o teorema a seguir, que da respostas para essas questdes:

Teorema 1. Se as func¢des p e g sdo continuas em um intervalo aberto I: @« < t < 3,

contendo o ponto t = t,, entdo existe uma unica funcdo y = ¢(t) que satisfaz a equagdo

diferencial:
y' +pr®y =gt (16)
para cada t em I e que também satisfaz a condicao inicial:
y(to) = ¥o (17)

em que Y, € um valor inicial arbitrario dado.
Para equagdes diferenciais nao lineares, apresentemos um teorema geral
Teorema 2. Suponha que as funcdes f e df/dx sdo continuas em algum retangulo
a <t < B,y <y<§,contendo o ponto (ty,Yy). Entdo, em algum intervalo t,—- h < t <
to + hcontidoema < t < f3, existe uma unica solugdo do problema de valor inicial:
y'=f(ty) y(to) = ¥o (18)
Note, que se a equacdo diferencial for linear, as hipdteses do Teorema 2 se resumem ao

Teorema 1. Assim, temos:

ot(t,
ft,y) = —p(®)y+g(t) e % = —p(t)

de modo que a continuidade de f e de df /dy é equivalente a continuidade de p e de g.

A partir das condi¢des enunciadas no Teorema 2, notamos que elas sdo suficientes para
garantir uma dnica solucdo para o PVI, em algum intervalo t,— h < t < t; + h, mas elas
ndo sdo necessdrias. A existéncia de uma solucdo (porém, ndo sua unicidade) pode ser

estabelecida supondo apenas a continuidade de f.
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3.8.2.Intervalo de Definicao

Satisfazendo as hipoteses do Teorema 1, a solucio da equagdo linear:
y' +p@)y =g(t)
sujeita a condicdo inicial y(t,) = y,, existe em qualquer intervalo em torno de t = t, no qual
as funcdes p e g s@o continuas. Dessa maneira, assintotas verticais ou outras de
descontinuidades da solu¢do podem ocorrer em pontos de descontinuidade de p ou de g.

Por outro lado, uma equagdo nao linear que satisfaz as condicdes do Teorema 2 e que
contém um problema de valor inicial, o seu intervalo de solug¢do pode ser dificil de determinar,
tendo em vista que, mesmo mantendo as condi¢des iniciais, a ¢ (t) ndo é conhecida em geral e
pode ser impossivel determinar o ponto (t,¢(t)) em relacdo a regido na qual o teorema
permanece satisfeito. Dessa maneira, observa-se que o intervalo de existéncia da solu¢do pode
ndo ter uma relacio simples com a funcdo f na equacao diferencial:

y' =fty)

Partindo dessa observacao, podemos identificar uma caracteristica de problema de valor

inicial para equacdes ndo lineares, que €: As singularidades da solu¢do podem depender, de

maneira essencial, tanto da condic¢do inicial quanto da equacdo diferencial.
3.8.3.Solucao Geral

Equacgdes lineares e nao lineares diferem no que diz respeito a solugdo geral das mesmas,
pois, € possivel obter todas as solu¢des de uma equacao linear, logo apds obtermos uma solugao
contendo uma constante arbitréria e atribuindo valores a esta, o que ndo € possivel quando se
trata de equacdes nao lineares, tal qual, mesmo havendo uma solu¢do com constante arbitraria

pode-se haver outras solu¢des que ndo sdo obtidas apenas atribuindo valores a esta.
3.8.4.Solucoes Implicitas

Um problema de valor inicial para equacdes lineares de primeira ordem, tal como:
1 X
Y = st HegGaae i
Fornece uma férmula explicita para y = ¢(x). Desde que seja possivel encontrar as
primitivas equivalentes, o valor da solucdo em qualquer ponto pode ser determinado
substituindo-se, simplesmente, o valor apropriado em x na equagdo. Para equacdes nao lineares,
€ muito menos satisfatéria. Em geral, o melhor que podemos esperar € encontrar uma equacao

da forma
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F(x,y)=0 (19)

Envolvendo x e y que ¢ satisfeita pela solucdo y = ¢(x). A Equagdo (19) é chamada
uma integral ou uma primeira integral da equacao diferencial e seu grafico é uma curva
integral ou talvez uma familia de curvas integrais.

Supondo que podemos encontrar a Equacdo (19), entdo, define a solucdo
implicitamente, ou seja, para cada valor de x, precisamos resolver para encontrar o valor
correspondente a y. Na maioria dos casos, € impossivel determinar a solucao de forma explicita,
tendo que recorrermos a cdlculo numéricos para isto, e logo apds encontrados os valores
aproximados dos pares x e y pode-se esbocar um gréfico e sua curva integral que os admite.

Apresentemos a seguir a defini¢do de equagdo autonoma e dois modelos matematicos

em dindmica populacional desenvolvidos por Malthus e Verhulst.
3.9. Equacoes Autonomas e Dinamica Populacional

Podemos definir equacées autonomas, como sendo aquelas equacdes de primeira
ordem, nas quais a varidvel independente ndo aparece explicitamente e tem a seguinte forma
(Boyce, 2005):

) el

Observe que a Equacdo (21) € separdvel e pode ser resolvida por métodos de solugdes
apresentados anteriormente. Entretanto, mostraremos uma perspectiva diferente, trazendo uma
abordagem geométrica para obtermos informagdes qualitativas sobre as solugdes, diretamente
da equacao diferencial, sem resolvé-la e outrora resolvendo-as.

Facamos uma andlise de um Crescimento Exponencial. Seja y = ¥(T) uma populagao
de uma determinada espécie no instante t. E natural esperar que a taxa de crescimento de y seja
proporcional ao valor atual de y. Desta forma, temos que:

dy _ (22)
ac Y

onde r € uma constante de proporcionalidade chamada de taxa de crescimento ou declinio,
que dependera do seu sinal positivo ou negativo.
Vamos supor que r > 0, de modo que a populagdo estd crescendo. A solugdo da
Equacio (22) com a condig¢io inicial,
y(0) =y, (23)
serd dada por:

Yy =ye" @4
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Dessa maneira, observamos que o modelo matematico, dado pelo PVI (22) e (23) com
r > 0, prevé que a populacdo vai crescer exponencialmente todo o tempo, como pode ser
observado na Figura 1. Sob condi¢des ideais, observou-se que a Equacdo (24) é razoavelmente
precisa para muitas populagdes, pelo menos por periodos determinados de tempo. Entretanto, é
claro que tais condicdes ideais ndo podem continuar indefinidamente; alguma hora, limitagdes
de espaco, suprimento de comida ou de outros recursos reduzird a taxa de crescimento e

terminard com o crescimento exponencial ilimitado (BOYCE; DIPRIMA, 2015)

Figura 1 - Crescimento exponencial: y em fungdo de t para dy/dt =ry (r > 0)

“" A

10

8

I

6

A}

1/r 21r 3/r /rt
Fonte: Boyce (2015, p.120)

A Equacdo (22) é conhecida como Equacido de Malthus ou Modelo Malthusiano
quando se tenta modelar o crescimento populacional comecando com a suposicdo de que a taxa

de crescimento populacional depende do tamanho da populacdo, (ZILL, 2001).
3.10. Crescimento Logistico

A partir de observagdes vistas pelo matematico Belga Pierre F. Verhulst em 1837 a partir
do modelo Malthusiano, ele supde que a taxa de crescimento da populagdo depende da
populacdo e que uma populacdo, em certo ambiente, deverd crescer até um limite maximo
sustentdvel, ou seja, ela tende a se estabilizar. Partindo desse ponto, podemos modificar a
Equacdo (22) de tal forma que podemos substituir a constante r e escolher uma certa h(y),

substituindo r, como desejarmos, sendo assim a nova equagao sera:

dy (25)
Pl h(y)y

Queremos escolher uma h(y) tal que, quando h(y) = r > 0,y € pequeno, h(y)
diminui quando y aumenta e h(y) < 0 quando y € suficientemente grande. Uma fungdo que
atende esses critérios € h(y) = r — ay, em que a é uma constante positiva. Assim, obtemos a

equagdo:
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dy (26)
i (r—ay)y

Essa equacdo € conhecida como a Equaciao de Verhulst ou Equacdo Logistica.

Podemos convenientemente escrever a Equagdo (26) da seguinte maneira:

dy y
26 - rA-Py

(27)
onde, K = r / a. A constante r é chamada de taxa de crescimento intrinseca, ou seja, a taxa de
crescimento na auséncia de um fator limitador.

Neste caso, as populagdes em crescimento, em algum momento, encontram limites
ambientais que causam a reducao na taxa de crescimento. A populagdo em crescimento encontra
a capacidade de suporte do meio (K).

A partir do modelo logistico podemos compreende que quando o nimero de individuos
na populacdo é muito inferior a capacidade de suporte y/K, se aproxima de zero, e o

crescimento se aproxima do exponencial. Por outro lado, quando o tamanho da populacio se

aproxima da capacidade suporte do meio y/K, é préximo de 1, e a taxa de crescimento se
aproxima de zero.

Figura 2 - Modelo de Crescimento populacional
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Fonte: Autoria Prépria
E importante para a gente compreender o que acontece quando o tamanho da populagio
chega no ponto de inflexdo, com isso, podemos verificar na Figura (2) que ao atingir o ponto
de inflexao a taxa de crescimento populacional comeca a se reduzir, ou seja, a populacdo ainda

estd em crescimento, mas, em uma taxa relativamente menor.
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Busquemos agora apresentar um esbo¢o qualitativo correto das solu¢des da Equacao
(27). Procuremos solucdes simples para a Equacao (27), sendo elas funcdes constantes. Para
tais solucdes, as derivadas serdo nulas, ou seja, dy/dt = 0 para todo t de modo que qualquer

funcdo constante, tem que satisfazer a equacdo algébrica

r(l—%)y=0

Logo, as solucdes constantes sdo y; = 0 e y, = K. Essas solu¢des sdo chamadas de
Solugdes de equilibrio, j4 que ndo ha variagdo no valor de y quando t aumenta. Seguindo,
podemos encontrar também as solucdes de equilibrios da Equacdo (21) descobrindo as raizes
de f, isto é, resolvendo a equacdo algébrica f(y) = 0. Os zeros de f(y) sdo chamados de
pontos criticos. Essas sdo algumas maneiras de identificar solu¢des da Equagdo (27) e para

outras, basta desenhar o grafico da f(y) em fungcdo de y.No caso da Equacdo (27),

fy)=r (1 - %) y e o grafico é uma parabola ilustra na Figura 3.

Figura 3 - Em funcdo de y, a f(y) , parady/dt = r(1 —y/K)y
F}

(K/2, rK/4)

rK/4

Fonte: Boyce (2015, p.121)

Observe que na Figura (3) as intersecdes com os eixos sdo (0,0)e (k, 0), correspondendo
aos pontos criticos da Equacdo (27) e o vértice da pardbola é (K/2,rK/4). Note ainda que a
derivada dy/dt > 0 para o intervalo 0 < y < K. Entdo, y € uma funcio crescente de t quando
estd neste intervalo. Pode-se evidenciar isto na Figura 4 pelas setas apontando para a direita
préximos ao eixo dos y. De maneira andloga, é facil ver que se y > K ,dy/dt < 0; logo y é
decrescente e a seta que evidencia isto na Figura 4 aponta para a esquerda.

Da maneira vista anteriormente, temos uma andlise qualitativa do comportamento das
solucdes. Entretanto, se quisermos obtermos dados mais especificos, como a quantidade de
elementos na populacdo em certo instante, devemos buscar resolver analiticamente a Equagdo

(27), sujeita a condi¢do inicial (23).
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Sey #0ek # 0,podemos reescrever (27) na forma:
dy
_Y

( K) y

Fazendo manipulagdes algébricas usando fracdes parciais do lado esquerdo da

=rdt

igualdade, obtemos:

1
—+% dy =rdt
K
Dai, integrando temos:
1
f( 1+ K dy) jdt
— —_— — r
y 1=y |¥
K
Iyl =In|1-2|=rt+¢ (28)
K
29
In Y =rt+c =
_Y |
K

onde ¢ é uma constante arbitrdria determinada pela condi¢do inicial y(0) = y, apds a
integracdo. Ja verificamos que no intervalo 0 < y, < K, y permanece dentro do intervalo.
Sendo assim, podemos eliminar os médulos presentes na Equacdo (28) e aplicar o exponencial

em ambos os lados da igualdade em (29), ficando assim.

1n<Ly> (30)
e 1-% rt+c

y rt (31)

em que C = e€. Para que seja satisfeita a condi¢do inicial y(0) = y,, devemos escolher
C = yo/ [Yo /K] Substituindo C na Equacdo (31) e resolvendo a mesma para y, obtemos:
_ VoK (32)
Yo + (K — yole™™t
Dessa forma, a solugdo (32) foi obtida sob a hipotese de que 0 < y, < K. Outrora, se

y

Yo > K a solucdo fica ligeiramente diferente, mas, também € vdlida. Por fim, note que (32)
possui solugdes de equilibrio y;(t) = 0 e y,(t) = K que correspondem as condi¢des

iniciaisy, = 0ey, = K, respectivamente.
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Todas as informagdes geométricas obtidas anteriormente, podem ser facilmente
verificadas agora, examinando a Equacao (32). Em especial, se y, = 0, entdo ela confirma que
y (t) = Oparatodot.Sey, > 0esefizermost — ooem (32), obteremos:

YoK

limy(t) =—=K
n"°°y Yo

Assim, para cada y, > 0, a solugdo tende a solugdo de Equilibrio
y,(t) = K assintoticamente quando t — oo. Por conseguinte, ¢ dita solucdo
assintoticamente estavel da Equacdo (27) e o ponto y = K € um ponto de equilibrio ou ponto
critico ou assintoticamente estivel. Assim, a populacdo estard chegando no seu nivel de
saturacdo K, independente do tamanho inicial da populacio, desde que seja positivo.

Por outro lado, a situag@o de equilibrio y;(t) = 0 € diferente. Mesmo solugdes que
comeg¢am proximas a zero aumentam a medida que t cresce, e como verificamos, tendem a K
quando t — oo, dessa forma, dizemos que y;(t) = 0 ¢ uma solucdo instdvel ouque y = 0

¢ um ponto de equilibrio, ou ponto critico, instavel.
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4. APLICACOES EM EPIDEMIAS

Neste capitulo, vamos abordar problemas envolvendo disseminag¢ao de uma doenga sob
a Otica de modelos da dinamica populacional. Em particular, vamos abordar a pandemia da
Covid-19 causada pelo virus SARV-CoV-2, um tipo de Coronavirus que infectava,
originalmente, animais silvestres e passou a infectar humanos.

Diversas dreas matematicas buscam, a partir de estudos de modelos de pandemias, fazer
previsoes reais sobre fenomenos através de simulacdes e dentre elas se destacam as areas de
Equacao Diferencial, Probabilidade, Estatistica, Ecologia, Ciéncia de Dados entre outros.
(GIANNELLA e VELHO, 2020)

Segundo a Organizacdo Mundial da Saude, uma caracteristica do covid-19, que levou a
organizacao a declarar uma Pandemia Global em Marco de 2020, foi a facilidade de transmissao
do virus e a répida transmissdo geogréfica, dessa forma fora classificado como Pandemia a
contaminacdo causada pelo Coronavirus (SARS-CoV-2).

Em dinimica populacional, tratamos dois tipos de crescimento: o crescimento
exponencial e o logistico. Vamos agora aplicar esses conceitos de dinAmica populacional para

descrever a evolucdo de epidemias.
4.1. Crescimento Exponencial

A modelagem de epidemias e a funcdo exponencial, caminham de maos dadas, pois,
segundo estudos epidemioldgicos, o primeiro periodo de um surto epidémico obedece um

crescimento exponencial, como pode ser visto nas Figuras 4 e 5.

Figura 4 - Curva epidémica da Covid-19 na Paraiba no periodo de 08/04/2020 a 17/05/2020
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Figura 5 - Curva epidémica da Covid-19 no Brasil no periodo de 06/03/2020 a 11/04/2020
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Fonte: Autoria Prépria

E possivel definir uma relagdo entre o processo epidémico e o crescimento exponencial.
Uma funcdo € dita exponencial, quando ela pode ser escrita da seguinte forma:
f®)=cxq"
Observe que em f(t), o parametro ¢ é o valor inicialem t = 0, e a constante g € o fator
de crescimento.

Consideremos agora um caso hipotético para ilustrar esse fato, onde uma tnica pessoa
infectada transmite a doenga para outras trés pessoas, ou seja, ¢ = I e g=3. Isso resulta na fungdo
exponencial epidémica:

fO =13

A partir da fung¢do f(t), podemos tomar valores para t — oo, porém, tomemos o
intervalo 1 < t < 10, e dessa maneira, com o fator de crescimento g = 3, teremos mais de
59 mil de casos apds 10 dias, como pode ser verificado na Tabela 1, abaixo;

Tabela 1 - Evolucao da pandemia hipotética
Tempo Infectados

0 1
1 3
2 9
3 27
4 81
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5 243
6 729
7 2187
8 6561
9 19683
10 59049

Fonte: Autoria Prépria

Figura 6 - Grafico da evolugdo da pandemia hipotética
70000 @
60000 ©
50000

40000 =

Infectados

30000 =

20000 © /
10000 © /
e

N 8 & 5 & —

0 1 2 3 4 5 ) 7 8 9 10 11
Dias

Fonte: Autoria Prépria
Note que, se ¥ é um niimero tal que e¥ = q, entao:
cqt =c(e”)t = cet

Assim, durante a fase inicial do crescimento, a curva epidémica pode ser modelada

como a solucido do modelo de Malthus:

1(t) = Iye't (33)

onde I representa os individuos infectados, y é a taxa de crescimento exponencial e I,

condi¢do inicial.

Considerando que uma populagdo total de individuos constante igual a N pode ser

dividida em duas partes: os que tem determinada doenca e podem infectar outros, € 0s que nao

tém, mas sdo suscetiveis. No instante t, seja S(t) a propor¢do de individuos suscetiveis, e seja

I(t) a propor¢ao de individuos infectados. Entao:

I(t) +S(t) = N(t)
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Suponha que a doenca espalha-se através do contato entre os individuos doentes e os
suscetiveis e seja @ a taxa de infec¢@o da doenca. Os casos de mortalidade em decorréncia da
doenca e os casos infectados que foram curados sao considerados como removidos, onde f§
denota a taxa de remocao.

Dessa forma, a variac@o de infectados dI/dt ao longo do tempo € a diferenca entre o
nimero de novos infectados e a parcela de infectados que foram curados e adquiriram

imunidade ou morreram, assim:

dl S S as
= oyl ~#=1(eg=6) =16 (55 1)
Considerando que no inicio da pandemia:
i ~ 1
N
tem-se:
o < 18Ry~ D) G

dt

onde R, = a/f € o nimero bésico da reproducdo, que mede a velocidade com que a epidemia
se propagava. Medidas como distanciamento social e quarentena tem o efeito de diminuir a taxa
de infeccdo a e consequentemente, o R,.
A Equacgdo (34) acima € uma Equacao Diferencial Ordindria Separavel, cuja sua solucio
€ dada por:
[ = I,eP®-1t
ou ainda,

| ~ ]Oe(a—ﬁ)t 35)

onde I1(0) = I,. Note que y = B(Ry — 1) é a taxa de crescimento exponencial.

Se D € o nimero de dias que uma pessoa leva para se recuperar/morre entao a taxa de
remogdo € dada por:

B=D"

Neste trabalho, considerou-se um periodo de contdgio de 10 dias. Logo, f = 0,1. O
valor de a pode ser obtido através do método dos minimos quadrados.

A Equacdo (35) foi ajustada aos dados oficiais de infectados pelo novo Coronavirus no
Brasil no periodo 25/02/2020 a 23/03/2020 e na Paraiba no periodo de 21/03/2020 a 29/04/2020
e 08/04/2020 a 17/05/2020. Para tanto, utilizou-se o programa Statistica. A Tabela 2 apresenta
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os dados iniciais utilizados, a taxa de crescimento ajustada, o nimero bésico de reproducio e o

coeficiente de determinagiio R?.

Tabela 2 — Dados do Brasil e Paraiba ajustados no Statistica

Periodo 1(0) a R, R?

Brasil 25/02/2020 a|l 0,371699 3,71 0,996634710
23/03/2020

Paraiba | 21/03/2020 al|l 0,270256 2,70 0,942694501
29/04/2020

Paraiba | 08/04/2020 al| 55 0,211471 2,11 0,983609934
17/05/2020

As Figuras (7), (8) e (9) mostram a comparagdo dos dados oficiais de infectados no
Brasil e na Paraiba, respectivamente, com o modelo exponencial. Observa-se que o modelo

exponencial descreve melhor o periodo inicial da evoluc¢do da Covid-19 no Brasil.
Figura 7 - Curva Epidémica da Covid-19 no Brasil (25/02/2020 a 23/03/2020)
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Figura 8 - Curva Epidémica da Covid-19 na Paraiba (21/03/2020 a 29/04/2020)
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Fonte: Autoria Prépria

Figura 9 - Curva Epidémica da Covid — 19 na Paraiba (08/04/2020 a 17/05/2020)
6000 T T " .

5000

4000

Infectados

3000

2000

1000

0 3 10 15 20 2% 30
¢ (Dias)

40

Lad
L

Fonte: Autoria Prépria

4.2. Crescimento Logistico

Como j4 fora observado anteriormente, a fase inicial de uma epidemia segue o
crescimento dado pela funcdo exponencial, mas ela acaba se tornando obsoleta no sentido de
ndo trazer um cendrio mais real para tal processo, pois com a evolugao do tempo, o nimero de
infectados chega no ponto de inflexao e a partir deste ponto deve ocorrer uma redugdo na taxa

de crescimento até se aproximar do nimero maximo de infectados (capacidade de suporte).
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Desta forma, a funcio logistica tem essas caracteristicas e o processo completo de pandemia
pode ser modelado pelo crescimento logistico (GIANELLA, 2020)

Vamos apresentar a seguir, aplicagdes do modelo logistico na disseminacdo de uma
doenca.

Aplicacdo 1: A funcido logistica apresentada no Capitulo 3 (Equagdo 32), pode ser

escrita na forma (Giannella e Velho, 2020):

t)=——
f® 1+ ae™bt
onde, a f(t) é o nimero de casos no tempo t, a constante b > 0 é uma constante maxima de

f € dada pelo valor limite c. Além disso, o valor inicial de f, o nimero de casos no inicio da

doenca, é dado por:

c
f(0) = i+o
e a taxa maxima do crescimento ocorre quando t = In(a)/be f(t) = c/2.

De maneira similar, podemos usar uma situagdes hipotéticas de epidemias, para avaliar
o efeito do parametro b na curva epidémica.

Suponhamos dois casos hipotéticos onde o nimero méximo de pessoa doentes € 1000
(tamanho da populacdo), ou seja, a populacdo maxima desse ambiente serd igual a 1000 e o
processo endémico comeca com apenas uma pessoa infectada e que pode infectar duas pessoas
e outro onde pode infectar trés outras pessoas. Facamos os célculos para um periodo de 10 dias.

Solucdo Caso 1: Considere na fungdo logistica ¢ = 1000, a = 999, b = 2, e
0 < t < 10.Dessa forma, verifica-se no grafico abaixo que a curva cresce de forma acelerada

até perto de t = 3,45, onde comega a desacelerar para atingir o patamar de 1000.

Figura 10 — Gréfico da solucdo 1 da func¢éo logistica da Epidemia hipotética
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Fonte: Autoria Prépria
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Solugdo Caso 2: Considere na fun¢do logistica ¢ = 1000, a = 999, b = 3, e
0 < t < 10.Dessaforma, verifica-se no grafico abaixo que a curva cresce de forma acelerada

até pertode t = 2,3, onde comeca a desacelerar para atingir o patamar de 1000.

Figura 11 - Gréfico da soluc¢do 2 da fungdo logistica da Epidemia hipotética
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Fonte: Autoria Prépria
Confira na Tabela 3 o nimero aproximado de infectados por dia, dos dois casos
hipotéticos e confira também a taxa de crescimento maximo para ambos os casos.

Tabela 3 — Numero de infectados por dias

Dias Numero de Infectados | Nimero de Infectados
Caso 1 Caso 2

1 7,342 19,70

2 51,82 287,66

3 287,66 890,244

4 748,99 993,89

5 956,61 999,59

6 993,89 999,98

7 999,16 999,99924

8 999,8875 999,9999623

9 999,9847 999,9999981

10 999,9979 999,9999999

Fonte: Autoria Prépria

Observa-se que aumentando o valor do parametro b, de 2 para 3, o ponto de inflexdo é

atingido mais rapidamente, consequentemente a doenca se propaga de forma mais ripida.
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Aplicacao 2 (Zill-Cullen,2007): Na disseminacdo de uma doenga contagiosa, uma
virose, por exemplo, é razodvel supor que a taxa de disseminagdo dx/dt, seja proporcional nao
somente ao ndmero de pessoas, x(t), contaminadas, mas também ao nimero de pessoas,

y(t) que ainda ndo foram contaminadas, isto €,

dx _
i rXxy

onde r € a constante de proporcionalidade. Se uma pessoa infectada for introduzida em uma
populacdo de n pessoas, entdo x e y estdo relacionados por:
x+y=n+1
Assim,

dx (36)
P rx(n+1—x)

E a condi¢do inicial 6bvia que acompanha a equagio acima é x(0) = 1. A Equagio (36)
de primeira ordem ndo linear € um caso especial da Equagdo Logistica.

Exemplo 16 (Zill-Cullen, 2007): Suponha que um estudante infectado com um virus
da gripe retorne a uma faculdade isolada no campus onde se encontram 1000 estudantes.
Presumindo que a taxa na qual o virus se espalha € proporcional ndo somente a quantidade x
de alunos infectados, mas também a quantidade de alunos ndo infectados, determine o nimero
de alunos infectados apés 6 dias se ainda é observado que depois de 4 dias x(4) = 50.

Solucao: Seja x(t) o nimero de alunos infectados e t o tempo (em nidmero de dias).
Devemos resolver a seguinte equacao diferencial;

d_atc = rx(1000 — x) 7)
com a condic¢do inicial x(0) = 1.

Podemos resolver (37) por meio de separacdo de varidveis, fracOes parciais e por fim,
chegarmos ao resultado que desejarmos, entretanto, para uma nova abordagem facamos a
solucdo utilizando os conceitos descritos na se¢ao (3.10) que fora de crescimento logistico e
resolvamos a Equagdo (37) por meio de comparacdo com a Equacdo (27). Assim, temos que a

Equacao (37) pode ser reescrita como sendo:

X (1000
i rx( X)

dx _ 1000
i r( x)x
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(1000 )] (1000)
) — *
ac v X1 *\ 1000
dx [1000 = (1000 — x)x
dt 1000
dx 1000 (1000 — x)x
dr "[T 1000
dx 1000 (1000 — x)
dt "[T 1000
dx _ oo [1000
dt 1000 1000/ %
x (38)
E—lOOOr[ Tk

Desta forma, podemos reparar que a Equacdo (38) ficard no formato da Equacdo (27),

assim, podemos retirar que:

xXoK
*= xo + (K —xg)e™ "
1%1000
~ 1+ (1000 — 1)e—10007
1000
x =

1+ (999)e 10007t

resolvendo para x(4) = 50, temos que:
1000
1+ (1000 — 1)e—10007(%)
1000
~ 1+ (999)e—20007
(14 (999)e~4°%0T)50 = 1000

1000

1 —40007y —
(14 (999)e ) 0

(1 + (999)e 40007 = 20
1
(1+ 999) —5mr) = 20

1
(640007'(1) + (999) 940007- (640007')) — 20(64—0007')

e4-000r 4+ 999 = 20(640001”)
e40007’ _ 20(840001') = —999
—19(e*0%07) = —999

50 =

—999
40007y _
(™) =—73
999
40007y — | ( )
In(e )=1In 5



42

40007 =1 (999)
r=In{—3

n(15)

4000
r =9.90578x10~*

r = 0.00099
Verifiquemos agora o grafico da funcao:
1000 (39)
14 (999)e~-09¢

Figura 12 - Gréfico da func¢do da solucdo da Equacdo (39)
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Fonte: Autoria Prépria

Para x = 6, temos:

© 1000
X =
1+ (999)e~-0.99(6)
1000
x(6) = 276

1+ (999)e5%

Aplicacdo 3 (Boyce-DiPrima, 2015): Suponha que uma dada populagdo pode ser
dividida em duas partes: Os que t€ém determinada doenga e podem infectar outros, € os que nao
tem, mas s@o suscetiveis. Seja x a proporcao de individuos suscetiveis, e seja y a propor¢ao de
individuos infectados; entdo x + y = 1. Suponha que a doenca espalha-se através do contato
entre os elementos doentes da populagdo e sdos, e que a taxa de disseminacdo dy/dt é
proporcional ao nimero de tais contatos. Além disso, suponha que os elementos de ambos os
grupos movem-se livremente, de modo que o nimero de contatos € proporcional ao produto de
x ey.Como x = 1 — y, obtemos o problema de valor inicial:

dy (40)

i ay(1—1y), y(0) = yo
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em que a ¢ um fator de proporcionalidade positivo e y, € a propor¢ado inicial de individuos
infectados.

a) Encontre os pontos de equilibrio para a Equacao Diferencial (40) e determine se
cada um deles € assintoticamente estavel, semiestavel ou instavel.

b) Resolva o problema de valor inicial (40) e verifique se as conclusdes a que vocé
chegou no item (a) estdo corretas. Mostre que y(t) = 1 quando t — o0, o que
significa que, finalmente, a populacdo inteira ficard doente.

Solucao letra a.
Para encontrarmos as soluc¢des de equilibrio ou pontos criticos, analisemos aonde a
derivada se anula, sendo assim, vejamos:

dy
Py ay(1—y)

Podemos notar que os pontos onde a derivada se anula é quando y; = 0 ou y, = 1, dai
temos nossas solugdes de equilibrio ou pontos criticos.

Para sabermos se as solucdes encontradas sdo solucdes estdveis, semiestdveis ou
instaveis, Facamos um esboco gréafico da Equacao (40) desenhando o grafico em fungdo de
f(¥),nocaso f(y) = ay(1 —y). O grifico corresponde a parabola indicada na Figura 13.

Figura 13 — Gréfico da fun¢io f(y) = ay(1 —y)
fiv)

(12, 1/4)

Fonte: Autoria Propria

Podemos verificar que os pontos y = 0 e y = 1 s@o pontos criticos ou solugdes de
equilibrio, ainda, observa-se que ao se aproximar da solu¢dao y, = 1, a populacio sugerida se
aproxima do seu nivel de saturacao ou capacidade de sustentagdo ambiental, desta forma, esta
solugdo € dita como Assintoticamente estavel. Por outro lado, a solugdo y; = 0, tem um

comportamento diferente, tendo em vista que para que a populacdo nao seja quase infectada, o
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seu valor tem que permanecer proximo de zero. Sendo assim, a solu¢do y; = 0 € dita como
solugdo de equilibrio instavel.

Solucio letra B

Note que a Equacdo (40) € uma Equacgao Diferencial Ordinaria Separédvel, sendo assim,

podemos resolvé-la da seguinte forma:

dy
i ay(1—-y)
dy 41
—— = qdt
y(1—-y)

Podemos resolver a primeira parte da Equagdo (41) parte por fracdes parciais, €

integrando ambos os lados, temos:

j(1+ ! dt ]dt
— o a
y (A-y)

Inly|] -In|1—-y|=at+c

Usando as propriedades da fun¢do logaritmo natural, temos:

In

Y
=at
1 at +c¢

Aplicando em ambos os lados da expressdo a func¢io exponencial, temos:
y
eln|y_1| = pat+c

Y
=C at
y-1_ ¢
onde podemos reescrever em fungdo y(t), ficando:
y
=C at
y-1_ ¢
y=Ce*(y—1)
y = yCe® — Ce®
Ce® =yCe® — y
Ce® =y(Ce™ — 1)
Ceat

y(t) =m=

(42)

Por (42), temos que quando t = 0 — y(0) = y,, dai:

Yo _. (43)
Yo—1

e por fim:
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Yo

Yo— (o — De™*
Yo

Yo+ (1 +yp)e

Para obtermos a mesma solucdo, mas por um método diferente, fagamos a resolucao

y(©) =

y() =

desta aplicacdo por comparacao ao formato descrito na secao (3.10) que trata a respeito de uma

Equacdo Logistica, desta forma temos:

dy
I ay(l—y)
dy
P a(l-y)y
dy
= adt
y(1-y)

Por comparagao, observamos que: K = 1, r = a e pela condigdo inicial y(0) = y,.
Assim, calculemos o valor da constante C.
Yo
_ Qo
1- (Y
Yo
— 2
1- &Y

C =

C =

C =
1-yo

Yo

C =
Yo—1

e por fim, a solucdo serd dada por:

_ VoK

Yo+ (K —yple "t

_ Yo(1)

Y= Yo+ (1 —yo)e
Yo

Yo+ (1 —yp)e

E agora, calculemos o limite da equacao para quando t — oo, y(t) — 1

y

y:

Yo
t) =
y( ) yO_I_(l_yo)e—at
. Yo
| =1
the Yo+ (1 —yple
Yo

=1

Yo + (1 —ygle a®
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Yo

=1
Yo+ (1 —y0) %0
Yo_
Yo
1=1

como queriamos demonstrar.

Aplicacido 4 (Boyce-DiPrima, 2015): Algumas doengas (como tifo) sdo disseminada
por portadores, individuos que podem transmitir a doenca, mas que nio exibem sintomas
aparentes. Sejam x e Yy, respectivamente, as proporc¢oes suscetiveis e portadores na populagao.

Suponha que os portadores sdo identificados e removidos da populacdo a uma taxa 8, de modo

que:
d
d—Jt] = By 49
Suponha, também, que a doenga se espalha a uma taxa proporcional ao produto de x e
y; logo,
dx (45)
- Ty

a) Determine y em qualquer instante de tempo t resolvendo a Equacao (44) sujeita
a condicdo inicial y(0) = y,.
b) Use o resultado do item (a) para encontrar x em qualquer instante t sujeita a
condi¢do inicial x(0) = x,.
¢) Encontre a propor¢ao da populacdo que escapa da epidemia calculando o valor
limite de x quando t — ©o.
Solucao letra a.

Primeiro, vamos identificar os dados que ja temos, que sdo:

dy_ dx_ 0) =
i By, 7c = oy, y(0) =Y

vamos resolver primeiro a Equagao (45)

dy
- By
observe que esta equacdo € uma Equacdo Diferencial Ordindria Separéavel, dai temos:
dy dy

EZ —’By =>7= —,Bdt

integrando ambos os lados, obtemos:

dy
7= f—ﬁdt = Inly| = —ft+c
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aplicando a fun¢do exponencial em ambos os lados, ficamos com:
In|ly| = —Bt+c

eln vl — e—ﬁt+c

usando as propriedades da fungao exponencial e o fato de e ser constante e denotamos por k,

temos:
elnlyl — p—Bt+c
y = efeht
y = ke Pt (46)
E por fim, apliquemos o Problema de Valor Inicial em (46)
y = ke Bt
y(®) = yoe Pt

Soluciao Letra b
Recordemos que no item (a) encontramos uma solucdo dada por:
y(t) = yoe Pt
a partir disso, podemos encontrar uma outra solucdo substituindo o valor de y na Equacgao (46)

e resolvendo-a, da seguinte maneira:

dx
qr = Ty
dx _ (47)
o = Taxee pt
note que a Equacdo (48) € uma equacao diferencial ordindria separdvel, assim facamos:
dx (48)
-~ _ -pt
T axyge
dx 49
— = —ayy e Ptdt “49)

X

integrando ambos os lados da Equacao (49), temos:

dx
—= | - ~Btdt
. J ayge

a
In|x| = Eyoe‘ﬁt +c
agora apliquemos a funcao exponencial em ambos os lados:
(24 -pBt
= +
elnlxl = eﬁyoe ¢

a -Bt
Vo€
elnlxl — Ceﬁyo

X = Ce%yoe_m
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E por fim, vamos resolver o Problema de Valor inicial e deixar na forma de x(t). Para

x(0) = x,, temos:

a -t
—Voe
x = CeP®
)
e
xO = Ceﬁyo
gy
xO = Ceﬁ 0

Vamos agora, isolar o valor da constante C, assim, obtemos:

[24
x, = CeP"
€ =20
eﬁYo
a
C = xpe P°

Dai, deixando na forma de x(t), temos:
&, &, Bt
x(t) = xpe B 'eP”°

X(t) = xgeF°C D
- A0

Solucio letra c.
Quando t — oo, temos:

lim x e%y‘)(e_m_l)
0

t—ooo
a
7Y0(0 —1)
xpeh”’

_a,
xpe B’

Assim, a proporcao da populacio que escapa da epidemia € de:
_a,
xpe B’

Aplicacido 5 (Boyce-DiPrima, 2015): O trabalho de Daniel Bernoulli em 1760 tinha
como objetivo avaliar o quio efetivo estava sendo um programa controverso de inoculacio
contra a variola, que era um grande problema de satde publica da época. Seu modelo se aplica
igualmente bem a qualquer outra doenca que, uma vez adquirida, se o paciente sobreviver,
ganha imunidade para o resto da vida.

Considere o conjunto de individuos nascidos em dado ano t = 0 e seja n(t) o nimero
desses individuos que sobrevivem t anos depois. Seja x(t) o nimero de elementos desse

conjunto que ainda nao tiveram variola até o ano t e que s@o, portanto, suscetiveis. Seja § a taxa
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segundo a qual individuos suscetiveis contraem variola e seja v a taxa segundo a qual pessoas
que contraem variola morrem da doenga. Finalmente, seja u(t) a taxa de morte por qualquer

individua suscetivel varia, é dada por:

= B+ u(Ox 0

dt
O primeiro termo na expressao a direita do sinal de igualdade na Equacdo (50) € a taxa
segundo o qual os individuos suscetiveis contraem a doenca, e o segundo termo € a taxa segundo

a qual eles morrem de outras coisas. Temos também:

dn (1)

Frin —vBx — u(t)n

Em que dn/dt € a taxa de mortalidade do conjunto inteiro, e os dois termos a direita do
sinal de igualdade sdo devidos a variola e as outras causas, respectivamente.

a) Seja z = x/n e mostre que z satisfaz o problema de valor inicial:

dz B (52)
i —Bz(1 —vz), z(0)=1

Observe que o problema de valor inicial (52) ndo depende de pu(t).

b) Encontre z(t) resolvendo a equagio (52).

¢) Bernoulli estimou que v = f# =1/8. Usando esses valores, determine a

propor¢ao de individuos com 20 anos que ainda ndo tiveram variola.
Solucio da letra a
Primeiro, fagcamos uma andlise da funcdo substituicdo e da derivada. Seja
Z = x/n, temos:
z=x/n

dz x'n—xn’

dt~ n?
dx dn
dz E n—x E
dt n?
facamos uma reorganizacdo algébrica na expressao, ficando ela:
dx dn
dz Mg *Xqgt
dt~ nz2
dz 1ldx xdn (53)

dz 1dx x dn
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dz 1
dt n
dz
_=;{ Bx — ,u(t)x}+—v,3+ u(t)

—{—[B + u@®)]x} - —[ vBx — u(t)n]

isolando o x, temos:

dz _x
primie b Ay 0K v,B +u(®)]
retirando os termos com sinais opostos:
dz _x
== [-B+ v
e voltando a variavel original, ficamos com:
dz
- = 21=B + vpz]
dz 5
i —zf +vpz
dz
Tl —zB(1—vz)

Dessa forma, podemos observar que o PVI (53), ndo depende de u(t).
Solucio da letra b:
Observe que a Equacgdo (52), pode ser escrita na forma da Equacdo (27) e resolvida

como estd descrito na secdo (3.10), desta forma, obtemos:

dz_ 1
Tl —zfp(1—vz)

dz _ 1
= —B(1-v)z

dz Z
7= F(l-7pz

v

sejak = % = —fez(0) =1, temos:
ZoK
A + (K - Zo)e_rt
1= 1
;= v
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B v
v+ (1—v)eht

VA

Solucio letra c.

Vamos substituir os seguintes valores, v = f§ = 1/8, para t = 20, ficamos com.
1

z(20) =

1

1/8 + (1 — 1/8)e(3)@
z(20) = 0.0927

4.3. Crescimento Logistico e a Pandemia da Covid-19

Consideremos que a infec¢do pelo novo Coronavirus leva a trés possibilidades:

(1) ser portador do virus assintomatico; (2) desenvolver a doenca e ser curado e; (3)
desenvolver a doenga e falecer. As pessoas mencionadas na (1) e (2) se tornam imunes ao virus.
Entdo, assim, a disponibilidade de recursos para o virus ( suscetiveis) vai se reduzindo a medida
que ele se espalhha, ou seja, aproximando-se da capacidade suporte.

Assim, a taxa de infectados depende do nimero de portadortes do virus e, também, do
nimero de pessoas suscetiveis ao virus. Excluimos dessa conta, gradativamente, o nimero de
pessoas que se tornam imunes, observa-se a redu¢do da disponibilidade do recurso para o virus.
Desta maneira, podemos supor que a medida que o virus se alastra, ele tende ao crescimento
logistico. Para ilustrar essa tendéncia, observe o grafico comparativo do nimero de novas
pessoas infectadas no Brasil e na china ( Figura 14) disponivel em Our World In Data ( acesso

em 26 de agosto de 2021).

Figura 14 - Numero total de casos de Covid-19 confirmados no Brasil e na China

Cumulative confirmed COVID-19 cases AR
The number of conflirmed cases is lower than the number of aclual cases; the main reason for thal is limiled lesling.
Brazil
10 million
Chile
1 million
100,000
10,000
1,000
100
10
14 ! | | !
Feb 23, 2020 Aug 8, 2020 Nov 16,2020  Feb 24, 2021 Aug 25, 2021
Source: Johns Hopkins University CSSE COVID-19 Data CC BY

Fonte: Our World in Data (Acesso: 26 de agosto de 2021).
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Vale salientar que, o famoso achatamento da curva que ouvimos tanto falar em
telejornais e em outros meios de comunicagdo e informagdo, ndo acontecem de forma natural,
ou seja, sem a interferéncia da sociedade ndo se pode esperar uma estabilizacdo natural,
contudo, através das medidas tomadas pelos governos, orientandos pela Organizacdo Mundial
da Satdde, buscamos diminuir a expansao do virus.

O mesmo segue para a Figura 15 que mostra os dados de infectados na Paraiba no
periodo de 22/08/2020 a 16/11/2020. Em 27 de julho de 2020, observa-se um provavel ponto

de inflexao na evolucdo da doenca;

Figura 15 - Nimero de infectados na Paraiba em 22/08/2020 a 16/11/2020
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Fonte: Autoria Prépria

Esse grafico mostra um possivel achatamento da curva de um modelo logistico, isso nos
leva a concluir que as medidas adotadas pelo governo da Paraiba e da populagdo comegaram a

surtir efeito e com isso, comecaria a ter uma estabiliza¢do nos novos niimeros de casos.
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5. CONCLUSAO

Através deste trabalho, foi possivel entender um pouco da origem das equagdes
diferenciais, seus principais cientistas que contribuiram para o desenvolvimento do tema e suas
aplicacdes. As Equagdes Diferenciais € uma drea muito atrativa para se estudar, desta maneira,
sempre haverd matemadticos e pesquisadores que recorrerdo a ela para ajudar a entender os
fendmenos da natureza dentre outras coisas.

De forma pratica, buscou-se introduzir a teoria bdsica a respeito das Equagdes
Diferenciais e diante disso, fizemos um estudo das Funcdes Autonomas e Dinamica
Populacional com énfase no crescimento exponencial e logistico com aplicagdes em pandemias.

Ap0s esse estudo sobre as Fungdes Autdonomas e Dinamica populacional, compreendeu-
se que as funcdes em destaque caminham em unido com pandemia, quando estas estdo aliadas
e alinhadas aos nimeros das doencas e/ou epidemias e diante disso e da andlise dos dados
gréaficos, percebemos que podemos fazer previsdes de quando haverd um possivel achatamento
da curva epidémica e provisdoes das possiveis medidas que poderdo ser adotadas para a
diminui¢do da epidemia.

Foi possivel facilitar o entendimento de alguns aspectos da pandemia através de uma
visdo da dinamica populacional. Por outro lado, este estudo pode servir de motivagcdo para

estudar os modelos de dindmica populacional.
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