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Resumo

Neste trabalho, estudamos a geometria de uma subvariedade M", n > 2, imersa
isometricamente no espaco hiperboélico H"*?, p > 1, com algumas condi¢oes prescritas
sobre sua aplicacao de Gauss N. No caso p = 1, inicialmente, nosso objetivo é mostrar
que uma hipersuperficie completa M", com curvatura média constante, é totalmente
umbilica, desde que N(M™) esteja contida em uma hipersuperficie tipo-espago total-
mente umbilica do espaco de Sitter S}, Em seguida, mostramos outro resultado para
a mesma conclusao, mas, desta vez, supomos que M"™ tenha curvatura escalar limitada
por baixo e que N(M™") esteja contida em uma certa regido de Si™' determinada por
algum vetor a do espaco de Lorentz-Minkowski L."*2. Por fim, no caso p > 1, estabe-
lecemos condigoes suficientes para garantir que uma subvariedade completa M™, com
vetor curvatura média paralelo, seja pseudo-umbilica. Em particular, concluimos que,
diante de tais condicoes, M™ ¢ uma subvariedade minima de uma pequena hiperesfera
de H"*P.

Palavras-chave: Espaco Hiperbolico; subvariedades completas; vetor curvatura
média paralelo; aplicacao de Gauss; hipersuperficies tipo-espaco; hipersuperficies to-

talmente umbilicas; subvariedades pseudo-umbilicas; subvariedades minimas.
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Abstract

In this work we study the geometry of a submanifold M™, n > 2, isometrically
immersed in the hyperbolic space, H"*?, p > 1, with some prescribed conditions on
the behavior of its Gauss application. In the case p = 1, initially our goal is to show
that a complete hypersurface M™ with constant mean curvature is totally umbilical,
provided that N(M™) lies in a totally umbilical spacelike hypersurface of the de Sitter
space S"™'. Next, we show another result for the same conclusion but this time we
assume that M™ has scalar curvature bounded from below and that N(M™) is contained
in a certain region of ST™' determined by some vector a of the Lorentz-Minkowski
space "2, Finally, in the case p > 1 we establish sufficient conditions to guarantee
a complete submanifolds M™ with parallel nonzero mean curvature vector must be
pseudo-umbilical. In particular, we conclude that M™ is a minimal submanifold of a
small hypersphere of H"*?,

Keywords: Hyperbolic space; complete submanifolds; parallel mean curvature
vector; Gauss mapping; spacelike hypersurfaces; totally umbilical hypersurfaces; pseudo-

umbilical submanifolds; minimal submanifolds.
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Introducao

Seja Q"™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional cons-
tante. Comnsideremos uma imersao x : M" — Q"' de uma variedade Riemanniana
M™ em Q™! e denotemos por N : M™ — Q"' sua aplicacdo de Gauss. Quando Q!
¢ o espaco Euclidiano R™*! e ¢ um grafico completo de uma funcao diferenciavel
f:R" — R, sua aplicacdo de Gauss estd contida em um hemisfério aberto da esfera
Euclidiana S*™!. O comportamento da aplicacdo de Gauss fornece consequéncias pro-
fundas para uma imersao. Por exemplo, um dos teoremas mais célebres da teoria de
superficies minimas em R? é o teorema de Bernstein [6], que estabelece que os tinicos
graficos minimos completos em R3 sdo os planos. Este resultado foi estendido sob a
hipotese mais fraca de que a imagem da aplicagao de Gauss N(M?) de M? esta em um
hemisfério aberto de S?, como podemos observar na obra de Barbosa e do Carmo [5].
Independentemente, de Giorgi [11] e Simons [22] mostraram que uma hipersuperficie
minima compacta M™ de S"*! deve ser uma esfera totalmente geodésica desde que a
imagem da sua aplicacdo de Gauss N (M™) esteja contida em um hemisfério aberto de
S™+1. Esse resultado foi estendido por Nomizu e Smyth, em [18], para hipersuperficies
de curvatura média constante de S**!, onde provam que uma variedade Riemanniana
orientavel conexa e compacta M™ de dimensdao n > 2 imersa na esfera S"*!', com cur-
vatura média constante, € uma hiperesfera se a imagem da aplicacao de Gauss N(M")
encontra-se em um hemisfério fechado de S™*!.

Mais recentemente, usando o modelo de Lorentz do espaco hiperbolico H™*,
Aquino e de Lima [3] mostraram que uma hipersuperficie completa M™ com curvatura
meédia constante, que esta contida em uma bola geodésica de H" ™! e tal que a imagem

da aplicagdo de Gauss N(M™) se situa em uma hipersuperficie tipo-espacgo totalmente
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umbilica do espaco de Sitter ST, deve ser uma esfera geodésica totalmente umbilica
de H™*!. Além disso, no caso de M™ estar contida entre duas horoesferas (hiperesferas)
de H"*!| determinadas por algum vetor tipo-luz (tipo-espago) a do espago de Lorentz-
Minkowski L."*2 e com a imagem da aplicagdo de Gauss N(M™) contida em uma
hipersuperficie tipo-espago totalmente umbilica de S"™, determinada por a, os autores
provaram que M"™ deve ser uma horoesfera (hiperesfera) de H"*?.

Nesta dissertagao, inicialmente, mostramos uma extensao dos resultados de [3],
mencionados acima, devida a Barros, Aquino e de Lima [4], onde eles sdo usuarios
de uma féormula adequada tipo-Simons, devida a Nomizu e Smyth [19] juntamente
com 0 bem conhecido principio de méximo generalizado de Omori-Yau [20, 23]. Mais

precisamente, mostramos o seguinte resultado (cf. Teorema 4.3):

As unicas hipersuperficies completas com curvatura média constante imer-
sas em H" cuja imagem da aplicacio de Gauss estd contida em uma
hipersuperficie tipo-espaco totalmente umbilica de S™*' sdo as totalmente

umbilicas.

Por outro lado, em [17], Montiel provou que se uma hipersuperficie tipo-espaco
completa M™ no espaco de Sitter ST com curvatura média constante H > 1 é tal
que a imagem da sua aplicagdo de Gauss N(M™) esta contida no fecho de um dominio
interior delimitado por uma horoesfera de H"*!, entdao sua curvatura média é, de fato,
igual a 1. Quando n = 2, isso implica que M? é também uma superficie totalmente
umbilica e, portanto, a imagem da sua aplicacao de Gauss ¢ exatamente uma horoesfera
de H3. No segundo teorema de [4], os autores estabelecem uma espécie de resultado
dual para o de Montiel mencionado acima. Para isso, eles utilizaram, como principal
ferramenta analitica, uma extensao do classico teorema de Hopf sobre uma variedade
Riemanniana completa e ndo-compacta, devida a Yau [24].

T a componente tangencial de um vetor v € L"+2

No que se segue, denotamos por v
em relagao a uma imersao z : M™ — H"*! C L"*2 e, de acordo com a terminologia es-
tabelecida em [17], dizemos que a imagem de sua aplica¢ao de Gauss N esté contida no
fecho de um dominio delimitado por uma hipersuperficie tipo-espago totalmente um-

bilica de "™, determinada por algum vetor v € L"*2, quando a funcio angulo (N, v)
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nao muda de sinal em M™. Assim, estabelecemos e mostramos o seguinte resultado

(cf. Teorema 4.5):

As unicas hipersuperficies completas, com curvatura média constante, imer-
sas em H"™, tais que a curvatura escalar € limitada inferiormente e cuja
aplicacao de Gauss estd contida no fecho de um dominio delimitado por uma
hipersuperficie tipo-tempo totalmente umbilica de ST, determinada por al-
gqum vetor v € L2, com v tendo norma integrdvel sequndo Lebesque, sao

as totalmente umbilicas.

Uma outra temaética desta dissertacao diz respeito ao estudo realizado por de
Lima, dos Santos e Velasquez, em [14], sobre a geometria de subvariedades completas
n-dimensionais imersas, com vetor curvatura média ndo-nulo paralelo (isto é, o vetor
curvatura média é paralelo como uma secao do fibrado normal), no espago hiperbélico
(n+ p)-dimensional H"*?. Neste contexto, os autores utilizaram uma técnica desenvol-
vida por Alfas e Romero |2] conjuntamente com a aplicagdo de uma extensao adequada
de um principio de maximo generalizado de Yau [24] devido a Caminha, em [9], para

provar a seguinte resultado (cf. Teorema 5.7):

Seja M™ uma variedade completa, imersa em H"P C L"PHL com vetor
curvatura média paralelo nao-nulo e curvatura escalar normalizada limitada
inferiormente. Suponha que eziste um vetor fivro a € L" P tal que |a'] €
LYM), aV ndo se anula em M™ e a” é colinear com H. Entio, M™ ¢
pseudo-umbilica e, em particular, M"™ ¢ uma subvariedade minima de uma

pequena hiperesfera de H" P,

T e aV indicam, respectivamente, as componentes tangencial e normal do

Aqui, a
vetor a em relacdo a imersao M™ < H""P e L'(M) representa o espago das fungoes
integraveis segundo Lebesgue na subvariedade M™. Além disso, lembramos que uma
subvariedade M" de H"'? ¢ chamada pseudo-umbilica quando seu vetor curvatura
média é uma diregao umbililica.

Observamos que, quando p = 1, as nocoes de vetor curvatura média paralelo e

de pseudo-umbilica coincidem, respectivamente, com os conceitos de curvatura média
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constante e de totalmente umbilica. Além disso, observamos também que a hipotese de
que a¥ ndo se anula em M™ equivale a funcao angulo (N, a) ter um sinal estrito sobre
M™, onde N representa a aplicacdo de Gauss de M"™ — H"™!. Consequentemente, o
Teorema 5.7 pode ser considerado como uma extensao do Teorema 4.5.

Este trabalho apresenta-se com a seguinte organizagao: No Capitulo 1, estabele-
cemos as notagoes e os fatos preliminares que serao utilizados no decorrer do texto. No
Capitulo 2, fazemos um estudo da teoria de hipersuperficies Riemannianas imersas em
ambientes Riemannianos ou Lorentzianos. A seguir, na Se¢ao 3.1 do Capitulo 3, esta-
belecemos uma formula do tipo-Simons devida a Nomizu e Smyth [19] que, juntamente
com as féormulas do Laplaciano de algumas funcoes suportes obtidas na Secao 3.2 do
mesmo capitulo, vai permitir-nos mostrar, no Capitulo 4, os resultados descritos acima,
com relacao a hipersuperficies imersas no espaco hiperbolico H**!. Finalmente, no Ca-

pitulo 5, enunciamos e mostramos o resultado de subvariedades em H"*? supracitado.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, temos como objetivo estabelecer as notacoes que serao utilizadas
nos demais capitulos deste trabalho, bem como os fatos basicos da teoria de imersoes
isométricas dos quais faremos uso posteriormente. Para maiores detalhes, indicamos,
como referéncias, [13| e [21].

Iniciamos com uma exposicao sobre formas bilineares simétricas e produto escalar
num espaco vetorial de dimensao finita; logo ap6s, definimos o que é uma variedade
semi-Riemanniana e, entao, apresentamos os conceitos de conexao e curvatura.

No que segue, V sempre denotarda um espaco vetorial real de dimensao finita.
Uma forma bilinear simétrica b sobre ¥V é uma funcao bilinear b : V x V — R tal que

b(v, w) = b(w,v) para quaisquer v, w € V

1.1 Espacos munidos com um produto escalar

Uma forma bilinear simétrica b sobre V é dita
(a) positiva definida, se b(v,v) > 0 para todo v € V \ {0}.
(b) negativa definida, se b(v,v) < 0 para todo v € V \ {0}.
(¢) nao-degenerada, se b(v,w) = 0 para todo w € V implica em v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V e VW é um subespago de V), entao a

restricao by« 1 W X W — R é uma forma bilinear simétrica sobre W. Definimos o
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indice de b como a maior dimensdo de um subespaco VW de V tal que bl é negativa

definida.

Definicao 1.1. Um produto escalar sobre um espaco vetorial real de dimensao finita
V € uma forma bilinear simétrica b: V xV — R que € nao-degenerada. Diremos que V
€ um espaco com produto escalar se ele é munido com um produto escalar, e definimos

o indice de YV como sendo o indice de seu produto escalar.

Se V é um espaco com produto escalar b e W é um subespaco de V, dizemos que
W é nao-degenerado se a restri¢ao blyyxy : W x W — R for nao-degenerada. Definimos

o complemento ortogonal W+ de W em V por
Wt ={veV; bv,w) =0 para todo w € W}.
No seguinte resultado colecionamos alguns fatos relevantes sobre espacos vetoriais

munidos com um produto escalar (cf. [21], Lemas 2.19, 2.22 e 2.23).

Lema 1.2. Uma forma bilinear simétrica b € nao-degenerada se, e somente se, sua

matriz com respeito a uma (e entdo a toda) base de V for invertivel
Lema 1.3. Sejam V um espago com produto escalar e W um subespaco de V. Temos:
(a) se W é nao-degenerado, entio dim(W)+dim(Wt) = dim(V) e WHL =W;

(b) W ¢ ndo-degenerado se, e somente se, V = W WL, Em particular, W é

nao-degenerado se e s6 se W for nio-degenerado.

No que segue, supomos que V é um espaco com produto escalar b = (;). Em

relacao a (, ), dizemos que v € V \ {0} &:
(1) tipo-tempo, quando (v, v) < 0;
(17) tipo-luz, quando (v,v) = 0;

(i) tipo-espago, quando (v, v) > 0.

Um subespaco nao-degenerado W de V sera dito tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-
espaco se todos os seus elementos forem tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espaco, respecti-
vamente. Se v € ¥V \ {0} nao for tipo-luz, define-se o sinal €, € {—1,1} de v por

(v, v)
{0, 0}

€y =
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A normade v €V é |v] = \/e,(v,v), e v é unitdrio se |v| = 1. E bem conhecido
em Algebra Linear que todo espaco vetorial real ¥ munido com um produto escalar
(,) admite uma base ortonormal. Assim, se {e1,...,e,} é uma tal base, teremos que

(i, €j) = €6;;, onde ¢; denota o sinal de e; e

1, sei=3

0 , sei# 7.

(5@' =

Nesse contexto, é possivel estabelecer o seguinte resultado (cf. [21], Lemas 2.25 e

2.26).

Lema 1.4. Sejam V um espaco com produto escalar (,) e {e1,...,e,} uma base orto-

normal de V. Entao
(a) todo v € V admite uma inica representacdo da forma v = Zei@, ei)eis
i=1

(b) o nuimero de elementos com sinais negativos em (€1,...€,) € igual ao indice de

V.

1.2 Variedades semi-Riemannianas

Voltando nossa atenc¢ao, a partir de agora, as variedades diferenciaveis, passamos
a estabelecer a nocao de métrica, bem como algumas das suas principais consequéncias,

que serao importantes para entender nosso cenario de trabalho.

1.2.1 Meétricas semi-Riemannianas e a conexao de Levi-Civita

Definicao 1.5. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica semi-Rieman-
niana em M”H € uma correspondéncia que associa, a cada p € MnH, um produto
escalar (,), no espago tangente TPM, com indice constante v (isto €, cada Tpﬁ tem
indice v), e que € diferencidvel no sequinte sentido: se T1,...,Tn,p1 SGO aS fungoes

. ——=n+1 . ~
coordenadas de um sistema de coordenadas de M~ definido em um aberto U, entao

as funcgoes
0 0
P < Dby 3_517; p >p
sao diferencidveis em U, para cada i,j € {1,...,n+1}. Uma variedade semi-Rieman-
niana € um par (HRH, (,)), onde M"™ ¢ uma variedade diferencidvel e (,) é uma
w5 n+l

métrica semi-Riemanniana em M .
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No que segue, por simplificagao de notacao, escreveremos M n para o par
(MnH, (,)). Quando o indice v de (,) é zero, M e simplesmente uma varie-
dade Riemanniana. Por outro lado, quando v =1, M ¢ denominada uma variedade
Lorentziana.

Exemplo 1. Para cada nimero inteiro v € {0,...,n + 1}, seja R*™ o espago R™*

munido com o produto escalar

n+l—v n+1
(v,w) = Z V;W; — Z v;W;,
i=1 i=n—v+2
onde v = (V1,...,Up41) € w = (W1, ..., Wyy1). Do item (b) do Lema 1.4, obtemos que

(,) tem indice v. Neste conterto, R"™ ¢é chamado espa¢o semi-Euclidiano de indice v
e de dimensio (n+1). Quando v = 0, R™ torna-se simplesmente o espaco Euclidiano
R™ 1. Quando v = 1, R ¢ chamado espago de Lorentz-Minkowski e ¢ frequentemente
denotado por L.

Denotemos, a partir de agora, por X(M), o conjunto dos campos de vetores de
classe C= em M " e por C=(M) o anel das funcoes reais de classe C™ definidas em
M

Dados X,Y € X(M), nosso objetivo, agora, é definir um outro campo de vetores

que seja a derivada de Y na direcao de X. Ha um caminho natural para fazer isso em

n+1
R+,

n+1
.~ . 0
Definigao 1.6. Sejam xy,...,7,1 as coordenadas em R™™. Se X e Y = E Y;a—
€T

i=1

sdo campos de vetores em R™ o campo de vetores

n+1 8
DyY = ;X(Yi)axi

€ chamado derivada covariante de'Y com relacao a X.

Uma vez que esta altima defini¢gao utiliza as coordenadas de R"*!, nao ¢ 6bvio
como estendé-la a uma variedade semi-Riemanniana arbitraria. Comegamos, portanto,
axiomatizando suas propriedades.

. ~ ~ 3 . . . —n+1l
Definicao 1.7. Uma conexdao afim V em uma variedade diferencidvel M € uma

aplicacao B o o o
V: X(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) = VxY

tal que
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(i) VixegnZ = fVxZ +gVyZ,
(i) Vx(Y +2)=VxY +VxZ,
(1) Vx(fY)=fVxY + X(f)Y,
para quaisquer X,Y,Z € X(M) e todos f,g € C°(M). O campo VxY é chamado

derivada covariante de Y na direcio X com relagio a V.

Uma conexao afim estd diretamente ligada & métrica, desde que acrescentemos
uma compatibilidade com a métrica e outra propriedade relacionada ao colchete de
Lie. Mais precisamente temos a seguinte

Proposigao 1.8 (Levi-Civita). Dada uma variedade semi-Riemanniana M”H, existe

wma tnica conexdo afim ¥V, chamada conexio de Levi-Civita, verificando

(i) [X,Y] =VxY —VyX (V ¢ simétrica ),

(1) X(Y,Z) = (VxY,Z)+{Y,NxZ) ( V é compativel com a métrica ),
para quaisquer X,Y,Z € X(M). A conexdo de Levi-Civita é caracterizada pela sequinte
eqUacao

2AVxY,Z) = XY, Z)+Y(Z X)— Z(X,Y)
_<X> [KZ]>+<Ya [ZvX}>+<Zv [XvYD’ (1'1)

chamada formula de Koszul.

Demonstracao. A formula de Koszul mostra que V é unicamente determinada pela
métrica (,). Assim, caso exista, ela serd unica. Para mostrar a existéncia, defina V
por (1.1). E imediato verificar que V é uma conexao afim, simétrica e compativel com

a métrica. O

1.2.2 Alguns operadores diferenciaveis

A seguir, estenderemos os conceitos de gradiente, divergente, Hessiano e Laplaci-
. . . . ——n+1 . . ~
ano para uma variedade semi-Riemanniana M~ . Para isso, precisamos da nocao de

referencial ortonormal.

Definicao 1.9. Para um conjunto aberto U de uma variedade semi-Riemanniana
MHI, dizemos que uma cole¢ao de campos vetoriais {Ey, ..., Ey,y1} em U € chamado
um referencial ortonormal local em U quando (E;, E;) = €;6;; em todo ponto de U e
todos i,j € {1,...,n+ 1}, onde ¢; denota o sinal de E;.
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, L. . 5 n+1
Se U é o dominio de um sistema de coordenada em M, com campos coor-

denados 0 R, 0
81'1 8xn+1

ortogonalizacao de Gramm-Schmidt a tais campos nos fornece um referencial ortonor-

}, entao é imediato verificar que a aplicacao do processo de

mal local em U.

Definicdo 1.10. O gradiente de uma func¢io f € C®(M), o qual denotaremos por

Vf, é um campo vetorial metricamente equivalente & diferencial df .

Assim, (Vf, X) = df(X) = X(f) para todo X € X(M). Em termos de um
referencial ortonormal local {Fy, ..., E, 1} temos

n+1

V=Y e&E(f)E,
i=1

onde El<f) = (Wf, Ez)

Definicdo 1.11. Dado um campo vetorial X € X(M), definimos a divergéncia de X

como a funcao divX : M SR dada por

divX = tr{V(p) > Vy X(p)}, pe M.

Em um referencial ortonormal local {E, ..., E,+1}, podemos escrever

n+1
divX =) (Ve X, E).

i=1
Definicdo 1.12. O Hessiano de uma funcio f € C(M), denotado por Hessf, é
definido como sendo a aplicacio C°°(M)-bilinear Hessf : X(M) x X(M) — C>*(M)
dada por
(Hessf)(X,Y) = (Vx(V/),Y).

O proximo resultado nos fornece algumas propriedades do Hessiano de uma fun-
¢ao.
Proposicdo 1.13. Para toda f € C*°(M) e quaisquer X,Y € X(M) temos

(a) (Hessf)(X,Y) = X(Y(f)) = (VxY)f,
(b) (Hessf)(X,Y) = (Hessf)(Y, X).
Demonstragio. Para o item (a), como (Vf,Y) = Y (f) entdo

X(Y(f) = X{VLY)=(Vx(V)),Y)+ (V[ ,VxY)
= (Hessf)(X,Y) + (VxY)f.
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Agora, para o item (b), lembremos que o colchete dos campos X e Y é definido
por

[(X,Y](f) = X(Y(f)) = Y (X)),
mas por outro lado, da simetria da conexdo de Levi-Civita V, temos
(X, Y](f) = (VxY)f — (VyX) /.

Logo, do item (a),

(Hessf)(X,Y) — (Hessf)(Y, X) = X(Y(f)) —Y(X(f))
—{(VxY)f = (VyX)f} = 0.

]

Definicao 1.14. Seja M"™ wma variedade semi-Riemanniana. O operador Lapla-
ciano A : C®(M) — C=(M) de M e definido por Af = tr(Hessf), para toda
feC>(M).

Observemos que o Laplaciano também pode ser visto como um divergente, espe-

cificamente, com ajuda de um rererencial ortonormal local {F1, ..., E,1}, temos
n+1 n+1 o o o
Af=> e(Hessf)(E, E) =Y e(V(Vf), E) = div(Vf). (1.2)

Proposicao 1.15. Sejam X,Y € X(M), f,g € C°(M) e¢ ¢ : R — R uma funcio
diferencidvel. Entio
(i) div(X +Y) =divX +divY,
(i) div(fX) = fdivX + (Vf, X),
(ii1) A(fg) = gAf + fAg+2(Vf,Vy),
(iv) Aldo f) = (fIAf+¢"(FIVIP
Demonstragio.

(1) Seja {E\,..., E,11} um referencial ortonormal local definido em algum conjunto
aberto de "1, Logo,

n+1 n+1
div(X+Y) = > (Ve (X +Y),E) = > a(Vp X+ VY, E)
nj—l n+1 B

1=1 =1
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(17) Além disso,

n+1 n+1

diV(fX> = ZEZ<vE2(fX)7El> = Z€Z<El<f)X+fsz(X)vEl>

=1 =1

n+1 n+1
- <X,ZeiEi(f)Ei>+ Y (Ve (X),E) = (X,Vf)+ fdivX.

(77i) Por outro lado, dos itens anteriores e de (1.2),

A(fg) = div(V(fg) = div(¢Vf+ fVy)
= div(gVf) +div(fVg) = gAf+ fAg+2(Vf Vg).

(iv) Finalmente,

Algof) = div(V(pof)) = div(¢/(f)Vf)
= ¢(Ndiv(VI) + (V(¢'(f), V)
f)-

= JHAf+("(HIVEV

1.2.3 Geodésicas e a aplicacao exponencial

Sejam M"™ uma variedade semi-Riemanniana e o : [ — M uma curva
diferenciavel definida em um intervalo aberto I C R. Dizemos que Z é um campo
vetorial ao longo de « se a correspondéncia I >t — Z(t) € T, M ¢é diferencidvel. O
conjunto de todos os campos vetoriais ao longo de « serd denotado por X(«).
Proposigao 1.16. Se Z € X(«a), entdo erxiste uma unica funcio Z — Z' € X(«a)
satisfazendo:

(i) (aZy +bZy) = aZi+bZ)}, para todos a,b € R;

dh
(17) (hZ) = EZ + hZ', para qualquer h € C*=(I);

(iii) (V]a)'(t) = Vary(V), para todo t € I e qualquer V € X(M);
d
(iv) %<Z1’Z2> = (721, Zs) + (Z1, Z5), para quaisquer Zy,Zs € X(«).

A prova da Proposicao 1.16 tem como chave utilizar um sistema de coordenadas

—n+1 , , , , ~
X1,...,%,y1 para M . Apo6s alguns calculos, é possivel obter a expressao

n+1

dZ' .
> o, +ZZ (1.3)
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de onde segue a unicidade. Para a existéncia, basta definirmos Z’ de acordo com (1.3).
Através de calculos diretos, mostramos que as quatro propriedades sao satisfeitas lo-
calmente e, pela unicidade, obtemos a independéncia do sistema de coordenadas.

A nocao de paralelismo surge, agora, de maneira natural.

Definicao 1.17. Um campo vetorial Z ao longo de uma curva o @ I — M ¢

chamado paralelo quando (Z)'(t) =0, para todo t € 1

A proposicao a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em [13], nos fornece
o importante conceito de transporte paralelo.
Proposicao 1.18. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V.
Seja o : I — M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a M em
alty), to € I (i.e. Vo € Towo)M ). Entao existe um tnico campo de vetores paralelo V,

ao longo de o, tal que V(ty) = Vo (V(t) € chamado o transporte paralelo de V(ty) ao
longo de ).

Definicdo 1.19. Uma curva a: I — M ¢é dita geodésica se (o) =0.

Da equagao (1.3) obtemos que (/)" = 0 equivale a

d*(zy 0 @) U w o d(xioa)d(z;oaw)
—+§ k. ! J = 1,....n+1 1.4
dt2 —~ 1](a) dt dt O? ke { ’ 1 }7 ( )

onde z1, ..., x, 41 ¢ um sistema de coordenadas de M”H e Ffj sao os simbolos de Chris-
toffel associados a conexdo V. Em (1.4) temos um sistema de n+1 equacdes diferenciais
ordinarias de segunda ordem, o que nos fornece alguns resultados de existéncia e uni-
cidade, como os seguintes.

Proposicao 1.20. Se o, : I — M sio geodésicas tais que o/(a) = ['(a), para

algum ponto a € I, entao o = 3.

Proposicao 1.21. Dado v € TPM, eriste uma unica geodésica o, tal que

(17) o, € mazimal, i.e., tem dominio mazimal.
Definicao 1.22. Sejav € U C TPM tal que a geodésica o, € definida ao menos em
[0,1]. A fungao
exp,: U — M
v = oexp,(v) = ay(1)

€ chamada aplicacao exponencial.
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A prova do proximo resultado é uma aplicagao direta do Teorema da Funcao

Inversa (cf. [13], Proposicao 2.9).

Proposicao 1.23. Para cada p € Mnﬂ, existe uma vizinhanga U, C Tpﬁ na qual

L, . .. —n-+1
exp, € um difeomorfismo sobre uma vizinhang¢a V,, em M~ .

O préximo resultado garante, localmente, a existéncia de uma referencial orto-
normal cujas derivadas covarientes num ponto é zero, o qual serd usado no proéximo
capitulo para obter formulas para poder estabelecer e mostrar os resultados principais

deste trabalho.

Lema 1.24 (Referencial Geodésico). Sejam M uma variedade semi-Riemanniana
de dimensao n+ 1 e indice v. Entao, para cada p € Mnﬂ, existe um referencial orto-
normal local {E1, ..., E, 1} ao redor de uma vizinhanga de p verificando (Vg E;)|, = 0

para todo 1,5 € {1,...,n+ 1}. Este referencial serd dito geodésico.

Demonstragao. Dado p € M™, consideremos {ey, ..., e,} uma base ortonormal de T, M
e U, C T, M tal que exp, : U, — V), seja um difeomorfismo. Construiremos o referencial
geodeésico local em V), da seguinte forma: dado ¢ € V,, para cada i € {1,2,...,n}, to-
memos a geodésica a, tal que o, (0) = e; e consideremos os campos Ej, i € {1,...,n},
como sendo o transporte paralelo de e; ao longo de a,. Isto define o nosso referencial
ortonormal local. A fim de mostrar que ele é geodésico, fixado j € {1,...,n}, tomemos

a geodésica a; tal que o/ej(O) = ¢;. Nestas condicoes, em p, temos:

!
0= (Eila,) = Ve, Bi = Vi, By

onde, na primeira identidade, utilizamos o fato de E; ser o transporte paralelo de ¢; e,
na segunda identidade, utilizamos o item (iii) da Proposigao 1.16.
m

No caso de variedades Riemannianas, temos o seguinte conceito de completitude.

Definicao 1.25. Uma variedade Riemanniana M (geodesicamente) completa se
para todo p € Mnﬂ, a aplicagdo exponencial, exp,, estd definida para todo v € TPM,
i.e., se toda geodésica comegcando em p estd definida para todos os valores do pardmetro
teR.

1.2.4 Curvatura

As propriedades da conexao de Levi-Civita V de uma variedade semi-Riemanniana

M garantem o seguinte resultado.
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Proposigao 1.26 ([21], Lema 3.35). Se M" ¢ uma variedade semi-Riemanniana
com conezdo de Levi-Civita V, entdo a aplicagio R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M),
dada para X,Y, 7 € X(M) por

E(X, Y)Z :VYVXZ —vxvyZ—l—v[X’y]Z, (15)

- NI .7 . —n+1
¢ C>°(M)-trilinear, sendo denominada o tensor de curvatura de M~ .

Sempre que p € M e v, W E TPM gerarem um subespaco de dimensao 2 nao-
degenerado de T, M, segue do item (a) do Lema 1.3 que (v, v){w, w) — (v, w)? # 0. Faz
sentido, portanto, a seguinte

. . =t . R . —n+1
Definicao 1.27. Sejam M"" wma variedade semi-Riemanniana, p € M"" eoC

TPM um subespaco de 2-dimensional nao-degenerado de TPM. O nimero

(R(v, w)v, w)

(v,v><w,’w> — (v, w)?

K(o) =

. . , . . —n+1
independe da base escolhida {v,w} de o, e é denominado curvatura seccional de M

em p, sequndo o.

Uma variedade semi-Riemanniana M """ tem curvatura seccional constante em
um ponto p € M se os nimeros K (o) da definigdo acima independerem do subes-
paco 2-dimensional nao-degenerado o C T, pW considerado.

Aproximando subespacos 2-dimensionais degenerados de TPM através de subes-
pacos 2-dimensionais nao-degenerados, pode-se mostrar que o fato de M ter curva-
tura seccional constante determina seu tensor curvatura R. Mais precisamente (cf. [21],

, . —n+1 . . ~
Corolario 3.43), se M ' tiver curvatura seccional constante ¢, entao

R(X,Y)Z = c{(X,Z)Y — (Y, Z)X}, (1.6)

para todos X,Y,Z € X(M).

Completamos esta secao definindo as curvaturas de Ricci e escalar de uma va-
riedade semi-Riemanniana. Estas sao obtidos por meio de tragos sobre o tensor de
curvatura e desempenham um papel importante no estudo da geometria de uma vari-
edade semi-riemanniana.

Definicao 1.28. Sejam M wma variedade semi-Riemanniana, p um ponto de MnH,

{E1, ..., Eni1} um referencial ortonormal definido em uma vizinhanga de p e €; o sinal
de Ez
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(a) A aplicagdo C>(M)-bilinear Ric : X(M) x X(M) — C>=(M), definida, em p, por
n+1

REe(X,Y)(p) = 3 e (R(X, )Y, E) () (1.7)
i=1

pe . . A
é chamada curvatura de Ricci de M

(b) A funcdo S : M R, definida, em p, por

+

S(p) = > _ eRic(E;, E;)(p), (1.8)

1

.
Il

. Eviian
é chamada curvatura escalar de M

(c) A funcio S : M R, definida, em p, por
Jr

S(p) = Ze]Rlc E;, E;)(p), (1.9)

€ chamada curvatura escalar normalizada de Mnﬂ
E imedito verificar que a definicio de Ric, S e S ndo dependem do referencial
ortonormal escolhido.

Definicao 1.29. Diremos que a curvatura de Ricci de uma variedade semi- Riemanniana
M ¢ limitada inferiormente se existe k € R tal que Ric(X, X) > w(X, X) para qual-
quer X € X(M).

1.3 Orientacao temporal
Agora, sejam ) um espago com produto escalar (,) de indice 1 e
T ={ueV; (uu) <0}

o conjunto de todos os vetores tipo tempo de V. Para cada u € T, definimos o cone
tipo-tempo de V contendo u por C(u) = {v e T; (u,v) < 0}.
No seguinte resultado colecionamos alguns fatos sobre cones tipo-tempo (cf. Lema

5.26 e Proposigao 5.30 de [21]).
Lema 1.30. Nas notacgoes acima, se v,w € T, entao

(a) o subespaco {v}+ € tipo-espaco e V = span{v} @ span{v}*. Assim, T é a unido
disjunta de C(v) e C(—v);
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(b) (desigualdade de Cauchy-Schwarz) |(v,w)| > |v||w|, com igualdade se e s6 se v

e w forem colineares;

(c) se v € C(u) para algum u € T, entdo w € C(u) < (v,w) < 0. Portanto,
weC(v) & vel(w) & Clv)=C(w).

Para o que segue, precisaremos também da seguinte

.~ . —ntl . .
Definicao 1.31. Uma variedade de Lorentz M temporalmente orientavel se exis-
. L 4 ——=n+l 4 —
tir uma aplicacdo T que associa a cada p € M wm cone tipo-tempo T, em T,M, a
4 . —ntl .
qual € suave no sequinte sentido: para cada p € M"™ eziste uma vizinhanga aberta U

de p e um campo V € X(U) tais que V(q) € 7, para todo q € U.

O resultado a seguir torna operacional a defini¢ao anterior.

Proposigao 1.32 (|21], Lema 5.32). Uma variedade de Lorentz M e temporalmente

orientdvel se, e somente se, existir um campo de vetores tipo-tempo V € .'{(M)

. —n+l .
Sempre que uma variedade de Lorentz M " for temporalmente orientével, a
escolha de uma aplicacao 7 como na Definicao 1.31, ou de um campo de vetores tipo-

tempo V' € X(M) a ela correspondente, serd denominada uma orientagcao temporal
para M

Seja T uma orientacio temporal para M e Y € X(M). Se Y(q) € 7, (res-
pectivamente, —Y (¢q) € 7,) para todo ¢q € Mnﬂ, dizemos que Y aponta para o futuro
(respectivamente, aponta para o passado). Sendo V € ¥(M) uma orientacdo temporal
para MRH, segue do item (¢) do Lema 1.30 que um campo vetorial tipo-tempo Y
sobre W”“ aponta para o futuro (respectivamente, para o passado) se, e somente se,

(Y,V) <0 (respectivamente, (Y, V) > 0).
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Imersoes 1sométricas

Consideremos a seguinte situacao: seja x : M"™ — M"™ uma imersio de uma
variedade diferencidvel M" em uma variedade semi-Riemanniana W”H, isto & dx,, :
M — T%M é injetiva para todo p € M™. A métrica semi-Riemanniana de M
induz, de maneira natural, uma métrica semi-Riemanniana em M": se vi,vy € T,M,
definimos (v1,v2)p, = (dxp(v1), dz,(v2))z(p). Nesse contexto, x : M™ — VA passa a
ser uma imersio isométrica de M" em M "', Neste capitulo, o objetivo principal é

- L. . —n+1
estudar todas as relagoes possiveis entre as geometrias de M" e M~ .

2.1 A segunda forma fundamental

. —n+1 . - . L. . . .
Sejax: M"™ — M uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana n-
dimensional e orientada M"™ em uma variedade semi-Riemanniana (n + 1)-dimensional
—TL-’rl . . _n+l 2 : 3 A
M de indice v € {0,1}. Quando v =0, M serd sempre assumida orientéavel, e,
—n+1 , . . .
quandov =1, M serd sempre uma variedade de Lorentz temporalmente orientavel.
L . . . 7 n+1 . .
No caso v = 1, se a métrica induzida em M" via z : M" — M for Riemanniana,
~ . , . L. . —n+1
entao dizemos que M"™ é uma hipersuperficie tipo-espaco de M~ . Para o caso v =1
precisaremos do seguinte resultado.
.~ ——n+1 . L. . .
Proposicao 2.1. Sex : M" — M € uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em
. . . 5n+1 ~ .
uma variedade Lorentz temporalmente orientdvel M~ , entao M"™ admite um campo

de vetores normais unitdrios (suave) N, apontando para o futuro. Em particular, M"

€ orientdvel.
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Demonstrac¢ao. Seja V€ X(M) o campo de vetores tipo-tempo que da a orientagao
temporal de MnH, e observemos que, para todo p € W”H, o conjunto de todos os
vetores tipo-tempo v € T,M ¢ a unido disjunta de C(V(p)) e C(—V(p)) (vide item (a)
do Lema 1.30).

Escolha, em cada p € M™, um vetor unitario N(p) € (T,M)*. Desde que N(p)
é tipo-tempo, trocando N(p) por —N(p), se necessario, podemos supor que N(p) €
C(V(p)). Esse procedimento define unicamente um campo de vetores normal unitario
N definido em M™, apontando para o futuro, e tudo o que nos resta é mostrar que N
é suave.

Para isso, fixemos p € M™ e consideremos um referencial ortonormal {Ey, ..., E,}

definido em uma vizinhanca aberta e conexa U de p em M™. Entao

=1

é um campo de vetores suave e normal a M" em U, com

(N,N) = <V - anva E)E;, V — i(va EZ>E1,>

i=1

V)2 S VBNV E) + SV BB B

n n

= (W B)E (VNN S (VE)E ~ (VNN ) - (V. B
(V, B, B + (V, NN, Ny — SV, B
VEY — (VNP S V.EY = —(V.N) <0

1 =1

M- 114-

(2

Portanto, N(q) € C(V(p)) para cada g e U, e N =

|=I

, suave como deselhado. O

E

Assim, ao longo deste trabalho, dada uma hipersuperficie x : M" — M como
descrita acima, imersa em uma variedade semi-Riemanniana M de indice v € {0,1},
sempre existe um campo de vetores normais unitarios N globalmente definido em M™.
Seja ey = (N, N) o sinal de N. Assim, ey = 1 ou ey = —1, dependendo de v = 0 ou
v = 1, respectivamente.

Denotemos por V e V as conexdes de Levi-Civita de M" e MnH, respectiva-

mente. A sequnda forma fundamental de x : M™ — M 6 dada por

II: X(M) x X(M) - X(M)*
(X,Y) = I(X,Y) = (VxY)4,
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onde X(M)* denota o conjunto de campos vetoriais de at que sao ortogonais aos

campos vetorias definidos em M™, e sua férmula de Gauss por
VxY =VxY +1I(X,Y), VX,Y € X(M), (2.1)

onde VxY = (VxY)T. Como N é campo normal unitario, [[(X,Y) = SN, para algum
p e C®(M). Veja que (II(X,Y),N) = 5(N,N) = fen. Assim,

I(X,Y) = - (TI(X,Y), )N, ¥X,Y € X(M), (2.2)

EN

e (2.1) pode ser escrito como

_ 1
VxY =VyY + — (II(X,Y),N)N, VX,Y € X(M). (2.3)

EN

Por outro lado, (N,Y) = 0 para todo Y € X(M), implica que

0=X({N,Y))=(VxN,Y)+ (N, VxY) = (VxN,Y) + (N, VxY +11(X,Y))
= (VxN,Y) + (N,II(X,Y)),

para todos X, Y € X(M), onde na pentltima igualdade foi usado (2.1). Assim, obtemos

a equacao de Weingarten de x : M"™ — MHH, dada por
(VxN,Y)=—(N,II(X,Y)), VX,Y € X(M). (2.4)

O operador de forma A : X(M) — X(M) e o vetor curvatura média H € X(M)*

de x : M" — M”H, na direcao do campo normal unitario IV, sao definidos por
(A(X),Y) = (I(X,Y),N), VXY € X(M), (2.5)

H=HN,

respectivamente, onde

.H:%umnxww@ (2.6)

é a funcao curvatura média de x : M™ — M
Logo, de (2.5) e (2.3), obtemos que a formula de Gauss de = : M" — M dada
em (2.1), pode ser escrita como

VxY =VxY + L (A(X),Y)N, VXY € X(M). (2.7)

EN
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Agora, de (2.4) e (2.5) obtemos
(VxN,Y)=—(A(X),Y), VX,Y € X(M). (2.8)
Daif, A(X) = —(VxN)T, para todo X € X(M). Mas, observando que
0=X ((N,N)) =2(VxN,N),

para todo X € X(M), pois (N, N) = ey, obtemos VxN = (VxN)T. Assim, o operador

de forma de z : M™ — M """ ¢ dado por
A(X)=—-VxN, VX € X(M). (2.9)
Dada uma hipersuperficie x : M™ — M (como descrita acima), uma pergunta

que aparece naturalmente ¢ a seguinte:

. . ——n+l
Como se relacionam as geometrias de M" e M~ 7?7

O proximo resultado nos fornece uma resposta a essa pergunta, em termos dos tensores

de curvatura de M"™ e MHH, e do operador de forma de x : M" — M

Proposicao 2.2. Seja x : M"™ — M uma imersio isométrica de uma variedade
Riemanniana M" em uma variedade semi-Riemanniana M de indice v € {0,1}.
Seja também N o seu campo de vetores normais unitdrios e A: X(M) — X(M) o seu
correspondente operador de forma. Se R e R denotam os tensores de curvatura de M™

e M, respectivamente, entio para quaisquer X,Y, Z € X(M) temos
(a) (Equagio de Gauss)
R(X,Y)Z = (R(X,V)Z)'
+en {{AX), Z)A(Y) — (A(Y), Z)A(X)}, (2.10)
(b) (Equagio de Codazzi)
(RX,Y)N)' = —(VA)(Y, X) + (VA)(X,Y), (2.11)

onde

VA: X(M)xX(M) —  X(M)

(2.12)
(X,Y) = (VA)(X,Y) = Vy(AX)) - A(VyX)

€ a derivada covariante do operador de forma A.
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Demonstrag¢ao. De (2.7),

ViV = VyY +ex (AX),YIN, VX,Y € X(M). (2.13)
Logo, de (1.5) e (2.13) obtemos

(RX,Y)Z,W) = (VyVxZ,W)—(VxVyZ W)+ (VixyZ, W)
= (VyVxZ W)+ en(Vy(A(X), Z)N, W)
—(VxVyZ, W) — en(Vx{A(Y), Z)N, W)
(Vixy1Z, W) + en (A([X, Y], Z))M

0

= (VyVxZ W)+ en(AY),VxZ) (N, W)

+en(Vy(A(X), Z)N, W)

—(VxVyZ, W)

+en(A(X), VyZ) (N, W)
N——

_€N<vX <A(Y>7 Z>N7 W>

HVixyZ, W)
= (R(X,Y)Z, W)
+en (Y(A(X), Z)Y (N, W) +{A(X),Z)(VyN, W))

——
0

—en (X(A(Y), Z) (N, W) +(A(Y), Z)(VxN, W>) ,

para todos X,Y, Z W € X(M). Agora, de (2.8),

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W)
—en(A(X), Z)A(Y), W)
+en(A(Y), Z)(A(X), W)
= (R(X,Y)Z —en {{A(X), 2)A(Y)
+ (A(Y), Z)(A(X)}, W),

e a equagao (2.10) fica estabelecida.
Por outro lado, de (2.2) e (2.5) segue que

II(X,Y) = en(A(X),Y)N, VX,Y € X(M). (2.14)

Logo, de (1.5), (2.1) e (2.14),
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(R(X,Y)Z,N) = ((R( ) + (R(X, TN _<(R(X Y)Z)",N)

)Z)",
= <(vyvxz) (VXVYZ) +(V Xylz) N)
— (VyVx2)" + (VyII(X, 2)) "
— (VxVy2)" = (VII(Y, ))L+II X,Y],Z), N)
= (1Y, VxZ)+ (VYIIXZ))
—II(X,VyZ) — (VxIL(Y, Z)) +II([X,Y], Z), N)
= (I1(Y,VxZ),N) + (VyII(X, Z), N)
—(II(X,VyZ),N) — (VxII(Y, Z), N)
+H(II([X,Y], Z), N)
= 6N<A(Y)aVXZ>w+€N<vY<A(X>7Z>N?N>
—en(A(X), VYZ>M+GN<VX<A(Y), Z)N,N)

€N

+5N<A([X7 Y])v Z> <N N>

+en | Y{A(X), Z)) (N, N) +{A(X), Z) (Vy N, N)

—en | X({A(Y), 2)) (N.N) +(A(Y), Z) (Vx N, )

= (A(Y),VxZ) — (A(X),VyZ) + (A([X,Y]), Z)
HVyA(X), Z) + (A(X), Vy Z)
—(VxA(Y),Z) = (A(Y),Vx Z)
= {VyAX) - A(VyX)} —{VxA({Y) - A(VxY)}, Z),
para todos XY, Z € X(M). Assim,

e a equacao (2.11) também fica estabelecida. O
Em particular, quando a variedade ambiente M"™ tem curvatura seccional cons-

tante, da Proposicao 2.2 podemos obter que as equacoes que descrevem as geometrias

—nt1 . .
de M™ e M tornam-se mais simples, como nos estabelece o seguinte resultado.
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Corolario 2.3. Seja z : M" — M:H uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana M" em uma variedade semi-Riemanniana M:H, de indice v € {0,1}
e curvatura seccional constante c. Seja também N o seu campo de vetores normais
unitdrios e A : X(M) — X(M) o seu correspondente operador de forma. Se R denota

o tensor de curvatura de M™ entdo para quaisquer X,Y,Z, W € X(M) temos
(a) (FEquacgdo de Gauss)

(RX,Y)Z,W) = (X, 2)(Y, W) = (Y, Z)(X, W)}

+en {{(AX), 2){A(Y), W)
—(A(Y), Z)(A(X), W)}, (2.15)

(b) (Fquacao de Codazzi)
VAY,X) = VAX,Y), (2.16)
onde VA é a derivada covariante de A definida em (2.12).

~ ——n+1 . . ~
Demonstragao. Como M, — possui curvatura seccional constante c, entao seu tensor
curvatura R (vide equacao (1.6)) é dado por

RIX,Y)Z =c{{X,2)Y — (Y, Z2)X}, VX,Y,Z € X(M). (2.17)

Substituindo (2.17) em (2.10) obtemos (2.15).
Por outro lado, de (2.11),

(—(VA)(Y,X) +VAX,Y),N) = (R(X,Y)Z,N) =0, YX,Y € X(M),

pois de (2.17) segue que R(X,Y)Z € X(M). Agora, (2.16) segue diretamente. O

2.2  Os espagos hiperbolico H"™! e de Sitter S/’

Consideremos o espago de Lorenzt-Minkowski "2, com n > 0 (vide Exemplo 1),

a saber, o espaco R""2 munido com o produto escalar

n+1
(v,w) = Z ViW; — Un42Wny2,
i=1
onde v = (v1,...,Vp42) € W = (wWy,...,Wyya). NO que segue, para cada § € {—1,1},

consideremos o seguinte subconjunto

Mit = {peL"?; (p,p) =0}
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Proposicao 2.4. M?“ ¢ uma subvariedade (n+ 1)-dimensional de L""2, cujo espago
tangente em cada ponto p € M?H ¢ o conjunto de todos os vetores de "2 que sdo

ortogonais a p. Além disso, M"T tem indice zero e M["™ tem indice 1.

Demonstracao. Basta mostrar que 0 é um valor regular da funcao
G:L"? - R
p = G = {pp),
pois Mt = G~1({6}). Para isso, sejam p € L"2 v € T,(L"*?) e considere uma

curva o : (—¢,¢) — L™ tal que a(0) = p e /(0) = v. Logo,

(grad G(p),v) = dGy(v) = %(Goa)(t)
d

= Zalt),a()

t=0

t=0

Como (,) é nao-degenerado e v € T,(L"*?) & arbitrario,
grad G(p) = 2p, Vp € L™ (2.18)

Observemos que grad G(p) = 0 se, e somente se, p = 0. Porém, isso nao acontece
para os pontos que pertencem a M?*l. Assim, 0 é valor regular de G e, portanto,

M’g“ ¢ subvariedade de L"*2, cuja dimensao é
dim(M}*) = dim(L"*?) — dim(R) = n + 1.
Além disso,
T,(M5t) = ker{ dG, : T,(L"**) = R}, Vpe M} (2.19)
Agora, observando de (2.18) que
veker{dG,} & 0=dG,(v) & 0= (gradG(p),v) = (2p,v),
entao obtemos de (2.19) que
T,(Mp*) = {vel™; (pv) =0}, Vpe M;™, (2.20)

como desejado.
Por outro lado, se w € T,(M?™") N Span{grad G(p)} entdo de (2.18) e (2.20)
obtemos respectivamente que (w,p) = 0 e w = fgrad G(p), para algum S € R. Dai,

0 = (w,p) = B(grad G(p),p) = 25(p,p) = 2.
Isso implica que 8 = 0, pois 0 # 0. Logo, w=0¢e

T,(Mj*") N Span{grad G(p)} = {0}.
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Assim,
T,(L""?) = T,(M5*") @ Span{grad G(p)}, Vp € M. (2.21)

Como (p,p) =9 € {—1,1} e grad G(p) = 2p entao Span{grad G(p)} tem indice
v igual a 1 ou 0, dependendo se 6 = —1 ou 0 = 1, respectivamente. FEm particular,

Span{grad G(p)} é nao-degenerado. Segue que,
Span{grad G(p)}* = T, (M ")
também é nao-degenerado. Logo, de (2.21), segue que

1 = ind(T,(L""?)) = ind(T,(M}*")) + ind(Span{grad G(p)})
= ind(T,(M?™)) + v, (2.22)

para todo p € M}, Portanto, de (2.22) podemos concluir que ind(M"%') = 0 e
ind(M?H) = 1.

No espaco de Lorentz-Minkowski L"*2 podemos obter um modelo para o espaco

hiperbolico H" ™! que sera bastante apropriado aos nossos propositos. Especificamente,
H*™ = {peL"?; {p,p) = =1, pni2a >0},

ou seja, H"*' = {p € M"t'; p,yo > 1}. Assim, da Proposicdo 2.4, obtemos que H"*!
¢ uma subvariedade Riemanniana (n + 1)-dimensional de L.""2 cujo espago tangente

em cada ponto p € S" ¢ dado por

T,(H"™) = {v e L"*?; (p,v) = 0}.

Figura 2.1: Espaco Hiperbodlico
Por outro lado, o espaco de Sitter é denotado e definido por

Sttt ={pel"™; (pp) =1},
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isto &, S"™ = M7t Logo, usamos novamente a Proposicio 2.4 para obter que S7!
¢ uma subvariedade de Lorentz (n + 1)-dimensional de L"*2, cujo espago tangente em

cada ponto p € ST ¢ dado por

T,(S7) = {veL"?; (pv) =0}.

o

Figura 2.2: Espaco de Sitter

Ao longo desta secao, usaremos M?H para denotar indistintamente ou o espaco
hiperboélico H™ ™! ou o espaco de Sitter ST de acordo com § = —1 ou § = 1, respecti-
vamente.

Consideremos agora a aplicagao inclusdo ¢ : M3 < L2, De (2.18) e (2.21)

obtemos que a correspondéncia

_ 4G 2
M 5 p s N, = 224G0) P _ (2.23)

T lerad GO epz)] L

define um campo normal unitario globalmente definido em I\\/JI?H. Assim, a aplicagao

N : M} — M?* definida por (2.23) é chamada aplicacdo de Gauss de v : MFT —

L’n+2

Sejam VY e V, respectivamente, as conexoes de Levi-Civita de L™+ e Mgl“. A

sequnda forma fundamental de ¢ : MSLH — L"*2 & dada por

I (M) < XM — x(Mpth+
(X,Y) = IX)Y) = (V&Y)h
e sua formula de Gauss por
VY = VY +11(X,Y), VX,V € X(MP), (2.24)

onde VY = (V4Y)T.
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Sendo N um campo normal unitario em M} entio I1(X,Y) = SN, para

alguma fungio 8 € C®(M4™). Veja que (11(X,Y), N) = (N, N ) = 35. Assim,

M(X,Y) =

(TI(X,Y),N)N, VXY € XM,

e (2.24) pode ser escrito como

—_

VLY = VY + 5 (II(X,Y),N)N, VX, Y € X(M}*h). (2.25)

Por outro lado, (N,Y) = 0 para todo Y € X(M}"), implica que

0=X(NY) = (VEN,Y)+(N,ViY)

para todo Y € X(M}*"), onde na pentiltima igualdade foi usado (2.24). Assim, obte-

mos a equacao de Weingarten de ¢ : Mg“rl — "2 dada por

(VY N,Y) = —(N,I[(X,Y)), VX,V € X(M}th). (2.26)

O operador de forma A : X(M}t) — X(M%™) e o vetor curvatura média H €
XMPHL de v : MG — L"*2) na diregdo do campo normal unitario N, sao definidos

por

(A(X),Y) = (II(X,Y),N), VX,Y € X(M}), (2.27)
H=HN, (2.28)

respectivamente, onde

H =

d —tr (A) € O (M)

n
é a curvatura média de ¢ : M?H — L2,

Logo, de (2.27) e (2.25) obtemos que a formula de Gauss de ¢ : M3 — L2,

dada em (2.24), pode ser escrita como
— 1 —
VY =VxY + 3 (AX),Y)N, VX, Y € X(Mjth). (2.29)
Agora, de (2.26) e (2.27) obtemos

(VA N,Y) = —(A(X),Y), VX,Y € Xx(M}).
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Dai, A(X) = —(V%N )T, para todo X € X(M}""). Mas observando que
0= X(N,N)=2(VYN,N),

para todo X € X(M}™), pois (N,N) = 4, obtemos VYN = (V& N)'. Assim, o

operador de forma de ¢ : M}*! < L"*2 ¢ dado por
AX) = -VEN, VX e XMy, (2.30)

Para obter uma expressdo mais explicita de A, substituimos (2.23) em (2.30),
obtendo
A(w) = —=VIN = —-V)p = —v, VYveT,(Mi),
ou ainda,
AX) = -X, VX ex(Myh. (2.31)

Se RY e R denotam os tensores de curvatura de "2 e M7, respectivamente,

entdo a equagio de Gauss de ¢ : M3 — "2 ¢ dada por

RX,Y)Z = (RYX,Y)2)T
+0 (A(X), 2)A(Y) — 0 (A(Y), 2) A(X),

para todos X,Y, 7 € %(M?H). Sendo os coeficientes da métrica do espaco L"*2

constantes, o tensor curvatura R° é identicamente nulo. Logo,

R(X,Y)Z =6 (A(X), Z)A(Y) — § (A(Y), Z)A(X), (2.32)

para todos X, Y, Z € X(M}th).
Com toda essa discussao, estamos em condicoes de estabelecer e mostrar o se-

guinte resultado.
Proposicao 2.5. Com a métrica induzida de L""2,

(a) ST*! tem curvatura seccional constante igual a 1 e curvatura média, na direco

do campo normal unitdrio N definido em (2.23), igual a —1.

(b) H™ tem curvatura seccional constante igual a —1 e curvatura média, na dire¢ao

do campo normal unitdrio N definido em (2.23), igual a 1.
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Demonstragao. De (2.32) e (2.31) segue que

para todos X,Y, Z € %(M?“). Assim, Mg“ tem curvatura seccional constante igual
a o.
Por outro lado, observando de (2.31) que A = —Idx(Mg+1)7 obtemos
tr(A) = —(n+1).
Logo, de (2.28), H = —JN. Assim, a curvatura média H de M}*! na direcio de

N é constante igual a —. m

2.3 Hipersuperficies totalmente umbilicas

Definicao 2.6. Seja x : M" — M wma imersio isométrica de uma variedade
Riemanniana M" em uma variedade semi-Riemanniana M de indice v € {0,1}.
Seja também N o seu campo de vetores normais unitdrios e A : X(M) — X(M) o
seu correspondente operador de forma. Um ponto p € M"™ é chamado umbilico se
eziste A(p) € R tal que Ay, = XN(p)Id g, . Dizemos que x : M™ — M ¢ totalmente
umbilica se todos os pontos de M™ sao umbilicos, isto é, se existe A € C®°(M) tal que

A= Ndxu.

Em cada p € M", temos que A, : T,M — T,M é um operador auto-adjunto.
Logo, A, é diagonalizavel. Em particular, existe uma base ortonormal {ey,...,e,} de
T,M tal que a matriz associada a A, ¢ diagonal.

Definicao 2.7. A aplicagdo auto-adjunta
¢, = A, — ANp)ldpn : TpM — T,M,

onde \(p) € o tnico nimero real tal que tr(®,) =0, é chamado operador sem trago de
———n+1

z: M*"— M

Observemos de (2.6) que

H(@,) =0 & 0=tr(4,)—nA(p) & Ap) =~ tr(4,) = — H(p).

n EN
Assim, x : M™ — M"™"" & totalmente umbilica se uma (e portanto totas) das

seguintes afirmacoes é valida em cada ponto p € M™:

0, =0 & Pyler), Vief{l,....n}, & I [B(e)]> =0,
=1

S

Ang : (Pp(e), Pplei)) =0, <« Z(q)?y(ei)vez) =0,
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Em geral,

n n

(@) = ) (DP(er), i) = ) (B(er), B(er)) = Z [@(es)[* >0,

i=1 i=1
onde {ey,...,e,} é qualquer referencial ortonormal local de z(M™). Assim, obtemos o

seguinte

Proposigao 2.8. tr(®?) > 0, e a igualdade acontece se, e somenle se, v : M™ — M

€ totalmente umbilica.

Observando que

o 2
tr(@z) = tI'((A - Idx(]y[n)) )
EN

A2) — ﬁ tI‘(A) —f- H2tI' (Idx(Mn))

EN

= tr(
= tr(A?) — 2nH? + nH?
(

= tr

A?) — nH?, (2.33)

a ultima proposicao pode ser escrita da seguinte forma.

Proposigao 2.9. tr(A?)—nH? > 0, e a igualdade acontece se, e s6 se, x : M™ — M

€ totalmente umbilica.

2.4 Hipersuperficies tipo-espaco totalmente umbili-

cas em S}*!

Nosso objetivo agora é estudar alguns exemplos de hipersuperficies tipo-espaco
totalmente umbilicas no espaco de-Sitter S7*.
Para isso, fixemos um vetor a € L™ e denotemos ¢ = (a,a) € {—1,0,1}.

Observemos que, quando 0 = 1 em (2.21),
Li*? 2= T,(Li*?) = T,(S7™) © Span{p}, ¥p e Si™.

Logo, existem a*(p) € T,(ST™) e B(p) € R de forma que a € L"2 pode ser
escrito como a = a*(p) + B(p)p. Mas como
(a,p) = (a"(p),p) +B(p) {p.p) = B(p)
——

~——
0 1
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entao
a=a*(p) + (a,p)p.

Agora, consideremos a funcao

fo o S50 R
(2.34)
p = fdp) = (pa),

e, dado 7 € R, consideremos

M=) ={p eSSt (pa)y =7}

Em primeiro lugar, tentemos determinar para que valores de 7 o conjunto M
¢ uma hipersuperficie tipo-espaco de S}, Para isso, usaremos que se Vf,(p) # 0 e
(Vfa(p), Vfa(p)) < 0em todo p € f, ' ({r}), entdo M _ ¢é uma hipersuperficie tipo-
espaco.

Sejam p € ST v € T,(S}™!) e considere uma curva a : (—¢,g) — Si™ tal que

a(0) =p e o/(0) =v. Logo, de (2.4),

(Vo)) = difayle) = L(hlalt)
d ,
= L0 = @00 = @a

t=0

= La @)+ len ) = (@00

t=0

Como v € T,(Sy™) ¢ arbitrario e {,) é ndo-degenerado, Vf,(p) = a*(p), para
todo p € "™, Em particular, se p € £, 1({7}), entdo, de (2.4) e (2.34), obtemos

Vf.p)=a—1p. (2.35)

Assim, M7 serd uma hipersuperficie tipo-espaco de S"*! quando

0 > <vfa(p)avfa(p)> = <a_7—paa'_7—p>

= (a,a) =27 (a,p) +7° (p,p)
= c— 17, (2.36)

ou equivalentemente, quando 7% > c.

Para o que segue, a desigualdade 72 > ¢ serd considerada sempre valida. De-

n
C, T

notemos por ¢ : M?_ — SIt a imersdo isométrica de M?_ em S'! e, seguindo a
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mesma notacio da tltima secdo, seja ¢ : ST «— L"*? a aplicacdo inclusdo de ST em

"2, As conexdes de Levi-Civita de M?_, S?*! e L"*2 serdo denotadas por V, V e

Cc,T?

VY, respectivamente. Observemos de (2.35) e (2.23) que as correspondentes aplicagdes

de Gauss de p : M?_ — STt e 1 ST — L2 sdo0 dadas por

N M2 - HY

_ Vfdp)  a—1p (2.37)
pom N0 = g T Ve

NSt osp
p +— N(z) = p,

respectivamente. De (2.36) e (2.37) podemos observar que
(N,N) = -1

Denotemos por A : X (M2 ) — X (M2) e A: X (S{™) — X (S{*') os opera-
dores de forma de ¢ : M2 — S na direcao de N e ¢ : S+ — L™ na diregao do

campo N, respectivamente. De (2.31),
A= —ldy gy, (2.38)

Procuremos agora uma expressao explicita para A.

De (2.7) obtemos que a formula de Gauss para ¢ : M7, — Si*1 ¢ dada por
VxY =VxY — (A(X),Y)N, VXY € X(M,). (2.39)
Da férmula de Gauss para ¢ : I < L"*2 dada em (2.29), obtemos

VLY = VxY + (AX),Y)p
= VxY — (A(X),Y)N — (X,Y)p, VXY € X(M],), (2.40)

onde na ultima igualdade foi usado (2.39) e (2.38). De (2.9),
A(X)=-VxN, VX €X(M). (2.41)
Mas como N ¢ um campo vetorial tangente a ST, entdo de (2.40) obtemos

VYN = VxN - (A(X),N)N — (X,N)p = VxN, VX € X(M").
v
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Assim, (2.41) fica da forma
A(X)=-VEN, VX e X(M])). (2.42)

Substituindo (2.37) em (2.42),

1
AX) = ——Vo(a—
( ) \/7'27—0 X(a Tp)
T T
= Vip = ———X, VX € X(M,).
7—2_C xP /7'2—6 ( c,‘r)

Portanto, podemos concluir de todo nosso estudo que ¢ : M?_ — S'™ com
72 > ¢, é uma hipersuperficie tipo-espaco totalmente umbilica, com curvatura média

H constante igual a
-7
VTi—¢

Passamos agora a fazer um estudo dos valores de 7 e

1

7_2

2

H? =

T —C

em funcao de ¢ = (a,a) € {—1,0,1}.
i) Se ¢ = 0 (0 que corresponde a um corte de ST por um plano degenerado de
1

L"*2) entao 72 > 0. Segue que 7 € R\ {0} e H?> = 1. Tomemos por exemplo
a=(0,...,0,1,1) € L"*2. Entao um ponto em M?_ = {p e S{*™"; (p,a) =7}

verifica
PiA i D = 1,
Pn+1 — Pn+2 = T.
Como
2 2 2 2 2
lL=pi+--- + Ppi1 = Pniz = Pt — Pna2
= (Pn+1 — Pnt2) (Pnt1 + Dns2)
= T<pn+1 +pn+2)7
entao

p1+...+pn = 1—(pi+1—pi+2)

= 1_7_(pn+1+pn+2) > 1-1= 07

ou seja, p3 + -+ -+ p2 € [0, +00). Logo, podemos identificar M, com R".
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(i3) Se c =1 (o que corresponde a um corte de ST por um plano tipo-tempo de L"+?)

entdo 72 > 1. Segue que 7 € (—o00,—1) U (1,+00) e H? = 2T € (1, +00).
7- j—

Por exemplo, se consideramos a = (1,0, ...,0) € L"™ entdo qualquer ponto em

M2 ={peS*; (p,a) =7} satisfaz

p%+"'+p%+1_p%+2 = 1,

P = T

Logo,

2

p§+"'+pi+1—pi+2 =1-7" <0

Assim, podemos identificar M7 com H"(v/72 — 1) C L™*!, onde

H*(V72—1)={pe L™ (p,p) =1—72p2,, > 0}.

(iii) Se ¢ = —1 (o que corresponde a um corte de Si™' por um2plan0 tipo-espaco
T
de L"*?) entdao 72 > —1. Neste caso, 7 € R e H? = 777 € [0,1). Por
T
exemplo, se escolhemos a = (0,...,0,1) € L"*? entdo um ponto p € M} =

{pe St (p,a) = 7} verifica
Pit- i —Dhy = 1,

pn+2 = —T.

Logo,

Pk = 147
Assim, podemos identificar M com S"(v1+ 72) C R™.

Pode ser mostrado que tais hipersuperficies sao essencialmente as tnicas hipersu-

perficies tipo-espaco totalmente umbilicas de S"™, como afirma o seguinte resultado.

Proposicao 2.10 ([1], Teorema 1.5.1). Seja x : M™ — ST, n > 2, uma hipersuper-

ficie tipo-espaco conexa e totalmente umbilica. Entao
(a) sua curvatura média H é constante.
(by) Se H* € [0,1) entdo existem a € L"*? e 7 € R tais que (a,a) = —1 e

(M) C {peSi; (pa) =7} =5 (VIiF72).
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Figura 2.3: Item (b;): Esferas geodésicas
(by) Se H? =1 entao existem a € L"™ e 7 € R\ {0} tais que {a,a) =0 e

o(M") C{peSi™; (pa) =7} =R"

Figura 2.4: Item (b2): Hiperplanos

(b3) Se H? € (1,4+00) entdo existem a € L"™ e 7 € (—oo,—1) U (1,+00) tais que
(a,a)y =1 e

o(M") C{peSi™; (pa) =7} =H" (V7T —1).

Figura 2.5: Item (b3): Hiperbolicos
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2.5 Hipersuperficies totalmente umbilicas em H"*!

Aqui fazemos um estudo analogo ao da ultima subsecao para determinar algumas
hipersuperficies totalmente umbilicas no espaco hiperbolico H™**.

Fixemos um vetor a € L"*? ¢ seja ¢ = (a,a) € {—1,0,1}. Consideremos a fungio

go : H"! — R
p o~ gulp) = (pa).

Usando a relagao
L™+ = T,(L"*?) = T,(H""") @ Span{p}, Vp € H"",
obtida de (2.21) fazendo § = —1, podemos estabelecer que
Vga(p) = a+ (p,a)p, VpeH"".

Em particular, para p € N, = g;'({0}) = {p € H*"'; (p,a) = o}, onde ¢ € R,
temos

Vga(p) = a+ op. (2.43)

Logo, /\/’C"Q serd uma hipersuperficie orientada de H"™! quando

0 < (Vga(p),Vga(p)) = (a+op,a+op)

= (a,a)+20(a,p) +0° (p.p)
—— —— \,1_/
C Q —

= C+Q27

ou equivalentemente, quando ¢? > —c.
No que segue, o> > —c sempre sera valida. Seja ¢ : N.® — H"! a imersao
? ) : C7g
isométrica de N, em H"' e ¢ : H"*' — L"** a aplicacao inclusao de H""' em
H"*! e L"*2 por V, V e VY,

R}*2. Denotemos as conexdes de Levi-Civita de N,

respectivamente. Observemos de (2.43) e (2.23) que as correspondentes aplicacoes de

Gauss de ¢ : N, = H" ™ e v : H*™' < L"*? sao dadas por

N : NI, — StH
Valp) _ a+op (2.44)
Vo)l >+

p + Np)
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N : Hrtl o et
p = N() = p

respectivamente. De (2.44) e (2.44) podemos observar que

(N,N) =1

Denotemos por A : X (M) — X (V) e A: X (H™™) — X (H"™) os operadores

de forma de ¢ : N, — H"*! na dire¢ao de N e ¢ : H"™' — L™ na dire¢ao do campo

N, respectivamente. De (2.31),
.A - —Idx(HnJrl).

Procuremos agora uma expressao explicita para A.

(2.45)

De (2.7) obtemos que a formula de Gauss para ¢ : N") — H"*! ¢ dada por

VxY = VxY — (A(X),Y)N, VX,Y € X(N").

Da formula de Gauss para ¢ : H*™ < L2 dada em (2.29), obtemos

VY = Vi + (AX),Y)e

= VxY +(AX),Y)N +(X,Y)p, VXY € X(N]),

onde na ultima igualdade foi usado (2.46) e (2.45). De (2.9),

A(X)=—-VxN, VX € X(N).

(2.46)

(2.47)

(2.48)

Mas como N é um campo vetorial tangente a H"™! entdo, de (2.47), obtemos

VKN = VxN+ (AX),N)N+(X,N)p = VxN, VX € X(N).

N—— ——
0 0

Assim, (2.48) fica da forma
A(X) = —V9N, VX € X(ND).

Substituindo (2.44) em (2.49),

1
AX) = ——==Vk(a+op)
o+
= LV = ———— X, VX XN,

0 +c o +c

(2.49)
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Portanto, podemos concluir que ¢ : /\/’c’?g — H""!, com ¢? > —c, é uma hipersu-

perficie totalmente umbilica, com curvatura média H constante igual a

1 —0
H=—tr(A) = ——.
) = — =

Passamos agora a fazer um estudo dos valores de g e

em fungao de ¢ = (a,a) € {—1,0,1}.

(i) Se ¢ = 0 (o que corresponde a um corte de H""' por um plano degenerado)
entao 0 > 0. Segue que o € R\ {0} e H*> = 1. Tomemos por exemplo a =
(0,...,0,1,1) € L™, Logo, um ponto em N = {p € H"*'; (p,a) = o0}

verifica
p% ‘|‘"'+pi+1 _p31+2 = —1,
Pn+1 — Pny2 = 0.
Como
—1l=pi+ - +Po — Doy = Pori—DPors
= (Pnt1 — Pnt2) (Pns1 + Pns2)
- Q(pn+1 + pn+2)7
entao

Pt D = —1— (D — D)

= —1—0(Pns1 +Pug2) > —1+1 = 0,
ou seja, p; + --- 4+ p, € [0,400). Logo, podemos identificar N, com R" e,

neste caso, dentro da nomenclatura que existe na literatura, ./\/C"g correspondem

as chamadas horoesferas de H™ !,

21 e CcC = 0 que corresponae a uim corie ae por um piano 1ipo-itempo e
i) S 1 d te de H™t! l tipo-t d

2
L"*2) entdao ¢*> > —1. Segue que o € Re H? = % € [0,1). Por exemplo,
0
se consideramos a = (1,0,...,0) € L"*? entao qualquer ponto em N, = {p €
H": (p,a) = o} satisfaz
p% ‘|‘"'+pi+1 _p31+2 = —1,

P = 0.
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Logo,
Pyt AP~ Pps = —1—0? < 0.

Assim, podemos identificar ', com H"(y/0? 4+ 1) C L"*1.

(ii7) Se ¢ = —1 (o que corresponde a um corte de H"™ por um plano tipo-espago de
2

L") entdao o* > 1. Neste caso, 7 € (—o0, 1)U(1, +00) e H? = 29 L€ (1, +00).
Q JE—

Por exemplo, se escolhemos a = (0,...,0,1) € L™ entdo um ponto em N, =

{peH": (p,a) = o} verifica

p%+"'+pi+1_pi+2 = —1,
Pny2 = —0O-

Logo,
pittp = —l+o" > 0

Assim, podemos identificar N, com S"(y/¢? — 1) C R"*1.

De forma similar ao que acontece na Proposicao 2.10, pode ser mostrado que
tais hipersuperficies sao as tnicas hipersuperficies totalmente umbilicas de H"*!, como

estabelece o seguinte resultado.

Proposicao 2.11. Seja x : M™ — H"™, n > 2, uma hipersuperficie orientada, conexa

e totalmente umbilica. Entao
(a) sua curvatura média H é constante.

(by) Se H? € (1,+00) entdo existem a € L2 ¢ o € R tais que (a,a) = —1 e

2(M") C {pe H™; (p.a) =0} = 8" (V@ —1).

Figura 2.6: Item (b;): Esferas geodésicas
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(by) Se H? =1 entao existem a € L™ e g € R\ {0} tais que (a,a) =0 ¢

s(M") C {peH"™"; (pa) =0} =R"

Figura 2.7: Ttem (by): Horoesferas

(b3) Se H*> € [0,1) entdo existem a € L™ e g € R tais que {a,a) =1 e

o(M™) C{peH""; (p,a) =0} =H" (\/02+1).

Figura 2.8: Item (b3): Hiperesferas



Capitulo 3

Resultados Auxiliares

3.1 Uma férmula do tipo-Simons

Seja x : M™ — H""! uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana
orientavel M™ no espaco hiperbolico H" ™!, com curvatura média contante H e conexao
de Levi-Civita V. O objetivo de esta se¢ao é encontrar uma expressao para o Laplaciano
da funcao

u: M" — R
p o oulp) = gir(A2),
onde A : X(M) — X(M) denota o operador de forma de z : M"™ — H""! expressao
que é conhecida como féormula do tipo-Simons e que foi obtida por K. Nomizu e B.
Smyth em [18]. Para atingir esse objetivo, precisamos introduzir algumas defini¢oes e
estabelecer algumas propriedades.
Inicialmente, observemos que a formula de Codazzi de = : M"™ — H"*!, dada

em (2.16), pode ser escrita da forma

Vx(A(Y)) = Vy(A(X)) = A(X,Y]), VX,Y € X(M). (3.1)
Proposigdo 3.1. A derivada covariante VA de A, definida em (2.12), verifica
(a) VA(X,Y) = VA(Y, X),
(b) (VA(X,Y), Z) = (VA(Y, 2),X)

para todos X, Y, Z € X(M).
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Demonstragao. Para estabelecer o item (a), de (3.1) temos

VAX,Y) = Vy(AX)) — A(VyX) = Vx(A®Y)) — A(X,Y]) — A(VyX)
A(VxY) + A(Vy X) — A(Vy X)
= Vx(A(Y)) - A(VxY) = VA(Y, X),

[

4

ol

=

=
|

para X,Y € X(M).
Por outro lado, de (2.12) obtemos

(
(VA(X,Y),Z) = (Vy(A(X)) — A(VyX), Z)
Vy(A(X)), Z) = (A(Vy X), Z)
= Y((A(X), 2)) = (A(X), Vy Z) = (Vy X, A(Z))
= Y({X, A(2))) = (X, A(Vy 2)) = Y(X, A(Z)) + (X, Vy (A(2)))}

— (VA(Y, Z), X).

{
{

Y

para X, Y, Z € X(M), o que demostra o item (b). O

Definicao 3.2. Se A : X(M) — X(M) é o operador de forma de x : M™ — H"™!, entdo
a sequnda derivada covariante de A é a aplicagao VA : X(M)xX(M)xX(M) — X(M)
definida por

V2A(X,Y,Z) = Vz(VAX,Y)) = VA(VzX,Y) - VA(X,V,Y) (3.2)
para todos X, Y, 7Z € X(M), onde VA é a derivada covariante de A definida em (2.12).
Proposigao 3.3. A sequnda derivada covariante VA definida em (3.2) verifica
(a) V2A(X,Y,Z)=V?A(Y, X, Z),
(b) V2A(X,Y,Z) = V2A(X,Z,Y) — R(Z,Y)AX + A(R(Z,Y)X),
para todos X,Y,7Z € X(M), onde R é o tensor curvarura de M" definido em (1.5).

Demonstracao. O item (a) segue diretamente do item (a) da Proposicdo 3.1. Para o
item (b), de (3.2) e (2.12) temos para todos X,Y,Z € X(M) que

V2A(X,Y,Z) = V;Vy(A(X)) = Vz(A(Vy X)) — Vy(A(VzX))
+A(VyVzX) = Vy,y(AX)) + A(Vy,y X).
Trocando Y por Z na tltima expressao acima, obtemos

V2A(X,Z,Y) = VyVz(A(X)) = Vy(A(VzX)) — Vz(A(Vy X))
+A(VZVYX) — VVyz(A(X)) + A(Vvsz).

Portanto, tendo em conta (1.5), obtemos

V2AX,Y,Z) - V?AX,Z,Y) = —R(Z,Y)AX + A(R(Z,Y)X).
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Definigao 3.4. Dada uma aplica¢ao C*(M)-bilinear e simétrica T : X(M) x X(M) —
X (M), definimos o tra¢o de T como sendo a aplicacio tr(T) : X(M) — X(M) dada

por
=Y T(E, Ey), (3.3)

onde {E1, ..., E,} é um referencial ortonormal em M".
Proposigao 3.5. Seja A : X(M) — X(M) é o operador de forma de x : M™ — H"*.
Entao

tr(VA) = V(tr(A4)).
Demonstragao. Fixe p € M™ e considere um referencial ortonormal local {Ey, ..., E,}
definida em uma vizinhanca U de p tal que A, (E;|,) = wi(p)Eilg, @ € {1,...,n}, para
todo ¢ € U e algumas fungoes py, ..., pu, € C°(U). Logo, para X € X(U) temos

(V(tr(A)), X) = X(tr(4)) = X (Z(A(Ei>’Ei>)

i=1

=) (Vx(A( ) + Z ), Vx Ey)

= Z(VX(A(ED), Ei) + i Z(Ez'a VxE;)
= DAVx(A(E)). B) + 5 5 X((E, ), (3.4)
Por outro lado, de (3.3) e do item (b) da Proposic¢ao 3.1,
((VA).X) = S (VAL E).X) = S (VA(E.X).E)
= D (Vx(AB)), i) = 3 (A(VxE), F)

— Z(VX(A(Ei)), E;) — Z<VXEZ-,A(E2~)>

i=1
D AVX(AE), E)) + i Yy (VxEi, E)
i=1 i=1
Y (Vx(AE), E) + 5 Y X(Ei, E) (3:5)
i=1 2 i=1 T
para todo X € X (U). Assim, o resultado desejado segue de (3.4) e (3.5). O
Defini¢ao 3.6. Seja A : X(M) — X(M) o operador de forma de x : M™ — H"*.
Dado X € X(M), definimos o tensor
Dy: X(M)x X(M) —  X(M)
(Y, Z) = Tx(Y,Z) = V2A(Y,Z,X).
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Proposicao 3.7. Com as notacoes da Definicao 3.6,
tr(Cx) =nVx(VH),
onde H ¢ a curvatura média de x : M™ — H" 1.

Demonstracao. Fixe p € M™ e, tendo em conta o Lema 1.24, consideremos um re-
ferencial ortonormal local {E},..., E,} (definido em uma vizinhanca de p) que seja
geodésico em p, isto ¢, tal que (Vg, E;)|, = 0 para todo 4,5 € {1,...,n}. Logo, se
X =377, X;Ej, entdo, em p, temos

VA(E, VxE;) = VA <E VZ;ZIX].EjEi> =Y X,VA(E,V5E)=0. (3.6
j=1
Portanto, das Definigoes 3.2, 3.4 e 3.6 e da equagdo (3.6), obtemos
tr(Tx) = Y Tx(E; E)
i=1

= iVQA(EZ-,EZ-,X)

=1

- Zn: Vx(VA(E;, E;)) — 2 Xn: VA(E;, VxE;)

=1 i=1 0

=1

— Vy(tr(VA)) = Vx(V(trA)) = nVx(VH),

onde nos usamos a Proposi¢ao 3.5 na pentltima igualdade. [

Defini¢ao 3.8. Seja A : X(M) — X(M) o operador de forma de x : M™ — H"*.

Definimos o Laplaciano de A como sendo a aplicacao

AA: X(M) —  X(M)
X = AAX) = t{(Y,Z)— V2AX,Y,Z)}.

Proposicao 3.9. Sejam A : X(M) — X(M) o operador de forma e H a curvatura
média de x : M™ — H" . Entao, para X € X(M), temos

AAX)=nVx(VH)+nHX — (n+ |AP)A(X) + nHA*(X),
onde |A| é a norma de Hilbert-Schmidt de A, dada em (3.10).

Demonstracao. Seja {F, ..., E,} um referencial ortonormal local definido em algum

conjunto aberto de M". Logo, da Defini¢cao 3.8, da Proposicao 3.3 e da Proposigao 3.7
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temos

AAX) = ZVQA(X,Ei,Ei) = ZVQA(EnX,Ei)

i=1 i=1
n n

= ) VPA(E,E, X))~ ) R(E;, X)A( +ZA (E;, X)E
i=1 i=1

— ZFX (E;, E) ZR(Ei,X)A(Ei) + ZA(R(Ei’X)Ei)

=1
- ZRE“X +ZA (E;, X)E

= nVx(VH) - ZR E;, X)A +ZA (E;, X)E (3.7)

para todo X € X(M), onde R denota tensor curvatura de M™.
Agora, da equagao de Gauss de x : M™ — H""! dada em (2.15), obtemos

n n

=Y R(E.X)A(E) = Y (B AE))X =3 (X, A(E)E,

=1 i=1

= D_{AE), A(E))AX) + 3 _(A(X), A(E))A(E;)
= tr(A)X — Z<A(X)7 E)E; — Z<Em AX(E;))A(X)

+A (im?m, E>E>

=1

para todo X € X(M).
De forma semelhante, novamente de (2.15),

= nHX — A(X) — tr(AHA(X) + A(A*(X)), (3.8)
iA(R(Ei,X)Ei) = A (—Zn}E,-,E ) E>E)

( X
+A <Z< ) A( ),E1>A(Ei)>

=1

3

= —tr (Id’x ) X)+tr
— aAX A(X) + nHAX(X) — A2(A(X)), (3.9)

para todo X € X(M).
Finalmente, substituindo (3.9) e (3.8) em (3.7), obtemos o resultado. O
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Antes de mostrarmos o proximo resultado, precisaremos das seguintes nogoes.

Definicao 3.10. Sejam T : X(M) — X(M) e¢ S : X(M) — X(M) duas aplicagdes

C®(M)-lineares. O produto interno de A e B € definido como sendo a aplica¢ao

(1,5) : M"™ — R
p = (T,5)p) =tx(T,055),
onde S denota o operador adjunto de S,. A norma induzida por esse produto interno é
definida como sendo a norma |T'| de uma aplicacao C*(M)-linear T : X(M) — X (M),

frequentemente chamada de norma de Hilbert-Schmidt de T isto é, |T| € dada pela
expressao |T|? = (T, T) = tr(T o T™).

Em particular, quando 7" : X(M) — X(M) ¢é uma aplicacdo C'*°(M)-linear e
autoadjunta, a norma de Hilbert-Schmidt de T' é dada por

n n

TP = u(r?) = S (0(5), By = S (T(E). T(E). (3.10)

i=1 i=1
onde {E1, ..., E,} é um referencial ortonormal local definido em algum conjunto aberto

de M™.

Definigao 3.11. Sejam A : X(M) x X(M) — X(M) e B : X(M) x X(M) — X(M)
duas aplicagoes C(M)-bilineares. O produto interno de A e B € definida como sendo

a aplicacao

(A,B) : M™ - R

n

3.11
p oo (ABW) = (4B E). B(E. E)), 1)
ij=1
onde {E, ..., E,} éuma base ortonormal de T,M. A norma induzida por este produto

interno define a norma de uma aplicagao C*°(M)-bilinear.

Observemos imediatamente que, da Algebra Linear, o produto interno acima esté
bem definido, isto é, nao depende da base ortonormal escolhida.
Proposigao 3.12. Seja A : X(M) — X(M) o operador de forma de x : M™ — H"*.

Entao
A(|A|2) =2(A,AA) + 2|VA|2,

onde |A| é a norma de Hilbert-Schmidt de A dada em (3.10).

Demonstracao. Fixe p € M"™ e, tendo em conta o Lema 1.24, considere um referencial

ortonormal local {Fy, ..., E,} (definido em alguma vizinhanga de p) que seja geodésico
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em p, isto ¢ tal que (Vg, E;)|, = 0 para todo 7,5 € {1,..., n}. Logo, em p temos
A(JAF) Z E; (E; (JAP)
= > E (E (Z<A2<E]) Eﬁ))
i=1 j=1
= Y Ei(Ei((AE), A(E)))))
i,j=1
= 2)  E (Ve (A(E))), A(E))))
ij=1
= 23 (Vi Vi (A(E)), A(E))
ij=1
+2 3 (Vi ( (A(E,))) (3.12)
3,j=1

= 23" (VR(VA(E;, E)) - VA(V 5By, B) — VA(E;, Vi, E), A(E))

Vi, (Ve (A(E)) — AV, Ey))  A(E)))

=2 (Va(Va(AE)), AE))
2y (Vv B, (AE) — A([E:, V5. E))), A(E,))

onde na pentltima igualdade usamos a expressdo dada em (3.1).

(3.13)
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Por outro lado, da Definicao 3.11, temos
2[VAP(p) = 2(VA,VA)(p)

= 2 i (VA(E;, Ej), VA)(E;, Ej)),

=2 (Vi (AE)) = AV, E). Vi, (A(E) = AV, Ei))y
= 2 Z <ij (A(ED)), Vi (A(E)))p- (3.14)

Portanto, o resultado segue diretamente de substituir as expressoes (3.13) e (3.14)
na equacao (3.12). O
Finalmente, depois de todo estudo desenvolvido acima, estamos em condigoes de

enunciar e mostrar a formula do tipo Simons que comentamos no inicio deste capitulo.

Proposicao 3.13. Seja x : M™ — H"™ uma hipersupericie como curvatura média
constante H. Se A : X(M) — X(M) € o operador de forma de x : M™ — H"™! entao

1
§A(|A|2) = —n|AP* — |[A]* + n?H? + nH tr(A%) + |VAJ?,
onde |A| € a norma de Hilbert-Schmidt de A dada em (3.10).

Demonstracao. Sendo H constante, entao das Proposicoes 3.13 e 3.9 obtemos

SAAP) = (A, A4) + VAP
= (A,nH — (n+ |APP)A+nHA?) + |[VA?
= nH(A Id|xqn ) — (n+ |AP)(A, A) + nH(A, A%) + |VAP
= nHtr(A) — (n+ |AP) A + nH tr(A%) + |VAJ]?
= n’H* — n|A]? — |A|* + nH tr(A®) + |[VA]*

3.2 O Laplaciano de algumas funcoes suportes

O objetivo desta secao é calcular os Laplacianos de duas fungoes suportes que
estao relacionadas a uma imersao isométrica x : M™ — H""! de uma variedade Ri-
emanniana orientavel M™ no espaco hiperbolico H"*! C L"*2, expressoes que serao

utilizados no préximo capitulo para obter alguns dos resultados principais deste traba-

lho.
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Para isso, seja N o campo de vetores normais unitarios globalmente definido em
M™, e denotemos por A : X(M) — X(M) o correspondente operador de forma de

x: M™ — H"". Observemos que N pode ser considerado como a aplicacao
) +1
N:M"— S,

onde S" ¢ o espaco de Sitter. As conexdes de Levi-Civita de M™, H"™! e L"*? serdo
denotadas por V, V e V', respectivamente.
De (2.7), (2.29) e (2.31) obtemos que a formula de Gauss para M™ em H"™! ¢é
dada por
VY = VY + (A(X),Y)N + (X, Y)x, VX,Y € X(M). (3.15)

Por outro lado, como N € X(M)+ (N X(H"™) entdo, de (2.9) e (2.29), obtemos
A(X)=—-VxN=-VLN, VX € X(M). (3.16)

No que segue, para um vetor fixo v € "2, consideremos a funcao altura

l, : M — R
(3.17)
p = lL(p) = (z(p)v)

e a funcao dngulo
fo : M* - R
p = fulp) = (N(p),v),

funcoes naturalmente associadas a imersao isométrica z : M™ — H" 'L,

(3.18)

No nosso proximo resultado, estudamos e colecionamos varias expressoes de al-
guns operadores diferenciaveis (estudados na Se¢ao 1.2.2) agindo nas fungdes suportes

definidas acima em (3.17) e (3.18).

Proposicao 3.14. Com as notacoes estabelecidas acima,
(a) Vi, =v" e Vf,=—-A@");
(b) (Hessl,)(X,Y) = fu(A(X),Y) +1,(X,Y), para todos X,Y € X(M);
(¢) Al, =nHf,+nl,;

(d) (Hessf,)(X,Y) = —(VA(X,v"),Y) = fu(A(X), A(Y)) = .(X, A(Y)), para quais-
quer X, Y € X(M);

(e) Af, = —n{v",VH) — |A]*f, — nHl,;
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onde v' € a projecdo ortogonal de v € L"*? sobre o conjunto de campos de vetores

definidos em M™, que € dado por
v =v— f,N+1,z, (3.19)

A € o operador de forma de x : M™ — H"™ dada em (3.15), H é a curvatura média
de x : M™ — H""! definida em (2.6) e |A| é a norma de Hilbert-Schmidt de A dada
em (3.10).

Demonstracao. Para poder obter as expressoes dos gradientes das funcoes [, e f,,

observemos que

E

IS
I

fa
I

X ({z,0)) = (Viz,v) = (X,0) = (v, X)
e, de (3.16),
<va7X> = X(fv) =X (<N7 U>) = <Vg(N7 U> = _<AX7U> = <_A(UT)7X>
para todo X € X(M). Segue que
Vi,=v" e Vf,=-A@"), (3.20)

e o item (a) ficou estabelecido.
Agora, da Defini¢ao 1.12, da primeira equacao de (3.20), de (3.15), (3.19) e (3.16)

obtemos

(Hess1,)(X,Y) = (VxVLi,,Y) = (V&VI,,Y) = (V&' Y)
= (VX(v—fuN +1,2)Y)
= —(VX(fuN),Y) + (V& (I, 7),Y)
= —X(fv)w—fvw%(NLW

0

+X (1) (2,Y) +H (Vi (2),Y)

= f(A(X),Y)+1,(X,Y), (3.21)

para quaisquer X,Y € X(M), o que demonstra o item (b).
Para o item (c), se {Ey,..., E,} é um referencial ortonormal local definido em

um conjunto aberto de M™, da Defini¢ao 1.14 e de (3.21) segue que

Al, = tr(Hessl,)
= Z(Hesslv)(E,-,Ei)
i=1
= va<A(Ez‘)>Ez‘> +ZUZ<E1‘7E¢>
i=1 i=1

= fotr(A)+nl, = nHf, +nl,.
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Para obter o item (d), da Definigao 1.12, da segunda equacao de (3.20), da equagao
de Codazzi de x : M™ — H""! dada em (2.16), e de (3.21) obtemos

(Hessf,)(X,Y) = (VxVf,Y) = (Vx(=A(")),Y)
A(Vx(0")),Y)

= —(VAW", X) + )
= —(VAX,v"),Y) = (A(Vx(v")),Y)
= —(VAX,v"),Y) = (Vx(v"), A(Y))
—(VA(X,v"),Y) — (Hess ) (X, A(Y))
= —(VAX,0"),Y) = [{A(X), A(Y)) = L,{(X, A(Y)), (3.22)

para todos X,Y € X(M).
Para o item (e) restante, considerando novamente um referencial ortonormal local
{Fy,...,E,} de M", da Definigao 1.14, de (3.22) e de (2.12) segue que

Af, = tr(Hessf,)

n

= Z(Hessfv)(Ez‘, E;)
i=1

- = Z<VA(E@UT)7 E) — f, Z<A(Ez)7 A(Ey)) — L, Z<Ez7 A(ED))

i=1 i=1

- im(&,m, Ey) — AP S, — 1, tx(4)

= =Y (V,rA(E) — A(V,7E)), E;) — | A f, — nHL,.

=1
= =) (Vi AE), E) + > (A(V,rE), E;) — |APf, — nHl,. (3.23)
i=1 i=1
Agora, se exigimos que o referencial ortonormal local {F1, ... E,} diagonalize o opera-
dor de forma A (que sempre é possivel), com autovalores {1, ..., p, } respectivamente,

entao

<A(VUTE,L>,E,L> = <VUTEZ,A(EZ)> = U; <V1}TE1', El> = O, Vi € {1, . ,TL},
N————

0

onde foi usado que
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Assim, em (3.23) temos

Af, = —Z (V,TA(E — |AP2f, — nHI,

_ _i <v( . )A(EZ-),EZ-> —|APf, — nHI,

= - Z JAE), Bi) = |APfo = nHl,. (3.25)

Finalmente, usando novamente (3.24) na analise da expressao

(Vi A(E:), Ei) = E; ((A(E), Ei)) — (A(E;), Vi, Ei)
= E; (A(E), Ey)) — u(E;, Vi, E;),
0

entao, de (3.25), obtemos

Afy = =) (0T E)E; ((A(E), E) — |APf, —nHl,

= _Z<UTan> (Ej (Z(A(Ei)yEi>)> — |A]*f, — nHI,

= —n Z@T, E;) (E; (H)) — |A*f, — nHI,

= —n(v', ZE — |APf, — nHl,

= —n(',VH) — |A2f, — nHI,.



Capitulo 4

Hipersuperficies em H™" ! com

aplicacao de Gauss prescrita

Neste capitulo, vamos mostrar os resultados principais com relagao as hipersu-
perficies imersas no espaco hiperbolico H" !, descritos na introducao desta dissertacao.
De forma mais precisa, vamos mostrar dois resultados de rigidez para hipersuperficies
completas x : M™ — H"! com curvatura média constante, desde que sua aplicacdo de
Gauss N : M™ — S"! verifique algum comportamento adequado. Neste sentido, nosso
primeiro resultado requer como hipotese que a imagem da aplicacao normal de Gauss
N(M) esteja contida numa hipersuperficie tipo-espago totalmente umbilica do espago
de Sitter S"*! (veja Teorema 4.3); enquanto que no segundo vamos solicitar que M"
tenha curvatura escalar limitada inferiormente e que N(M™) esteja contida no fecho
de um dominio delimitado por uma hipersuperficie tipo-espaco totalmente umbilica de
S™*! determinada por algum vetor a no espaco de Lorentz-Minkowski L"*2, tal que
a componente tangencial de a com respeito a M"™ possua norma integravel segundo
Lebesgue (vide Teorema 4.5).

Para alcancar nossos objetivos, precisamos de dois resultados que seguidamente
passamos a enunciar. O primeiro deles é uma caracterizacao de hipersuperficies total-
mente umbililicas em uma forma espacial semi-Riemanniana devida a Kim et al. [15].
Lema 4.1. Seja M™ uma hipersuperficie semi-Riemanniana completa e conexa imersa

. R . 5 n+tl .
numa variedade semi-Riemanniana M~ (c) com curvatura seccional constante c. Su-

—n+1 . . . .
ponhamos que M~ (c) possui um campo vetorial conforme cuja componente tangencial
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VT em M™ é um campo conforme. Entio uma das sequintes afirmacoes é verdadeira:
(1) M™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica;

(i7) A restricao de V a M™ se reduz a um campo de vetores tangentes em M™.

Aqui, lembremos que um campo suave de vetores V' definido sobre uma variedade

. . . —n+1 ,
semi-Riemanniana M ¢ chamado conforme se

£V<7>:21/)<7>>

para alguma funcdo ¢ € C*°(M), onde Ly (,) denota a derivada de Lie da métrica de

M na direcao do campo V definida por
Ly(Y,Z) =V({Y,2)) = ([V.Y]. Z) = (V. [V, Z]), (4.1)

para todos Y, Z € X(M). Nesse contexto, 1) e chamado fator conforme de V .
O segundo resultado que precisamos é o bem conhecido principio de maximo gene-

ralizado de Omori-Yau [20, 23|, cujos detalhes da demonstracao podem ser encontrados

em |7].

Lema 4.2. Seja M"™ uma variedade Riemanniana n-dimensional, completa e conexa
cuja curvatura de Ricci € limitada inferiormente e seja u : M™ — R uma funcao suave

limitada superiormente em M™. Entdo existe uma sequéncia {pg}r>1 em M"™ tal que

lilgnu(pk) = sup u, lilgn |Vu|(pr) =0 e lilgnsup Au(pg) < 0.
M

Estamos agora em condigoes de enunciar e provar nosso primeiro resultado de

rigidez, o qual corresponde ao Teorema 1.1 de [4] .

Teorema 4.3. As unicas hipersuperficies completas com curvatura média constante
imersas em H" cuja imagem da aplicacao de Gauss estd contida em uma hipersuper-

ficie tipo-espaco totalmente umbilica de S™* sdo as totalmente umbilicas.

Demonstracdo. Seja x : M™ — H""! uma tal hiprsuperficie e denotemos, respectiva-
mente, por A e H o operador de forma e a curvatura média de M"™ com respeito a um
campo de vetores normais unitarios N globalmente definido em M™. Da caracterizagao
das hipersuperficies totalmente umbilicas de S"*! estudada na Secdo 2.4 e pela nossa
hipotese a respeito da imagem da aplicagdo de Gauss N(M™), obtemos a existéncia
de v € L™2\ {0} e 7 € R tais que a fungao angulo f, : M™ — R definida em (3.18)

satisfaz f, = (N,v) =7, com 7 > (v,v).
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Analisemos primeiro o que acontece quando 7 = (0. Neste caso, inicialmente,
afirmamos que H = 0. De fato, como f, =0 e H é constante, entao, ao longo de M™",
do item (e) da Proposicao 3.14, obtemos —nHl,, = 0. Agora, supondo, por contradigao,

T

que H # 0, segue que [, = 0. Uma vez que v' = v — f, N + [, x, entdo, da primeira

equagao do item (a) da Proposigdo 3.14, concluimos que v = v’ = VI, = 0, o que é
uma contradigdo, pois v € L")\ {0}.

Agora afirmamos que v’

é um campo de vetores conforme em M". De fato,
como f, = 0, entao, do item (b) da Proposi¢ao 3.14, obtemos que o Hessiano da fungao
altura [, : M™ — R, definida em (3.17), satisfaz (Hessl,)(Y, Z) = {,(Y, Z), para todos

Y, Z € X(M). Logo, de (4.1), segue que

Ly, ((Y,2)) = VI,({Y, Z)) = ([Vi, Y], Z) = (Y, [V, Z])
= (Ve Y, 2) + (Y, Ve, Z)
—(Vw1,Y = VyVI1,,Z) = (Y,Vv,Z —V;Vi,)
=(Vv.,Y,2)+ Y.V, Z) — (Vw.,Y,Z)
HVy Vi, Z) =Y, V1, Z) + (Y, VzVl,)
= (VyVi,,Z) +(Y,VzVi,)
= (Hessl,)(Y,Z) + (Hessl,)(Z,Y) = 20,(Y,Z),

para todos Y, Z € X(M). Desse modo, da primeira equacdo do item (a) da Proposi-

T

¢ao 3.14, concluimos que VI, = v' é um campo de vetores conforme em M".

Observemos também que a segunda conlusao do Lema 4.1 nao acontece, pois,

T, entdo, novamente, de v = v — f, N + [, x, obterfamos [, = 0

caso aconteca v = v
em M™ (lembre que f, = 0), o que, por sua vez, implicariav = v' = VI, = 0, chegando
a uma contradigdo, pois v € L"2\ {0}.

Portanto, aplicando o Lema 4.1, como H = 0 neste caso, podemos concluir que
M™ & uma hipersuperficie totalmente geodésica de H" !,

No que segue, assumimos que 7 # 0. Se H = 0, entao M" é totalmente geodésica
e o resultado segue. Suponhamos entao H # 0. Como f, = 7 e H sao constantes ao

longo de M™, entao o item (e) da Proposigao 3.14 nos garante que

H
IA]? = _nTl”' (4.2)
Segue que
Tl =Tl
H'  nH?

Observemos que, das equagoes (3.10) e (2.33), podemos obter |A[|* = |®|* + nH?, onde

® é o operador sem traco de M™ dado na Definigao 2.7. Assim,

T2| |2_ T

2
— S P12 —
nH? an’ |

2 2
T T
nH? = —

2 9
nH? nH?2 [oF =7

l, =

.
H
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Diante disso, a funcdo altura [, satisfaz |l,| > 3, para alguma constante positiva f.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que [, € uma funcao estritamente positiva
ao longo de M™.

Afirmamos que a funcdo altura [, é limitada superiormente. De fato, como a
curvatura média H é constante e v = VI, (vide o primeiro item da Propoisi¢ao 3.14),

obtemos, de (4.2), que

H H H H
VT(JAP) = =25 0T(1,) = =5 (Vi wT) = =5 (V1 Vi) = — = [V (4.3)
T T T T
Agora, escolhemos um referencial ortonormal local {E}, ..., E,} em uma vizinhanga

U C M" que seja geodésico em algum ponto p € U. Observemos que, sendo f,
constante em M", da segunda equagao do item (a) da Propoisi¢ao 3.14, temos A(v') =
—V [, =0. Logo, a equacao de Codazzi (2.16) nos da

n

T(AP) = D00 (A(E), AB)) = 23 (V. A(E:), A(E)

i=1

— 2i<VA(Ei,UT) + AV, E;), A(E;))

= 22 (VA(v )+ AV, E), A(E;))
- QZ VE ) —A(Vgv") + AV, E), A(E;))

:_22 (VgoT) :—22/12 (Vev'),E)),  (44)

onde usamos que VA é a derivada covariante de A definida em (2.12). Por outro lado,
do estudo da equagao (3.21), podemos obter que Vg v' = 7A(E;)+1,E;. Logo, de (4.3)
e (4.4),

TIWUP =2) (A*(Vgo'),E)) = 2) (A (TA(E) +1,E), E))

i=1 =1

o que implica
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0 que, por sua vez, nos garante que

2H2

nHtr (A%) = —-|VI,|* — —l |AP%. (4.5)

Agora, de (4.2) e (4.5), obtemos

2

nHtr (A% = A" + |Vl 2. (4.6)

Por outro lado, como H é constante e f, = 7, segue de (4.2) e do item (c¢) da

Proposicao 3.14 que

H H 2
AAR = -2 AL, = “"Z (uHr 4 nly) = —n2H2 -2,
T T T
H
= ( nH? — n—l ) = n(—nH*+ |A]’) = n|®*. (4.7)

Além disso, da formula tipo-Simons obtida na Proposicao 3.13, temos
1
§A|A\2 = —n|A]® — |[A" + n®H? + nHtr (4°) + |A]. (4.8)
Assim, usando (4.7) e substituindo (4.6) em (4.8), obtemos

1
2o = SAlAP
2 2

2 4 2772 4 2H2 2 2
= —n|Al* = |A|"+n"H*+ | |A]" + |Vl | ] + |[VA|
n2H
= —n|AP? +n’H? + |Vl >+ VAP,
de onde podemos concluir que
nH? 2
DPP = —— |VI|* + — VA" 4.
O = T VL + — VAl (19)
Observemos que vale a identidade
VI 2+ 72 =12 = (v,0), (4.10)

pois

Vi, Vi) = @' v = @w—-f,N+l,z,v— fy N +1,2)
- <U7U> _fv <U7N>+lv <U,Z‘> _fv <N,U>—|—f3<N,N>
—— —— —— ——

fo Ly fo 1
—fo Lo (N, 2) +1, (z,0) —Lyfo {2, N) +12 (2, 1)

=(vv) = fo+ 12— 2+ f2+12—=12 = (v,v) =72+ 2.
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De (4.9) e (4.10),

nH?
372

2
|A]? —nH? = |9 = ((v,0) =7+ 13) +3—n|VA|2,

o que, juntamente com (4.2), implica

nH nH? 9 9 2 9 9
—— b = 33 ((v,0) =7 +lv)+3—n|VA| +nH
~——
>0
H? H? H?
%(v,w—ng —1—27_2 12+ nH>.
Sendo [, estritamente positiva,
H H? (v,v) H?* H? H?
- > — __+_lv+_
T 3rz 1, 3l, 372 Ly
H? 2 2
— _<U7U> 2+ _lv
32 1, 3l 372
H? 2 1 H?
= | — “HY) =+ —1,. 4.11
<372 (v, 0) + 3 ) [ 30 (4.11)

Agora estamos em posicao de provar que a funcao altura [, é limitada superior-
mente. Suponhamos, por contradi¢do, que exista uma sequéncia de pontos {gx }r>1 em
M™ tal que l,(qx) — +0oo quando k — +oo. Logo, da desigualdade (4.11), podemos
obter -

h]?llv(Qk) < I
o que é uma contradicao. Consequentemente, [, é limitada superiormente e, assim,
concluimos nossa afirmacao.

Além disso, podemos usar (4.2) para cocluir que |A|? é também limitada. Por
outro lado, da equagdo de Gauss de M™, dada em (2.15), temos que a curvatura de

Ricci de M™, denotada por Ric, verifica
Ric(X,Y)=—(n— 1)(X,Y) + nH(AX,Y) — (AX, AY), (4.12)

para todos X,Y € X(M), pois, se {E1,..., E,} é um referencial ortonormal em uma
vizinhanga de M™, entao, da expressao dada em (1.7), obtemos

Ric(X,Y) = i:(R(X,Ei)KEi>
— Z(—<X,Y><Ei,Ei>—|—<Ei7Y><X,Ei>
HAXY)(A(E), B;) — (A(E), Y)(AX, E;))
= —n(X,Y)+(X,Y) + (AX, Y )tr(A) — i(E AY)(AX, E;)

= —(n—1)(X,Y)+nH(AX,Y) — (AX, AY),
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para todos X,Y € X(M). Logo, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwuarz,
de (4.12), temos
Ric(X,X) > (1 —n —n|H||A| - |AP) | X]? (4.13)

para todo X € X(M). Como |AJ* é limitada e H é constante, da Definigao 1.29 e
de (4.13), concluimos que Ricy, é limitado inferiormente. Entdo podemos aplicar o

Lema 4.2 para obter uma sequéncia de pontos {pi }x>1 em M™ tal que
lilgn |®?(pr) =sup|®|* e liinsup Al®[*(pr) < 0.
M
Como A|®|* = n|®|?, obtemos

0> liinsup A|®|*(pr) = nsup |®]* > 0.
k

Logo, sup,, |®|?> = 0 e, assim, |®|> = 0 ao longo de M", o que significa, segundo a

Proposicao 2.8, que M™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica de H"*. O

Antes de apresentarmos a prova do nosso segundo resultado, citaremos uma ex-
tensao do cléssico principio de maximo de Hopf para uma variedade Riemanniana
completa M™, devido a Yau [24]. De agora em diante, L'(M) representa o espago de
fungoes em M" que sao integraveis segundo Lebesgue.

Lema 4.4. Sejam M" uma variedade Riemanniana n-dimensional completa e u €

C®(M). Se Au >0 (ou Au < 0) em M™ e |Vu| € L'(M), entdo u é harmonica em
M™.

No que se segue, de acordo com a terminologia estabelecida em [17|, dizemos
que a imagem da aplicagao de Gauss N(M"™) de uma hipersuperficie x : M"™ — H""!
estda contida no fecho de um dominio delimitado por uma hipersuperficie tipo-espaco
totalmente umbilica de ST determinada por algum vetor v € L2 se a funcdo angulo
(N, v) nao muda de sinal em M™.

Estamos agora em condicoes de estabelecer nosso segundo resultado de rigidez, o

qual corresponde ao Teorema 1.2 de [4] .

Teorema 4.5. As 1nicas hipersuperficies completas com curvatura média constante
imersas em H" tais que a curvatura escalar € limitada inferiormente e cuja aplicacdo
de Gauss estd contida no fecho de um dominio delimitado por uma hipersuperficie tipo-
tempo totalmente umbilica de ST determinada por algum vetor v € L' 2, com v’

tendo norma integrdvel seqgundo Lebesgue, sao as totalmente umbilicas.
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Demonstracao. Seja x : M™ — H"! uma tal hipersuperficie. Inicialmente, observamos
que nossa hipotese sobre a aplicacio de Gauss N : M™ — STt nos remete ao fato de
que, para algum vetor v € L"™2, a fungao angulo f, = (N,v) nao muda de sinal em
M™,

Seja {E1, ..., E,} um referencial ortonormal em uma vizinhanca de M". Consi-
derando a Hessiana da fungao altura [, = (x,v) como uma aplicagdo C°°(M)-linear,

do item (b) da Proposicao 3.14, obtemos

n

Hess,|> = ) ((Hessl,)(E;), (Hessl,)(E;))

=1
n

= > ([LAE) + LE;, [LA(E) + 1, E;)

= Y HAE), A(E:)) +2 Z Fol o{A(EY), B + Z 2B, E)

= f2AP + 2f,0, tr(A) +nl?
= f2(19)* + nH?) +2f,l,nH + nl?
= |®f2 + nH?*f2 + 2,0, nH + nl?

1
=[BRS+ (nH 4 nl)?

1
= |97 + —(AL), (4.14)

onde ® & o operador sem traco de M™ e, na tultima igualdade, foi aplicado o item (c)
da Proposicao 3.14.
Além disso, como a curvatura média H de M"™ é constante, temos, pelos itens (c)
e (e) da Proposicao 3.14,
A(fy + Hly) = —|®*f,. (4.15)

Assim, A(f, + Hl,) ndo muda de sinal em M".
Por outro lado, de (1.8) e (4.12), obtemos imediatamente que a curvatura escalar
de M™, a qual serd denotada por S, satisfaz

S=n(l—n)+n’H*—|AP

Logo, como S ¢ limitada inferiormente e H ¢ constante, entao |A| ¢ limitada em M™.
Assim, como |v'| € L1(M) entdo, do item (a) da Proposi¢ao 3.14, temos que a norma
de V(f, + Hl,) € X(M) verifica

IV (fo+ Hl) = | = A@") + Ho'| < (JA| + [H])]o"| € L1(M).

Consequentemente, do Lema 4.4, podemos concluir que a funcao f, + Hl, é harmonica

e, voltando & expressao (4.15), temos que |®|*f, = 0 em M".
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Por outro lado, se g denota a métrica Riemanniana induzida de M™, entao,

1
de (3.10), obtemos que a norma de Hilbert-Schmith da aplicacdo Hessl, — —Al, g
n

satisfaz
Hessl, — ~Al ‘2 - i<(Hessl V(B — AL By, (Hess1,)(E,) — ~Al E>
v n Ug - — v 7 n v 79 v (2 n v (2
-3 <(Hesslv)(Ei), (Hess lv)(Ei)>
i=1
—zszan(Hesszv)(Ei) E> + (=L, Qi@ E)
n i=1 7 " =
, 2 1 2
= |Hessl,|* — —Al, tr(Hessl,) +n | ——Al,
n n
= |Hessl,|* — 2(Al )2+ l(Al )2
v n v n a
1
= |Hess[,|* — —(Al,)?, (4.16)
n
onde foi considerado um referencial ortonormal {Fy,..., E,} em uma vizinhanca de
M™.

Agora, como |®]2f, = 0 ao longo de M", podemos juntar (4.14) e (4.16) para

concluir que

1
Hessl, = —(Al,) g.
n

Logo, de (4.1), segue que

Lo, (V. 2)) = VI,({Y, 2)) = ([V1,, Y], Z) — (¥, [V, Z])
= (Vv,Y, Z) +(Y,Vv,Z) —(Vw,Y, Z)
+HVyVl,,Z) = (Y, Vv, Z) + (Y, V;VL,)
= (VyVli,,Z)+ (Y,VzVL,)
= (Hess1)(Y,2) + (HessL)(Z,Y) = 2(AL)(Y, ),

para todos Y, Z € X(M). Assim, da primeira equacao do item (a) da Proposigao 3.14.

T ¢ um campo de vetores conforme em M" e, como v nao

concluimos que VI, = v
pode ser um vetor tangente a hipersuperficie M", segue do Lema 4.1 que M"™ é uma

hipersuperficie totalmente umbilica de H"*!. O



Capitulo 5

Sobre a geometria de subvariedades

imersas em H" P

O objetivo deste capitulo é estudar a geometria das subvariedades n-dimensionais
completas com vetor curvatura média paralelo nao-nulo imersas no espago hiperboélico
(n + p)-dimensional H"™?, que estamos considerando como sendo uma quadrica do
espago de Lorentz-Minkowski (n + p + 1)-dimensional L™+,

Antes disso, precisamos estabelecer algumas notacoes e certos fatos béasicos a
respeito da teoria de subvariedades, os quais podem ser encontrados em [12] (veja
também [13] e [21]).

Ao longo deste capitulo, consideraremos uma imersao = : M™ — H*tP C LrtrHl
de uma variedade Riemanniana M™ no espaco hiperbolico H"*?. As conexoes de Levi-
Chivita de L7+l H"P e M™ serdo denotadas, respectivamente, por V°, V e V;
enquanto que V= representara a conezdo normal de M™ em H"*P, a qual é definida
por

Vi X(M) x X(M)t — x(M)*
(X0 = Vi = (Vx9),
onde X(M)* denota o conjunto de campos de vetores de H"*? que sao ortogonais aos
campos de vetores definidos em M™.

Sejam [T : X(M) x X(M) — X(M)* a segunda forma fundamental de M™ em

H"P e Ae : X(M) — X(M) o operador de forma associado a um certo & € X(M)*.

Observemos que, para cada & € X(M)*, A¢ ¢ um endomorfismo auto-adjunto em cada
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espaco tangente T, M, x € M". Além disso, A¢ e I1 estao relacionados por

para todos X,Y € X(M).

Recordamos que a formula de Gauss de H**? em L"*P*! ¢ dada por
VY =VxY + (X, Yz, VX,V € X(H"'P), (5.2)

onde x denota o vetor posicao de L"P*!. Por sua vez, a fomula de Gauss da imersao

x: M"™ — H"*? é dada por
V.Y =VxY +1I1(X,Y), VXY € X(M), (5.3)

Logo, de (5.2) e (5.3), obtemos que a formula de Gauss de z : M™ — H"*? pode ser

escrita da forma
VY =VxY +1I(X,)Y)+ (X, Y)z, VXY € X(M). (5.4)
Por outro lado, a férmula de Weingartein de x : M™ — H"*? é dada por
Vxé = —AcX + V¢, (5.5)

para todo X € X(M) e todo £ € X(M)*. Mas, como & € X(M)+ N X(H"*?), entdo,
de (5.2) e (5.5), obtemos que a formula de Weingartein de z : M"™ — H"*? admite a
expressao

V& = Vxé+ (6, X) x = —A(X) + V¢, (5.6)
0
para X € X(M) e £ € X(M)*.

Sendo H"™™? uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante igual
a —1, o tensor curvatura R de M™ pode ser escrito, em termos da segunda forma

fundamental 11 de x : M™ — H""?, por meio da seguinte expressao:
(R(X,Y)Z,W) =Y, Z)(X, W) = (X, Z){Y, W)

para todos X,Y, Z, W € X(M), chamada equacdo de Gauss de x : M™ — H"P. Além

disso, a equacao de Codazzi de x : M™ — H"*? ¢ dada por

(VxA)(Y) = (Vy Ae) (X)),
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para todos X,Y € X(M) e qualquer £ € X(M)*, onde
Voo (VxA)(Y) = Vx(Ae(Y)) = Ae(Vy X) — Ay (Y)
é a derivada covariante de A¢ na direcdo de X € X(M).
O vetor curvatura média H de x : M™ — H"*? é definido por

H:%muy (5.8)

Lembremos que M™ é chamada minima quando H = 0. Dizemos que M™ tem vetor

curvatura média paralelo se
VxH =0, VX € X(M).

Além disso, uma subvariedade M"™ de H"*? com H # 0 é chamada pseudo-umbilica se
H é uma direcao umbilica para M™, mais explicitamente, quando existe uma funcao

nao-nula A : M™ — R tal que
(Ar(X),Y) = (II(X,Y),H) = M(X,Y),
para quaisquer X,Y € X(M).
Proposicao 5.1. Com as mesmas notagoes estabelecidas acima,
1

tr (A%) > —tr (Ag)®

1”( H) = n I‘( H) )
acontecendo a igualdade se, e somente se, H é uma direcao umbilica para M".

Demonstracao. Denotemos por Aq, A, ..., A\, os autovalores de Ay. Consideremos os

. 2
seguintes vetores de R"":

U:()\1,...,)\1,)\2,...,)\Q,An,...,)\n)
N — N— -~ 7\ - s
n vezes n vezes n vezes
e
U:()\1,...7/\7“/\1,...,>\n7/\17...,)\n).
. ~~ >
n vezes
Temos

n

=1 i=1

=1

= X+ M) N
=1

= YA h = (At () = tr (A).

j=1 =1
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Além disso,

‘u’2 :n)\%+n)\§++n)\i:n2)\f :ntr(A%{)
=1

=S NS N b 30 i (42
=1 i=1

=1

'
n vezes

Logo, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
tr (Au)® = (u,v) < |ul|v] = |u* = ntr (AR)

. 1 . .
ou, equivalentemente, tr(A%) > —tr (AH)z. Além disso, a igualdade ocorre se, e
somente se, os vetores u e v sao linearmente dependentes, o que equivale a A\ = Ay =

-+« = \,. Neste caso, Ag = Ald e, portanto, H é uma direcao umbilica para M". [

Antes de apresentar a principal ferramenta analitica (o Lema 5.3, a seguir) a ser
usada na demonstragao do resultado central deste capitulo, enunciaremos uma con-
sequéncia do conhecido Teorema de Stokes: o Teorema da Divergéncia para o caso em
que a variedade Riemanniana M™ é fechada (Teorema 5.2), que sera ttil na demons-
tracao do Lema 5.3. Aos leitores que nao estiverem familiarizados com os conceitos de
formas diferenciaveis e de integragao sobre variedades diferenciaveis, recomendamos a
leitura de [25].

Teorema 5.2. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana orientdvel fechada e X € X(M)

um campo suave definido em M"™, entao

/ div(X)dM =0,
M
onde dM denota o elemento volume de M™.

No que segue, como foi estabelecido anteriormente, £'(M) representa o espaco
de funcoes em uma variedade Riemanniana M" que sao integraveis segundo Lebesgue.
Lema 5.3. Seja X um campo vetorial suave em uma variedade Riemanniana n-
dimensional completa, orientada e ndo compacta, M™, tal que div(X) ndao muda de
sinal em M™. Se |X| € LY(M), entdo div(X) = 0.

O Lema 5.3 desempenha um papel central na demontracao do resultado principal
deste capitulo. Por este motivo, apresentaremos sua demonstracao, devida a Cami-
nha [9]. Este resultado pode ser considerado como uma extensao do seguinte principio

de méaximo de Hopf para variedades riemannianas completas, devido a Yau [24].
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Lema 5.4. Seja M™ uma variedade Riemanniana, orientada completa e nao-compacta.

Seu € C3(M) € uma funcio subharmonica tal que |Vu| € LY (M) entdo u é harménica.

Na mencionada extensao, Vu é substituido por um campo vetorial suave X com
norma integravel. O Lema 5.4, por sua vez, é uma aplicagdo de uma versao do Teo-
rema de Stokes para variedades Riemannianas completas e nao-compactas, enunciado

a seguir, e também devido a Yau [24].

Lema 5.5. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada completa e nao-compacta
e seja w uma (n — 1)-forma diferencial definida em M™ tal que [, |w| < co. Entao

existe uma sequéncia de dominios B; C B;y1 tais que M" =, B; e

lim dw = 0.
1—>00 B;

Neste sentido, o Lema 5.3 é uma consequéncia adequada de um resultado de
Yau [24] e pode ser considerado como uma extensao do principio de maximo de Hopf

para variedades riemannianas completas. Passemos a sua demonstracao.

Demonstracao. Se M"™ ¢ fechada, o resultado segue do Lema 5.2. Mostraremos entao
o caso em que M"™ é completa. Uma vez que divX nao muda de sinal, suponhamos,
sem perda da generalidade que divX > 0. Consideremos w, uma (n — 1)-forma suave
definida sobre M"™ dada por w = ix(dM), onde ix(dM) denota a contragao da n-forma
dM na direcao do campo vetorial X.

Afirmacao: dw = (divX)dM.

De fato, seja p € M™ um ponto fixo e {ey,...,e,} um referencial ortonormal e
geodésico em p. Neste referencial, podemos escrever X = " | fie;, onde f; = (X, ¢;).
Sejam w;, © = 1,...,n, formas diferenciais de grau um definidas em uma vizinhanca de
p por w;(e;) = 6;;. Um célculo simples e direto nos permite verificar que o elemento de

volume de M™ é escrito como segue
dM = wi A -+ N w,.

Pondo ; = wy A -+ AW; A -+ - Aw,y,, & possivel escrever

n

ix(dM) = (1) f:6;. (5.9)

i=1
Tomando a derivada em (5.9), decorre que

n

dw = d(ix(dM)) =Y (=1)"'df; A O; + zn:(—ni“fi A db; (5.10)

=1
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Sendo {ey, ..., e,} uma base de T, M, temos que {wy,...,w,} ¢ uma base para o espago

= dei(ej)%

Mas considerando que w; A w; = 0, vem

das 1-formas, entao

(=) df NG = (—1)"H <z”: dfi(ej)wj) ANwp A= NN+ ANwp
=1
= (—1)i+1dfi](ei)wi ANwp A AN A=+ Awy, (5.11)
=dfi(e))wr A Awi A+ A wy.
Desde que df;(e;) = e;(f;), de (5.11) obtemos
(=) df; A O; = e;(f;)dM. (5.12)

Logo das igualdades (5.10) e (5.12), temos

dw = d ZX dM <Z €; fz ) dM + Z(_1>Z+1fz /\d@l
=1

Sendo o referencial geodésico, quando avaliamos em p, temos que df; = 0, pois

dwi (e, e5) = eiwr(e;) — ejwrles) — wi(les, e;])
= wi(Ve,e; — Ve ei),

e alem disso, e;(f;) = e;(X, ;) = (V¢ X, ;).
Portanto,

dw(p) = d(ix(dM))(p) = (Z(Ver, €j>(p)> dM = divX (p)dM,

J
uma vez que o ponto p foi escolhido arbitrariamente, temos mostrado o afirmado.

Por outro lado,
W = [ix(@M)]P =) (X, ¢;)? = X%
J
Assim, estamos em condicoes de usar o Lema 5.4 para garantir a existéncia de uma

sequéncia de dominios B; C B,y tais que M™ =, B; e

lim | dw=lim [ (divX)dM =0.

1—00 B, 1—00 B
1 1

Sendo divX > 0, devemos ter divX = 0, que é o resultado desejado. O
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No proximo lema apresentaremos um resultado de B.Y. Chen [10], o qual nos
fornece condigoes para que uma subvariedade pseudo-umbilica seja minima. Para isso,
lembremos que uma subvariedade esférica de H"'? é dada pela intersecao de H"™? e
um subespaco afim IT C L"™P*!, Tal subvariedade seré totalmente geodésica se II passa
pela origem de L""P1 Além disso, as hipersuperficies esféricas de H"*? sdao chamadas
de hiperesferas, as hipersuperficies totalmente geodésicas de H"™P sdo chamadas de
grandes hiperesferas e, por sua vez, as hipersuperficies esféricas de H"™P que nao sao
totalmente geodésicas sao chamadas de pequenas hiperesferas.

Lema 5.6. Seja M"™ uma subvariedade pseudo-umbilica imersa no espaco hiperbolico

H" P, Se M™ possui vetor curvatura média paralelo nao-nulo, entdo M"™ é uma subva-

riedade minima de uma pequena hiperesfera de H™tP.

Demonstracao. Seja M™ uma subvariedade pseudo-umbilica com vetor curvatura média
paralelo nao nulo. Entdo, H = |H| é uma constante nao nula. Sendo H paralelo, o
campo unitario ¢ na dire¢io de H também o ¢, ou seja, V& = 0, para todo X € X(M).

Consideremos o campo vetorial

Y(p) = x(p) + %Sp,

onde z & o vetor posi¢ao de M™ em H"™P. Seja X um vetor tangente a M" em H"*?,

Temos

1

_ _ — 1 1 1
VxY =Vxr+Vx—E=X+X | = )é+— | V-4 X | =X -
H ~ H

H H

0

AeX.

Como M ¢ pseudo-umbilica,temos A = HId. Assim, Y é constante. Isto mostra que

. . o1
M esta contida em uma hiperesfera S de H""?, com centro Y = C' e raio I Agora,
como o vetor curvatura média H de M™ em H"P & paralelo a &, e £ é paralelo ao raio

x — C, segue que H é sempre perpendicular a S. Assim, M é minimal na hiperesfera
S. ]

Por fim, estamos em condicoes de enunciar e demostrar o tltimo dos resulados
principais desta dissertacdo, o qual corresponde ao Teorema 1 de [14]. Para atingir
esse objetivo, dado um vetor a € L™\ {0}, a" € X(M) e a™ € X(M)* denotarao
as componentes tangencial e normal de a com respeito a uma subvariedade imersa
M"™ — H"*P, respectivamente.

Teorema 5.7. Seja M"™ uma variedade completa imersa no espaco hiperbélico H" P C

L+l com vetor curvatura média paralelo nao-nulo e curvatura escalar normalizada
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limitada inferiormente. Suponha que existe um vetor firo a € L"PH\ {0} tal que
laT| € LY(M), aV nao se anula em M™ e a¥ é colinear com H. Entio, M™ € pseudo-

umbilica e, em particular, M"™ é uma subvariedade minima de uma pequena hiperesfera
de H™tP,

Demonstracao. Inicialmente, afirmamos que a norma da segunda forma fundamental
IT de M™ em H"*? satisfaz

[11]> =) " |II(E;, Ej)]” = n*(H,H) — n(n — 1)(S + 1), (5.13)

onde S denota a curvatura escalar normalizada de M", a qual é dada em (1.9).

De fato, se {1, ..., E,} é um referencial ortonormal definido em uma vizinhanga
de M™, entao, da equacao de Gauss (5.7), obtemos que a curvatura de Ricci de M™,
denotada por Ric e estabelecida em (1.7), verifica

Ric(X, X) = ) (R(X,E)X, E;)
i=1

(B, X)? = (X, X)(E;, E;)

- +(II(X,X),[1(E;, Ey)) — (II(X, E;), I1(X, Ey)))

= (X, X) —n(X, X)+ (II(X,X),tr(I])) — i([[(X,Ei),H(X, E))).

i=1
Logo, considerando X = E;, temos

i([[(Ej, E), II(E;, E;)) = (1 —n)(E;, E;) +n(II(E;, E;)H) — Ric(E}, E;).

i=1
Somando em j € {1,...,n} e usando as expressoes dadas em (3.11) e (5.8),

\I1* = i([[, (Ei, E;), II(E;, E;)) = —(n—1)n+n(tr(I1),H)) — iRic(Ej,Ej).

= —n(n—1)+n*(H,H) —n(n — 1)S,

o que mostra (5.13).

Por outro lado, como M"™ possui vetor curvatura média H paralelo, para X €
X(M), temos

X((H,H)) = 2(V{H, H) =0,
e

o que nos implica que (H, H) é constante em M". Consequentemente, como também
estamos supondo que M™ tem curvatura escalar normalizada S limitada inferiormente,
de (5.13), podemos concluir que I1 é limitada em M™. Isso, por sua vez, nos garante,
por (5.1), que A¢ também & limitada em M", qualquer que seja & € X(M)*.
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Observemos agora que, ao longo de M™, o vetor a € L"™*1\ {0} admite a
expressao
a=a' +d" —(a,x)z, (5.14)

onde z denota o vetor posi¢ao de L"™P!. Tomando a derivada covariante em (5.14),
das formulas de Gauss (5.4) e de Weingarten (5.6), obtemos, para cada X € X(M),

que

0=V%a = V% (a" +a" — (a,2)2)
= Vi(a") + V(™) = Vi ({a, 2)2)
=Vxa' +11(X,a")+(X,a")x — An(X) + Vi (an)
—X ((a,x)) x — {(a,z) Vi
——

X

=Vxa' +I11(Za")+(X,a")x — An(X) + VE(a")
—(V&a,z)x — (a, Vix)r — (a,x) X
0 X
=Vxa' +I1I1(X,a") — A (X) + Vi (a) = (a, X)z,
o que pode ser escrito da forma
Vxa' — An(X)—{a,2)X = -Vx(a") - I1(X,a").

Mas isso s6 é verdade quando

Vxa' = A (X)+ (a,2)X (5.15)

Vi (a) = —-I1(X,a"), (5.16)
para cada X € X(M).

No que segue, denotemos por div(X) a divergéncia em M™ de um campo de
vetores X € X(M), estabelecida na Defini¢ao 1.11.
Seja{E1,...,En, &, ..., &} um referencial ortonormal adaptado de M™ em H"*?,

definido em uma vizinhanca &/ C M", mais precisamente, esse referencial é tal que
E; e X(U) parai € {1,...,n} e & € X(U)* para j € {1,...,p}. Logo, de (5.15), (5.5)
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e (5.8), obtemos que

n

div(aT) = Z(inaTv E;)

=1

- Z(AQN(EZ»),E» - Z(a,x}(Ei, E;)

= tr(AaN) - TL<(I, 5L'> = tr <A2§:1<G‘N»£j>€j> -+ n<a7 33’>
= D(a".&)tr (dg) + nfa.x)

= 3" @V ) (AE), E) + nda,z)

- Z : (@, &WII(E;, By, &) + nla, o)

- Z<QN=§J'>< iI]<Ei7 Ei),§j> + n{a, )

= > (0" &) ({1, ) + nia. )

=n(H,a) + n(a, ). (5.17)

Além disso, da andlise realizada acima para obter a expressao (5.17), podemos observar
que
tr(Ae) = n(H, &), V¢ e X(M)* . (5.18)
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Por outro lado, de (5), podemos obter

tr (V,m Ag) = Z ((Vordo(E). B,)

= > (Var(Ac(B) — A(Vor E) = Avs (B, E:)
= i(vaT (Ac(E)), B)
- i<AE(VaTEi)> E) - > (Ag:
= i(vaT(Ag(Ei))»Eﬁ
SV B AE) + t(Ag i )

= > (Vur (A(B). )

=1
— Y (Vo1 By, Ae(E)) +n(H, V<€), (5.19)
i=1
onde, na tltima igualdade, usamos (5.18). Logo, considerando (em adi¢ao) que {Ey, ..., E,}

seja tal que A¢(E;) = )\fEi, para todo i € {1,...,n}, em (5.19), temos

_ 5
tr (Vo7 Ae) = ;Wﬂ(x E;) Z/\ aT]é?,,E> +n(H,Ve)

- Z aT (N)(Ei, i) + Z X (Vo1 By, Ey)
] i=1 T

—n(VrH,§) +a' (n(H, )

:Zn:aT(Af)— (Vo H, &) —a' (i )

- iaT(Af) _n(VEH icﬁ (XS(Ew B

:Za )\é — (Vi naT<)\)

= —n(V=H,¢), N (5.20)

onde, mais uma vez, usamos (5.18) na terceira igualdade.

Agora, utilizando a equacao de Codazzi (5.4) e as expressoes dadas em (5.15)
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e (5.20), podemos obter

div (Ag(aT)) = (Vg (Ag(aT)) , Ei)

M- 114-

<(VEZA§> (CLT) + Ag (VEZ.(IT) + Avﬁ-f (CLT) ,EZ->

1

1

<(vaTA§) (E i + Z<A€ (inaT) 7Ei>

=1
Z Avi e , Ei)

= tr (V,rAg) + Z«Ag o Aw) (Ey), E;)

=1

IIM:

n

+(a, ) Z<A§(Ei)v L) + Z(U (a", E;),V5E)

=1

= (VA H, &) +tr(Ag o Agy)

Ha,z)tr (A) + Y (T (a', E), V5, €). (5.21)

i=1
Considerando £ = H em (5.21) e usando, novamente, que M™ possui vetor curvatura

média paralelo,

div (Ag (a")) = n(V=H, H) + tr (4~ o An)
N——

0

+(a, z)tr (Ag) + Z(II (a",E;),VyH)

k2
=1 0

= tr (Aey 0 An) a, x)tr (An). (5.22)
De (5.17) e (5.18) podemos destacar que

(a,z) = %div (a") = (a,H) = ldiv (a") - lt:r (Agn) . (5.23)

n n
Assim, substituindo (5.23) em (5.22),
1 1
div (Ag (a)) = tr (A 0 Ap) + —div (a”) tr (Ag) — —tr (An) tr (Ay) . (5.24)
n n
Observemos também que

div (tr (Amg)a') = tr (Ag)div (a'), (5.25)
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pois, usando mais uma vez (5.18), temos

n

div (tr (Ag)a') = Z<VE1 (tr (Am)a'), E;)

= 3Bt (Aw)) T, B + () (VT )

=1

= 3B (L) (07, ) + b (A div ()

=20 (VyH H)(a", E) +tr (An)div (a").
i—1 T

Agora, consideremos o campo de vetores
X = (AH — %tr (An) Id) (a”) € X(M),
onde Id denota o operador identidade em X(M). Logo, das equagoes (5.24) e (5.25),
divX = div (Au(a')) — %div (tr (Am)a')
= tr (A,v o Ag) + tr (An) % div (a)
_%m« (Ay) tr (Agg) — tr (Ag) % div (")
= tr (Agy 0 Ag) — %tr (Agn) tr (Am) . (5.26)

N N

Como estamos supondo que a" nao é nula em M" e a” é colinear com H, entao

existe 8 € C*°(M) com sinal estrito em M" tal que a” = SH. Logo, de (5.26),

divX =g {tr (A%) ! (AH)2} : (5.27)

ontr

Sabemos, da Proposigao (5.1), que tr (A%) > ltr (AH)2, com igualdade se, e somente
se, H é uma dire¢ao umbilica para M". Segue entdo de (5.27) que divX ndo muda de
sinal ao longo de M™. Além disso, como |a'| € L1(M), |Ag| é limitada (uma vez que
IT é limitada) e (H, H) é contante em M™, entao, de (5.18), temos

1X| = '(AH — %tr (An) Id) (a")
< (|Au| + (H,H)|) [a'| € £1(M).

= (A — (H.H)1d) (a')|

Assim, o Lema 5.3 nos garante que divX = 0. Logo, voltando a expressao (5.27),
obtemos que

o {ur (48) - S (a0
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em M"™, mas, como (3 tem sinal estrito em M"™, devemos ter
2 1 2
tr (Af) — —tr (Ag)” = 0.
n

Portanto, a Proposicao 5.1 nos garante que H é uma direcao umbilica para M". Por
ultimo, do Lema 5.6, concluimos que M"™ é também uma subvariedade minima de uma

pequena hiperesfera de H"'P. O

Observacao 5.1. Quando p = 1, as nogoes de vetor curvatura média paralelo e de
pseudo-umbilica coincidem, respectivamente, com os conceitos de curvatura média cons-
tante e de totalmente umbilica. Além disso, observamos também que a hipdtese de que
a™ ndo se anula em M™ equivale G funcdo dngulo (N,a) ter um sinal estrito sobre
M™, onde N representa a aplicacio de Gauss de M™ — H"T!. Consequentemente, o

Teorema 5.7 pode ser considerado como uma extensao do Teorema 4.5.
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