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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo e implementacio
de algoritmos para solugio do problema linear em norma 1 e

infinita e um estudo de ajustamento de curvas e superficies.

Um dos campos da matematica onde o computador tem
dado grande contribuigioco e o de aproximagio de superficies.
Ela tem permitido determinar dentre uma grande familia de
possiveis escolhas a melhor superficie aproximante. Como um estudo
de todos os algoritmos de aproximag¢do nas normas 1, 2 e infinita
seria inviavel, optamos por apresentar um estudo computacional
de ‘alguns algoritmos sobre aproximagioc em normas 1 e infinita
@ uma pesquisa bibliografica sobre aproximag3io em norma 2 (o
progresso tem sido principalmente em norma 2) e problemas nio

lineares.

Entre os algoritmos estudados foram implementados

- o algori tmos de Barrodale e Roberts

Caproximag3do linear 11 discretad;

- o algoritmo de Abdel mal ek (solucio 1 . de

sistemas hiperdeterminados de equa¢des linearesd;

iwv



- © algoritmo de Duris (interpeolag¢Zc e aproxi magio

suave discreta por splines) e

- o algoritmo de Akima Cinterpolagio e aproximag3o

de superficies suaves para pontos distribuidos irregul armente).



ABSTRACT

In this thesis we describe a study and implementation
of algorithms for linear problem of solution in 1 norms and

infinite, study of curve fitting and surfaces.

One of mathematics’s areas where the computer has had
grand contribution is the surface fitting. It has assisted to
establish inside of a big family of poss%bles choises, the
"better approximate surface. How a study of all the
approximation’s algorithms in 1 norms and infinite would be
impracticable, we decide to exhibit a computational study
som; algorithms about approximation in 1 norms and infinite and a
bibliography research about approximation in | 2 norm Cthe
development have been principally in 2. norm> and non linear

problem.

Among the algorithms we emphasize:

- the Barrodale and Robert’s algorithm Cconstrained

la Linear Approximation);

- the Abdelmalek’s algorithm CL1 Solution

of Overdetermined Systems of LinearJ;
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- the Duris’s algorithm CDiscrete Cubic

Spline Interpolation and Smoothing) and

- the Akima’s algorithm C(Bivariate Interpolation

and Smooth Surface Fitting for Irregulary Distributed).
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CAPITULO I

INTRODUCAO

1.1 - Apreseni.ag;o

A fteoria de aproximagio €& uma disciplina Carea de
ensino e de pesquisal bem ;stabel ecida na matemitica €
permeia na analise numérica nos tépicos mais importantes para
cidncia e tecnologia. Uma das mais espetaculares utilizag¢Bes da
anadlise numérica nos ultimos anos foi a analise do méetodo
dos elementos finitos, inventado pelos engenheiros, aplicavel
na | solug3o de problemas de contorno em equagBes diferenciais

parciais.



A utilizagio de diferentes normas nos probl emas

de aproximag¢ic conduz a problemas numéricos = resul tados

tedricos difer enteé;.

Este trabalho é uma resenha de algoritmos sobre

aproximagio em normas 1 e infinita.

Algoritmos que resoclvem o problema

min ||Ax—b||

sujeito ou n3oc a restrig¢gdes am diferentes normas foram
estudados;, adaptados e implementados. Este problema pode ser um
problema linear ou um problema n3o linear, conforme A seja um

operador linear ou n3o.

Nas indmeras referéncias crizly, 131, (141, [1831>
‘sobre interpolagXo e aproximagXo, verificamos que a maioria dos

problemas s3o tratados apenas em uma dimens3o.

Um eépag:o unidimensiomal & geometricamente mais simples
do que espagos n-dimensionais; a teoria de aproximagfo e
interpolagic para uma dimens3c ¢ muito mais simples, mais

conhecida e de maior uso.

O problema de interpolag3io consiste em: dado um
conjunto {Cxi.fi)). i = 0,....,n, encontrar um uUnico polindmio
pthJ em P“. um espago linear, que satisfaga

2



pth,‘) = foi). i =0,...,n,

sendo que este polindmic podera ter a forma de Newton,

Lagrange, fatorada ou a forma clAssica

Cx) =a +ax+ ... +a x.
Pn e ] i n

Ao invés de interpcolar, podemos aproximar uma curva a

. este mesmo conjunto de dados. Dados {Cx.‘.‘f,l}. i =0, « v Mg
LY

podemos aproximar uma fung3oc f(x3 pela combina¢3o linear

«eses N
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X
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de fungSes mais simples p,LCxJ. Os coeficientes cj sZEo constantes
que serio determinadas pelas condi ¢Ses de aproximagao
impostas. Se ||f - ?H em alguma norma || .. || for pequeno, entic

f ser4a uma boa aproximag3o de f.

Para problemas em n dimensSes a teoria ¢ mais
complicada e os algoritmos s3o mais dificeis. No caso de
varias variaveis, aproximagdes suaves ser 3o muito mais

complicadas computacionalmente.

L.“'\



Especificamente, sejam " P.s P+ -2 P, n + 1
. . [»} 4 n
pontos distintos de Q) Cconjunto de pontos num planc real, Q
conhecido como uma malha randémicad, ‘e Yor Y,» ++-» ¥ o n + 1
« n
nimeros reais <Cveja figura 1.1). O problema, entio, ¢ achar um
pelinémio P(x,y) de grau n em duas variiveis x e y que resolve o

problema de interpolagio

1A
-
A
o

PCp > = fCpI. p = Cxl.yj) o

.onde um polinSmic de grau n em X e y ¢ uma fungfo algébrica da

forma

PCx,yd = E a Xy. C1.1>
i, j=o -

Este problema tem uma solugZo Ccf. Prenter [14]1) e uma forma

simples para escrever (1.1) seria:

n n
PCx,¥D) = ¥ chi.’ 1:.“’” = ¥ f‘(x_‘.y_‘bli_Cx.y)

i=0 ® i=0

onde os 1 . ‘s s&o pol inédmios de grau n facilmente

computaveis resol vendo

IA
-
A
e

ltch) = &  , 0

L% ]



Figura 1.1 - malha randémica

A aproximag3o de fung®es tem sido construida sobre
malhas retangulares e triangulares. Para a aproximag3o
bidimensiocnal sobre malhas triangulares e irregulares, n3o ha
algoritmos simples para construir aproximag@es por partes em

lC‘[fo.y)]. Cz[fo.yDJ. e em conjuntos de fung®es mais suaves.

"No caso de aproximag¢@es, ha grande dificuldade em testar
os poucoes algoritmos existentes pois o espage de memdria

disponivel pode se tornar insuficiente em computadores comuns.

Devido a dimens3io do assunto, nos restringimos aoc estudo

do problema linear.

i.2 - Import;ncia do Trabalho

A Universidade Federal da Paraiba C(UFPb) dispSe de
uma Biblioteca de Algoritmos Numéricos CBITAND implantada em 1885
e que vem sendo atualizada continuamente desde ent3io. Os tdpicos
constantes da biblioteca sio os seguintes:

S



1. Algebra linear,

2. Equagd3es e sistemas n¥o lineares,
3. Integra¢io Numérica,

4. Aproxi maé;ﬁo e interpolagdo,

8. Equa¢Zes diferenciais ordinarias,
6. Otimizag3o,

7. Ordenagio,

8.

Numeros aleatérios e

8. Graficos pela impressora de linha.

Como é de interesse da UFPb difundir a BITAN como
também atualiza-la, direcionamos =} NOSsSo trabalho para
algoritmos que realizem aproxima¢g@es em normas 1 e infinita para

expandir o tépico 4 da BITAN - Aproximag3c e interpolagio.

1.2 = Visao Global do Trabalho

Inicialmente, no segundo capitulc, apresentamos um
resumc dos fundamentos da teoria de aproximag3o e as

consequéncias de se trabalhar ‘em diferentes espagos de fungdes.

No terceiro capitulo apresentamos a descrigio de

aproxi magic em uma variavel para problemas lineares.

Apresentamos no quarto capitulo uma abordagem

sobre aproximagio de superficies.



Uma breve abordagem sobre algoritmos para problemas

n¥o lineares é apresentada no capitulo cinco.

A descrigio dos algoritmos implementados, testes

realizados e aplica¢g®es s¥o apresentados no sexto capitulo.

Finalmente no sétimo capitulo, concluimos
fazendo comentirios sobre as dificuldades encontradas para a
realizag3o do trabalho, escolha (=) implementagio dos

algoritmos e apresentamos sugestBes para estudos posteriores.



CAPITULO II

FUNDAMENTOS DE TEORIA DE APROXI MA(’ZKO

Suponhamos que nos tenham sido fornecidas certas
informa¢®es scbre uma fungio, por exemplo, seus valores, ou os
valores de suas derivadas em certos pontos. E possivel
reconstruir a fun¢¥o completamente a partir dos pontos dados
e em caso afirmative como podemos reconstrufi-la ? Uma resposta
parcial & dada pelo tecrema da interpoclagioc: Dados n + 1 pontos
do plano real Cxo.f'o) .Cx‘,f“). i an.f“) existe um dnico

poelindmio p“CxD em Pn. um espa¢o linear, para o qual



pCxD = f(x> , 4 = 0.1,....,n

Assim se (O for um pelinédmio de grau n,

conseguimos reconstrui-la a partir dos pontos dados.

Podemos, também, ajustar uma curva a este mesmo conjunto

de dados. Dados n + 1 numeros reais x , x

5 Fws 3 O onde
o 1 n

: 58 = fC x,LD = procuramos e i mpondo algumas condig®es para

*

garantir a existéncia e unicidade da solug3io. Existe um nuamero

infinito de curvas que passam por {(x, f D j 0 241 = ny.
2

Como encontrar 00 exatamente &, na maiora das
vezes, impossivel. O problema ent3ioc se transforma em ocutro: quais
as fungdes fCx> sZo boas aprox.imac;ﬁes- dessa fungdo ? Uma
das técnicas de aproximagio mais usadas ¢ a de aproximagio de

fC(x) por uma combina¢3c linear da forma

£ = & r
£ c‘p£C>O + czpz(x- o chpth)

de fungBes mais simples (X0 cujas propriedades s3o bem

1
s.

conhecidas e s3o relati vamente simples de avaliar. Os
coeficientes <, sZo constantes que ser3do determinados pelas

restri¢gdes que serdo impostas a £C0.

f serad uma boa aproximagio de f se L[ = FH em
alguma norma || . || for pequena. O problema ¢ escolher as

constantes c, na definigio de (x>0 que tornem



lif - Cep, + ... + cnph)”

pequena @ que force uma sclugio Unica para esses ct‘s. Existe
um‘grande numero de escolhas entre as restrig®Ses que podem ser
impostas a £C30: restri¢gdes interpoladoras, restri¢®es puramente
variacionais, mistura de restrigSes de interpolagidc e de

suavizagio e restriges de ortogonalidade.

Precisamos, ent3c saber em que condig®es se pode

garantir a existéncia e unicidade dessa aproximagio.

Problemas tipicos em aproximag3ioc envolvem a selegio de
um conjunto de elementos que constituem um subconjunto cuja
distancia a um elemento é em algum sent..icio © minimo da distancia
de um elemento n3ioc pertencente -ac conjunto. -Assim, o dado
conjunto pode consistir de polindmios enquante o elemento a ser
aproximado & wuma fungdoc, como arc _sin X, que seguramente n3oc &
um polindmio. Por outro lado, um problema de aproximagio
n3Io s torna precisamente definide até decidirmes come a

distAncia entre dois elementos sera medida.

2.1 = Melhor aproximggos existencia em espacos motricos

Seja o par (X,d) onde X ¢ um conjunto e d uma fung3o
real definida para pares de pontos em X e que d satisfaz os

seguintes postulados para tedo %, y, z em X:

10



Cid dlx, 30

I
O

Ciid dlx,y> > 0, se x = y
C114d dlx,yd = dCy,0
Civd dlx,yd) £ dlx,zd + dCz,yd;

entio dizemos que X ¢ um espago métrice.

Com o concelto de um espago métrico podemos formular
um problema basico da teoria de aproximagXo: Dade um ponto g
e um conjunte M em um espago métrico podemos determinar um ponto

de M que tenha distancia minima de g?

Teorema 2.1.1 (Prenter [14]1)3: Seja K um .conjunto compacte num
espago métrico X. Para cada ponte P em X existe um ponto A

em K cuja distancia a P é minima.

Isso mostra que, para © problema acima, em espagos métricos
podemos determinar o ponto procurado. Mas, e em outros

espagos também ¢ possivel?

&

2.2 = Melhor aproximag3fo: existéncia em espagos lineares

Um espago linear real X ¢é um conjunte de objetos
abstratos, chamados vetores, objetos esses que podem ser
adicionados de acordo com as reg;as usuais da aritmética e
podem ser muitiplicados por numeros reais, também de acordo com

as regras da aritmética. Mais especificamente, um espago
14



linear real deve satisfazer os axiomas a seguir:

Para todo x,y,z eg‘x e a,b em R
Cid a x em X,

€11 x + y om X.

Cliid x + y =y + x,

Civd Cx + yd + 2 = x +.Cy + z),

<vd 1i-%x = XK

Cvid Ca + bldx ax + bx,

Cviid alx + yd ax + ay,
Cviiid Cabdx = aCbx),

Cix) existe e em X tal que X + ¢ = x e

&) para todo x, exdste -x tal que -x estd em X ¢ -x + x = e.

Se todas as propriedades acima sZIo satisfeitas quando

a multiplicagio for por numeros complexos, © espago seri complexo.

Espaco linear normado

Real mente estamos interessados em mais do que

espagos lineares. Queremos espagos lineares nos quais possamos

associar um conceito de tamanho ||f]|| para cada vetor f em um
espago linear X. Tais espagos lineares sZo conhecidos como
espagos lineares nor mados Cessas estruturas descrevem

12



propriedades da melhor aproximagZe) e o numero real £l &

chamado de norma de f. Uma norma é uma fun¢3o real definida num

espago linear X, tendo as seguintes propriedades:

Para todo a em R e tedo f e g em X

C1d [| £ 1] >0 e||f]] =0 se £ =0
€14 [ltaf |l =1Ffa]- ||}
144> - | r+g || = |l + || 9|l

Definicao 2.2.1: Sejam X um espago normado com

norma || ||+ M

um subconjunte de X e p um ﬁonto qualgquer. Um ponto Vs

em M & chamado de melhor aproximag3oc de p se

Il P - Il = |le-vyll para todo y em M

A melhor aproximagdo pode ndc existir e se existir, pode

nZc ser Unica. E importante saber em que condig¢les

inica a melhor aproximagio.

existe e é

Teorema 2.2.1 (Prenter [141): Seja X um éspa¢o normado com norma

|| || e seja X, um sub-espago de X de dimensZo finita.

Entic cada ponto x de X tem uma melhor

x em X que satisfaz
N N

] %=, || = mn || x-y]]

m X
¥y = N

i3

aproximag3o



2.3 -_-,,.Holhor aproxiulag;os existoencia o unicidade em espacos de

produto interno

E desejavel introduzir num espago linear X a oper agio
de produto interno. O produto internc de 2 vetores f e g é um
numero real denotade por <Kf, g> ou (f,g). Em um espago Cla,b)

de fungBes continuas sobre [a, bl podemcs definir
G
£, g = j fCx) glx dx .
b

Un espage linear gque contenha um produto interno

& denominado espago de produto interno, e a equagio

Iy el =+ fee, o

define uma norma.

Para demonstrar a unicidade da melhor aproximag3o em
L]

espagos de produto interno precisamos dos seguintes resultados:
defina ||x|| = (x,>0"?. Entzo

Cad Cx, A0 = Ax,30

B> ||x + y|] = ||x|| *+ ||y]| & Gayd = [|x]] + ||y]].

Veja demonstragdoc em FPrenter. [14].

14



Teorema 2.3.1 (Prenter [14]): A melhor aproximag3o de um
sub-espago fechado de dimens3ioc finita de um espago de

produte interno ¢ Gnica.

Seja X um espago de produto internc e seja M um
sub-espago de dimens3o finita de X. Seja x em X e suponha que x e
o

Yo ©m M s3o duas melhores aproximag@es de X, Ent3o
[l = ||x-yo || = 4. Sed=0—=—x =y =x

Suponha que d > O.

Pela desigualdade do triangulo

1] & K +%. 3 -x|]< 2 [|x—x-] + 1 X -y =d
. ——a o (2] -a— [ | ? II o II
Portanto, 1 Cx  + y D = também a mel hor aproximag3io,

= @ e

porgque 1 Cxﬁ #* yo) em M e satisfaz

L]

e —_—

2o *vgd = xll = e =11+ Ll = vl

Ent3o x - ¥, * ACx - xo) se A\ = 1. Suponha que A # 1, entio

1 -

e ¥ em M, contrariande a hipétese inicial. Peortante, A = 1.
15



2.4 - Melhor aproximg;o: existencia e unicidade em Espacos de

Hilbert

Um espago de produto interno completo constitui um espago

de Hilbert.

O espago de Hilbert € uma generalizag3o natural
para dimensSes infinitas de espagos euclidianos reais ou complexocs

Ll

R" e C". HA muitas vantagens em se trabalhar num espago de

Hilbert entre as quais:

Cid> Os teoremas e processos podem ser vistos
geometricamente bem como analiticamente pois nossa

intuigioc espacial @& em 1, 2 e 2 dimensdes;

Cii) Todos os espagos de Hilbert s3o abstratamente

equivalentes entre si.

A melhor aproximagioc de subespagos de espagos de

Hilbert ¢é conhecida como ajustamento de quadrados minimos.

i6



2.5 - Considerag:;os Sobre as Conseqi.'t;ncias de se Trabal har

em Diferentes Espacos de Fum,:&ars

Nas set;ﬁes anteriores vimos em que condigBes a
mel hor aprc‘x.i‘maq:So oxi ste em diferentes espagos. A mel hor
aproximagio ¢ caracterizada por uma distancia minima entre dois
pontos, distAncia essa que precisa ser medida de alguma forma,
isto ¢, precisa-se de uma métrica. Uma vez escoclhida a métrica
para medir distaAncias resta resclver um problema de minimiza¢Xo
de fun¢gBes sem ou com restrigdes. Em geral precisamos escolher
espagos de fungio gque resultem em problemas de minimizag3o
que possam ser resolvidos com eficiéncia pelo computador e
reflitam de modo fiel os objetivos almejadc;s. Os espag¢os normados
@ os de Hilbert permitem formular problemas de aproximag3io que
refletem situag¢®es que ocorrem frequentemente na vida real, como
minimizar o© desperdicio, minimizar o tamanho de retalhos
numa confecgfo ou filtrar dados espurios. Em qualquer um desses
espagos o© problema a ser resolvido envolve minimizagio de alguma

norma.

. ®

O problema geral tem a forma: encontre x que
minimize ||b - Ax||, em gque A ¢ um operador, b é um vetor de m
componé-nt.es e x ¢ um vetor de n componentes. Se a norma escolhida

bod ——
for i, para obter x precisamos minimizar

E |r |

“iEs
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em que r. ¢ um componente do vetor residuc b - Ax e podemos
impor alguma restrig3oc como x > O @ Bx > c¢. Se A o' B forem
lineares tem-se um problema de programagXZc linear; se nio houver

ros.t.rigﬁes o problema é mais complicado Cv. seg3o 3.2).

Se a norma escolhida for infinita, resulta um

problema minimax

min max | r. |-
® i

Se a norma escolhida for definida por um produto

internc ¢ melhor minimizar

1 b-ax]||®

e © problema serid de gquadrados minimos, linear ou n3c linear
conforme A seja linear ou n3io linear, podendo estar

sujeito ou ndoc a restrigdes.

) L]
Os dois capitulos seguintes apresentam os algoritmos

de minimizagio de fungBes.

ig



CAPITULO III

APROXIMACAO EM UMA VARIAVEL - PROBLEMAS LINEARES

Neste capitule descrevemos algoritmos para resolver

*
o problema

min | |b - Ax||

sujeito ou n3o a restrigdes, em que A é uma matriz m por n, b e x
s3co vetores de m e n componentes, respectivamente, quando a norma

|| - || escolhida for 1, 2 e infinita.


http://component.es

3.1 = ProgramngZO linear

Ao optar pela norma 1‘ pafa resoclver o problema

min || b - Ax ||

»

com restri¢des, chega-se a um problema de programa¢idc linear

conforme vimos na seg3o 2.5.

O método para resoclug3o de um problema de programagio
linear mais conhecido & o simplex, que ¢ um procedimento
algébrico e iterative que fornece a solugdc exata (na auséncia de
arredondamento) de qualquer problema de programagio linear C(PPLD
em um numerco finito de iterag@es. E também capai de indiéar se
um problema tem solugXc ilimitada, se n¥o tem solug3c ou se

possui infinitas soclu¢des.

Essas caracteristicas do simplex permitiram sua
codificag®oc em programas extremamente eficientes possibilitande
a solugi3o de sistemas com c?ntenas de variaveis. Extensdes
posteriores, como © simplex revisado = o principio da
decomesigﬁo. aumentaram sua capacidade para dezenas de milhares
e finalmente centenas de milhares de variaveis [12]. Al ém
disso, o simplex possui n3ao apenas uma interpretagio

geométrica mas também uma interpretagio econdmica.



Um problema de programagXZo linear geral tem a

seguinte forma:

P '
minimize c‘x‘ + czxz + ... +tcx =c¢'x C3.1.1D

com ¥ 2 0 ¢ que satisfazem restrig¢des da forma:

a.  x + a %, + ... a  x < b.‘. 1 =24 26 swvw m_» C3.1.2ad
a X + a x + a x =b,
14 4 2 nn n

i = m‘+ i, m‘+ Sy ..M €3.1.2bd

Os ndmeros St 2 t% sZo numeros reais dades. A fung3o cTi a
s;r minimizada ¢ chamada fun¢Zo objetivo. Cada x em rR" que

satisfaz todas as condig®es & dita ser um ponto viavel para o

problema. Intreduzindo variAveis e equag®es adicionais, o PPL

€3.1.1) a (€3.1.2) pode ser colocado numa forma em que as

restrig@es s3Zo de igualdade ou de desigualdade elementar (da

forma xi> 0>, quando. a fungfio objetivo ch toma a forma ch

= —xp. Para transformar um PPL para esta forma, devemos

substituir cada desigualdade n3oc elementar de (3.1.2ad por uma

igualdade e uma desigualdade elementar usande uma variavel de

folga X .0
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a“x‘ * .. * a“‘xh + xn" = bi' xn+‘ > 0 C3.1.3

Se a fungfio cbjetivo < X A e A B ndo for
v N

elementar, introduzimos uma wvariAvel adicional x i e incluimos
n+m +
F

uma equagioc de restrig3o adicional

e x + ... * e ¥ + X = 0 €3.1.4
i 4 non n+m‘¢l
.entre as restrig@es (3.1.2D. A minimizag3o de ch &
equivalente a maximizagio de X o .4 COM este sistema estendido
1
de restrig¢Ses.
Assim podemos assumir que o PPL & sempre dado na

seguinte forma padr3o:

CLPCI,pd: minimize - €3.1.5
para todo x em R" com Ax =b e x > O para i em I. Nessa
& L
formulag3o, I = {1,2,...,n>, um subconjunto dos naturais, & um

conjuntoc de indices, p ¢ um indice fixo satisfazendo p em NNI,

A = Ca‘. a - an} ¢ uma matriz real m x n tendo> colunas a, e

lk em R" & um vetor dado. As variaveis x para as quais 1 em I
L

s3o as variAveis com restrigio enquanto que para i n3c em 1 s3do

as variavels livres. For



P=<xemR" | Ax = b & x 2 O para todo i em I> (3.1.6

dencotamos © conjunto de todos os pontos viaveis de LPCI,pd. x' em

P .6 um ponto Stimo de LPCI,p) se x ° = max < x_|x_em P >.
. _ PP

Consideremos o sistema de equagSes lineares Ax = b
de LPCI,pd. Para um vetor J = CJ‘. ...,er, j, em N, ‘A, =
Caﬁ. 3 % 0% aFD denota a submatriz de A tendo c¢olunas aﬁ. %
denota o vetoerﬁ. .!;. x#)'. Por simplicidade denotamos o
conjunto

Yoli =12 .00

dos componentes de J por J e p em J se existir um i com p = j. .
: . L

Um vetor J = CJ‘. & & Jm) de m indices distintos 3

L3

em N define uma base de Ax = b (e de LP (I,pld se Aj for n3o

.singular. A3 ¢ também chamado uma base, as variaveis x, para i

em J s3o chamadas variaveis béasicas, enquanto as variaveis

restantes X k nZo em J, s¥o varidveis n3o bisicas. Se K = Ck‘.
P i k“_MD for um vetor de indices contendo os indices n3o

bAsicos, usaremos a notagZioc J @ K = N.

Associado com alguma base J, J @ K = N, ha uma uUnica
soluglic X = XCJD de Ax = b, chamada solugZo basica, com Ek = O.

JA& que a solugio de

Ax = Ax, + Ax =AX._=b, C3.1.70



¢ dado por

._.;, = b, x =0 comb = A_-‘b.- c3.1.8

Além disso, dada uma base J, cada solugio x de Ax = b &
determinada unicamente por seus elementos x nIo basicos e pela

solugio x basica. Isso decorre da multiplica¢Zo de

Ax = ijj + Akxk = b
por Aj e de (3.1.8):
-y - - -2 -
®, = b Aj Ax, =%, - Aj A x, (3.1.9
Se x,  em R"™ for arbitrariamente préximo de x, e se x for

3 J
‘definido por (3.1.9), entZo x & a solugio de Ax = b. Por essa

raz3ic (3.1.9) prové uma parametrizac¢io do conjunte de soclugBes

{(x | Ax = b> através dos compenentes de x em R™.

L

Se a solugZoc basica X de Ax = b associado com a base for
um ponto de folga de LPCI,pd, x em P, isto &, se x 2 0 para todo
i em I se e sé se x. Z 0 para todo i em I <« J, entio J & uma base

de folga de LPCI,p) e x ¢ uma solu¢3o bisica de folga. Finalmente

uma base viavel n3c é degenerada se x, > O para todo { em I < J.



O PPL como um todo n3Ic & degenerado se todas as suas

bases nio forem degeneradas.

3.1.1 = A forma cananica

Un sistema candnico tem a seguinte forma:

b4 -+ + + a ¥ =b

a x “
Y i,m+4 wm+4 i,n n i
b4 + a b4 * e T8 =
2 2,m+1 m+4 z,nxn bz
X + a x + ... +a x =b
m m,m+4i m+4 m,n m
As variAvels Dbasicas Xo X, seeen X possuem
. ™m

coeficientes nulos em todas as equagdes, exceto em uma, em que
© coeficiente é igual a 1. Existe uma variavel basica

diferente por equagio. As wvariaveis X v e X s3o
L)

consideradas n3o basicas.

O fato de considerarmos que as m primeiras variaveis

s%o basicas nio afeta a generalidade, pois ¢é sempre possivel
ordenar as colunas dessa maneira. Por outro lado, n3o &
possivel colocar um conjunto qualquer de m variiveis na base

Cisto &, colocar o sistema. na forma candnica em relagdoc a estas

variavelis). Entretanto, se o sistema for nIZo redundante (isto e,
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se nenhuma equagio puder ser escrita como combina¢3o linear das

outras), existe peloc mencs um conjunto de variaveis que pode

ser colocado na base. .

3.1.2 - O algoritmo simplex

Sejam
[ a a s % 3 & 5 & S |
11 12 in
e : . -
L a a i @ 3 3 3 o3 N
mi ma mn =
-
Z = cCle‘ + cCB)xE * owma W ch)xn e cCjd = -cCjd

Esquematicamente, podemos descrever o algoritmo simplex
L]

da seguinte forma: &

Sejam N =41, 2, 3, ..., n> o conjunto dos indices
das colunas da matriz A e M = {1, 2, 3, ..., m» o conjunto dos

indices das linhas de A; ent3o:

Passo 1 - Entre com © problema e a solugio basica viavel inicial.



L
e

Passo 2 - Coloque o sistema na forma candénica em relagio a

solug3o basica
'Passo 3 - Calcule cCj"> = MinC3C4d, j em ND

-
Passo 4 - Se c(j D) 2 O entio, encontramos a solugic &tima. Pare.

Passoc 5§ - Calcule j- = MinCb, /a.“.a.” > 0O

1) i)

Passo B - Se todos cos a-u's O ent3o, a sclug3doc ¢ ilimitada, pare.

Passo 7 - Faga o pivotamento em torno de a.g e volte ao passo 3,
i

ou seja, aplique o método de Gauss Jordan CPrenter(14]1).

Resultados Importantes [12]

1 - O conjunto de soclugdBes viAveis de um PPL & convexo.

‘2 = O nimero de soclugBes bAsicas ¢ finito.

3 - Uma scolugiio basica viavel corresponde a um vértice do conjunto

de solugBes viaveis.

4 - Se existir uma soluglio viAvel, existe uma soclugio basica

viavel.

B - Se existir uma soclug3oc &tima Conde uma solug3c &tima & uma
solugfo basica viavel gquando os coeficientes cCj> conhecidos
como custos relativos s3o todos positivesd, existe pelo

menos uma soluglo bisica &tima.
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Vejamos um exemplo utilizando o algoritmo simplex.

Seja minimizar z = x, - 3xz + ax’. sujeito a:

-4 + 3x + Bx = 10
1 2 2

X
v
2
X

v
3
X

v
o)

Primeiramente, acrescentamos as variidveis de folga

> . .
x, b O.xs = 0, X Z 0; logo temos:

3x - X + 2x + x = 7
1 2 2 P
.-ax + 43 -+ <12
P 2 =
-4 + 3x + Bx + x =< 10
4 2 -] S
L]
@ -2z 4+ x - 3x + 2x = 0.
Py 2 -1

A tabela 3.1.1 contém os dados iniciais para o problema
e a tabela 3.1.2 apresenta os quadros simplex para o algoritmo
descrito anteriormente. O pivé em cada quadro & colocado entre

parénteses.



Tabela 3.1.1 - Dados iniciais

Quadro I
x‘ x2 x3 x‘. xs xd b
3 -1 2 1 (o] (o} 7
-2 4 (o) 8] 1 0 iz2
-4 3 sd O (o] 1 10
-z 1 -3 2 (o] () 8] (o]

Analisando o quadro I podemos verificar que o possivel
pivé se encontra na coluna onde o valor de -z é igual a 2.

Calcul ando cCJ’) encontramos o valor 574, portanto o pivd sera

igual a 8.

A partir destes resultados, para obtermos o quadro II
.aplicames o método de Gauss Jordan em torne do pivd que se resume

nos seguintes passos:

Denominemos as linhas do quadro I por l‘. 12. 13 Clinha do

.
pivéd) = l‘ raespectivamente ent3c fagamos:

Passo 1 - 13 =1 7 8;

Passo 2 - 1 1. + C=221 :
[l 1 ]

Passo 3 - 1 1 + (-231._.
- < 2



Tabela 3.1.2 - Quadros simplex

Quadro II
x x b x x x b
41 2 a3 < S S
-7 1 i8
C4d —_— (o] -
4 4 o 4 4
-2 4 (o} 0 1 (o} iz
- 1 3 1 s
= | = . = . 8 3
- 15 1 - 10
=z 2 Y o o o 4 4
Quadro IIIX
SOLUCAO
b4 x x x x x b
4 2 - ] < S S
- 2 . 4 1 i8
1 & o 16 0 G 16
Fis] 1 1 57
o =] a - : =] 4
5 1 2 28
o 5= - 8 9 32 16
- - 4 1 - 28
-Z | O & O = (o] —= T




A solug3o Stima encontrada é:

= _9 - _ 28 _ 19
o ’a.xz-O.x.-isez———‘—.

3.2 = Aproximagzo 1‘ Linear Discreta e Solug;o 1, de Equacoes

Lineares Hiperdeterminadas.

Considere ¢ sistema hiperdeterminade de equagSes

lineares

Ax = b, ¢3.2.15

onde A & uma matriz n por my e b é um vetor de tamanho n. A
solug3do 1‘ de (3.2.10 ¢é determinar o wvetor x de tamanho m que

minimize a fung3o

[ 2]
RGO = EIr. | » cz3.2.2
r=1
®
onde
r = a X +a X + ... +a x -b, i1i=1, ..., n 3.2.3
i [ R 12 2 im m i
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O problema de programagso linear

E mostrado por Wagner Ccf. Abdelmalek [31) que este

problema pode ser reduzido a um problema de programagZo linear. A

forma primal &

n N
min 2 = § E..* ‘}: £, 3.2.4ad
L=4 1541
sujelto as restrigdes :
x
CAI -1ID & = b, C(3.2.4bD
n n i
r
2
os a sem restri¢des, 1 =1, » M,
& . 20 2. 2 0; 2 515 59 D C3.2. 4cd
14 2%
onde A, X e b s3o, respectivamente, a matriz CaijD e os
vetores colunas x e b tém componentes x o bi. de €3.2.125. Um

programa para resclver (2.2.4) usando ¢ método simplex & dado

por Barrodale & Roberts Cecf. Abdelmalek [31).
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Contudo, para o dual, temos o seguinta probl ema

max z = F b w., €3.2.8ad
i=4
sujeito as réstriqSes
ATN = 0, (3.2.5bd
-1 = w, <4y & = Lps e iy, €3.2.8cd
T T
onde o vetor w = Cw‘. Wor s w“D e A é a transposta de A
de (3.2.1D.
De qualquer maneira, fazendo f‘,L = 1 =) f =
Cf‘. 5 o f“DT. obtemos a formulag3o
1]
max z = L. b Cf - 10, ¢3.2.6a)
e L5 15
©
sujeito as restrigdes
n
L &,
Alg = | +=* ¢3.2.6b
n
L 2,

aa



osf s2 1 =1, 2D o €3.2.6c)

Este é um problema de progr amag3o linear com
varjaveis positivas. Contudo, ¢é mostrade por Hadley C(cf.
Abdelmalek [3]1), que se um conjunto de regras simples for

observado, © mesmo problema pode ser resclvido por um método

simplex especial. A soluglio & baseada no seguinte teorema.

Teorema 3.2.1 C(cf. Abdelmalek (310 - Uma condig3ic necessaria
e suficiente para o sistema (3.2.6a) ser &étimo ¢ que os
Cn - m elementos de f tenham valores nulos (Climite
inferior)d ou 2 (Climite superiord, e que os outros m

elementos sejam varidveis basicas.

Neste algoritmo construimos um quadrc'. simplex para
o problema (3.2.6a) como se os elementos de f n3o fossem
limitados superiormente. Seja k,‘CAT). i =1, ..., n a i-ésima
coluna da matriz AT. Deixe m de tais colunas formarem a base da
matriz B e f- a solugio basica. Definimos © conjunto ICfD

um subconjunte de <1, 2, ..., nY com a propriedade de que os

vetores {kiCAT | i em ICf)> fotmem uma base de R'. Seja fn=

L
{f-). i =1, ..., m, e sejam os conjuntos LCFD e ucrd

indicadores das variaveis n3oc basicas fi. que s3o respectivamente

seus lim.tt..es*. superior e inferior, isto é

LCr) =i em €1, 2, ..., n> | £ =0, 1 nZo pertencente a ICfD),
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W) =<1 em €1, 2, .s N> | f =2,

®

i n3o pertencente a ICfI>.

Ent3o para algum kaAT). i n3o pertencente a ICfD,

y, =8" k.tCATD c3.2.7
_,T
2‘ = b. yL. 3.2.8
onde os elementos de fn =¥-1a) bi. i em ICLD. Assim
z = Sl kiCATD cz.2. 0
Sejam
£,= T

i em W)

£E,= L

t em L«

£,~ L

. em X

Desde que alguma das variAvelis n3o  Dbasicas sejam seus

limites superiocres (=2), de (3.2.6bd



- » sy
E atl
L= 4
-4 *
f =B -
. i ayr
L}
z ai.m
L 1=4 J
- ;
Fazendo B™* : =f_ e por (3.2.7),
o
Lal
s,
-3 t'l o
£ = fno ~E B, Ve €3.2.11>

Também a fungio z em (3. 2. 6a) & dada por

©

z=P b of ~i>~F b *D b ¢3.2.12

O algoritmo ¢ resumido como segue: Uma coluna ndo basica
que pode substituir uma das colunas n3o basicas, pode variar de
seu limite inferior até o seu limite superior ou vice-versa. A

solug3do détima ¢é caracterizada pelo seguinte teorema.
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Teorema 3.2.2Ccf. Abdelmalek (31> - Uma solug3o basica possivel

é-. maxinma, s& os par anwtr os {zt = bi.}’ i nio
pertencente a ICf) satisfizerem as relag¢des
z - b_‘ = O, 1 em LCfD (3.2.13aD
o
z - b £ 0, i em UCSfD. €3.2.13bD

O algoritmo simplex dual para o método simplex especial

para resolver (3.2.8) & descrito a seguir.

O algoritmo simplex dual

Resol vemos (3.2.6) pela escolha de m colunas
linearmente independentes de AT para formar a base B. O quadro
simplex é entdoc formado aval‘li ande (3.2.7 - 3.2.9, os vetores
{yi} e o©o conjunto {zt. bi.} . A limitag3o da solugio & garantida

pelo seguinte lema.

Lema 3.2.1 Ccf. Abdelmalek [3]) - A solug3ioc étima de (3.2.6) &

limitada e & dada por



Os seguintes passos constituem um algoritimo simplex
para o© método descrito por Hadley (cf. Abdelmalek (313, A escolha
dos vetores gque saem da base é feipa de acordo com o método de
-UsQw Cwv. Abdelm#lekA[3]D. Para iniciar, uma variivel n3o basica

bi‘Lem valor zero.

Passe 1 - Para tedo z, - bi < 0, 1 eom LCPD, seja f = 2 que
*
indica a colocag3io de uma marca na coluna

correspondente; Calcule fn pela relagdo (2.2.11D,

Passo 2 ~ Se todos os fn » satisfizerem 0 = fn s a2, uma
L L

soluglo Stima fol encontrada, pare.

Passa 3 - Examine os fn para 1 =1, 2. ... . Considere o primsirao
i

que for ou menor do que zerc ou maior do que dois,
Chame-os de fn . A coluna correspondente na base =zeri
1

substituida por uma coluna nEc basica de acordo com os

passes (3.1 - C(32.4) abaixc. S o novo fn nic for
i

menor do gue zZerde ou maior do que dois, esta iteragio

seora repetida até que esta condiglde seja satisfeita.

Na préxima dteragde o exame dos fB procedera de
L

f' e voltarid novamente para fn. Supcontha que para
(S 11 L

alguma iteragdo k(AT) associado com fn' ] k.CaT) soja
} . r
L

substituido por chFS na base. Consideramos os dois
J

CasSos:




Caso 1 - Se f- < 0, erAT) ¢ determinade de

i

8 = max (&, 8> < O,
1 2

T

onde
© =Cz -bl) /y =max {(z -bd -y >,
4 r r ur ° L] - e
y. <€ 0, s em LCfD
8
e
92 = Czr = br e Y, = m:x. {Cz. s b.) s y,“}.
y. » 0, s em UCSTD.
18
Passo (3.1 - Se 9:- = 9‘. transforme ¢ quadro simplex pelo modo
usual e volte para o passoc 2.
&
Passo (3.2) - Se Qr = 93, transforme o quadro como

usual mente e adicione 2 ao novo f 5 Remova a
1

marca da coluna r indicando que b nEc & maior
L

do que o© seu limite superior. Volte ac passoc 2.

Caso 2 - Se f‘n > 0, erAT) ¢ determinado de

L

T+ =mindCr, T2 > O,
r 391 2



onde

T SLx- - b> s ¥ ™ min {Cz. = b.) 7Y 2

y. > 0, s em LCED,

is

-
T = Czr - br) e ¥, = min {Cz. - b.) e y_“}.
y. < 0, s em UCFD.
L3 ]
Passo 3.3 - Se T, o T transforme o© gquadro como usualmente,
mar que a coluna ijAT) para indicar que f ¢é seou
° J
limite superior. Subtraia ayk de f. e volte ac passo
2.
Passo 3.4 - Se T = T transforme o© quadro como usualmente,
remova a marca da coluna krACT) e marque a coluna

ijAT). Adicione 2 aoc novo f‘ e subtraia Eyi de f"

i L

e volte ac passo 2.

Este algoritmo Ccf. Abdelmalek [3]) parece ser o mais
eficiente comparado com outros métodos conhecidos. Além disso sua
simplicidade e sua eficiéncia s3o devidas ao usc das técnicas

do simplex dual. Variaveis artificiais n3o s&8o necessarias e
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como conseqgqliéncia o esforgo compﬁtacional & grandemente
reduzido. S¢ A for rank deficient, um miximo de m variaveis

artificiais s¥o necessarias para iniciar a iteragio. Também neste

casoc o problema pode ser resolvide come um problema de duas

fases.
Mostramos um exemplc de como o algoritme & usado.
Dados
a0 g
i -1
1 2
A= 2 4
2 1
-3 1 =
)
| 3
1
7
b - 11:3 s
6.0
. Wi
= -
¢ requerido determinar )2’ [= x;* que minimizam a norma 1‘

dos residuocs.
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Tabela

3.2.1 - dados iniciais

Quadro I
b — 3 1 7 11.1 B&.9@ 7.2
-'q &
B Lk k k k k k
1 4 2 3 <4 k-3
j=1
0.5 0.8 10 i 1 i 2 2
0.8 -0.8 8 i e | e 4 :
Tabela 3.2.2 = quadros simplex
Quadro II
b 3 i 7 11.1 6.8 7.2
£ k k k k k k
Y 1 2 ] < 5 s
-7 1 [\ 1.5 3 1.8 cad
-1 (o] i -0.8 -1 0.8 1
z =82 O o -3 3.4 -1.9 -0.3
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Quadro III

b 3 1 7 11.1 6.0 7.
f’n k‘ kz k. k4 . n
.5 0.8 0O O0.75 1.8 0.78 1
4.5 -0.5 1 -1.286 (-2.5) -0.25 (o]
- 7.5 0.1 O -2.88 2.2 -1.75 0
Quadro IV
b 3 1 7 11.1 6.9 Tl
£ k “k k k k

B 1 2 3 < s 6
0.2 0.6 (o] (8] 0. i

i 0.2 =-0.4 0.5 i 0.1 O

= 4.7 0.8 -1.12 -1.45 O -1.47 O

par énteses,

i em ICED.

descrito anteriormente.

O pivd em cada quadro &

43

a tabela 3.2.2 apresenta os quadros simplex para

colocade entre

o

A tabela 3.2.1 contém os dados iniciais para o problema

algoritmo

por k_‘ subentende-se kiCAT) e os elementos de I‘B s3o




Na tabela 3:2.1. quadro I, nés tinhamos a escolha de
colocar deATS ou k3CA:5 na base. O decremento de z em cada caso
& 2.8 Foi escolhido szATS. e isto & feito em relagioc ac passo
3.4 do algoritmo. Finalmente, no quadro IV, a solugXo &tima &
encontrada, e a base final é formada pela quarta e sexta coluna.

Assim, resolvendo a quarta e sexta equagio desse exemplo,

nés obtemos como solug3lo x;.= .77, xé'= 1.88 e z = 4.7.

3.3 - Sbluggo do Problema de Aproximacgo Linear em Norma 1
£ 1

com Restrigoes

Dado um sistema de m equacdes lineares a n incédgnitas,

Ax = b, C3: 3. 1.3

calculamos uma solugio de C2.3.13 sujeito a 1 restrigdes de

igualdade lineares

© k restri¢Ses de desigualdade lineares

Ex €3.3.3

1A
-
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isto ¢, devemos determinar um vetor coluna x' que minimiza

k
||b—Ax||‘= .E |bi-aix| (3.3. 4
v=4
sujeito 4s restrigBes (3.3.2) e (3.3.3), onde b. denota S}
L

i-ésimo componente de b e a, denota a i-ésima linha de A.

A formulagZo ¢ completamente geral no sentide de
que restrig¢g@es nio sZo impostas sobre os tamanhos das matrizes A,

C e E, ou sobre os sinais dos elementos de f

Podemos usar esta formulag3doc para resoclver o problema

de aproximag3io l‘ com restrig¢gBes. Suponha que dados consistindo

de k pontos C t"..’ yi) ser3o aproximados por uma fung3o
aproximante linear x*p‘ct.) + xzpz('t) + i - xr;pnct.b. onde certas
restri¢Bes lineares sZo impostas nos parametros Koo Xr e x .

1a]

Isso é equivalente a achar uma solugdo l‘ para o sistema de

equagdes

1al
CLY%. & 9., 1 28 B i saen Bi
,-E. Tt ol i

sujeito a restrig®es lineares dadas. Se os valores dos dados

Y. contiverem algum erro grande, ent3o uma aproximagio 1 "
pode ser preferivel em lugar de uma solugdoc 1 ” Cquadrados
minimos).



3.3.1 - Um algoritmo melhorado para aproximacao linear 1 discreto
. ’ : ’

msc}ove‘roms um algoritmo que segundo Barrodale &
Roberts [8] parece ser o mais eficiente para resolver o problema
de aproxima¢3io linear 1‘ geral. O algoritmo é& uma modifica¢Xo do
método simplex aplicado a formulagfo primal do problema linear

X .
1

O problema de aproximagio linear 1‘ geral pode ser
descrito como segue. Seja f(x uma fungfo real definida scbre um
subconjunto discreto X = {x‘. Koo v '.xm} do espago Euclidiano

N

R'. Dados nC< md) fun¢Ses reais ijxJ definidas sobre X, formamos

n
uma fungfo aproximante linear LCA,x) = § a ep(xD para algum
)

i=4

conjunto A = {a.‘. as -e .an) de ndmeros reais. O problema 1‘ é

determinar a melhor aproximag3o LC A. » X0 que minimiza

™m
i,:\:;‘ |£Cx> - LCA, x| .

Sabe-se que pelo menos uma mel tzor aproximagdoc sempre existe e
ha4 varios algoritmos para calcular a melhor aproximagio. Contudo,
alguns desses algoritmos requerem que o conjunto de fungSes
(p‘c 3, pzc ¥V s pnc ¥> seja linearmente independente em
X, ou que estas satisfagam a condi¢&o de Haar em X C(cada

elementc de X possul no maximo n-1 raizes).
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Unm algoritmo dq aproximagdo de dades deveria impor o
minimec de restrig¢Bes scbre a fungio de aproximagZc escolhida pelo
usuario. JA que o algoritmo € baseado no método simplex pode

ser usado com qualquer fun¢io de aproximagZc linear.

3.3.2 - 0 algoritmo

Uma aplicaglo direta do método simplex para resolver
(3.2.8) n3o ¢ ainda um algoritmo eficiente. De acordo com
Barrodale e Young Ccf. Barrodale & Roberts [83) uma soluglo
vidvel basica iAicial para (3.3.8) & eficaz:, e que a maloria dos
vetores colunas no gquadro simplex nIo necessita ser

armazenado explicitamente.

Saejam

a - |
44 in
A = .
a [ a
ma mn
[ ]
b= [b, , b ]T
4 n
47




ent3o

Tabela 3.3.1

temos o seguinte quadro simplex :

= Quadro simplex condensado inicial

marginal positivo.

48

BASES b x x
1 2 n
u b, 1,1 a n,1
u_ bm i,m 2,m . . m
custo - = g i
marginal ,z bi _8 ps.i .z Pa.i E P i
L=4 =4 i=4 v=4
onde pﬁ'= pf)ﬁ) coml1l £ j £nelil =i < mn
Algoritmo "
Passo 1 - Atribuig¢3o de valores iniciais
Passo 2 - Estagio 1: Determine a coluna de pivéd
Passo 3 - Determine o vetor para entrar na base, onde o
votof é escolhide de modoe que tenha © maior custo




Passo 4 -

Passoc B -

Passo B -

Passo 7 -

Passo B -

Passo 2 -

Se nl3o existir custo marginal positive ent3ic

- fim bem sucedido;

- pEopara a safida e pare

Determine o vetor para sair 'da base, escolhido entre
os vetores u e v, seleciocnando aquele que cause a

maxima redugio ma fungio objetivo

Se a coluna de pivéd nioc contiver elementos positives

entio

- se estigic *# estigic 1 ent3c fim prematuro,

~ prepare a saida e pare

Efetue uma transformagic simplex no quadro, que
é equivalente a um movimento pelos varios vértices
vizinhos

Se numero de itera¢Bes > N entido
- Estadgio 2 - volte ac passeo 2

Volte para o passo 2.

As regras para a tran&formagZo simplex do quadro sZ3o

as regras normais empregadas na forma padrZc do métode simplex.

Maiores detalhes do algeoritmo podem ser encontrados em Barrodale

& Robertis

[el.
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Mostramos, agora, um exemplo de come o algoritmo &

usado.
Se jam
i 1
1 2
A = i 3
1 4
1 s
@

b= 1, 1, 2, 3, 21T

Enﬂﬁo. temos © seguinte quadro simplex inicial:

° Tabe].a 3- 3. j
Quadro I
&
BASES b X x u u u u u v v v v v
i 2 4 2 2 4 s 4 2 a L S
u 1 i 1 1 -1
u, i 1 o i -1
ua 2 1 3% 3 -1
u 3 1 4 i -1
4
u 2 1 Sx i 1
=
CUSTO = - o _ v "
MARGIN. g 5 18 (o] (0] O 0 (0] 2 2 2 2 b2
50

OFPh ,’B!BL_!OT.ECA / PHJI’




Na primeira iteragldo, nco Estagioc 1, x, @ introduzido na

base com o custo marginal igual a i8. © pivs do simplex

2

normal (5% corresponde a uma aproximag3o no qual I
5
vs = 0O, isto €&, uma aproximagio que interpola o quinte ponto
dado. Entretantoe, se nés incrementarmos X, além do valor —ﬁ—,
. 5

nés ‘podems reduzir mais a fung3io objetivo, isto tornaria u,
negativo. Trocamos, aqui, u, na base por A Isto pode se:;
executade subtraindo-se duas vezes a quinta linha da linha do
custo marginal Cassim fazemos o custo marginal de Ve = o,
mudando o sinal da quinta lin.ha. e trocando o 'rét.ulo de u, por v,
"na based. O custoc marginal de x, ¢ agora igual a B, e

incrementamos, agora, X, -

O segundo pivé (24 corresponde a uma aproximagdo no

qual x, = -;—. u =N = O, isto &, uma aproximagic que interpocla

o segundo ponto dado. Permutande u_ com v_ na base reduzimos o
2 2

custo marginal para 1. Deste modo incrementamos mais X,

O terceiroc pivéd (38 corresponde a uma aproximat;.zé na

: _ 2 . " :
qual X, = 35 M = o . 0. isto &, uma aproximag3o que

interpola o terceiro ponto dado. A fung3oc objetivo n3do pode
.
diminuir mais pelo incrementoc de X, posteriormente se

per mutar mos u, e v, na base, o custo marginal de x, torna-se
-5. Neste momento passamos a usar este elemento (38 como pivéd e

col ccamos x, na base neo lugar de u_. Usando a quadro condensado, a

solucZo completa ¢ dada na tabela 3.3. 3.
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Depois de duas itera¢@es, os custos marginais de u e u
1
s30o -1 e O respectivamente, e assim os custos marginais dos

vetores v, ev, s%o -1 e -2 respectivamente.

O quadroe final d(quadro IVD representa a mel hor
aproximagioc para LCA‘.)O = 1T + 1Tx que interpola o primeiro e

o terceiro ponto dado.

Tabela 3.3.3 = Quadros condensados

QUADRO ITX
BASES b e %
4 2
’ u 1 1 1
1
u i 1 2
2
u =2 i 3&
8
u 3 1 4
4
u 2 1 s
5
CUSTO .
MARGINAL| © 2 A




QUADRO III

BASES b x x
 § ¥4
u, 1.3 23 -1.3
v2 1.3 -1./3 2,3
b, 2,3 1.3 1.3
u, 1.3 | 4.3 -a3
95 4.3 23 53
CUSTO
MARGINAL| 773 a3 173
QUADRO IV
RASES b bYd x
4 2
b, 1.2 32 102
v, a2 1.2 1.2
b, 22 | -1z 1.2
u 4 i2 1.2 -3/
&
v ) -1 -5
L3
CUSTO
MARGINAL| <& 1 o
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3.4 -~ Algoritmos Que Usam Norma l2

Se X for um espago deé produto interno e X & um
N

- s

sub-espago de dimensiZo finita gerado pelos vetores g, ¢,
1 2
L entZo dado um vetor x em X, hia um Gnico vetor x, em X mais

préoximo de x na norma ||x|| = {0x307, isto &, x, Tesolve o

probl ema

[I =%, || = min ]|x - x|].

¥ em X

® ¢ conhecido como ajuste dos quadrados minimos para x em X .
n

O método dos quadrados minimos ¢ um método variacional

para aproximag3o de solugdes de equagles envolvendo operadores

lineares do tipo

Lx = ¢ €3.4.12

de sub—-espagos de X no qual © o?erador L & definido. Em particular

se {( , D denota um produto internc em X, e se xn = Span{p‘. P,
e e (B pn} Cespago gerado por P,o - p“) e Ym = Span{w‘. v,
g %% 1y v;} s3o sub-espagos de dimens3o n de x e ¢ e gy, s3o

= J
vetores, o método geral de Galerkin (sendo o método dos

quadrados minimos um dos casos particulares deste métodod,
procura comoc aproximagdo da solugio x de (3.4.1) para um dado
obter uma fung3o x em X satisfazendo © sistema de

n

equagBes
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CLx -f, > =0 ' C3.4.2

onde:
Lxn é de dimensis m x 1,
¥, e de dimensio m x 1,

L & de dimensZoc m x n,

Assim, se

X =cp +ecp + ... +c
n 4 p’ 3pz P

e se L for linear, obtemos, substituinde em C3.4.1D x deve

satisfazer o sistema linsar

n
1=

‘CLpi.'Pj)cj = Cf'vi.)' i1 =si=m

No caso dos quadrados minimos, com
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obtém-se

Substitui ndo X » por sua expressio, obtém-se

2]
CL pj. pi.)Cj = ji:i cL pj, L. wi.)':j =Cf, D p,t‘J

ou seja, transformamos o problema no problema de obten¢3io dos c.
1

Facilmente podemos estabelecer a existéncia de

neste caso, desde que x_ seja a solug3o de

“an-'-f”z:‘mn ||Lx-—f||2.
®x em X
™
A solugio xn da forma c‘p’ = R + cnpn satisfaz
equagio ¢
™
j!:, CL L L pj:)c‘i = (f,D p,tD. i =1, m

Desenvol vendo o produte interno e chamando

b=[b.....b]T. onde b = (f,Ded, 1 =1, ..., m
1 n s L
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chega-se ao problema

Ax = b. C3.4.3
onde au = CL ¢K‘L gP. i=1, ....me j =1, ...n.
O problema de se encontrar uma soclugfio para

Ax = b C3.4. 4D

pode ser resclvide através de transformagBes ortogonais ou
equagBes normais. Optamos por fazer uma réapida referéncia a

esses métodos porque s3ioc bem conhecidos.

Equacao normal

Pode-se mostrar que a sol ug3o do sistema

hiperdeterminade (3.4.4) satisfaz

que & um sistema quadrado da forma

Ax = b €3.4.5
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-~ T ~ ~
em que A = AAeb = ATb. s& podera ser resolvido se A for

n3o singular, ou seja, se as colunas de A forem linearmente

i ndependentes.

O problema resume-se ent3c em resolver um sistema
quadrado e simétrico onde podemos aplicar a decomposigio

de Cholesky. Infelizmente ATA ¢ mal condicionada.

Transformacoes ortogonais

Neste caso podemos ter dois modos de resolucio:

a) técnicas de Householder e Gram-Schmidt

Seja A uma matriz m. x n (m > nd) com n colunas
linearmente independentes. Ent3oc existem Q, uma matriz or togonal

m ¥ ne R una matriz triangular superior n x n tal que

A = QR. (3.4.60

Substituinde (3.4.8) em (3.4.4) ocbtemos

QRx = b
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e multiplicando os dois membros da igualdade por QT obtemos

a'Rx = a'b,
portanto

Rx = QTb.

gque ¢ um sistema triangular gque pode ser facilmente resolvido.

A obteng3o de Q e R pode ser efetuada por transformagies

" de Householder ou pelo método de Gram—-Schmidt [18].

b> Decomposig¢io por valores singulares

Se A for m x n, existem matrizes U e V ortogonais e S

uma matriz diagonal n x n tais que

)
Ent&oc para resolver o problema de quadrados mi ni mos devemos

calcular
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@ resol ver

Majores detalhes sobre o problema de quadrados minimos veja [(12].

3.4.1 - Algoritmo para Interpolaggo e Aproximng;o Suaves por
Splines Cubicos

Interpolagio e suavizag3o discreta por splines

s3o considerados de importincia para problemas envol vendo

fung¢Bes definidas em pontos discretos igualmente espagados.
Possiveis Areas de aplicag3io sZo: andlise de séries temporais

discretas e rotinas . de computador para tragar curvas, tendo um

conjunto discreto de dadoes.

Para ambos, interpolag3o e aproximagio suave por
)
splines cubicos, direcionamos nossa ateng3do para o problema de uma

fungZc bl(td definida no intervale [T‘. T“]. Os valores

b(Tt) = bt s3o especificados para i =1, 2,...,n onde L

(wf,”. Para muitas aplicag@ies ¢ conveniente assumir que
i ;

bCt) seja definida num conjunto discrelo de pontos T =
{Lo""'tu} onde Lj = T‘+ Jh para h > 0, e também gque os 7T ,S

pertengam a T“.
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Splines cuibicos definidos -em [1". T ] com nés x =
n n

{T‘. s TnJ s3o fungSes S(TD tendo a forma SCL) = SCL)
i 1

SiCt.D para t em ['r,‘. a4

144
SCt) =

(o] caso contréario
onde

SCt) =b +cCt -7 +xCt-73%+dce - 108, C3.4.7
LN + + 1 8 1 v +

e zero fora deste intervalo, isto &, SCt) & cubico por partes.

Os S&Ct) satisfazem as seguintes condiq&és:

Scr. >=85 ¢t O, €3. 4.8
1 L4+ 4 L+ 4 L+ 4
€ CONTI NUI DADED
A v+ s cr d=L_cv+rs  cr D, €3.4.9
F=] i Py 2 L4+ i+a

- CCONTINUIDADE DA DERIVADA PRIMEIRAD

Vv AS CT, 3 =9 A S, cr, I, €3.4.10>
T L+d

CCONTINUIDADE DA DERIVADA SEGUNDAD

onde A fCxD = fCx + h) - f(30 e ¥ flx) = fxd - f(x - hd.
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Interpolag:;o discreta por spline cubico CIDSC

O spline cubico SCt) é igual a S,‘Ct.) para t em [71 .

L8

v )1 com i =1, ..., n-1, onde S,‘CLJ & dado por (2.4.7). Uma

L4

mel hor forma para derivar equagdes ¢ representar S (L) usando
1

pelindmios fatorados come segue:

S*Ct) =b +cCt -7 + xCt - 7D CL -1 D +
1 1 N . " 1-4

L

d.Ct - T, D2 CL = -7 3 CL - 1. J 3.4.11>
L it<+h i 3

~h

-

onde bi.’ x e di. em (3.5.8) sXo como em (3.4.7Y ,mas

- 2
e =c¢c. + xh —dh.
L 8 1 T 1

Das condigdes (3.4.8), (3.4.8) e (3.4.10) com sCr“) = bn resul tam

as egquagdes

¥ > + Cn_‘ + ., Ox + ¥ X, = 3[bi. - b .1 (3.4.13>

para i =1, ..., n-3

onde:

H =1, - T €3.4.12aD

b2



¥, =B - =g €3.4.12bD
13
K2
n, = aH'.. * —-“:—-- _ €3.4.12cD
b, - Db.)D
b, =blr, , 1)1 = = —
i+d i H
L3
o resto das equa¢gBes lineares para os ¢, vem das condi ¢Ses dos

pontos finais

O sistema de equagBes lineares denotado por

Ax = b~ » €3.4.13

se torna determinado impondo um dos trés tipos de condigBes (I,
‘II e III> para pontos extremos. Esses sistemas s3o formas

modificadas dos sistemas de Lyche C(cf. Duris [G]).
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I - Para a condigio dos pontos finais com a primeira diferenga

central dividida temos:

n, v, o - e o
¥, TN,
o ¥s (nz-rna)
A= .
O
Cnﬂ-2+nh—$)
n-2 -4
o o rn-! n-4 -
€3.4.14ad
T .
X =2 [¥ ; .. X 17, (3.4.14bD
4 n
B R 3B ~S.b =B, ssss B =B .8 -b 1%, ca3.4.14e
4 1 2 4 n—-4 n-2 n n-1

Os b em €3.4.14b) s3o dados por V A S[rh)/ahz e sZo introduzidos
™
para preservar a simetria . By definidos em (3.4.12b0

- (3.4.12¢) respectivamente.
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II - Para a condig¢Xoc dos pontos finais com a segunda diferenca

central dividida temos:

Ly 2 7, o e o} 1
72 cnz+nn) Ya
0 ) ys
A=
O
rn-z
| © o i T i e ™
(3.4.15ad
x = [x x T JT C3.4.15bD
2’ 2" T " Thes 7 i
b=[b—b—-jl—er-b b—b—xy Sl C3.4.15cD
_ 2 1 6 174" 2 S 5] R i
'II1 - Para a condigZo periddica temos:
Cnn_l+na) v, o (o] o
v, cn1+nz) {2 o
0 v,
A=
o}
rn-z
L yh-‘ ° o rn-z cnh—2+nh—l -
(3.4.16ad
T : .
x = [ 4 ¢ X 1%, (3.4.16b2
1 n-1



gt By "B ... B -b ). (3.4.16cD

A matriz do sistema & tridiagonal exceto o ¥ no
Nh—-1

canto inferior. Este tipo de sistema é resolvido usandoc o© método

descrito por Bjorck & Golub Cconforme Duris(gOl).

Os sistemas lineares provenientes de I, II e III s3o
todos positivos @ simétlricos com os elementos das mnatrizes A
positivos. O numero de condigdo em norma infinita para a matriz
A em (3. 4.15a e 3.4.16a) é limitada por [9]
i maxtCHi+1 + HL)
< <
Cond“FAD - || A Ilm Il A Ilm ~ min CH, + H D
L L+1 L
para (3.5.8a) o limite &
maxiCH_*‘ + H D
< L L
Cana A = min CHS
8 L
Uma vez que os c%'sejam conhecidos, o= b e d em
L3 *
(3.4.7) s#io dados por
L]
d, o e | - g} €3.4.17>
N 3Hi Civa St i
Hi.
= - b}
bu gl 3 caci. * ci.+.t'
para i =1, ...n-1 (para o caso periddico c = c‘J.
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Difer encas divididas

A férmula para as diferengas divididas geral
é convenientemente obtida de uma tabela de diferengas divididas
mostrada na tabela 3.4.1. As primeiras duas colunas s3oc os dados

Cx‘... y_‘D @ o restante da tabela & dado pela seguinte férmula

Tabela 3.4.1 = Tabela de diferencas divididas geral

x, Y. primeira segunda terceira . quarta

x = fix ]
o o

fix ,x ]
o 1
x flx] flx ,x ,x 1
4 1 o’ 1" 2
fix ,x ] : flx .3 5¢c 3]
1 2 o 1 "2 "3
xz f‘[le f[x‘.xz.x'] f[xo.x‘.xz.xs,x‘]
flix ,x 1 fisx > ,% ,% ]
2" "8 . 1" 2 "9 T e
x = fix] flx . x ,x ]
® 9 2" "8 " &
flix ,x 1]
2" e

Y flx ]
& 4
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Algoritmo de lnterpolaggo

Passo 1 - Se condquO'# IIT e n > O enti3o

faca

!
b
1
bl

i
-

- sen # 2 e condigdo # 11 entio

faca

sendo faga

- b =0
Pl

’ -c¢c =0
r)

-d >0

= calcule a primeira diferenga dividida
- calcule a segunda‘diferenqa dividida

- Pare

Passo 2 - Coloque no sistema linear as condigOes apr opriadas

dos pontos finais Cef. €3.4.14) ou (5.4.15) ou (3.4.162)

&8



Passo 3 - Se condig¢Zo = 1 enti3o

- calcule as condi¢g3es dos pontos

primeira diferenga central dividida

¥V + A S[T’)

i
=T h
-]
V¥ + A SCt >
S:....j.'_ b
n 2 h
- vA para o passo B
Passo 4 - Calcule Co» bt’ 2 dt
- calcule a primeira diferenga dividida
- calcule a segunda diferenga dividida
- Pare
&
Passo § - S condigio = II ent3o i
~ calcule as condig8es dos peontos
segunda diferenga central dividida
€V + A> =CT D
s = -
1 K2
e
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V. + AD SITHD

L] h2

- vA para o passo 4

Passo B - Se condig3o = I1I ent3o

- calcule as condigBes finais periddicas

AT R K B e €T 4 A S D
2 1 . oon

4

e
St = =1 _J.
1 n
- va para o passo 4.
Mostramos agora um exemplo ‘de como o© algoritmo
de interpol agio é usado para achar o spline cubico

interpolante para h = 0.1, n = 6 e os valores da fung3do b dados

abai xo.

i Ti b.

1 0.8 1.0
2 0.7 0.5
3 1.0 2.0
4 1.8 2.8
5 2.1 2.0
B 2.8 1.0
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Para as trés condi¢®es dos pontos finais temes:

I3 Primeira diferenga central dividida

1
=z h o
g 9+ M strd
= N = 0.0

II)> Segunda diferenga central dividida

—_— . - 0.0,
h
CVY + AD SCT D
= - =0.0
h
@
III> Periddica
St -hd) = &1 -hd, SCt ) =81t 3, St +hd = (1 +h).
4 n 1 n 4 n
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SOLUGXO PARA I

i intervalo l:c,L <. x. dt

1 [0.5,0.7] 1.0 -1. 751037 ~18. 76556 75.10376
2 [0.7,1.0] 0.5 0. 9308633 2. 620669 —42. 44052
3 [1.0,1.8] .0 4.736782 -11.89979 8. BB52551
4 [(1.5,2.11 2.5 =0. 4001 307 1.378888 -3. 8501484
5] [2.1,2.5] 3.0 -2. 697525 -4.0823788 13.854401

Em particular, o spline ctbico discreto SC1) para v =

i.2 ¢ dado por

SC1.2) = 2.0 + 4.736782 x t - 11.89979 x t° + 8.852451 x t°

onde t = (1.2 - 1.00 = 0.2.

SOLUGAO PARA II:

i intervalo b, c. X, d.

i i % i
1 £{0.5,0.71] 1.0 —-4. 069061 0. 00000 39. 22655
2 [0.7,1.0] 0.5 1. 416706 =23. 638a3 -38. 63074
3 (1.0,1.5) 2.0 4. 640036 -11. 23884 7.9195301
4 [1.5,28.1) 2.5 -0. 8627820 0.6304601 -1.817308
5 [2.1,2.5] 3.0 -1.7982191 -2. 631689 2.193076




SOLUGXO PARA III:

i intervalé .bL <. x, di

1 [0.8,0.7] 1.0 -3. BO1780 -2.156043 43. 32474

2 [0.7,1.0] 0.5 1.357085 23. 83881 -38. 09586
3 [1.0,1.81] 2.0 4.6863832 -11.25748 7. 8506271
4 [1.5,2.1) 2.8 ~-0. 8051248 0.5310628 -1.520514
=] (2.1,2.58] 3.0 - -1.6245391 —-2. 204966 0. 0476882

Aproximac;;o suave por spline cubico

Duris desenvolve a teoria para aproximagdo suave por
spline cubico. Este tipo de aproxi magio foli or igd nalmente
estudado por Whittaker numa forma ligeiramente diferente. As
equag3ies para o© caso cuUbico podem ser derivadas do seguinte

tecrema.

Teorema 3.5.2 - Sejam p. h & Wi, i = Ly s sbl nameros reais

positivos. Ent3oc existesuma Unica funglo SCt) definida em

T =<t , t, ..., t > que minimiza
M o 'l m
n = m-4 =
oCfCLId = p § WCLfCT)D - bD" + VAL F fCtD]
=1 ) ! i=4 t

73



Este SC(t) ¢ o Unico spline cubico discreto satisfazendo:

. h
ST J = - == -
onde d = (x - %) C3H> ed =d = Q.
9 i * 1 0. 2]

O sistema de equac;:ﬁes lineares resultante para os x
em C3.4.7) ou (3.4.11) & obtida de (3.4.15a - e e (3.4.17) pela
inclus3o de Ss = Sn = 0 e substituindo os bi. por Et = SC'rtD. onde
sxwi) ¢ dado em (3.4.18). Esse sistema & paﬁtadiagonal. positivo

e simétrico.

Algoritmo para aproximg;o suave

Passo 1 - Se n = 2 entio

- construa o primeiro membro do sistema linear, ou

seja calcule os x‘_.-’s

- calcule as trés dlagonais necessarias para a
construgio da matriz pent.éxdi agonal Csendo que a

matriz ¢ simétricad

- resolva o sistema de equagBes lineares utilizando

os X 's calcul ados
| 8
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sen3o faga

- ¢ =2=Cc -bd /Ctr - 11
. 2 1 2 1

|
X
"

O e d‘ =0
- calcule a primeira diferenga dividida
- calcule a segunda diferenga dividida
- Pafe

Passo 2 - Se n £ 3 entio
- calcule x,

- sen3o VA para o passo 4

Passo 3 - faga

-x =0
n

-d=0
n

= X = X
n=-4 n-2

- calcule €.» @ o8 demal s x © c:i,l
- calcule a primeira diferenga dividida
- calcule a segunda diferenga dividida

- Pare

75



Passo 4 - se n = 4 ent3o
- calcule ¥ e x
1 2

- vaA para o passo 3

Passo 5 Fatore a matriz pentadiagonal

- resolva o sistema pentadiagonal e coloque a solugio no

vetor x.

- VA para o passo 3.

Mostramos agora um exemplo de como o algoritmo
de aproximagioc & usado para achar o spline cubico discreto
com os seguintes dados: h = 0.1, n = 6 e os valores da fun¢3c b

dados abail xo.

i Tt bi

1 0.5 1.0
2 0.7 0.5
3 1.0 2.0
4 1.8 2.5
5 2.1 2.0
6 & 2.5 1.0
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Para p = 0.01:
i intervalo B, e, X, d
L i 1 i
i [(0.65,0.7] 0. 7307zea 1.8536621 0. 000000 0. 8a75704
= [0.7,1.0] 01. 045234 1. 667059 0. 5385422 -1.374241
3 [1.0,1.8] i.556716 1.611752 -0. 6982756 -0. 6354344
4 [(1.85,2.11 2.108594 0.4271141 -1.651427 0. 34308082
8 [2.1,2.5] 1.844454 -1. 188260 -1. 032821 0. BR1 56R5
Para p = 1.0:
i intervalo B, c. . x, d.
1 1 1 1
1 [0.8,0.7) 0.901665868 -2. 545056 0. 000000 27.78108
e [0.7,1.0] 0. 6288041 1.320006 16. 66266 -26. 34140
3 £1.0;1. 5] 1.817824 3.915257_ ~7. 038706 4.0210489
4 (1.5,2.1) 2.518413 -0. 06161821 -1.0071321 -0.5322141
=] [2.1,2.585] 1.893115 -1.921816 -2. 055118 01.712599
L
3.5 = Algoritmos gue usam norma lm
Os problemas minimax lineares (PMMLD da analise

numérica poedem ser formulados como:
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min max ||b - Ax| |,

: n
X em R

Teorema 3.5.1 C(cf. Stoer [15]) - Sejam os valores a, ., vy dados
0 L | T
para 1 =1 =m, 1 = j=n e m>n O problema de
achar o minimax ||b - ax * ...+ aheaJ| para

1 £1i €£m tem uma solugio.

Esta & a solu¢zo de um sistema hiperdeterminadeo de
equa¢gdes lineares, aceitande como resposta aqueles valores que
tornam minimoe o maximo das discrepaAncias individuais. O assunto é
bastante conhecido, porém n3oc foi encontrado nenhum algoritmo que

use conceitos modernos.
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CAPITULO 1V

APROXIMACAO DE SUPERFICIES

A generalizagi3o dos métodos de: aproximagio de fungdes de
uma variiavel para fung¢des de varias varidveis n3ioc & trivial, =
somente pode ser feita para casos especiais, pois a teoria para
aproximagfo de fungBes de .varias varidveis ainda nao

atingiu o nivel de desenvolvimento da teoria de aproximagio

a uma variavel.

HA muitas aplicag@es de aproximagBes de superficies
ou aproximagio de fungdes de duas variaveis. Algumas envol vem
graficos interativos em tempo real; essas aplicag@es incluem o

projeto de superficies de automéveis, aviSes @ barcos. Outr as



aplicag¥Bes envolvem a modelagem de uma superficie, come o© do

coragio ou cérebro humano ou de depdsitos minerais na terra.

SuPonha‘QUe Q & um conjunto de pontos num plano e
fCP) = fC(x,y2) & uma fungZo definida em Q. flx,yd & uma
superficie tridimensional e seu grafico sera suave se f e sua

derivada primeira for continua em {1 C(veja figura 4.1D.

Descrevemos apenas aproximagdes e interpolagles sobre
malhas triangulares porque com el as = possivel encontrar
triangula¢Ses (divisdo de um dominio no plano x-yJ de modo a
minimizar o© erro cometido. A teoria sobre malhas retangulares

pode ser encontrada em Prenter [14].

T T e o S

figura 4.1 - Uma fung3o de Duas Variaveis com Uma -
Superficie Interpolante para Um conjunto de

Pontos aleatérios.



4.1 - Aproximngzo - Interpolagzo Sobre Malhas Tringulares

Para essa construgio necessitamos dos pontes <P , P,
(5]

1

.,Pn} da part;qﬁo n a fim de gerar uma triangulagio
apropriada de . Especificamente, um conjuntoc de tridngules n3o

degenerados T =T , T, ..., T > tal que
o 1 n-1

1 = conjunto de todos oS vértices de

triangulos pertencentes a v & m;

2 - cada par de triangulos CT}.'%)-em T intersepta em
um Unico vértice, ou em um lado ou naoc se

intersepta;

3 - a unifo dos 11’9 e seus interiocres & 0,

é dito ser uma triangulagio apropriada de Q. Dada uma
poligonal limitada no planoc, podemos ter varias triangulagSes.

'Essas idéias s%o ilustradas nas figuras 4.2 e 4. 3.

N

Figura 4.2 - Trés Triangulag¢®es Distintas da Mesma Regido.
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Figura 4.3 - Uma RegiZo (2 com uma TriangulagZo Apropriada.

Suponha que Q seja uma regiZXo poligonal limitada com
uma triangul ag3o apropriada g Damos dois métodos
especificos para construir polindmios por partes em (O com
triangulagio T e indicamos como esses métodos podem e devem ser
generalizados. A triangulag3oc de uma.dada regifo Q é um problema
‘de programagiio n3o trivial para o qual os engenheiros tem devotado
uma parte de sua atengdo procurando gerar automaticamente as
malhas. Primeiro estudaremos o problema de aproximag3o
supondo que a triangulaglo de ‘nossa regido tenha sido dada;

na sec3oc 4.2 trataremos do problema da triangulagio.



4.1.1 - O motodo das placas

A idéia do método das placas Ccf. Prenter [1413 ¢ a
de aproximar uma fungio f{(x,y)  por planos por partes que
interpolam f nos vértices de alguma tri angulagio apropriada do
dominiec O de f. Por exemplo, suponﬁa que O é a regi Xo
mostrada na figura 4.3 com a triangulagdo T. Em cada

trisdngule T de Q, construimes um plano p_th.yD
19

pth.y) = ax + biy + c.

interpolando f pelos vértices de T.- Definamocs Nosso

interpolante linear por partes SN( x,y) de f

SNCx. y) = pi.c X, yd

Figura 4.4 - Grafico de um Polindmio de Lagrange Linear

por Partes.
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Figura 4.5 - Grafico de uma fungio base p (x,yd
L

se (x,y) estiver em'ﬁ_ou em seu interior. A fungl@o resultante o
um polinédmioc de Lagrange por partes de graﬁ um como ilustrado na
figura 4.4. Os polindmios de Lagrange por partes s3o constituidos
pelas somas dos produtos dos polinSmics base de Lagrange por
partes na direg¢3o de x com polinédmios base de Lagrange por partes
na direcZo y. Seja Wlx = (x - xo)Cx = xﬁi... (x — an. entic o

polindmio interpolador de Lagrange tem a forma

1al
pCxd = B fixD 100,

L=0
en que

WC D
(x - x.2 W’CxiD
L9

1 CxD =
L 9



A base candnica para computar SNCx.y) ¢ o conjunto de fung®es {p ,
2 o
p‘. & % @ p;). que sXTo os polindmios lineares por partes
provenientes do método das placas e que resolve o© preblema de

interpolagXo

O grafice de uma tipica fungdoc de forma
;%Cx.y) correspondendc a um vértice interior F tem a forma dada

na figura 4.5. Isto mostra que

n
SNCx.y) = igo fCPiD ¢,LCx.y)

e que Sh é Unico, suas placas unicamente determinadas por trés
pentoes ndo colineares. Note que SN é continuo scbre 2, desde que

p.Cx,y) = ij X,¥? ao longo dos lados compartilhados dos triangulos
L

adjacentes T e T," respectivamente.

@

4.1.2 = Um esquema de seis pontos sobre uma malha triangular

O método das placas consiste em construir polindmios
de Lagrange 1li n;ear por partes sobre uma malha triangular.
Construiremos agora polinémios de Lagrange quadraticos por partes

sobre a malha. Especifica}nente. seja T = <To. T‘. 43 3] # Tn_’} uma
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triangulagio de . Em cada triangulo T de T construimos os
L
pontos médios de cada lado. Nossa malha consistiri dos vértices

. Pia' P“ Juntamente com os pontos médios P , P , P de

i0 (=% i3 S5

cada triangulo T, de T Cveja figura 4.6.

Em cada triangulo Ti_ computa-se a superficie quadratica

2 2
Plx,y) = ax + bxy +cy +dx +evy + 1,
i L 1 1N - % |

PP 3 =4CP 2, O =X j < B
[ 8]

Figura 4.6 - Triidngulo Ti @ seus pontos de malha th'
o= j £ B

O polindmio interpolante quadratico por partes SNC X, Y

de fi(x,y) com respeito a esta malha deve satisfazer

SNCx.y) = P,‘Cx.y) s

=13



se (x,y) pertencer ao triingulo Tt ou ao seu interior. Isto mostra
que o grafico de SNCx.y) ¢ uma superficie parabdlica por
partes Cveja figura 4.7). Pode-se provar a existéncia =)

unicidade dessas fungdes simplesmente calcul ando-as.

O método preferido de computag3o pelos engenheiros é
ocoutra vez via base candnica ou fungdes de forma pic X, YD

resolvendo o problema de interpolagio

Onde {Po’ P‘. A PN} ¢ © conjunto de vértices da nossa
malha. Graficos de fungBes de forma tipicas no tridngulo ‘I‘_t sao

dadas na figura 4.8. Isto mostra que

™
SNCx.y) = ‘: fo_t.yi)p,ka.y).
=0

Figura 4.7 - Uma Superficie Quadratica Por Partes.
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Figura 4.8 - Polindémios Base de Lagrange Quadraticos.

A computagio dos ¢k’s ¢ facilmente efetuada como

produtos de planos.

Note que a fungio SNCx,yD serid continua em todo 1, desde
que SNCx.yD se reduza a uma simples parabola ao longo dos lados

“
adjacentes dos triangulos interseptantes CT_,'EJ.
1
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4.2 - G&raezo automatica de malhas

‘Construimes: varios esquemas de ' ;proximagﬁo
sobre triangulag@es 7 da poligonal limitada Q) no plane x - y. Para
computar com tais aproximag®@es, ao resolver equag¢Bes diferenciais
parciais, ou ainda em probl emas diretos de aproximacio,
devemos efetuar uma triangul agfo apropriada de modo
sistematico. Seria uma formidavel tarefa se n3o pudéssemos
langar m3o do computador para nos ajudar, particularmente para
triangulag@es envolvendo um grande numer o de triangulos.
Triangulag@es com a ajuda do computador e outras partigSes
geométricas de um dominio s3o conhecidos como model os de

geragdo automatica de malhas.

Dada uma poligonal limitada e conexa no ‘ plano real,
como programar o computador para particibnar Q numa triangulagio
apropriada que nos permita usar o método das placas e outros
pelinédmios dé Lagrange por partes sobre tais triangulag®es? Duas
triangulagBes de uma regido limitada . poligonalmente s3o

ilustradas nas figuras 4.9 e 4.11 e uma triangulagic de uma

regifo limitada n3o poligonal ¢ ilustrada na figura 4.10.

Nosso segundo problema € decidir como achar aproximagles
por elementos finitos (polinédmios por partesd sobre dominios
limitadoes n3o poligonais. Em particular, o que fazer com
fronteiras curvas? Gostarfiamos ainda de trabalhar sobre
triangula¢®es apropriadas de uma regifo Q ou uma aproximag3o de

QN como ilustrado nas figuras 4.9, 4.11 e 4.10. Este problema fol
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resolvido satisfatoriamente em parte por Zdenkiewi;z =]
Phillips, B.M. Irons, Ergatoudis, Irons, e Zienkiewicz, C(cf.
Prenter (1410 usando o que sio conhecidas na literatura Coma
Transfofma¢aes Isoparamétricas. Se a fronteira de O consiste

de segmentos de polindmios ou de splines, tentamos usar splines do

mesEmo grau parametricamente, para mapeér um quadrade em de
modo que as fronteiras sejam mapeadas exatamente ou
aproximadamente em fronteiras de mode que a transformagio

resultante seja uma injegdo.

® Ponto Medio

o Ponlo de Vertice . . A

o Pento Wdio

Figura 4.9 - Gerag3io Automatica de Mal ha Numa Reygi Zo
Limitada Poligonalmente.
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e Ponto de Vertice s .
e Ponto Medio . i

Diagrama

Mothe Finol

Figura 4.10 - Gerag3o automatica de malha Numa Regido
Limitada N3o Poligonal.

Algoritmo - Elemento triangular curvado

Passo 1 - Seja -1 = s = £ ... £s8s =1@e -1 =4¢t £t < ...5
o i n o 1

tm= 1 duas partigdBes de um intervale [-1,1] nas
dire¢Ses s e t, respectivamente.
L

Passo 2 - Seja {TCsvtD | -1 st 1> e {Tts.tf | -1 S = S 1),
onde O £1 €£ne 0 £ jJ £ m o conjunto de curvas

coordenadas em () que aparecem na figura 4.12.

Passo 3 - O passo 2 particiona 2 em mn quadrilateros Eq com

fronteiras curvas. Escolha a diagonal mails curta de

cada Rq‘ o] resul tado Cfigura 4.13> -] a

triangulagioco de Q'em gquantos triingulos possa ter a
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fronteira curwva.

Disgroms
; |
} 7 ‘} {
\ (>
| : [
A7 , / / !
N/ i ] /
1 I po
LS L <~ |
£ T \, \ l/lll/i_ i
| A< N . ‘
= NNAANAY
1 Ve Sox l i
1 \/ \V% ' !
: v'/ / | \/ F : ' !
PV AYN YA Y AT N
maike Fisegt

. Figura 4.11 - Geragao Automatica de Malha Numa Regi3o
limitada Poligonalmente.

Usando este algoritmo para computar aproximagSes para
uma dada fungZo flx,y) requer uma base ou um conjunto de fungdes
de forma ;ka,yD. linear por partes, quadraticas, e assim
por diante de polinémios de Lagrange sobre uma malha triangular.
Se todos o©os lados de {1 fossem linhas retas, os ¢k’s seriam
simples fun¢Ses de forma da se¢io anterior. Por outro lade, se
alguma das fronteiras for curva, necessitamos de um conjunto de
fungBes de forma construidas suavemente sobre esses lados curvos.

Isto requeriria uma férmula especifica para - Em particular,
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as fungdes de forma naturais P, p;ra a triangulagio

descrita pelo algoritmo s3c as fungBes

pCx,y) = w,lCT"Cx.yDD.

onde o vi 'as 8o as fung@es de forma sobre Uma triangul agZo

aniloga de Q no planoc s - t Cveja figura 4.14).

A dificuldade com essa aproximagio & que usual mente
falta uma expressio explicita para T Para contornar essa
dificuldade aproximamos por um segmento de reta todas as curvas
para ter elementos triangulares verdadeiros. Porém, obteremos uma

aproximagio nN para Q.

Figura 4.12 - Conjunto de Curvas Coordenadas em Q.
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Figura 4.13 - Triangulagio de Q.

Figura 4.14 - Triangulag¢3ic Analoga de (.

4.3 - O metodo de Akima

Akima desenvolveu um método de interpolagio om
duas variaveis e aproximagie suave de superficies. O método
utiliza um meio que ffaz com que a superficie resultante passe

por todos os pontos dados. Este método tem uma séria
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desvantagem. A aplicabilidade & restrita a casos .em que os
valores s3o dados em fun¢io de coorden;das cartesianas dos pontos
de um plano. O método de Akima se aplica quande os valores da
fungdo s3To dados om pontos arbitrariamente distribuides no plano
X-y. A fung3o interpolante ¢ uma fungZc suave, isto &, ela e suas

derivadas parciais de primeira ordem sZo continuas.

O método utiliza o melhor critéric para triangulagie

do plano sugerida por Lawson, e o algoritme que implementa o

-~

método tem sido melhorado substancialmente, tanto no espago

de armazenamento pgguerido como também no tempo de computagZo. O

Y

do Angulo sugere que quando um conjunte de

“eritério max—mih
quatro pontos sﬁa.os vértices de um quadrilatero com cada &angulo
1nyerno menor do que 1, se escolha, entre duas formas possiveis de
pafticionamentc do quadriliAtero em um par de triAnguloes, o
particicnamento que maximiza o© menor Angulo 1ﬂterno dos dois

triangulos produzidosCef. Lawson(111D.

Ideia do Algoritmo

©

O plano x - y & triangul ado ou dividido em
malhas triangulares, tendo como vértices projesSes de trés
dados scbre o planco, e um polinédmio de quinto grau em X e y ¢é
construide para cada malha triangular. Valores estimados das
derivadas parciais para cada ponto dado s3o usados na

determina¢io do polindmio.



Para a triangula¢Zoc do planc xX-y = adotado o
critério max-min do 4ngulo. Na Lriangulacio do plano x-y,
primeiro ligamos o par de pontos mais préximos. Adicionamos,
entio um ponto do. cada vez em ordem crescente da distancia do
ponto médio do par de pontos mais présdmo. Essa ordenagio na
adigﬁo de novos pontos assegura que o novo ponto sera adicionado
sempre que estiver situadoe fora do poligono construido com os
pontos antigos. O novo ponto fica fora do circule cujo centro
esti no ponto médio do par de pontos mais préximo e passa pelo
dltimo ponte antige adicicnade enquanto que o poligono fica
dentro do circulo. Cada vez que um nove ponto & adicionado,

s3o construidos triingulos ligando-se © nove ponto com pontos

antigos que

n

do visiveis do novo ponto e, sempr e que

necessario, permutande a numeragio dos triingulos.

A interpolagio dos valores de z num tridngulo & baseado

nas trés hipéteses seguintes:

¢i> O Qalor da  fungq¥o no ponto (x,¥D de um triidngulo

¢ interpolado pelo polindmio de quinto grau em x e y,

isto &,
©
5 s5-;
zCx,yd) = }: b qjkx,yk
j=0 k=0
Note que existem 21 coeficientes para serem

determi nados.
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(i1 Os valcres da fungo e suas derivadas de primeira e
segunda ordens (isto &, &z dx, 9z/38y, Gzz/axz,‘ azz/axy
=) Oaz/_OyZD. sXo fornecidos para cada vértice do

tridngulc (18 condig@es).

Ciiid> A derivada parcial da fung3o diferenciada na

dire¢3o perpendicular Cou normald a cada lado do

triadngule & um polinémioc de terceiro grau, no
maximo. Essa hipétese fornece trés condl ¢Tles
adicionais.

A suavidade dos valores interpol ados =) por
conseguinte a suavidade da superficie resultante ao longo do
triangulo pode ser obtida como seéue. E conveniente
introduzir um nove sistema de coordenadas cartesianas, o qual

podemos chamar de sistema s-t, no qual o eixo s & paralelo ac lado
do tridngulo. J&A que a transformagio de coordenadas entre o
sistema x-y @ s-t & linear, uma combinagio linear dos valores

ez /%, daz/ay, az/ax?. az/dxy e 62/6yz para cada vértice

unicamente determinam os valores de az/0s, oz /8t , dpz/ass.

'z st o dzrat? para o mesmo vértice. Ent3o os valores de
LY

3z, 32/3s e 3°z/3s> em dois vértices . determinam univocamente

um polindmioc de quinto grau em s para valores de 2z pertencentes
a um iado. Desde que dois polindmios de quinto grau em x € y
representem valores de z em dois tridngulos que compartilham um

lado comum s3o reduzidos a um polindmioc de quinte grau em s

sobre esse lado, esses dolis polindmios em X ¢ y coincidem nesse
lado comum. Isto prova a continuidade dos valores de =z
interpolados ac longe de um lade do triangulo. Analogamente
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os valores de dz/8t e d°z/3st = (32/8sdt em dois vértices
determinam uhivocamente.um polinémio de terceiro grau em s para
8z, 8t sobre o 1a§o. Desde que o polindmioc representando 8z 8t &
de terceiro grau eﬁ s, no méaxd mo, dois polindmios
representando 8z 8t em dois trilngulos que compartilham um
lado comum também coincidem nesse lado. Isto prova a
continuidade de 8z~ 8t e assim a suavidade de z ao longo do

lado do triingulo.

Para a aproximagio de superficies suaves, a
triangulagdc ¢é realizada do seguinte modo: o plano xX-y &
dividido em nove A4areas retangulares e obtem-se os tridngulos
associados a cada retangulo. Todos os pontos das Areas
retangulares obtidas s3o localizados e a interpolagioc ¢ feita
para todos os pontos da malha. Neste caso, tanto a  localizagio
dos pontos das areas retangulares, como a interpolagio de seus
valores s3o realizadas sobre os triadngulos ao invés de sobre os
pontos das areas retangulares. Organizam-se os pontos da malha
para aproximagfo de superficies escolhendo os pontos em relagio
ao numero de triangulos; para cada triadngulo exami nam-se oS
pontos da 4rea retangular onde se encontra o triangulo,
buscando pontos da Aarea reta;gular que estejam dentro do
triangulo e armazena-—os. Na aproximag3c de superficie, a
interpolagdo & realizada para os pontos da malha no triangulo

consecutivamente, de modo que se evita recalcular

desnecessariamente os coeficientes dos polindnios.
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4.4 - O motodo de trianguiagzo de Lawson

Dado o. conjunto s de pontos distintes, Cx“
}QJ. i =1, ..., n, a malha triangular T pode ser construida
percorrendo a casca convexa desse conjunto de peontos Ccasca
convexa de S & um poligono convexo cﬂja area ¢ minima e contém
todos os pontos de S). Cada tridngulo ma malha tem Lrés dos

pontos dados como seus vértices e nio contém nenhum outro ponto de

S, no interior ou no contorno.

Conceitualmente n3o ha dificuldade em se

construir manualmente uma malha triangular.

Em geral, existem diferentes -triangulacﬁes de um
conjunto S. Porém, todas as possiveis triangulag@es de S tem o
mesme numero de tridngulos e ¢ mesmo numerc de lados. Seja n ©
nimero de pontos de S da casca convexa de & e n o nimero de

pontos no interior de maneira que n = n. ¥ h. Entic o numero de
13

trisngulos ¢

@ o numero de lades &

n =2n + 3Cn - 1) £ 3n
L LY v
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A tabela 4.1 & uma estrutura de dados represantando

uma malha triangular proposta por Lawson. A coluna 1 representa o

numero do triangulo que estd sendo avaliado. Cada tridngule L
representado por seis numeros. Como n, £ 2n para uma malha
triangular de n pontos teremos um total de 1&n numeros para

representar esta malha.

v

Tabela 4.1 - Estrutura de Dados Representande Uma Malha

Trianguiar Baseada na Figura 4.185.

Triidngulo|Triingulos adjacentes |Vértices do trifngulo avaliado
Avaliado [zero indica a regilo O primeiro vértice & o ponto de
exterior para a malha |contate entre o tridngule avali
triangular lado e os triingulos adjacentes
1 2 (0] 4 5 =] 7
2 =] 1 3 5 2 8
3 6 O 2 < 1 8
Este método tem a propriedade de fazer adi ¢Bes [
mudancas nas listas de triangulos mas n3io a eliminag3o. Por esta
razio ha a necessidade de armazenar informag¢des sobre oS

triangulos para posterior operag3ic. O método usa o criteério

max-min do tridngulo.
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Figura 4.18 - Uma Porgio de Uma Malha Triangular Descrita
pela Estrutura de Dados da tabela 1.

Descrigzo do algoritmo

1 - Inicia-se obtendeo © ponto de S que tem a menor
coordenada x. O ponto P. obtido & um ponte extremoc de uma casca

convexa de S. A obtengio de p* requer O(nd) operagdes.

& - Os pontos de S s3o ordenades de acorde com a ordem

crescente da distaAncia Euclidiaha a P‘. Denocte os pontos ordenados

»
por 9., 9, ...» q comgqg = P,'

3 - O primeiro lado é obtido conectando q ¢ 4, O préxdmo

2

pontoe na seqiléncia g nZioc colinear com q, e q, é conectado com q,
L

e q, para formar o primeiro triadngulo. Se este terceiro vértice

ndoc for qa mas ao contrario q, com k > 3, rerotulam-se os pontos

q, ate q, de modo que q, passa a ser g, e os indices(x) dos
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pontos intermedisrios passam a ser x +1.Esses passos asseguram

que qj esteja estritamente fora da casca convexa de {q ,
_ 1

q}q} para todo j = 4,5,...,n.

Seja c¢ o centro do triangulo q, 9, 9, Seja r o raio

do circulo circunscrito. Quando uma coordenada angul ar for
necessaria para um ponto, o© Aangulo serd medido no sentido
anti-horarioc ac redor de ¢ (vérticed com raior. Note que a

coordenada angular de q, é zero, e tLodos os outros pontos q
19
para i > 1 tem coordenadas angulares estritamente entre O =

211.

4 - Construa uma lista inicial limitada consistinde de g,
4

q,» 9,. e q, Junto com suas coordenadas angulares assegurando um

angulec de 27 para a segunda ocorréncia de q,- Em relag¢io
acs pontos q,.» k =4, ..., n faz-se o seguinte .para cada um
del es:

85 - Determine a coordenada angular de q, © use-a como uma

chave para pesquisar um par de pontos de fronteira da casca
convexa que nio sejam colineares com q - Isto €& uma pesquisa
linear requerendoc uma média de pk/a. com n_ = nn, compar ag¢des

escalares, onde n ¢ o ndmero de pontos de fronteira da casca

convexa de {q’. s o B qbd}.

6 - Tende achado dois pontes de fronteira aos quais qd, pode
ser conectado, liga-se q, & esses pontos de mode a formarem um
novo triinqule armazenando os pontos e identificando os lados para

serem testados para possivel permuta de identificag3io. Se a
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decislo for de permuta de lados, identifique os dois lados que

tem q, ©m comum, contrua dois novos triidngulos ligande cada um

destes dois lados‘a um noveo ponto. Quando nao houver mais
nada armazenado, testa-se conectar q, <om algum ponto de
fronteira vizinho. Se isto for possigel. ent3o comega-se
novamente a Lransformaqéo =3 L;ste. iniciando com =] lado
oposto de q, transformando-o em um nove triangulo. Quando

q, n3c puder ser conectado com nenhum dos pontos de fronteira,

o processamento de q, estara completo.

A figura 4.16 mostra um conjuntoe 5 constituide de 26
pontos num plano, as figuras 4.16al a 4.16d mostram alguns
passos da triangulagic de Lawson e, a figura 4.17 é a

malha triangular construida com © conjunte S da figura 4.186.

e
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Figura 4.16 - Conjunto de 26 pontos va)ﬁb.
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CAPITULO V

ALGORI TMOS PARA PROBLEMAS NAO LINEARES CPNL)

O PNL caracteriza-se por n3do, possuir um metodo geral

de resolugio, S3c muitos os algoritmos e quase sempre
voltados para problemas especificos, explorande caracteristicas
di versas tais como . continuidade, unimodal i dade,

diferenciabilidade de primeira ordem e-ou de segunda ordem.

Una outra caracteristica é a inexisténcia de
critérios absolutos para a compar agio entre os varios
algoritmos existentes (Mateus e Luna (13]1). O que se faz e
comparar algumas caracteristicas n3oc definidas precisamente,

tais como: simplicidade computacional, tempo de magqui na



necessirio para atingir um ponto de minimo a partir de um ponteo
inicial qualquer, meméria necessaria, rapidez de convergéncia,

sensibilidade a erros computacicnais.

Neste capitulo apresentamos um resumo de uma
pesquisa bibliografica para tentar dar uma idéia geral de

problemas de aproximag3c n3c linear.

Seja Y : R" —— R" uma funglo de 1 variaveis reais
t'i. Ci = 1% .sus 1D = n parametros reais xj cj =1,
oM, t=It, ..., t1T e x=1Ix, ..., x1". Suponha que
4 L 4 - N
sfo dados m variaveis t'i, ¢i =1, ..., m), com m nimeros reais vy,
LY
€L =1, ...s M
Sejam
YOO = [Y €O, ..., ¥ 017 €5.15
" onde Y_th) = thi;x com Ci =1, ..., m)d e ¥y = [y‘. Y, R 1.8
O problema que queremos resolver é minimizar S : R" —— R dado
por: ®
SO = | |YOO -yl (x em R O
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onde se || || for euclidiana teremos um problema de quadrados

minimos; se || || for norma 1 serd um problema de aproximagio
1‘ e sera tratado na segdo 5.2; se || || fer norma infinita
n3o sera tratado pois nada foi encontrado a respeito de

aproximagio em norma infinita. Convém, porém, ressaltar que quase

tudo © que se refere a aproximag3o nio linear ¢ em relag3o ‘a

norma 2.
5.1 = Quadrados Minimos
Seja f : B et B definida'por
£C3D = YCxD - y Cx em R™ | cB. 2
ent3o
SCx> = £CxdT £CxD 5.3

e usando a notagiio difo) = I~/ X

m
dtSCx) =2 ¥ fiCxDBifj(x) Ci =31 ouey B (5. 4D
j=a
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Uma condig3co necessaria para que Ve seja um minimo

de
S é que aiSCx‘) =0 Climdy g e gD
»
Por conseguinte x satisfaz o sistema de equagBes
m 2
E f(xdd f (x> =0 i =1, s NI (5.5
j=1 J v )
O sistema de equagdes (5.8 & chamado sistema normal para o

problema de quadrados minimos. A matriz Jacobiana A(xD de f,

fung3do de x, & a matriz m por n com elementos a.iij). dados por

a (x) = 8f (D C1
i J ot

i
[N
v

Em termos da matriz Jacoblana, o sistema de equa¢les normal &

AGOTECx) = 0 .
Por (5.43 o gradiente F(xO de S-para x & dado por

L

FCxD = Z2AC THEx CB. 8)

Portanto o sistema de equag¢gdes normal pode ser escrito como:

FCx> = 0O C5.TH
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Em geral o sistema de equagles normal ) nao
linear. A maioria dos métodos para resolver o problema dos
quadrados minimos s3o métodos iterativos para resolver (5.7). Note
‘que a solucio de CA'."S.'75 ¢ um pontoe critico de £ mas nio &
necessariamente um minimo de =, Un método para resolver o
problema de quadrados minimos para achar uma solugo de (¢B.7>

pode originar um ponto de sela e assim falhar.

O problema de resolugio de sistemas de equagBes nio
lineares tem uma certa relagio com o problema de quadrados
minimos. Seja p : R" — R e que tem um minimo global nulo em R,

e q : R" —— R" ¢ dado. Seja r : R” —— R definido por

rCxd = pCglxd)d Cx em R™

O tiver uma solugio x* entIo x= &

Se o sistema de equagBes qCxd

um minimo de r. Note que gq(xD = 0 pode ter varias solugdes, cada
.uma das quais é um minimo de r. Assim algum métode  para
otimiza¢qo sem restrigBes pode ser aplicado para a fung3o

objetive r para obter a sclugic de qix> = 0.

&
Agora se p for definido por

)
©
"

pCw = ||u]| Cu em R™ C
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onde ||.|| ¢ alguma norma em R” ent¥o plw 20 e plw = O

se o somente se u = O. EntZo p definido em (5.8) tem um minimo
#

global u = 0 em R"i_Por conseguinte se x* for um zero de q

entdo pode ser uma estimativa do minimo r definide por

réxd = ||qCx ||
em particular, se ||.|| for a norma Euclidiana entioc temos
rCxd = qCxd qCxd. . 5.9

Se q nao tiver zeros, uma solugio do problema de quadrados minimos
de q(x) = 0 ainda pode ser achade minimizandoe r definido por

(5.6D.

9] Método de Gauss=Newton

~

Se o sistema de equagdBes normal (5.7 for n3do linear,
entio um método iterativeo deve ser usade para resolvé-lo. Se

a matriz Jacobiana B de F for conhecida, onde os elementos de B

sao dados por

I
[
-
-

b, % = & F (x> Ci,]J nd CS. 10
J L
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onde FCx) é definido por (5.8, entIoc o método de Newton
para a solugiio do sistema de equagBes nioc lineares pode ser
usado para resolver (5.7) se uma estimativa inicial x® de uma

. .
solugdo x for conhecida. O método de Newton para resolver

(5.7) consiste na geragio da seqiiéncia {x"‘)} a partir de

x(k-o-t) s K““ _ chcm)-xr__cx(k)) Ck

il
O
.
[
w

Para F definida por (5.103 temos

m
dF () =2 F {9f (xd, 8 f (xD + f (xD3 p £ (xD> 5,113
1t L ;L i L L T

Cls J = L cnmp NI
de modo que para computar BCx™ & necessario computar mn
derivadas parciais de primeira ordem 8tfle”“) Ci = Lls:..an;
1 & X, swes n'D e mnCn +122 derivadas parciais de seéunda
ordem 6ijfLCx‘k’) ¢i, j =1, ....mn ;1 =1, ..., m.  Assim
o método de Newton requer m avaliagBes de fungBes ., mn

L
avaliagBes de fungdes d‘fl. e mnin + 132 avaliagBes de fungdes
dj;vifl. Se o valor de SCx‘) for =zero ou muite pequeno, ent3o
por (5.33, o valor de fLCx‘) ¢l =1, ..., md é também zero ou
muito pequeno. Assim se x for suficientemente préximo de x'. [
termo f‘le) OJy,‘fleJ em (5.110 ¢ desprezivel se as segundas

derivadas parciais de f‘l forem limitadas. Se S for muito

pequenc ou for igual a zero, podemos aproximar dF (x) por
J .
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m
dF (x> = 2
T x LP‘ ajfleD athCxD (5.120

para x suficientemente préximo de x .

&.
y = YCt;x'D,

no caso dos quadrados minimos, entio fo*) definido por €S. 2>
tem elementos que s3Zo muito pequencs podendo realmente ter wvalor
zero. Se, também, uma estimativa x‘°’ préxima de x“l for conhecida,
ent3dc poderia esperar que o método de Newton com aproximagio de B
peIp uso de (5.12) seja efetivoe. Essa é a 1idéia do mét odo de
Gauss-Newton. Maiores detalhes sobre résoluqio de problemas de

quadrados minimos ver Mateus [13], Stoer [18] e Wolfe [16].

5.2 = Problemas de AproximagZo 1‘ Nao Linear

.
Nés consideramos o problema de minimizaglio em norma l{

Este problema é definido da seguinte forma:

n

Problema I - Sejam fi : R s R, i = 1,....m fungdSes

continuamente diferenciidveis. Minimize

m
FCx> = ||fCxd ]| = E [£fCx2],

i=1
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Este tipo de problema aparece em uma variedade de
4reas entre as quais comunicagio digital <@ técnicas de

aproxd mag3o.

Nossa ateng3o aqui ¢ focada no problema de aproximac3o

1l n3o linear que pode ser enunciado como se segue.

Problema II - Seja uma funcXo real fCx) definida num conjunto
discreto X = {xl. .y xh}. que define uma fung¢io
aproximacdo kCA,xD de algum cbnjunto A = {a‘.....

- . . 4
a“) de numeros reais. Encontrar A que minimize

FCAD = T, [foD = kCA.xJI.
i=a ® *
Se kCA,.) for uma fungio linear em A, tem-se um problema
.de aproximag3o l’ linear, resolvido  satisfatoriamente por

Barrodale e Roberts [7]. Assim, vamos nos restringir ao caso de
kCA,.D> ser ndo linear em A. Este problema n3oc foi ainda
resolvide satisfatoriamente. Npte-se que o problema II €& um caso

especial do problema I.
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8.2.1 - O algoritmo de El-Attar e Dutta

Descrevemos um algoritmo para problemas de minimizag3do
n3oc linear em norma 1‘ proposto por El-Attar et alli [([103]. O
algoritmo basico usa uma tLécnica iterativa para minimizar uma

fungZo P(x,&£) com valores decrescentes de «¢.

Algoritmo 5.2.1

.0 algoritmo basico

Passo 1 - Escolha x, em R", s > O Cnimero pequeno), defina k = 1.

Passo 2 - Minimize PCx.:k) dada pela equag3io

m

’ PCx,e> = E (£ + 63%% ¢ >0
i=1

Chame a solug3o de xk*

Passo 3 - Calcule sku = sk/u onde L & um némero

pré-especificado maior do que 1.

L -

= - <
Passo 4 Se g, £ a e/ou se ||xk x ||$ <3 onde a e 3
s¥o numeros pequencs pré—-estabelecidos dependendo da
precisZo desejada, PARE. Caso contrario faga k := k+1 e

volte ac passo 2.
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Para valores pequencos de £, © mal condicionamento

do problema PCx, &3 aumenta, isto &, a fungio . PCx, &3
ainda que Leoriq;mente diferencidvel, torna-se em alguns casos
'nﬁq diferénciével‘na .prética. Este mal condicionamento ocerre
quando pelo menos um dos fi’s for préximo Jde Zer o ou
identicamente nulo. Como rezultado, a minimizaglo da fungio
PCx,€), emprega wum método de gradiente, utilizando um érande
nunero de avaliag@es de fungSes. Também, para alguns
problemas, o algoritmo, émbora direciocnade para um ponto mui to

préxime do minimo, nio converge para o© minimo com a precisio

dese jada.
O Hessiano da fungdoc objetive Plx,£) ¢ dado per
PPCx,ed = E caf oo + a7 [f;CxD VEE Cxd + 9F 30
i=4
VTf‘_thD] - [fLZCx) P i rt"'c;o VE x> VE CxDD
onde V° = -éi * —Qi * -Qi .

E claro na express3o acima que se pelo menos um dos
f ’s tornar—-se zero para £ tendendo a 0O, gue a inversa do Hessiano
L

torna-se singular.

Pode-se pensar nessas dificuldades como analoga
das dificuldades ocorridas em alguns dos métodos de funcio
penalidade para problemas de otimizagio com restrigdo onde, para

-

um ponto &timo, a fungZo objetivo estendida n3do deve ser
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necessariamente diferenciavel.

A escolha de um valor inicial apropriado pard &
41
6 relaciocnado com © escalamento do problema particular. Em

gefal. a experiéncia numérica com o algoritmo mostra que um bom

valor de £ & a décima parte do maior valor absoluto dos
fi's ou um décimo da média dos valores absolutos dos [ *s, isto
LY

é,

e = —> max |f Cx | (5.13
1 10 ; i O -
13
ou
1 m
B W e .: IfiCxOJ : (8.14>
L=4

Em alguns casos raros, a diferenga dos valores de
‘f, 1 =1, ..., m pode ser muito grande. Neste caso adi ciconamos

1

um valor apropriado s, com todo fi ou todo conjunto particular
de fi’s. isto &, a fungdo P(x,ed ¢ escolhida para ser

m
PCx,8d = E LIf 700 + 1%

L=

onde



™~ ci > O sdlo as constantes de peso. .

Para evitar algumas das dificuldades qﬁando €,

torna-se préximo de zero, usamos a técnica de extrapol ag3Zo
de Fiacco e MacCormick Cef. El-Attar [10]1) a qual pode ser

resumida como segue:

Suponha que a fung3o P(x,£) foi minimizada para £i>€z>"'€k>o para

#* - - a ,
X0 X, s e X Ent3o, tode x. . j =1.2,...,k pode ser
J

expresso comoe um polindmio em 2 dado por

= ks 424
T
x = ¥ alCe "D,
. S

L=0

onde os ai’s s3o vetores de n componentes. Através de algum

raciocinio tedédrico, podemos obter uma estimativa de ;k*’ para

-

bag® supondo que o X minimo foi obtideoe. Esta estimativa &

representada como

k N £ tL-4)r,2

5
hea C8.15

Note que os a's sdo Unicos e nio necessitam ser
1Y
calculados explicitamente. Para estimativas lineares, isto e,

dados deois minimos prévios, somente o©s prineiros dois ternmou

aparecem na ultima egquag3o.
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Resultados numéricos C(ef. El-Attarl(101D mostram que
esta aproximag3io & geralmente mais lenta do que um método do
gradiente utilizando a extrapolag3io. A técnica de extrapol agio

de Fiacco e McCormick Ccf. El-Attar[10]) acelera a convergéncia.

Apresentamos uma versao melhorada do algoritmo

baAsico utilizandoe a técnica de extrapolagio de Fiacco e McCormick.

Algoritmo de Fliacco e McCormick

Algoritme 5.2.2

Passo 1 - Escolha 2‘ € R", obtenha e, como em C5.13 ou

(5.140, e defina k = 1.

Passo 2 - Minimize PCx.skD com ;k como pontoe inicial. Denote a

° »
solug3io por x, -

Passo 3 - Calcule L sk/L. onde L & um numero pré—definido
maior que 1.

Passo 4 - Se ¢« < a esou 1|x * - x ‘|| < B onde o e {3

k+s k k-1 1 - !

s%o numeros pequenos pré-definidos dependendo da
precis3o desejada, PARE.

Passo 5 - Se k =1, x_ = x'. Se k 2 2, obtenha uma estimativa
;kx de xk" pela técnica de extrapolagdo (conforme

+ +

€5.18530.

Passo 6 - Faga k := k + 1 e volte para o passo 2.
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Uma aproximag3o similar a wusada por Abdelmalek C(cf.
El-Attar [101D para problemas de aproximag3o l‘ linear, pode ser

aplicado ao Problema I. Seja

™m
Zx,pd =< E £GP

i=g

lfp’ oS iy

onde ff.) é definido como no problema I. Para p > 1 a sequéncia
de solugBes obtidas pela minimizagdo da fung3o diferenciivel

Z(x,p) convergira para a solugo 1‘ quando p se aproxima de 1.

Suponha que para todo 1 as fungSes fi'n s&c lineares
em algumas das varidveis xf J=1,2, ....,1, e nd3o linear em
outras xr J = 141, ... 00 =3 supénha que o seguinte

procedimento é aplicado:

1 - Fixe as variAveis n3o lineares e resolva o problema

1; usande ¢ algoritmo de Barrodale e Roberts [8].

2 — Fixe as variébvelis lineares obtidas no passo
anterior e resolva o problema n3o linear

usando o algoritmo melhorado Calgoritmo B.2.2).

3 - Repita o processo até obter a convergéncia.

Resultados numéricos mostram que esta aproximagiZo conduz

em Ltodos os casos para um minimo local.
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CAFITULO VI

TESTES COM ALGORI TMOZ IMPLEMENTALOS

Neste capitule apresentamos resul tados numericos
fornecidos por alguns algoritmos para sbluqam do preoblema linear
em normas 1 © infinita. N3o apresentamos nenhum resultade de
algoritmo que wutiliza norma lz porque os resultados em norma 12

s3c bem conhecidos. 6

Apéds a investigagdo de algoritmos para resoclver o
problema linear constatamos a existéncia de um grande ndamera de

algoritmos para este fim.



Por esta razso nos limitamos a citar alguns
exempl os esperando que estes possam servir para orientar estudos

postericres.

Os programas que usaﬁos foram baseados naquel es
J& publicados e que foram transcritos para o Fortran-68 e foram
testados tanto no computador IBM 4241, cujo sistema operacional
& Q VM 370 contreolader do Qs Va1 scb o qual roda <
compi lador WATFIV, no computador IBM 4381 cujo sistema
operacicnal & o VM 370 usando CMS sob o qual roda © compilador
FortranVs como também, no micro computader ITAUTEC I-7000 PCxt

I1 com o compilador FORTRAN77 da MICROSOFT versdo 3. 3.

6.1 - O Algoritmo de Barrodale & Roberts

O algoritmo foi descrito na segio 3. 3.

Q algoritmo & implementado am forma de uma

subrotina principal: CL1.

A subrotina CL1 usa a modificagie do método simplex
da programagio linear para calcular uma solugdo 11 de um sistema

com M equaglBies linearss a N incdgnitas

sujeito a 1 restrig@es linesares de igualdade



@ k restrigdes linesares de desigualdade

Ex = f.

QO algeritmo foi testado com as seguintes problemas:

Problema 1

2 0 1 2
7 4 4 15 7
Q 4 T =0 A
> 5
& @ 2 1 c)
L @ 3 2 14 10
il 5 o) Q a
4 4 Q 17
| 1 o) 2 o 5 |
b [7.4.7.4:0.4,09,8)"
o) 4 5 -1
c= |3 = 7 12 2
3 B = | 3
d = [3,1,817



onde as matrizes A, b, C, d, E e f foram transformadas numa

Unica matriz Q:

A b
Q = 4 d
E f

A solugio obtida foi:

[ 0. 0000000
1. 6956520
x = [ 0.0000000
~0. 1956521
| 0.02173€0 |

com a norma do srro = 0, 0026652168, onde a norma do erra & a

soma dos valores absolutos dos residuocs.

. . Problema 2
- 4 £

i =

A = 1 3

1 4
S

AU

W s W



m
I

-
-
—h
(=

-

A solugio abtida foi: ,
G 0. 1000001 E+01
Q. BEGEGGRE+00

cOom a norma erra = O 0233353,

6.2 = O Algoritmo de Abdelmalek

O algoritmo desenvelvide por Nabih N, Abdelmalek da
Divis&o de Engenharia Elétrica do Conselhe Nacional de Pesqui=sa
do Canada, OGttawalll foi descrito na secio 2. 2.

A implementacdo utiliza duas subreotinas: L1 & PILV.

A subrotina L1 rescolve um sistema hiperdeterminado
de equacfies lineares na norma 1‘ pelo uso de um algoritmo

L]

simplex dual C(ver segido 3 2) para programacio 1insar.

O sistema t.em a farma



A solugio deste sistema & um vetor x de tamanho

que minimiza

sendo que

Lg% © 0 i-osimo residuc & & dado por

r =a xXx +a X + ... +a x - b.
v v,4 1 w2 2 vum o m L

A subrotina PSLV & chamada pela subrotina L1

resclve o sistema quadrade n3o singular de equaciBes linsares
Px = b,
ou o sistema quadrado n3o singular de equagfies linsares
T

P'x = b,

onde P & uma matriz triangular supericr, b e x s3a vetaores.

A implementacio foi testada com os seguintes prablemas:

Problema 1

Matriz A

A matriz A & de 201 x 1 com todos os elememtos 1guar =
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Pl
e I = T Q= R T

2090 0 0 0000920000920 0000000000000°0

. 00000,
10618,
JAe69e,
. 24877,
. 2R574,
. 20988,
L 22096,
. 32147,
. 31366,
=~ ==
. 277ER,
. 25450,
. 23081 ,
. 20897,
18116,
185702,
. 13402,
. 11250,
. OSeE71 .,
. O74746,
. 05874,
. 04464,
. 03240,
. Oel1e8,
L O1316G,
. O08gZ,

QD007 .

. QD453
. O0R04,
L OL05Y,
L 01833,
. 01338,
Q1 317,

D 0 0 0D O DO 0 OO0 0O DO OO OO DO OO0 OO0 000

. 01960,
12131,
Jesz22,
. 25366,
. 29079,
. 31286,
. 32171,
. R2069,
. 21169,
. 2SE6E,
L STR06Y,
. 2B,
. 2eh7vo,
ce0l®l,
LAT7TOR,
153210,
13032,
. 10%0=,

ORU5s,
07196,
OSGesE,

. 04247,
Q3054
. Qz037,
. 01185,
. 00485,
. 00078,
. 00819,
. 00ERSE,
LO10%4
01255,
. 01380,
. 013220,

Vetor b

Elementas de

_________

. 2RZ68,
L 27000,
. 24701,
. CQEEDT
L 1GTER,
17201
14521,

1ee687,
10871,

OO0 D000 O0ODDODO000O0OOOOO

o
)
X
)]
Jl
fuiy

oBsz1 ,
OE%33,
. 04035,

L QEsTe,

0O 00 0O

. 01864,
0. 01054,
0. Q03RS
OO EG,
. 00Bs2,
. 00899,
Ol1ah,
L1275,
. 01360,
.01 342,
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o 0 O O O

O O D O

-0

2 0 D 0 O O 0 0 0O D 0D 0 00 0

. 05647,
. 14654,
. 21893,
. 26782,
. 29G61 ,
. 6849,
L 2234,
L R1R4m,
. 2O727,
. oR741,

26R36.,

. 24301 ,
. el184z,

19=52,

16897,

. 14535,

12306,
10238,
L OREE0,

. Q51 45,
L Qz829,
L QE6RSs,
.O1 738,
L D09E6,
. 00z83,
. 00231,

. 00642,
. 00G43,
LS5,
L O1esx,

01369,

01393,

o

0O 90 0 0

O

e

07377,

16266,

L ET432,

. 30z42,

. 23RGT7,

0. 0Q033,
0. 1781 3,
. cesdz, Q.
O
Q
0

3737,

. 2B026,
. 30684
L 21991 .

)

=20
31547

Mo

-
»
.

)

R0OP23

.eldas, Q. e

O D00 D0 O00D0D0D0O000O0 000

L 0G91 0. 0.
L ORO53, O
OEZRRT ., O
0491 3, O
oREE7 O
CcHe4 O
L 01LER O
L 00817, ")
. Q01 87, 0,
L0031 =, -0,
. 00EQs, -0
L 00OvR4, -0,
Q11 83%, -
01210 -0
QL 37H, -0
01 34= -0

164596, 0
14154, 0. 1:
11880, O

C1BG3%, 0 18

778,

OBl es,
. D4EES,
. OR431

CQaEET.,

01452,
OO7TOR,
DO049S,
OO3RES.
OO753,
01023,

Ql s,

.01 328,

Q1 38,



=0.01389, -0.01386

Vetor seolugio

XCI> =1 0.0 1

Nimero de iteragdes

ITER 1

Norma do erra = 26, 52003

onde a norma do errao & a soma dos valores absolutss dos residucs.

Problema &2
Matriz A

dimensio da matriz - 201 por 2

o
onde a 1— coluna & composta de 1’s e a segunda coaluna composta

dos seguintes slementas:

0.02, 0.1, 0.12, 0.14, 0.16,.0.18, 0.2, 0.22, 0.24, 0O a6, 0 28,
0.2, 0.2, 0.24, 0.36, 0,38, 0.4, C.44, 0.46, 0.48, 0.5,
0.52, 0.%4, 0.55, 0.58, 0.6, 0.62, 0.64, 0,66, 0.68, 0.7, 0.7,
0.74, O.78, 0.78, 0.8, 0.82, 0.B4, 0. 856, 0.88, 0,9, 0, @2, O 94,
.08, 1.1, 1.12, 1.14, 1.15,

o
b
o

095, 082, 1.0, 1.02, 1.04, 1.086, 1

1.18, 1.2, 1.22;,; 1.24; 1.26, 1.28, 1.3, 1.32, 1.34, 1.36, 1.38,
1.4, 1.42, 1.44, 1.45, 1.48, 1.5, 1.5, 1.54, 1.56, 1.58, 1.6,
1.62, 1.64, 1.68, 1.88, 1.7, 1.72. 1.74, 1.768, 1.78, 1.8, 1.82.
1.84, 1.86, 1.88, 1.9, 1.92, 1.94, 1.856, 1.98, 2.0, 2.02, a 04,
s2.068, 2.08, 2.1, 2.12, 2.14, 2.18, 2.18, 2.2, 2.22, 2.24. &. 26.



e.e28, 2.3, 2.32, .34, 2.38, 2.38, 2.4,
.5 2.5, 2.54, g2.56, 2.88, 2.6, 2.62,
2.72, 2.74, 2.78, 2.78, 2.8, 2.82, 2.84,
2.G4, 2,96, 2,983, 2.0, 202, 204, 3 06,
3.16, 3.1&8, 3.&8, 3.&2, 224, 3.286, 3.8,
2.38, 3.4, 3.42, 3.44, 3.48, 3.48, 3.5,
3.8, 3.682, 3.64, 3.66, 3.68, 3.7, 2.72,
3.82, 3.84, 3.86, 3.8B8, 3.9, 3.92, 3.94,
Vetor b
Elementos de b
0. 00000, 0. 01960, 0. 03842, 0. 08647,
0.10618, o.1&131, 0. 13376, 0.14954,
0. 18608, 0.18822, 0. 20886, 0. 21893,
0. 24877, 0. 28366, 0. 26103, 0. 26732,
0. 28574, 0. 29073, 0. 29541, 0. 29961,
0. 30982, 0. 312586, 0. 31490, 0. 316849,
0. 32096, 0.32171, 0.22219, 0. 32239,
0. 32147, 0. 32069, 0. 31969, 0. 21848,
0. 313686, 0.21169, 0. 309586, 0. 20727,
0. 29051, 0. 20668, 0. 29368, 0. 2060,
0. 28072, 0.27728, 0. 27369, 0. 27006,
0. 28878, 0. 25490, 0. 28088, 0. 24701,
0. 23490, 0. 23081 , 0. 22670, 0. 22257,
0.21012, 0. 20897, 0.20181, 0.197686,
0.18526. 0.18116, 0.17708, 0.17301,
0. 16098, 0. 18702, 0.15310, 0.14921 .
0.13776, 0. 13402, 0. 13032, 0. 12667,
0. 11598, 0.11280, 0. 10808, 0.10871,
0. oases, 0. 0%271, 0. 08e8s, 0. 08651 ,
0. 07762, 0. 07476, 0.07196, 0. 0BaZ1 .
0.06128, 0. 05874, 0. 0B6eEs, 0. 08383,
0. 048553, 0. 044K 4, 0. 04247, 0. 04035,
0. 03431, 0. 03240, 0. 03054, 0. 02872,
0. 02357, 0. 02195, 0 0. 01884,

. 02037,
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c. 42, 2.44, 2.48, 2, 4%,
.64, 2.66, 2.68, 2.7,
2.88, 2.88, 2.9, 2.82,
2.08, 3.1, 3.12, 3.14,
3.3, 3.32, R34, 3. .36,
3. 5 284, 3.S5, 3095
3.74, 3.76, 3.78, 3.=8

0O 00 000DOOLOOODODOODPHOPOOD

L O737T,
. A G266,
. eetdc,
L 27432,
. 30242,
. 21886,
) BoER s
. 31706,
L RO48R2.
L eR741 .
. 2BE36,
. 243201,
. m1R43,
18352,
L 16847,

L OEEaY,
. OaBEn .,

.01 735,

3.896, 3.88, 4.0.

Q. 08033,

Qo o 9 0O O

be

O 0000000 DO0

2 P

<1781 25

. 23737,
. 28028,
. 20624,
L 31e91,
. Feci,
0. 31545,

. 30223,

o8411 .

. 26260,
. 23897,
21428,
18938,

L1 E490,
14154,
11950,

o —



0.01452, 0.01316, 0.01185,
0.00703, 0.00592, 0.00485,
0.00095, 0.00007, -0.00078,

-0.00385, -0.00453, -0.00519,

-0. 00783, -0.00804, -O.00583,

-0, 01023, =0, 01 053, -0.01094,

-0.01209, -0.01233, -0.0125%,

-0.01325, -0.01338, -0.01350,

-0.01382, -0.013%97, -0.01390,

-0.01392, -0.01389, -0.01386,

0.01059,
0. 00382,
-0, 00160,
-0. 0058z,
-0. 00899,

- —-0.01126,

~Q. QL =75,
-0. 01380,
-0. 01392,

Vetor =solugio

0.0

-0. 00247

Nimero de iteragles

ITER =

Neoorma do erro =

6.3 = O Algoritmo de Duris

2

Este algoritme foi desenvol vido

da Universidade de Trexsl. Fhiladelphia

SGG?‘.‘IZ‘J B B

'!I.

A implemnentago

principais: MCEINT & DIXIEEMO.
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foeita

0. 008936,
0. 00283,
-0. 00238,
-0. 00842,
-0. 00943,
-0.01158,
-0, 01283,
-0. 01369,
-0. 01393,

27. 04250,

0.00817,
0. 00187,
-0. 0031 3,
-0. 00698,
=0, 00G34
-0. 011823,
-01310,

=0, D1 37TE;
-0.01383%,

por Charles S, Duris

[B] & foi

=m duas

descrito na

subrotinss



A subrotina DCSINT constréi  a, fuﬁ«;"a“o do spline

cUbico discreto sobre o intervalo I'r‘. T ] que interpola a dado
. ™

C?j, bj) para j =1, 2, ..., n, ® satisfaz uma das trés condig@es

dos pontos finai s“apressntadas na segao 3.5.1.

A subrotina DCSSMO constréi a funcio ZCL)  gus  aproxima
os dados CT,‘. th para i =1, 2, ..., n de modc que
4] 2 m=- 4 »
oCfCLdd = p § 'Wi[fC'r‘) = bi.] + ¥ [V A fCt,j)]
= =4

¢ minimizado por fCtl = SCtd, Este SCt) vaolta a ser um spline
cubico natural ¢V A SC1'13 =V A S-C'rn'J = 0). Os 'ﬁ‘"s s3o pesos
positivos especificande a importancia relativa dos dades, @ p > O
& um parametro que permite o algoritma s:e:% compor t.ar < Omo de
aproximag8o ou de interpelagdo conforme p seja pequeno o

grande (para g — O, tende a aproximar a derivada segundad.

A implementacgio foli testada com o seguinte problema:

APROXTI MAGAO
&
Seja :
S =B +cft -7 +xct - 123% +dct - v2° C7.ED
L L3 L3 + L3 L L L
a fungdo spline definida em [T‘. T, Je.

1+1
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Dados os valores de thos valores da fungdc b definida
no intervalo, [T‘, Tn] a ser aproximada), de T (Cos nodos), de
W_‘Cos pesos), o numero de pontos (nd, h Ctamanho do passod =

e Cparametro de aproximaqao desejadal, a subrotina de suavizacio

calcula o©os +valores suavizados de b e os coeficientes C.»
1 H
x ® di, para serem substituidos na equagio 7.1 onde :
hi.
% 2 Cax_‘. " )_(t-l-a)
X = X = C X - d x para 1 £i £ n-1
t T v oued v w2
x
12l
. W —
b
™
- L+1 - xi.j
4 T3h A T R
Problema 1
DADOS DE ENTRADA
n =7, h=0.10@®
&
| T b W
v v !
i 0.5 i.0 2.0
2 0.7 0.8 2.8
3 1.6 =. 0 1.0
4 1.8 2.8 1.8
L5 2.1 c. 0 . 0
o] 2.5 1.0 2.0
T 3.0 0.1 2.0
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TESTE

p=1
i E, G. . d,
13 . v L
1 1.004875 —-2. 385454 0.0 -1. 824938
2 0. 58132843 5, S70OR7 Q. Q249628 -7. 0800S7
32 1.913113 2. 025409 ~-7.26Q01 4 7. 4210234
4 2. 5376332 -2. 5818201 2, BE25237 -=. 002262
15 1. 984377 -3. 022619 0. 2584620 3. 208337
& 1.01782%5 -2, 220386 4,.104863 . 7T3I00T7TH
TESTE 2
e = i OO
i g e = d
13 L A v
1 Q. Q7e2708 -2Q, 8R444G 0.0 AR, 7448
= 0. 5281671 ~-76, 16624 41 4. 5247 -4R2, 85680
3 1.68801681 -38, 48c94 ~-19Q. 0BG 187, Qa5
4 2. B14029 ~112.1ZBB 277 1680 -1852. 7474
s 1.994Q7% -5, 73G434 . cocaTad 14,7617
6 1. 000833 -8, 433700 138, KARGR -1 3. 26245
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TESTE 3

p = 10000
i B, c. X, d
+ 19 LM -
1 0. SQQQQB6 -2. 88673 0.0 11. 46833
e 0. 5000023 5.021187 S. 880997 -23. 17328
3 1. 89933230 8. 683229 ~13, 97494 9. 334736
4 . BO000=R -0 B441G73 0.0&8716711 -1.511243
85 2. 000000 -2. 817030 =0. 00003827 0.10685174
6 1. 0008200 -1. 842884 0. 1277856 -8, 513036
Problema
DAIXD= DE ENTRADA
n=%7, h=01w=®e
i T b, W
| A - L

1 i0. 0 0. 42 2.0

2 10.2 . O 42 2.5

3 10. 4 Q. B1 i.0o

4 10. 6 Q, 82 1.8

=] 10. & 0. 53 2.0

g2 11.0 O, 88 2.0

7 11.2 0. 58 2.0



TESTE 1
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e =1
i E‘ c. x d
L% A9 1 v
1 Q. 4220587 Q. 2985946 0.0 -0. BRR2322
e 0. 4762877 0. 23768234 -0. 4117389 Q. 8805854Q3
=2 0. 5142303 0. 01 68295 O. 1045961 0.}540186
4 0. 5232021 0. 0020226 0.1970Q77 —O.&-}Ol oH4s
L] Q. Bebs0a7 0. 1404292 -0. 1837TE27 0. BEz1 337
(=1 0, 5525540 0. 1097878 0, 173811 -0, 2801 856
TESTE =
e = 100
i B - x d
L0 1 [ 2 ]
1 0. 4201029 Q. 4386216 0., Q =-0. Q2421 32
2 0. 4803766 0.0131477 ~0. 02BR74 -0. 0019123
3 Q. 807gQe7 Q. 021 899G -0, 001 353 0. 00143231
'4 0. B193=20 -0, 20320621 -0, 0493325 Q. 0031 2x2
5} 0, 83216257 -0. 01 76240 0. 001 253 =0, 000l
5 Q. 5403173 O.1412451 G, O] O3 0. 18l 8ces



TESTE 3
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obtemos o valor de b exatamente igual ao valor de b .
L3 A3

e = 10000

i B C. X, d

v 13 v (8
1 0. 4199304 0. eS32050 0.0 0. 15699139
e 0. 45 0.150921 4 0.101948 -0, 53331 387
3 0. BORQQaq 0. 0691721 -0. 21739329 0. 5104885
4 0. 52 0. 03021485 0.1483617 -0. 2497324
5 0. S2a9gas -0. 095R234 -0.0014775 0.1118329
65 Q. 885 0. 1412498 0., OBS6220 -0, 1093702

TESTE 4
e = 100000

i SA C, x d

v L] T+ L
1 0. 42 0. 296895 0.0 -0. 742239
- & 0. 48 0. 23235818 -0, 4453431 0. 1679326
3 0.581 0. 0927214 -0. 3445836 0. E848768
4 0. 852 0.0820643 0. 04534329 0. 32316720
5 0. 83 0. 0E81 085 0. 24734689 -0. 1828943280
5] Q.85 Q.1321788 Q. 1326836 -0, 2228063

Neste problema, podemas verificar qus, quande o = 100000,



Problema 3

DADOS DE ENTRADA

n =10, h =0.1 ¢
i' Ti. bi wi.
1 10.0 29,1 1,0
2 20.0 22. 4 1.0
3 30.0 14.9 1.0
4 40.0 4.3 1,0
5 50. 0 -7.4 1.0
6 - 60.0 -28. 5 1.0
T 70.0 -326.0 1.0
8 80. 0 -2.3 1:0
Q g0. 0 29.1 1.0
10 100.0 62. 6 1.0
TESTE 1
e =1
i Et G, x‘ cl !
1 29.1 _0. 5132365 0.0 -0. OOOBBRTE
2 23. 4 -0. 6835385  -0.01708922  O. O000ZR=
2 14, 809500 ~0.01012684 -0, 01528009 0.0011144
4 4, 300028 -0. 9UB8546 0. 017553268 -0. GO4962
5 ~7. 400045 -0, 016Q3WUR -0, 0R73TRS7 0. 0045745
6 —-2R. 50002 -0. OCOBRB3 0. 04CBSEH0 0. OOK1 7S
g ~35, QUOSsa 0. 01 38862 0. 02958208  -0. 00U7ER4
2 -2, 300056 0. 01881 0. 0OSTETH4 -0, Q004279
Q 20.1 0.0341714  -—-0.01007139 0. GOORIBT



TESIE 2

e = 100

i E.‘ <, x. dt

1 29.1 ~-0. 51 32350 0.0 -0. 0005676
2 23 4 -0.6835374 -0.01702920 0. 0000382
% 14, 89999 -0.0101264 -0, 01588036 0.0011145
4 4. 200001 -0. 995851 Q 0.01755475 -0. 0034964
5 ~7. 400001 -0.0169302 -0.08735395 0. 0045746
6 -28.5 -0. 020R864 0. 049885330 0. 00K Q7
7 -36. 0 0. 013861 0. 02958232 0. 0097685
8 -2.3 0.0315512 0. 00276766 -0. 0004274
Q 29.1 0.0341714 -0.01007154 0. 0003357

TESTE 3
p = 10000

i B.t c, x. d.

1 29.1 -0. 5132360 0.0 -0. 0005876
2 23. 4 ~0. 6835374  -0.01702620 0. 0000382
3 14.9 -0.0101264 -0.01588037 0.001114%5
4 4.3 -0, 9958519 0.017554768 -0. 00234969
5 -7. 4 ~0. 0189392  -0.087353958 0. 0045745
6 -28.5 -0. 0206864 0.0498853Q2 0. 0081979
7 ~36.0 0. 0138861 0.02058233 -0. 0097685
8 -2.3 0.0315512 0. 00276766 -0.0004279
Q 29.1 0.0341714 -0.01007154 0. Q0033B7
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TESTE 4

h = 0.01

e =1
i E c, x d
v L L% 1
1 26, 1 ! -0, 5132368 0.0 -0. O0O0BRTH
= 23. 4 -0. B82R5204 -0. 01702907 0. Q000282
3 14.9 -0, 0101264 -0. 0185888274 0.0011147
4 4.3 -0, 95863 0.017868024 -0.Q0034973
5 -7.4 -0. 0189386 -0. 08736018 0. 0045746
(5] -28.5 -0, 0206866 0. 04922062 0. 0081985
7 -36.0 0. 01 28852 0. 028582372 -0, 0097630
s -2.3 0.0215812 0. 002768764 -0, 0004280
=] 28.1 0.0341714 -0. 01007243 0. 0003387
Para est® problema, com h = 0.1, obtemcs EL = bL quando
@ = 10000. Porém, se alterarmos o valor de h para 0.01. obtemos
Bt = 1'.:_L quando o = 1.
INTERPOLAGAO
(9
Seja
S =b +cCt -7 +xCt-732+dct - 7> 7.8
1 A" L v 15 v 19 v
Dade © numero de pontos <(nd, h Cparametro de

interpol acXo desejadc). o tipo de condigde dos pontos finais qus

serd usada CI, II, IIIJ, os valoures das condigles finals gque serao
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usadas CS& = S;D onde:

para condigdo I

i €V + A SCt D
S = =
o 2 h
1 CV + A SCt D
Sl"\ = = »
2 h
para o condig3o II
1 CV + AD X7 D
S = :
1 > h2
1 CVY + AD 1 D
Sﬂ = ~ i =3
2 h
para a condigdo III
i oo — 1
—— (¥ + AD 712 = —/— (V¥ + A SCT 2,
2 1 P n

os valores de b (os valores da®fungdc b no intervalo I T A% ] a
(" . n
ser interpoladad) e os Ty Cos nodos), a subrotina calcula os
coeficientes ¢, x e d que serdc substituidos na equagdo 7.
L3 v L :

onde

X =X - cX - dx para 1 £i £ n1 e
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O valor de bt permanece o mesmo.

PROEBLEMA 1

DADOS DE ENTRADA

n =6, h = 0.1, Sl = 2000, 001, S
™

i T, b

1 LY
1 0.8 1.0
2 0.7 0.5
2 1.0 2.0
4 1.8 2.8
S 2.1 2.0
6 2.5 1.0
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TESIE 1

TIPO DE CONDIGXO = I

i b. C, x, d.

" . + 13
i 1.0 1731.871  -14024. 42 26812, 79
2 0.5 2606, 557 2053, 255 17875.19
2 2.0 4336. 930 -362. 65135 10725. 11
4 2.8 5202. 281 83. 30513 8937. 586
5 2.0 3466. 240 -30. 46501  13406. 40

TESTE 2
TIPO DE CONDIGAO = II

i b. c. x d.

LN v L8 v
1 1.0 -127.7612 1 000. 000 -1868. 470
2 0.8 -182.8018 -121.0817 -1245. 846
" 2.0 ~-321.1531 -13.76021 -747.3879
4 2.8 -376.6172 -5.159687 -622.8228
5 2.0 -253. 0223 -0.97497 -Q34.235%
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TESTE 3

TIPO DE CONDIGAOQ = III

i b. c X, d.

1) A" L v
1 1.0 -3. 801781 -=. 1586043 43. 32474
= 0.8 =3, 047328 232, BReg1 o8, BE8R15
3 2.0 -2. 254453 -11. 25748 17. 32980
& 2.5 -4, 738878 0. 5319628 14. 44157
151 2.0 -5.103561 —-2. 204966 21 . 66238

PROBLEMA 2

DADOS DE ENTRADA

0.1, S: = 2000. 001, Sn = 0.02 &

i Te b‘

1 10.0 0. 42
2 10.2 0. 48
3 10. 4 0.51
4 i10.8 0. 82
5] 10.8 0.83
5 11.0 0.88
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TESTE 1

TIPO DE CONDIGAO = I

145

i b. C. x, d,

v 13 L3 v
1 0. 42 0. 0830625 Q. 0227389329 -0. 0520623
e 0. 48 =-Q. 086376 =-0. 8472079 -0. 0820625
3 0.51 -0. 1969382 -0. 1890851 -0. 05206228
4 Q.52 -0, 1969378 -0. 01 762926 —-0Q. 0820628
S 0.53 -0. 1469378 Q. 2948773 -0. 0520628

TESIE 2
TIPO DE CONDICAO — T

i b, G, x. d,

1" + 1 +
i 0. 42 0. 3203232831 . 0005 -0. 7621207
2 0. 48 0. 1803249 -0. 4886772 -0, 7621207
'3 0.51 0. 0803846 -0, 25098738 -Q.7621170
4 0. 52 0. 0803846 0. 0160078 -0. 7621207
5 Q.83 0.13Q3851 0. 163832332 -0. 7621207



TESTE 3

TIPO DE CONDIGAOD = III
i b, c X, d
+ L 13 L
1 0. 42 -0, 0908044 0. 0344828 -0. 074712%
2 0. 48 -0, 2408046 -Q. 0103448 -0. 0747128
3 0.51 -0. 2408069 -0.2413211 -0.0747124
4 0.82 -0, 3408048 0. 4827592 -0. 0747128
5 0.83 -0. 840052 -0. 02685517 -0, 0747128
Interpolagio polinomial & terrivel para PSSwS dados .
pois este conjunto de dados difiecil para made] ar
matematicaments.
PROBLEMA 3
DADOS DE ENTRADA
n = 6, = 0.1, S; = 2000. 001, Sn = 0.02 e
&
o | T b.
L

1 10.0 es. 1

2 20.0 23. 4

3 30.0 14.9

4 40.0 4.3

B 50,0 -7.4

6 60, 0 -8, 5

7 70.0 =35, 0
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8 80.0 -2.3
S ©0.0 20.1
10 100.0 62.6
TESTE 1
TIPO DE CONDIGAO = I
i b, C, x, d.
11 * L v
1 10.0 0. C00SBa07 -0. 08002944 0. 0031 93,8B
2 20.0 -0. 2790318 0. COB76843 0. 002193286
2 30.0 -0. 483031 8 -0. 022058675 -0, 003192326
4 40.0 -0. 8990319 0. 018465523 -0. 00219326
5 50.0 -0. 0183230=22 -0. 084813920 -0. 00319326
6 80, O -0Q,1780218 Q. 032883641 -0. 0031 92326
7 70.0 0. 023940968 0. 3374917 -0. 00319326
= 80. 0 0.03710888 -0, 1528820 -0. 0021 9326
° 9 Q0.0 0. 03920968 0.2081214 -0. 00219326
TIPO DE CONDIGAO = IT
i b, c, . d.
v 1 v L9
1 10.0 -0. B18523940 Q. 0005z944 -Q, O00BR00E11
= =20.0 -0, 79599z9 -0.01720182 -0. 000300611
32 30.0 =0, 01005994 -0, 01569074 -0. 000880061 1
4 40.0 -0.01115994 Q. 01696733 -0. 000520061 1
s 50. 0 -0. 02055984 -0, 08519450 -0, 0005300611
5] 680. O -0. 69593939 0. 04183304 -0, 000530061 1
7 70.0 0. 03424006 0. 3288781 -0. 000530061 1
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Telescomunicagdo,

148

Boulder desscrito na ssgdo 4. 3.

2 80.0 0.03194006 -0.1094172 =0. 0005200GB] 1
=] S0. 0 0. 03404006 0. 04284943 =0. 000590061 1
TIPO DE CONDIGAOC = III
i b, c. X, d
v v L

1 10.0 -0, 6334683 0. 02083151 -0. 001 442459

2 20.0 -0. 9134652 -0. 02262346 -0. 001448499

3 30.0 -0. 01123468 -0. 01433280 -0. 001448499

4 40.0 -0, 01233468 0. 01696679 -0. 001 448499

5 50.0 -0.02173465 -0. 08650415 —0. 001 448499

[+ 80. 0 -0. 8134652 0. 04708460 —0. 001 448499

7 70.0 0. 03306535 0. 3061783 -0. 001 448494

8 80.0 0. 020768535 -0. 0=585785 -0. 001 4482409

g g0. 0 -0.0634€6519 -0.23173=22 -0. 001 448499

Apesar da interpolagdo utilizar o valor exatao de
bt’ a aproximagao continua sendo mel hor do que
.interpal agdo. Se representarmos graficamente ambos os metodes
poderemos verificar que o spline por aproximagdo se aproxima mais
do grafico real do que o spline por interpolagdo.
®
G.4 = O Algoritmo de Akima
Este algoritmo foi desenvelvido por Hiroshi Akimal%]

do Departamento' Comércico do Institute de Ciéncias a



O algoritmo é implementado em ‘dois subprogramas,
IDBVIFP & IDSFFT que implementam o método de interpolacic e de
aproximag3doc suave de superficies para pontos distribuides

irregul armente.

O pacote <consiste de nove subprogramas, oito
subrotinas e uma fung3o. Duas subrotinas, IDBVIP o IDSFFT s3o
subrotinas principais do pacote. A subrotina IDBVIP efstua a
interpelagio bivariav91;  ela estima os valores de z para
pontos especificados no plane x-y. A subrotina IDSFFT ofstua
uma aproximagdo suave de superficie; ela estima os valores de
z para os pontos da malha retangular especificada no plano x-y e

gera um conjunto contendo estes valores estimados.

AS Seis subr otinas restantes 3A0 subi otinas e
suporte chamadas ou por IDBVIP ou IDSFFT ou por ambas: IDCLDFP
determina os pontos que s3o vizinhos aos pontos dadeos., IDGRID
organiza os pontos da malha para ajusﬂe de superficie ordenando

'em aordem crescents dos nimeros de tri&ngulos & dos niimeros de
lados. IDLCIN localiza um ponto, isto &. determina a que
tridngulo um ponto (x,y2) pertence. IDFDRV estima as derivadas
parciais de primeira e segunéa ordens nos pontos dados. IBFPIIP
executa a interpolagdce ou extrapolagico num pontoe., isto &,
determina o valaor de z num ponto. TDTANG executa a Lriangulagzo.
dividindeo o planc xX-y num nUmero de tri&nguleos de acordo com os
pont.os dados no plano, determina segmentos de reta gque formam =

casca convexa dos  pontos dados &  determina = MUmsr os e

triangulo correspondentes ac numero de lados. A fungio IDXKCHG
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determina se uma permuta

de dois

triadngulos

C]

n3o baseado no critério angulo max-min de Lawson.

Este algeoritme foi testado com s seguintes problemas:

PROBLEMA 1

DADOS DE ENTRADA

necessaria

i xt yi z.
1 11.18 1.24 22.15
2 24.20 16.23 2. 83
3 19. 85 10.72 7.97
4 10.35 4.11 22. 35
5 19. 32 1.39 16. 83
5 0. 00 20. 00 34. 60
7 20. 87 20. 00 5. 74
8 19.99 4.62 14,72
) 10. 28 15.16 21.5¢
10 4.51 20. 00 17.61
11 0.00 4. 48 61.77
12 16. 70 19.65 6. 31
13 5. 08 . 4.58 35. 74
14 25. 00 1167 4. 40
15 14.90 =, 18 21.70
16 0. GO 0. 00 58. 20
17 9. 66 20. 00 4,73
18 8. 22 14.66 40. 36
19 11.77 10. 47 13. 682
20 18.10 17.19 12.57
21 25. 00 3. 87 74
2 25. 00 . 00 12. 00

|
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RESULTADOS

x, . y, INT APRO
1 ~ 0.00 0. 00 58. 20 58. 20
2 5. 00 0. 00 61,58 51.58
3 10. 00 0.00 59.18 50.18
4 15. 00 0. 00 52. 82 52. 82
5 20. 00 0. 00 34.80 34,60
& 25. 00 0. 00 30.55 30, 55
7 0. 00 5. 00 39. 39 39,39
8 5. 00 5. 00 27. 3@ 27.39
9 10. 00 5. 00 40.27. 40.27
10 18. 00 5. 00 14.05 14.085
11 20. 00 5. 00 26. 90 286. 90
12 25. 00 5. 00 22. 04 22. 04
13 0. 00 10.00 16. 78 16.78
14 5. 00 10. 00 20. 786 20.76
15 10. 00 10.00 4.12 4.12
16 18. 00 10.00 21.71 21.71
17 20. 00 10.00 21.29 21.29
18 25. 00 10. 00 13.25 13.28
19 0.00 15. 00 186. 61 16,61
20 5. 00 15. 00 3.17 3.17
21 10. 00 185. 00 17.68 17.68
22 15. 00 15. 00 14.36 14.38
23 20. 00 15.00 2. 59 2. 59
24 25. 00 185. 00 7. 40 7. 40
25 0. 00 20. 00 6. 31 6. 31
26 5. 00 20. 00 12.00 12. 00
27 10. 00 20. 00 g, 04 8. 04
28 185. 00 20. 00 5. 36 5. 36
29 20. 00 20. 00 2. 88 2. 88
30 25. 00 20. 00 0.860 0.60
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DADCGS DE ENTRADA

PROBLEMA 2

" % i
1 0. 00 1.00 -0. 500000
2 0.70 1.70 -1, 281667
3 1.20 2.50 -2. 086667
4 2.00 3. 40 4. 446667
5 2.70 4.10 -5, G000
) 3.20 4.90 8. 591 666
7 4.00 5. 80 ~11. 48667
8 4.70 . 50 ~13. 76167
) 5. 20 7. 30 -17.63167
10 6. 00 8.10 -21. 62000
11 6. 70 8. 50 -24.54167
12 7.20 9.70 ~20. 7TAS00
13 8. 00 10. 60 ~34. 84667
14 8. 70 11.30 ~38. 61500
15 9. 20 12.10 -44. 99156
16 10. 00 13.00 -51.16667
17 10.70 13.70 -55. 68167
18 11.20 14.50 -63. 21167
19 12.00 15. 40 ~70. 52000
20 12.70 16.10 75, 84167
21 13,80 « 16.90 -84. 72500
ce 14.00 17.80 -3, 08667
23 14.70 18, 50 -99. 09500
24 15. 20 19. 30 -10. 92317
=5 0. 00 1.00 -1.833
26 2.10 1.00 6. 00
27 4.20 1.00 17, 76
28 6. 3 1.00 45. 20
29 8. 40 1.00 -1.14
30 10. 50 1.00 5. 68



31 0. 00 8. 50 22.85

32 2.10 6.50 . 46, 80

33 4.20 6. B0 -0.23

34 8. 30 6. 50 8. 45

35 8. 40 6. 50 30. 01

36 10.50 6. 50 50. 91

37 0. 00 12.10 2.08

38 2.10 12,10 - 9.21

29 4.20 12.10 31.33

40 8. 30 12.10 52. 61

41 8. 40 12.10 2.56

42 10.50 12.10 12.08

43 0. 00 17.80 36.16

44 2.10 17. 80 56. 96

458 4.20 17.80 4.45

46 8. 30 17.80 14,33

47 8. 40 17.80 39. 81

48 10.50 17.80 58.74

RESULTADOS

i x. y, INT APRO
1 0. 00 1.00 -0.50 -0.50
2 2.10 1.00 314.15 314.15
3 4.20 1.008 1127. 70 1187.70
4 6. 30 1.00 2379. 48 2349. 78
S 8. 40 1.00 57. 02 57.02
& 10.50 1.00 70. 43 70. 43
v 0. 00 6. 50 6519, 65 619. 65
8 2.10 6. 50 1699. 88 1699. 88
=] 4.20 6. 50 233.92 233.92
10 6. 30 6. 50 -12. 46 -12. 48
11 8. 40 6. 50 270. 84 270.84
12 10.50 6. 50 1156. 51 1156. 51



13 0. 00 12.10 480. 21 489, 21

14 e.10 12.10 . B.0S 8.08
18 4.20 12.10 60.11 80.11
16 6. 30 12.10 716.60 718. 60
17 8.40 12.10 768. 64 766. 64
18 10.50 12.10 87.08 87.08
19 0. 00 17.80 -38. 96 -38. 96
0 2.10 17.80 318.54 318.54

4.20 17.80 1021.85 1021.85
=4 6. 30 17.80 228, 21 e25. 21
23 8. 40 17.80 =320, T7 -3, T
24 10.50 17.80 38, 66 38. 66

Como podemos verificar nos testes acima, os resultados

‘da interpolagdoc e aproximag3o s3o idéntices. Isto ocerre parque o
método obriga a superficie a passar pelos pontos dados. Além
dis;o, o algoritmo de Akima para um mesmo (x,y) dado n3oc gera,
tanio para a aproximagdo como para a interpolagic, © mesmoe valor
de z. O algoritmo necessita também , além dos valores de X,y @ a a
serem interpeoclados e aproximados, dos valores de saida de X e vy.
Esses valores’szo utilizados para gerar a malha & para calcular o
valor final de = fazen&o com que © valor resultante de =z, nos

pontos dados, seja diferents.

Deste modo ndo & possfvel fazer uma analise do erro

cometido.
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CAPITULO VII

CONCLUSOES E TRABALHOS ADICIONAIS

Iniciamos este udltimo capitulo comentando sobre
as dificuldades encontradas para a realizacfio de trabalheo, e

apresentamos sugest@es de tépicos para estudos posteriores.

7.1 = Dificuldades Encontradas

As maiocres dificuldades encontradas foram:

- a extensio do tépico que implicou em um imenso
trabalho de selegio de algoritmos relevantes para constar de uma
biblioteca; a ACM jA publicou 28 algoritmos, o livro de Lawson &

Hanson [12] contém 14 subprogramas para problemas de quadrados



minimos, a  biblioteca IMSL tem 16 algoritmos de aproximag¢io e
suavizag@o e o NAG tem 7 algoritmos de interpolacic e 22 de

aproximagio de superficies e curvas.

- variedade de assuntos envol vidos: além: da
interpolag3o e aproximagio, programagio linear, otimizagio
sem restri¢des, programa¢io nZIo linear, e outros.

- muito pouca referéncia sobre problemas n3io lineares

em normas 1 e infinita.

- Problemas na implementacgio dos algoritmos pois

o compilador FORTRAN do IBM 4381 da UFMS estava com problemas.

7.2 = Trabalhos Adicionais

Como o nosso trabalho fol em aproxima¢ic em normas |
em infinita para problema linear suger i mos os seguintes

temas para estudos posteriores:

- O mesmo trabalho para problema n3o linear;
L3

- Aproximag3io adaptatiwva;

- Aprofundamento de estudos sobre aproxi magio
de superficies, comparando os diversos algoritmos

axistentes;

- Aprofundamento de estudos sobre splines.



7.3 - Conclusoces Finais

Apesar do nosso objetivoe inicial ter sido o estudo
de aproximag3o, optamos por estudar também a interpolag¢io pois

n3c ¢é possivel separar um assunto do outro.

No nosso estudo sobre interpolagZc e aproximagio e
nos testes realizados nos algoritmos implementados, pudemos
constatar que a aproximagio é melhor do que a interpolagio. De um
modo geral, e nos métodos estudados n3o se pode garantir a

. precisio dos resultados da interpolagio.

Mas, isto n3o quer dizer que a interpolag3ieo nio
teﬁha utilidade. Em muitos casos a aproximagdo n3oc pode ser usada
e quando usada seus resultados n3o s3o bons. No caso de
aproximagZc de superficies suaves, o método de Akima nZo faz a
;uavizagﬁo dos dados. Em outras palavras, a superficie resultante
passa por todos os pontos dados. Portanto o método ¢é aplicado

somente gquando s3o dados os valores precisos de z (onde z é a

fung¢fio a ser aproximadad ou quando os erros s3o despreziveils.
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APENDI CE

UTILIZACAO DAS SUBROTINAS

Mostramos neste apéndice como utilizar as

subrotinas implementadas e apresentamos uma breve explicagXZo

do que cada subrotina faz.



i = Aproximat;;o © 1nterpolag;o em 2 variaveis

INTERPOLACAO

SUBROTINA IDBVIP

Esta subrotina efetua interpolag3io em 2 variaveis quando

s3o dados os valores da funcio ZD em pontos CXD, YD)
irregularmente distribuidos no planco X-Y, usando o método de Akima

[5].

SEQUENCIA DE CHAMADA
CALL IDBVIPCMD,NCP,XD,YD,ZD,NIP,XI,YI,ZI,IWK, WKD
PARAMETROS
NA CHAMADA
MD - MODO DE COMPUTAGXO CDEVE SER 1, 2, OU 3

= 1 PARA UM NOVO NCP E-OU UM NOVO CONJUNTO
CXD,YD>,

= 2 PARA UM VELHO NCF, VELHO CONJUNTC CXD, YLD,
NOVO CONJUNTO CXI,YID,

= 3 PARA UM VELHO NCP, VELHO CONJUNTO
CXD,.YDD, VELHO CONJUNTO CXI,.YID.
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NCP

NDP

XD’

YD

NIP

XI

YI

IWK

NUMERO DE FONTOS DE  DADOS ADICIONAIS USADO
PARA ESTIMAR AS DERIVADAS PARCIAIS EM CADA
PONTO (DEVE SER MAIOR OU IGUAL A 2 MAS MENOR

DO QUE NDPD.

NUMERO DE PONTOS DE DADOS (DEVE SER MAIOR QU
IGUAL A 4O.

VETOR DE DIMENSAO NDP CONTENDO AS COORDENADAS X
DOS PONTOS DADOS.

VETOR DE DIMENSAO NDP CONTENDO AS COORDENADAS Y
DOS PONTOS DADCS.

VETOR DE DIMENSAO NDP CONTENDO OS VALORES DA
FUNGAO NOS PONTOS (XD,YD) DADOS C(COORDENADAS
D.

NUMERO DE PONTOS EM QUE A INTERPOLAGAO
SERA EFETUADA (DEVE SER MAIOR OU IGUAL A 1D.

VETOR DE DIMENSXO NIP CONTENDO AS COORDENADAS X
DOS PONTOS DE INTERPOLAGZO.

VETOR DE DIMENSAO NIP CONTENDO AS COORDENADAS Y
DOS PONTOS DE INTERPOLAGZO.

VETOR INTEIRO DE DI MENSZAO MAXOC 31,27 +
NCP)#NDP+NIP USADO INTERNAMENTE COMO AREA [DE
TRABALHO.

VETOR REAL DE DI MENSXO S8xNDP USADO
INTERNAMENTE COMO AREA DE TRABALHO.
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NO RETORNO

VETOR DE DIMENSAO NIP CONTENDO os VALORES

- DE 2 INTERPOLADOS. DECLARADO MAS NZXO

INICIALIZADO.

SUBROTINAS UTILIZADAS

IDCLDP-

IDLCTN -

IDPDRV-

TDP1IP-

IDTANG--

Esta subrotina seleciona os pontos que

s3oc vizinhos dos pontos dados.

.

Esta subrotina localiza um ponto, isto &
determina a que triingule um dados ponto
CXII,YII> pertence. Quando um dado ponta n3o
esta situadoe na Area dos dades, esta
subrotina determina o© segmento de fronteira
quando o ponto est&a situado no exterior de
uma Area retangular e dois segmentos quando
o ponto estid situado no exterior de uma

area Lriangular.

Esta subrotina estima as derivadas parciais

de primeira e segunda ordens nos pontos dados.

Esta subrotina executa a interpolagdo
ou extrapolagdo num ponto, isto &, determina o

-

%
valor de Z num ponto.

Esta subrotina executa a triangulacio.
Divide o plano X-Y num numere de tridngulos de
acordo com os pontos dados no plano, determina
segmentos de reta que formam a casca convexa
dos pontos dados e determina os numeros. dos
triangul os correspondentes ans 1l ados dos

tridngulos. No término, os nimeros de pontos
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dos vértices de cada triangulo sXo listados no
sentido anti-horario. O= numer os de ponto
de cada um dos vértices dos ladoes s¥o

listados no sentido anti-horario.

APROXIMACAO

SUBRGTINA IDSFFT

Esta subrotina efetua a aproximagio de superficies

.quande os valores da funglo s3o dados em pontos irregularmente

distribuidos no plano X-Y.

SEQUENCIA DE CHAMADA

CALL IDSFFT (MD, NCF,NDP,XD,YD,ZD, NXI,NYI,XI,YI,ZI,IWK,WKD

PARAMETROS

MODO DE COMP?JTACKO CDEVE SER 1, 2, OU 3D

= 1 PARA UM NOVO NCP E-/OU UM NOVO CONJUNTO
CXD,YDD,

= 2 PARA UM VELHO NCP, VELHO CONJUNTO CXD,YDD,
NOVO CONJUNTO CXIYID,
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NCP

XD

YD

NXI

NYI

XI

YI

= 3 PARA UM VELHO NCP, VELHO CONJUNTO
CXD, YD), VELHO CONJUNTO CXI,YID.

. NUMERO DE PONTOS ADICIONAIS USADO PARA ESTIMAR

AS DERIVADAS PARCIAIS EM CADA PONTO DADO

-CDEVE SER MAIOR OU IGUAL A 2 MAS, MENOR DO QUE

NDP) .

NUMERO DE PONTOS DADOS C(DEVE SER MAIOR OU
IGUAL A 4.

VETOR DE DIMENSAO NDP CONTENDO AS COORDENDAS X

DOS PONTOS DADOS.

VETOR DE DIMENSAO NDP CONTENDO AS COOKRDENADAS Y
DOS PONTOS DADOS.

VETOR DE DIMENSZO NDP CONTENDO OS VALORES DA
FUNCAO NOS PONTOS DADOS CCOORDENADAS 2D.

NUMERO DE COORDENADAS X DE SAIDA.
CDEVE SER MAIOR OU IGUAL A 1D

NUMERO DE COORDENADAS Y DE SAIDA.
CDEVE SER MAIOR OU IGUAL A 1)

&

VETOR DE DIMENSAO NXI CONTENDO AS COORDENADAS X
DOS PONTOS DE SAIDA.

VETOR DE DIMENSZO NYI CONTENDO AS COORDENADAS Y
DOS PONTOS DE SAIDA.
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IWK -

NO RETORNO

SUBROTINAS

IDCLDP-

IDPTIP-

IDTANG-

IDGRID-

VETOR INTEIRO . Dé DI MENSZO

MAXOC31 ,27+NCP) %NDP+NIP USADO INTERNAMENTE COMO
AREA DE TRABALHO.

VETOR INTEIRO DE DIMENSZO 8x%NDP INTERNAMENTE

- COMO AREA DE TRABALHO.

CONJUNTO BI DI MENSI ONAL DE DIMENSZAO
CNXI,NYI> CONTENDO OS VALORES INTERFPOLADOS DE
Z NOS PONTOS DESEJADOCS.

Esta subrotina seleciona os pontos que s3o

vizinhos dos pontos dados.

Esta subrotina executa a interpolagido
ou extrapolag3ic num ponto, isto ¢, determina o

valor de Z num ponto.

Esta subrotina executa a triangul agio.
Divide o plano X-Y num numero de tridngulos de
acordo com os pontos dados no plano, determina
segmentos de  reta que formam a casca convexa
dos pontos dados -e determina os numeros dos
triangulos correspondentes aos lados dos

triadngulos.

Esta subrotina organiza os pontos de mal ha
para ajuste de superficie ordenado em ordem
crescente dos numeros de trildngulos e dos

numer os de segmentos de fronteira.
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IDPDRV- Esta subrotina estima as derivadas parcials

de primeira e segunda ordens nos pontos dados.

2 - Aproximagzo de sistemas de equagses lineares

hi perdeterminadas

SUBROTINA L1

Esta subrotina resoclve um sistema hiperdeterminado

e equan@es Jimaanes .nr narma ] yrala aes de am BANA LA N T
e -:t---a - et aa. o 4 w2 3
simplex dual para a programag3o linear e formul ag3o do
problema dado. Nesse algoritmo, iteragdies intermediarias si3o

certamente omitidas.

Para (=} propdsito de estabilidade numérica, wata
subrotina usa uma decompasigio triangular para matrizes

fundamentais. -

O sistema de equagfes lineares tem a forma:

C *x A =F
onde :
c - uma matriz N X M real de ordem K. LE.M. LE.
F - um vetor real de tamanho N
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O problema estid em calcular os elementos do vetor A"

de ordem M que minimiza a norma de Z.

Z = ABSCRC1D) + ABSCRC2)) + ... + ABSCRCN)),

onde :

RCI> & o ith residuc e & dado por

©

RCID> = CCT,15 = AC1D + (1,230 = AC2D + ... + CCI, M » ACMD - FCID

SEQUENCIA DE CHAMADA

CALL L1CM1,N1,M2,M23,N2,CT,F,PREC,EPS,IC,IR,IB,UF,BP,XF,T,

X ALFA,P,GINV, VB, IRANK,ITER,.R, A, Z. INDD
PARAMETROS
NA CHAMADA
1Y
M - NUMERO DE COLUNAS DA- MATRIZ C.
N1 - NUMERO DE LINHAS DA MATRIZ C.
M2 - UM INTEIRO MAIOR OU IGUAL A Mi.

M3 = UM INTEIRO IGUAL A (M2 » (M2 + 3 ~ 2.

N2 = UM INTEIRO MATOR OU IGUAL A Ni.
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CcT

PREC

GINV

ALFA

UMA MATRIZ DE DIMENSZO M2 X N2. NA CHAMADA
AS PRIMEIRAS M LINHAS E AS PRIMEIRAS N1
COLUNAS CONTEM A TRANSPOSTA DA MATRIZ NO

_SISTEMA C % A = F DADO.

UM VETOR DE TAMANHO N2. NA CHAMADA o©S
PRIMEIROS N ELEMENTOS CONTEM 0 LADO
DIREITO DO SISTEMA C % A = F DADO.

O NIVEL DE ARREDONDAMENTO DO COMPUTADOR.

UMA TOLERANCI A ESPECIFICADA TAL QUE UM
NUMERO CALCULADO X E CONSIDERADX ZERO SE
ABSCXD.LT. EPS.

UMA MATRIZ QUADRADA DE ORDEM Mz2. AS PRIMEIRAS
IRANK COLUNAS E AS PRIMEIRAS IRANK LINHAS
CONTEM A INVERSA DA MATRIZ FUNDAMENTAL INICIAL
E A ATUAL.

UM VETOR DE TAMANHO MM. OS IRANK ELEMENTOS

CONTEM A SOLUCAO FUNDAMENTAL INICIAL E A ATUAL.

UM VETOR DE TAMANHO NN, OS PRIMEIROS N
ELEMENTOS CONTEM OS ELEMENTOS DA LINHA NO
QUADRO SIMPLEX. QUE CORRESFONDE A COLUNA O QUAL
RENUNCIA O BASICO.

UM VETOR DE TAMANHO NN. O= PRI MEI ROS N
ELEMENTOS CONTEM OS VALORES :

ALFACJD> = RCID ~ TCID
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IC

IR

IB

BP

XP

UM VETOR DE TAMANHO NN. oS PRIMEIROS N
ELEMENTOS CONTEM A COLUNA DE INDICES DA MATRIZ
CT. |

UM VETOR DE TAMANHO MM. os PRIMEIROS
IRANK ELEMENTOS CONTEM A LINHA DE INDICES
DAS LINHAS LINEARMENTE INDEPENDENTES DE CT.

UM VETOR SINAL DE TAMANHO NN. os
PRIMEIROS N ELEMENTO TEM OS VALORES +1 OU -1.
IBCI> = +1 INDICA QUE A COLUNA J NO QUADRO ESTA
ABAIXO DX LIMITE O. IBCJD = -1 INDICA QUE A
COLUNA J ESTA ACIMA DO LIMITE 2.

UM VETOR DE TAMANHO MMM. OS PRI MEIROS
CCIRANK % CIRAN + 33> ~ 2 - 1 ELEMENTOS CONTEM
OS CIRANK = CIRANK + 1)) ~ 2 ELEMENTOS DA
MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR MAIS CIRANK - 1)
LOCAGCOES DE TRARALHO EXTRA. VEJA OS
COMENTARIOS NA SUBROTINA PSLV.

UM VETOR DE TAMANHO MM. os PRIMEI KOS
IRANK ELEMENTOS SAO OS LADO DIREITO DAS
EQUAGBOES TRI ANGULARES COMO P * XP = BP.

UM VETOR DE  TAMANHO  MM. os PRIMEIROS
IRANK ELEMENTOS SAO A SOLUGXO DAS  EQUAGDES
TRI ANGULARES COMO P % XP = B.

UM VETOR DE TRABALHO DE TAMANHO MM.



NO RETORNO

IRANK-

ITER -

IND -

SUBROTINAS

PELY ~

CONTERA A ORDEM CALCULADA DA MATRIZ C.

O NUMERO DE ITERAGCES QUE A SOLUGAO NECESST TOU.

UM VETOR DE TAMANHO NN. NO RETORNO os
PRIMEIRCS N ELEMENTOS CONTERAO O RESIDUO R =
C»x A -F.

UM VETOR DE TAMANHO NN. OS PRIMEIROS M
ELEMENTOS CONTERAO A SOLUCAO DO VETOR A

O MINIMO DA NORMA L1 DO VETOR RESTO R.

UM INDICADOR DE RETORNC. IND = O INDICA
QUE A SOLUCAO DO VETOR A* £ UNICA. IND = 1,
INDICA QUE A" E MUITO PROVAVELMENTE  NA&O
UNICA. IND = -1 INDICA TERMINO PREMATURO DO
PRGPRIO CALCULO POR VARIATS MA CONDICOES DA
MATRIZ C.

Esta subrotina resoclve o sistema guadrado
&

n3o singular de equagdes lineares

ou o sSistema quadr ade P& =ingul ar des

equagdes lineares



PCTRANSFOSTAY = X = B,

onde :

P - uma matriz triangular superior,

B - um vetor, e

X - o vetor solugio.

3 = Aproximagzo linear 1‘ discreta

SUBROTINA CL1

Esta subrotina usa uma modificagio do método simplex

da programagidoc linear para calcular uma solugio l‘ para um

sistema de equa¢des lineares K x N

AX = B
.

sujeito a L igualdades lineares restritas

CX D

e M desigualdades lineares restritas
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EX.CGE.F .

SEQUENCIA DE CHAMADA

CALL CL1CK,L,M,N,KLMD,KLM2D, NKLMD, N2D, O, KODE, TOLER, I TER,

X,RES,ERROR,CU,I1U,S

PARAMETROS

NA CHAMADA

KLMD -

KLM2D-

NKLMD-

N2D -

DE LINHAS DA MATRIZ ACK.GE.1).
N° DE LINHAS DA MATRIZ CCL. GE.OD.
N® DE LINHAS DA MATRIZ FCM.GE. 0).
DE COLUNAS DAS MATRIZES A, C, E CN.GE.1)D.
DEVE NO MINIMO SER IGUAL A K + L. + M
DEVE NO MINIMO SER TGUAL A K + L. + M + 2
1Y
DEVE NO MINIMO SER IGUAL AN + K + L + M

DEVE NO MINIMO SFR IGUAL A N + 2

VETOR REAL BIDIMENSIONAL COM KL.M2D [LINHAS E
PELO MENOS NZD COLUNAS. NA ENTRADA AS MATRIZES
A, C E E, E OS VETORES B, DE E DEVEM  SER
ARMAZENADOS NAS PRIMEIRAS K + L + M LINHAS E
N + 1 COLUNAS DE Q COMO SE SEQUE:
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KODE -

TOLER-

ITER -

o)

L]
maom
TmMmow

ESSES VALORES SZAO DESTRUIDOS PELA SUBROTINA.

UM CODIGO USADO NA ENTRADA E SAIDA DA
SUBROTINA. NA ENTRADA, DEVERIA NORMALMENTE <EFR

TGUAL A 0. DE QUALQUER MANEIRA, SE
RESTRICOES NZO NEGATIVAS ESTAO PARA SER
INCLUIDAS NA  RESTRIGCAO EX.LE.F,  ENTAO

CERTAMENTE KODE DEVERIA SER IGUAL A 1. E
A RESTRIGAO NAO NEGATIVA INCLUIDA NOS VETORES

X E RES. NA SAIDA, KODE TEM UM DOS SEGUINTES
VALORES:

O - ENCONTRADA A SOLUCZO GSTIMA,

1 - SOLUCXO NXO VIAVEL PARA A
RESTRICZO,

2 - TERMINO PREMATURO DOS  CALCULO
POR ERRO DE ARREDONDAMENTO,

3 - NUMERO MAXIMO DE  ITERACCES
ATINGI DO.

UM PEQUENO NUMERO FOSI TI VO. SUGERE-ZE
TOLER = 10« -D % 23, ONDE D REPRESENTA O
NUMERO DE :'.)I GITOS DECIMAIS. A SUBROTINA NXO
PODE DISTINGUIR ENTRE ZERC E ALGUMA QUANTI DADE
CUJA MAGNITUDE NZO EXCEDA TOLER.

NA ENTRADA ITER DEVE CONTER <O NUMERO MAXIMO
DE ITERAQOES PERMITIDO. SUGERE-SE ITER =
10%CK+L+MD. NA SAIDA ITER FORNECE O NUMERO
DE ITERAGCES SIMFLEX.
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IU -

UMA MATRIZ INTEIRA COM 2 LINHAS E PELO MENOS
NKLMD COLUNAS USADO COMO AREA DE TRABALHO.

UMA MATRIZ INTEIRA COM 2 LINHAS E PELO MENOS

NKLMD COLUNAS USADO COMO AREA DE TRABALHO.

VETOR INTEIRO DE PELO MENOS KLMD POSIGOES, USA
DO COMO AREA DE TRABALHO.

NO RETORNO

RESE -

ERROR-

UMA MATRIZ REAL DE TAMANHO FPELO MENOS NaD.
ESTE VETOR CONTEM UMA SOLUGCAO FARA O PROBLEMA
L1. OS VALORES -1,0 OU 1 PARA XCJ> INDICA QUE
A J-ESIMA VARIAVEL DEVE SER OU .GE.O OU .LE.O.

UMA MATRIZ REAL DE TAMANHO FELO MENOS KLMD.
OS PRIMEIROS K COMPONENTES CONTEM AS
DIFERENGAS B - AX, NGCS PROXIMOS L COMPONENTES
AS DIFERENGCAS D - CX (CESSES SERAO = 0), E NOS

PROXIMOS M COMPONENTES AS DIFERENCAS F - EX.

FORNECE A SOMA MINIMA DOS VALORES ABSOLUTOS
DOS RESIDUOCS. '
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4 - InterpolagZo e Aproximaggo suave discreta por

splines

INTERPOLACAO

SUBROTINA DCSINT

Esta subrotina computia o spline cubico natural

discreto definido sobre o intervalo C(TNODECID, TNODECN)D o qual

interpola os dados CTNODECI>, GCIDD>, I =1, 2, ..., N.

Nos requeremos que TNODECID.LT: TNODECI+1)>, END1 e ENDN

contenham os valores das condig®es dos pontos finais usadas.

S¢ IENT = 1, azs condi¢Ses dos pontos finais da

primeira diferenga dividida central ser3o usadas.

Se IENT = 2, as condi ¢Ses dos pontos finais da

segunda diferenga dividida central ser3o usadas.

&

Se IENT = 2, as condig¢Bes periddicas ser3o usadas. Para
este caso, os conteddos de GCND, END1, e ENDN s3o ignorados. Para

as trés condig¢Bes finais, N deve ser maior ou igual a 2.

O spline cubico discreto o representade por
polinémios cubicos por partes. Para T no intervalo (TNODECID,

TNCDECI+1)) o sline cubico &
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SCTO = GCID> + BCID = CT - TNODECIDD +

CCID » CT - TNODECIDO»x2 + DCID =

CT - TNODECID) %3

SEQUENCIA DE CHAMADA

CALL DCSINT CIENT, H, N, TNODE, G, END1, ENDN, B, C, DD

PARAMETROS

NA CHAMADA

IENT -

TNCDE- .

END1

ENDN -

ESPECIFICA AS CONDICGES-DOS PONTOS FINAIS.

O TAMANHO DO PASSO USADG FARA O SFLINE
CURICO DISCRETO.

NUMERO DOS NODOSCTNODED? E O VALORES DOS
DADOSCGD .

ARRAY REAL CONTENDO os NODXOS
CTNODECID. LT. TNODECI +135.

VETOR EREAL CONTENDO OS DADOS INTEERPOLANTES.
VALOR DA CONDIGCAO FINAL PARA TNODEC13.

VALOR DA CONDIGAO FINAL PARA TNODECND.
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NO RETORNO

B = VETOR REAL CONTENDO os COEFICIENTES DE

-CT — TNODECID>D> I =1, 2, ..., N-1.
c = VETOR REAL CONTENDO o= COEFICIENTES DE
CT - TNODECIDO»»=2, I =1, 2, ..., N-1.
D = VETOR REAL CONTENDO os COEFICIENTES DE
CT ~ TNODECIDDO»»2, I =1, 2, ..., N-1.

SUBROTINA DCSSMO

Esta subrotina computa © spline cubico natural

discreto definide no intervalo CTNODECID, TNODECNDD para aproximar
uma fungZo nos pontos CTNODECID>, GCIDD, I =1, 2, ..., N. N deve

ser malor ou igual a 2.

Os nodos devem satisfazer TNODECIS> < TNCDECI+1). A

solugzZco SCTD para T no intervalo (TNODECID, TNODECI+132 & dada por

&

SCTY = GSMOXID + BCID » (T - TNODECIODD +

CCID> 2 (T - TNODECIDD»x2 + DCID

CT - TNODECIDD %3
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SEQUENCIA DE CHAMADA

CALL DCSSMO (H, N, TNODE, G, WGS, RHO, GSMO, B, ¢, O

PARAMETROS

NA CHAMADA

TNODE-

RHO -

NO RETORNO

GSMO -

O TAMANHO DO PASS0O USADO PARA A CONSTRUGZO
DO ZPLINE CURICO DISCRETO.

NUMERO DE NODOSCTNODEY E o VALORES DOs
DADOSCG) .

VETOR REAL CONTENDO oS NODOS
CTNODECID.LT. TNODECI+13).

VETOR REAL CONTENDO O VALORES DOS DADOS.

VETOR REAL CONTENDO OS PESOS wsSGCID
CORRESPONDENDO AO DADOS C(TNODECID, GCIDD.

VARIAVEL REAL SIMPLES CONTENDO O PARAMETRO
POSITIVO PARA A VARIAGCXO DA SUAVIDADE DOS
AJUSTES.SE RHO £ PEQUENO A SUAVIDADE E
ENFATIZADA. SE RHO F GRANDE A APROXIMACZO E
ENFATI ZADA.

VETOR REAL CONTENDO OS VALORES SUAVIZADOS DOS
DADOS GCI>, I =1, 2, ..., N.
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VETOR REAL CONTENDO O= COEFICIENTES BCID PARA
OS TERMOS (T - TNODECIDD.

.. VETOR REAL CONTENDO OS COEFICIENTES CCI)> PARA
OS TERMOS (T - TNODECIDD »x3.
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