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N e s t e t r a b a l h o a p r e s e n t a m o s um e s t u d o e i m p l e m e n t a ç ã o 

d e a l g o r i t m o s p a r a s o l u ç ã o d o p r o b l e m a l i n e a r e m n o r m a 1 e 

i n f i n i t a e um e s t u d o d e a j u s t a m e n t o d e c u r v a s e s u p e r f í c i e s . 

Um d o s c a m p o s d a m a t e m á t i c a o n d e o c o m p u t a d o r t e m 

d a d o g r a n d e c o n t r i b u i ç ã o e o d e a p r o x i m a ç ã o d e s u p e r f í c i e s . 
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d e t o d o s o s a l g o r i t m o s d e a p r o x i m a ç ã o n a s n o r m a s 1 , 2 e i n f i n i t a 

s e r i a i n v i á v e l , o p t a m o s p o r a p r e s e n t a r um e s t u d o c o m p u t a c i o n a l 

d e a l g u n s a l g o r i t m o s s o b r e a p r o x i m a ç ã o e m n o r m a s 1 e i n f i n i t a 

e um a p e s q u i s a b i b l i o g r á f i c a s o b r e a p r o x i m a ç ã o e m n o r m a 2 C o 

p r o g r e s s o t e m s i d o p r i n c i p a l m e n t e em n o r m a 2 3 e p r o b l e m a s n a o 
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C a p r o x i m a ç ã o l i n e a r 1^ d i s c r e t a ! ) ; 

- o a l g o r i t m o d e A b d e l m a l e k C s o l u ç ã o 1^ d e 

s i s t e m a s h i p e r d e t e r m i n a d o s d e e q u a ç õ e s l i n e a r e s D ; 
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- o a l g o r i t m o d e D u r i s C i n t e r p o l a ç ã o e a p r o x i m a ç ã o 

s u a v e d i s c r e t a p o r s p l i n e s ! ) e 

- o a l g o r i t m o d e A k i m a C i n t e r p o l a ç ã o e a p r o x i m a ç ã o 
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CA P Í T UL O I 
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i • S - A p r e s e n t a ç ã o 

Á t e o r i a d e a p r o x i m a ç ã o é um a d i s c i p l i n a C á r e a d e 

e n s i n o e d e p e s q u i s a i ) be m e s t a b e l e c i d a n a m a t e m á t i c a e 

p e r m e i a n a a n á l i s e n u m é r i c a n o s t ó p i c o s m a i s i m p o r t a n t e s p a r a 

c i ê n c i a e t e c n o l o g i a . Uma d a s m a i s e s p e t a c u l a r e s u t i l i z a ç õ e s d a 

a n á l i s e n u m é r i c a n o s ú l t i m o s a n o s f o i a a n á l i s e d o m é t o d o 

d o s e l e m e n t o s f i n i t o s , i n v e n t a d o p e l o s e n g e n h e i r o s , a p l i c á v e l 

n a s o l u ç ã o d e p r o b l e m a s d e c o n t o r n o e m e q u a ç õ e s d i f e r e n c i a i s 

p a r e i a i s . 



A u t i l i z a ç ã o d e d i f e r e n t e s n o r m a s n o s p r o b l e m a s 

d e a p r o x i m a ç ã o c o n d u z a p r o b l e m a s n u m é r i c o s e r e s u l t a d o s 

t e ó r i c o s d i f e r e n t e s . 

E s t e t r a b a l h o é um a r e s e n h a d e a l g o r i t m o s s o b r e 

a p r o x i m a ç ã o e m n o r m a s 1 e i n f i n i t a . 

A l g o r i t m o s q u e r e s o l v e m o p r o b l e m a 

m i nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I |Ax - b| I 

s u j e i t o o u n ã o a r e s t r i ç õ e s em d i f e r e n t e s n o r m a s f o r a m 

e s t u d a d o s , a d a p t a d o s e i m p l e m e n t a d o s . E s t e p r o b l e m a p o d e s e r um 

p r o b l e m a l i n e a r o u um p r o b l e m a n ã o l i n e a r , c o n f o r m e A s e j a um 

o p e r a d o r l i n e a r o u n ã o . 

N a s i n ú m e r a s r e f e r ê n c i a s C C 1 2 ] , C 1 3 D , [ 1 4 3 , [ 1 5 3 D 

s o b r e i n t e r p o l a ç ã o e a p r o x i m a ç ã o , v e r i f i c a m o s q u e a m a i o r i a d o s 

p r o b l e m a s s ã o t r a t a d o s a p e n a s e m um a d i m e n s ã o . 

Um e s p a ç o u n i d i m e n s i o n a l ê g e o m e t r i c a m e n t e m a i s s i m p l e s 

d o q u e e s p a ç o s n - d i m e n s i o n a i s j a t e o r i a d e a p r o x i m a ç ã o e 

i n t e r p o l a ç ã o p a r a um a d i m e n s ã o é m u i t o m a i s s i m p l e s , m a i s 

c o n h e c i d a e d e m a i o r u s o . 

O p r o b l e m a d e i n t e r p o l a ç ã o c o n s i s t e e m : d a d o um 

c o n j u n t o < C x , f D > , i = O , . . . , n „  e n c o n t r a r um ú n i c o p o l i n ó m i o 
v t 

p CxD e m P , um e s p a ç o l i n e a r , q u e s a t i s f a ç a 
nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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p Cx .D • f C x . 3 , i = O n , 

s e n d o q u e e s t e p o l i n ó m i o p o d e r á t e r a f o r m a d e N e w t o n , 

L a g r a n g e , f a t o r a d a o u a f o r m a c l á s s i c a 

p Cx D = a + a x + . . „ + a x n . 
n O I  n 

A o i n v é s d e i n t e r p o l a r , p o d e m o s a p r o x i m a r um a c u r v a a 

e s t e m e sm o c o n j u n t o d e d a d o s . D a d o s < C x , f D > , i = 0 n , 
i i . 

p o d e m o s a p r o x i m a r uma f u n ç ã o f C x D p e l a c o m b i n a ç ã o l i n e a r 

f C x 3 = czyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <ç>. C x . ) , i = O , . . . , n 

d e f u n ç õ e s m a i s s i m p l e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <p C xD . O s c o e f i c i e n t e s c s ã o c o n s t a n t e s 

q u e s e r ã o d e t e r m i n a d a s p e l a s c o n d i ç õ e s d e a p r o x i m a ç ã o 

i m p o s t a s . S e | | f - f | | e m a l g u m a n o r m a |j j j f o r p e q u e n o , e n t ã o 

f s e r á um a b o a a p r o x i m a ç ã o d e f . 

k 

P a r a p r o b l e m a s em n d i m e n s õ e s a t e o r i a é m a i s 

c o m p l i c a d a e o s a l g o r i t m o s s ã o m a i s d i f í c e i s . No c a s o d e 

v á r i a s v a r i á v e i s , a p r o x i m a ç õ e s s u a v e s s e r ã o m u i t o m a i s 

c o m p l i c a d a s c o m p u t a c i o n a l m e n t e . 
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E s p e c i f i c a m e n t e , s e j a m • p ^ , p^ n + i 

p o n t o s d i s t i n t o s d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ci  C c o n j u n t o d e p o n t o s num p l a n o r e a l , fi 

c o n h e c i d o c o m o um a m a l h a r an d ô m i c aZ ) , e y , y y , n + 1 

n úm e r o s r e a i s C v e j a f i g u r a 1 . 1 > . O p r o b l e m a , e n t S o , é a c h a r um 

p o l i n ó m i o P C x . y D d e g r a u n e m d u a s v a r i á v e i s x e y q u e r e s o l v e o 

p r o b l e m a d e i n t e r p o l a ç ã o 

P C p 3 = f C p D , p = Cx . , y . ) O < i < n , 

o n d e um p o l i n ó m i o d e g r a u n e m x e y e um a f u n ç ã o a l g é b r i c a d a 

f o r m a 

t i 

P C x , y D £ a x y . C l . 1 3 

E s t e p r o b l e m a t e m um a s o l u ç ã o C c f . P r e n t e r [ 1 4 ] D e um a f o r m a 

s i m p l e s p a r a e s c r e v e r C l . 1 3 s e r i a : 

P C x , y D = £ « p , 1 CpDD = £ f C x . , y ^ l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX x , y Z ) 
i = 0 t i = O 

o n d e o s 1. ' s s ã o p o l i n ó m i o s d e g r a u n f a c i l m e n t e 

c o m p ut á v e i s r e s o l v e n d o 

1 Cp . 3 = 6 . , O < i < n . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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F i g u r a 1 . 1 - m a l h a r a n d ó m i c a 

A a p r o x i m a ç ã o d© f u n ç õ e s t e m s i d o c o n s t r u í d a s o b r e 

m a l h a s r e t a n g u l a r e s e t r i a n g u l a r e s . P a r a a a p r o x i m a ç ã o 

b i d i m e n s i o n a l s o b r e m a l h a s t r i a n g u l a r e s e i r r e g u l a r e s , n ã o há 

a l g o r i t m o s s i m p l e s p a r a c o n s t r u i r a p r o x i m a ç õ e s p o r p a r t e s em 

C 4 [ f C x , yO 3 , C 2 [ f C x , y D 3 , e e m c o n j u n t o s d e f u n ç õ e s m a i s s u a v e s . 

No c a s o d e a p r o x i m a ç õ e s , há g r a n d e d i f i c u l d a d e e m t e s t a r 

o s p o u c o s a l g o r i t m o s e x i s t e n t e s p o i s o e s p a ç o d e m e m ó r i a 

d i s p o n í v e l p o d e s e t o r n a r i n s u f i c i e n t e e m c o m p u t a d o r e s c o m u n s . 

D e v i d o a d i m e n s ã o d o a s s u n t o , n o s r e s t r i n g i m o s a o e s t u d o 

d o p r o b l e m a 1 i n e a r . 

1 . 2 — I m p o r t â n c i a d o T r a b a l h o 

A U n i v e r s i d a d e F e d e r a l d a P a r a í b a CUF P b! ) d i s p õ e d e 

um a B i b l i o t e c a d e A l g o r i t m o s N u m é r i c o s CBI T A ND i m p l a n t a d a e m 1 9 8 5 

e q u e v e m s e n d o a t u a l i z a d a c o n t i n u a m e n t e d e s d e e n t ã o . O s t ó p i c o s 

c o n s t a n t e s d a b i b l i o t e c a s ã o o s s e g u i n t e s : 
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1. Á l g e b r a l i n e a r , 

2 . E q u a ç õ e s » s i s t e m a s n ão l i n e a r e s , 

3 . I n t e g r a ç ã o N u m é r i c a , 

4 . A p r o x i m a ç ã o e i n t e r p o l a ç ã o , 

5 . E q u a ç õ e s d i f e r e n c i a i s o r d i n á r i a s , 

6 . O t i m i z a ç ã o , 

7 . O r d e n a ç ã o , 

8 . Núm e r o s a l e a t ó r i o s e 

9 . G r á f i c o s p e l a i m p r e s s o r a d e l i n h a . 

Co m o é d e i n t e r e s s e d a U F P b d i f u n d i r a B I T A N c o m o 

t am bé m a t u a l i z á - l a , d i r e c i o n a m o s o n o s s o t r a b a l h o p a r a 

a l g o r i t m o s q u e r e a l i z e m a p r o x i m a ç õ e s e m n o r m a s 1 e i n f i n i t a p a r a 

e x p a n d i r o t ó p i c o 4 d a B I T A N - A p r o x i m a ç ã o e i n t e r p o l a ç ã o . 

1 . 3 - V i s ã o G l o b a l d o T r a b a l h o 

I n i c i a l m e n t e , n o s e g u n d o c a p i t u l o , a p r e s e n t a m o s um 

r e s u m o d o s f u n d a m e n t o s d a t e o r i a d e a p r o x i m a ç ã o e a s 

c o n s e q u ê n c i a s d e s e t r a b a l h a r * e m d i f e r e n t e s e s p a ç o s d e f u n ç õ e s . 

No t e r c e i r o c a p í t u l o a p r e s e n t a m o s a d e s c r i ç ã o d e 

a p r o x i m a ç ã o e m um a v a r i á v e l p a r a p r o b l e m a s l i n e a r e s . 

A p r e s e n t a m o s n o q u a r t o c a p i t u l o um a a b o r d a g e m 

s o b r e a p r o x i m a ç ã o d e s u p e r f í c i e s . 



Uma, b r e v e a b o r d a g e m s o b r e a l g o r i t m o s p a r a p r o b l e m a s 

n S o l i n e a r e s é a p r e s e n t a d a n o c a p i t u l o c i n c o . 

A d e s c r i ç ã o d o s a l g o r i t m o s i m p l e m e n t a d o s , t e s t e s 

r e a l i z a d o s e a p l i c a ç õ e s s ã o a p r e s e n t a d o s n o s e x t o c a p i t u l o . 

F i n a l m e n t e n o s é t i m o c a p i t u l o , c o n c l u i m o s 

f a z e n d o c o m e n t á r i o s s o b r e a s d i f i c u l d a d e s e n c o n t r a d a s p a r a a 

r e a l i z a ç ã o d o t r a b a l h o , e s c o l h a e i m p l e m e n t a ç ã o d o s 

a l g o r i t m o s e a p r e s e n t a m o s s u g e s t õ e s p a r a e s t u d o s p o s t e r i o r e s . 



CA P Í T UL O I I 

F UNDA MENT OS DE T E O R I A DE APROXIMAÇÃO 

S u p o n h a m o s q u e n o s t e n h a m s i d o f o r n e c i d a s c e r t a s 

i n f o r m a ç õ e s s o b r e um a f u n ç ã o , p o r e x e m p l o , s e u s v a l o r e s , o u o s 

v a l o r e s d© s u a s d e r i v a d a s e m c e r t o s p o n t o s . Ê p o s s í v e l 

r e c o n s t r u i r a f u n ç ã o c o m p l e t a m e n t e a p a r t i r d o s p o n t o s d a d o s 

© e m c a s o a f i r m a t i v o c o m o p o d e m o s r e c o n s t r u í - l a ?  Uma r e s p o s t a 

p a r c i a l © d a d a p e l o t e o r e m a d a i n t e r p o l a ç ã o : D a d o s n + 1 p o n t o s 

d o p l a n o r e a l C x , f D . C x . f ) . . . , C x , f 3 e x i s t e um ú n i c o 

p o l i n ó m i o p C x ) em P , um e s p a ç o l i n e a r , p a r a o q u a l 



p C x ) • f Cx .D , i • 0 , 1 . * . , n 

A s s i m s ã rÇx!) f o rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u m p o l i n ó m i o d e g r a u n , 

c o n s e g u i m o s r e c o n s t r u i - 1 a a p a r t i r d o s p o n t o s d a d o s . 

P o d e m o s , t am bé m , a j u s t a r um a c u r v a a e s t e m e sm o c o n j u n t o 

d e d a d o s . D a d o s n + 1 n úm e r o s r e a i s x , x , . . . , x o n d e 
O I r» 

f = f C x D , p r o c u r a m o s f C x D i m p o n d o a l g u m a s c o n d i ç õ e s p a r a 

g a r a n t i r a e x i s t ê n c i a e u n i c i d a d e d a s o l u ç ã o . E x i s t e um núm e ro 

i n f i n i t o d e c u r v a s q u e p a s s a m p o r < C x , f 3 j O < i < n > . 

Co m o e n c o n t r a r f C x 3 e x a t a m e n t e é , n a m a i o r a d a s 

v e z e s , i m p o s s í v e l . O p r o b l e m a e n t ã o s e t r a n s f o r m a em o u t r o : q u a i s 

a s f u n ç õ e s f C x D s ã o b o a s a p r o x i m a ç õ e s d e s s a f u n ç ã o ? Uma 

d a s t é c n i c a s d e a p r o x i m a ç ã o m a i s u s a d a s é a d e a p r o x i m a ç ã o d e 

f C x 3 p o r um a c o m b i n a ç ã o l i n e a r d a f o r m a 

f C x D = c c C x ] + c C x 3 + . . . + c p Cx D zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
* í  2 2 n n 

d e f u n ç õ e s m a i s s i m p l e s f >Cx 3 c u j a s p r o p r i e d a d e s s ã o bom 
i. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*. 

c o n h e c i d a s e s ã o r e l a t i v a m e n t e s i m p l e s d e a v a l i a r . Os 

c o e f i c i e n t e s c s ã o c o n s t a n t e s q u e s e r ã o d e t e r m i n a d o s p e l a s 
k 

r e s t r i ç õ e s q u e s e r ã o i m p o s t a s a f C x D . 

f s e r á uma b o a a p r o x i m a ç ã o d e f s e | | f - f | j em 

a l g u m a n o r m a | | . | j f o r p e q u e n a . O p r o b l e m a é e s c o l h e r a s 

c o n s t a n t e s c . n a d e f i n i ç ã o d e f C x 3 q u e t o r n e m 
i 
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- CezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p + . . . + c D I ( 

p e q u e n a e q u e f o r c e um a s o l u ç ã o ú n i c a p a r a e s s e s c * s . E x i s t e 
i 

um g r a n d e núm e ro d e e s c o l h a s e n t r e a s r e s t r i ç õ e s q u e p o d e m s e r 

i m p o s t a s a f C x D : r e s t r i ç õ e s i n t e r p o l a d o r a s , r e s t r i ç õ e s p u r a m e n t e 

v a r i a c i o n a i s , m i s t u r a d e r e s t r i ç õ e s d e i n t e r p o l a ç ã o e d e 

s u a v i z a ç ã o e r e s t r i ç õ e s d e o r t o g o n a l i d a d e . 

P r e c i s a m o s , e n t ã o s a b e r em q u e c o n d i ç õ e s s e p o d e 

g a r a n t i r a e x i s t ê n c i a e u n i c i d a d e d e s s a a p r o x i m a ç ã o . 

P r o b l e m a s t í p i c o s e m a p r o x i m a ç ã o e n v o l v e m a s e l e ç ã o d e 

um c o n j u n t o d e e l e m e n t o s q u e c o n s t i t u e m um s u b c o n j u n t o c u j a 

d i s t â n c i a a um e l e m e n t o é e m a l g u m s e n t i d o o m í n i m o d a d i s t â n c i a 

d e um e l e m e n t o n ã o p e r t e n c e n t e a o c o n j u n t o . A s s i m , o d a d o 

c o n j u n t o p o d e c o n s i s t i r d e p o l i n ó m i o s e n q u a n t o o e l e m e n t o a s e r 

a p r o x i m a d o ê um a f u n ç ã o , c o m o a r e s i n x , q u e s e g u r a m e n t e n ã o e 

um p o l i n ó m i o . P o r o u t r o l a d o , um p r o b l e m a d e a p r o x i m a ç ã o 

n ã o s e t o r n a p r e c i s a m e n t e d e f i n i d o a t é d e c i d i r m o s c o m o a 

d i s t â n c i a e n t r e d o i s e l e m e n t o s s e r á m e d i d a . 

2 . 1 - M e l h o r a p r o x i m a ç ã o : e x i s t ê n c i a e m e s p a ç o s m é t r i c o s 

S e j a o p a r C X , d 3 o n d e X é um c o n j u n t o e d um a f u n ç ã o 

r e a l d e f i n i d a p a r a p a r e s d e p o n t o s em X e q u e d s a t i s f a z o s 

s e g u i n t e s p o s t u l a d o s p a r a t o d o x , y , z em X : 

1Ü 



C13 d C x , j O = O 

C Ü5 d C x , y 3 > O , s e x * y 

d C x . y ) = d C y . x D 

C i v ) d C x . y Z ) < d C x . z D + d C z . y U ; 

e n t S ú d i z e m o s q u© X © um e s p a ç o m é t r i c o . 

Co m o c o n c e i t o d© um e s p a ç o m é t r i c o p o d e m o s f o r m u l a r 

um p r o b l e m a , b á s i c o d a t e o r i a d© a p r o x i m a ç ã o : Da d o um p o n t o g 

© um c o n j u n t o M em um e s p a ç o m é t r i c o p o d e m o s d e t e r m i n a r um p o n t o 

d© M q u© t e n h a d i s t â n c i a m í n i m a d e g ? 

T e o r e m a 2 . 1 . 1 C P r e n t e r [ 1 4 3 3 : S e j azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K um . c o n j u n t o c o m p a c t o num 

e s p a ç o m é t r i c o X . P a r a c a d a p o n t o P em X e x i s t e um p o n t o A 

e m K c u j a d i s t â n c i a a P é m í n i m a. 

I s s o m o s t r a q u e , p a r a o p r o b l e m a a c i m a ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA em e s p a ç o s m é t r i c o s 

p o d e m o s d e t e r m i n a r o p o n t o p r o c u r a d o . M a s , e em o u t r o s 

e s p a ç o s t am bé m é p o s s í v e l ?  

2 . 2 - M e l h o r a p r o x i m a ç ã o : e x i s t ê n c i a e m ' e s p a ç o s l i n e a r e s 

Um e s p a ç o l i n e a r r e a l X é um c o n j u n t o d e o b j e t o s 

a b s t r a t o s , c h a m a d o s v e t o r e s , o b j e t o s e s s e s q u e p o d e m s e r 

a d i c i o n a d o s d e a c o r d o c o m a s r e g r a s u s u a i s d a a r i t m é t i c a e 

p o d e m s e r m u l t i p l i c a d o s p o r núm e ro s r e a i s , t ambém d e a c o r d o c o m 

a s r e g r a s d a a r i t m é t i c a . M a i s e s p e c i f i c a m e n t e , u m e s p a ç o 
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l i n e a r r e a l d e v e s a t i s f a z e r o s a x i o m a s a s e g u i r : 

P a r a t o d o x , y , z e m X e a , b e m R 

C I D a x e m X , 

C i i D x • y e m X , 

C i i i i xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA * y = y + x , 

C l v ) C x + yl> + z = x + C y + z ) , 

C v ) 1 - x = x , 

C v i 3 C a + bZ>x = a x + b x , 

C v i i Z ) a C x -í- y 3 = a x + a y » 

C v i i i 5 C a b ^ x = a C b x 3 , 

C í x J e x i s t e e e m X t a l q u ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x + e = x e 

C x > p a r a t o d o x , e x i s t e - x t a l q u e - x e s t a e m X e - x + x = e . 

S e t o d a s a s p r o p r i e d a d e s a c i m a s ã o s a t i s f e i t a s q u a n d o 

a m u l t i p l i c a ç ã o f o r p o r n úm e r o s c o m p l e x o s , o e s p a ç o s e r á c o m p l e x o . 

E s p a ç o l i n e a r n o r m a d o 

R e a l m e n t e e s t a m o s i n t e r e s s a d o s em m a i s d o q u e 

e s p a ç o s l i n e a r e s . Q u e r e m o s e s p a ç o s l i n e a r e s n o s q u a i s p o s s a m o s 

a s s o c i a r um c o n c e i t o d e t a m a n h o | | f | | p a r a c a d a v e t o r f em um 

e s p a ç o l i n e a r X . T a i s e s p a ç o s l i n e a r e s s ã o c o n h e c i d o s c o m o 

e s p a ç o s l i n e a r e s n o r m a d o s C e s s a s e s t r u t u r a s d e s c r e v e m 
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p r o p r i e d a d e s d a m e l h o r a p r o x i m a ç ã o ! ) e o núm e ro r e a l || f || é 

c h a m a d o d e n o r m a d e f . Uma n o r m a © um a f u n ç ã o r e a l d e f i n i d a num 

e s p a ç o l i n e a r X , t e n d o a s s e g u i n t e s p r o p r i e d a d e s : 

P a r a t o d o a em R e t o d o f e g e m X 

C i 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA II f" II >  0 e I I f I I = 0 s e f = O 

C Ü D d a f d =  I a I •  d f D 

C i l O II f  + g II <  II f II + II g II 

D e f i n i ç ã o 2 . 2 . 1 : S e j a m X um e s p a ç o n o r m a d o c o m n o r m a | | | |, M 

um s u b c o n j u n t o d e X e p um p o n t o q u a l q u e r . Um p o n t o y ^ 

e m M é c h a m a d o d e m e l h o r a p r o x i m a ç ã o d e p s e 

I I P ~ >o I I ~  M F» — y  II P a r * t o d o y e m M 

A m e l h o r a p r o x i m a ç ã o p o d e n ã o e x i s t i r e s e e x i s t i r , p o d e 

n ã o s e r ú n i c a . Ê i m p o r t a n t e s a b e r e m q u e c o n d i ç õ e s e x i s t e e e 

ú n i c a a m e l h o r a p r o x i m a ç ã o . 

T e o r e m a 2 . 2 . 1 C P r e n t e r [ 1 4 3 0 - S e j a X um e s p a ç o n o r m a d o c o m n o r m a 

II I I e s e j a um s u b - e s p a ç o d e X d e d i m e n s ã o f i n i t a . 

E n t ã o c a d a p o n t o x d e X t e m uma m e l h o r a p r o x i m a ç ã o 

x em X q u e s a t i s f a z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N N 

x - x ! | = nü n I I x - y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA •m  X 
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2 . 3 - M e l h o r a p r o x i m a ç ã o ! e x i s t ê n c i a e u n i c i d a d e e m e s p a ç o s d e 

p r o d u t o i n t e r n o 

Ê d e s e j á v e l i n t r o d u z i r num e s p a ç o l i n e a r X a o p e r a ç ã o 

d e p r o d u t o i n t e r n o . O p r o d u t o i n t e r n o d e 2 v e t o r e s f e g e um 

núm e ro r e a l d e n o t a d o p o r < f , g> o u C f . g D . Em um e s p a ç o C C a . b l 

d e f u n ç õ e s c o n t í n u a s s o b r e [ a , b3 p o d e m o s d e f i n i r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a 

< f , g> = J f C x D g Cx D d x . 

Um e s p a ç o l i n e a r q u e c o n t e n h a um p r o d u t o i n t e r n o 

© d e n o m i n a d o e s p a ç o d e p r o d u t o i n t e r n o , e a e q u a ç ã o 

j | f I j = +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \  < f , f > 

d e f i n e um a n o r m a . 

P a r a d e m o n s t r a r a u n i c i d a d e d a m e l h o r a p r o x i m a ç ã o e m 
t 

e s p a ç o s d e p r o d u t o i n t e r n o p r e c i s a m o s d o s s e g u i n t e s r e s u l t a d o s : 

d e f i n a j |x j | = C x , x 3 E n t ã o 

C aD C x , X x 5 = XC x , x2> 

C b5 I |x • y\ I = I |x |zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I + I | y | I - > C x . y D = | |x | | + | | y | |. 

V e j a d e m o n s t r a ç ã o em P r e n t e r . [ 1 4 3 . 
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T e o r e m a 2 . 3 . 1 C P r e n t e r [ 1 4 ] } : A m e l h o r a p r o x i m a ç ã o d e 

s u b - e s p a ç o f e c h a d o d e d i m e n s ã o f i n i t a d e um e s p a ç o 

p r o d u t o i n t e r n o é ú n i c a . 

um 

d e 

S e j a X um e s p a ç o d e p r o d u t o i n t e r n o e s e j a M um 

s u b - e s p a ç o d e d i m e n s ã o f i n i t a d e X . S e j a x e m X e s u p o n h a q u e x e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o 
y e m M s ã o d u a s m e l h o r e s a p r o x i m a ç õ e s d e x . E n t ã o o o 

11  x - x
0 1 1  = M x _ y o I I  = d - 2 0 ( 1 = 0 — • x

0
 = y 0

 = x 

S u p o n h a q u e d > O. 

P e l a d e s i g u a l d a d e d o t r i â n g u l o 

I I J _ C x
0 * y o  3 "  X I I < J _ M  X "  Xo I I  + J - I I  X - yo I I  = d 

2 2 2 

P o r t a n t o , 1 C x + y 3 é t am bé m a m e l h o r a p r o x i m a ç ã o , 
— — o o 

p o r q u e 1 C + y ^D e m M e s a t i s f a z 

5̂ 

i_  C x
c

 + V - XH =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J - HX - XoM  + ^ - M X "  yoM 
2 2 2 

E n t ã o x - y = XC x - x D s e X = 1 . S u p o n h a q u e X ^ 1 , e n t ã o 
o o 

y - x -'o o 

x = 

1 - X 

e x em M, c o n t r a r i a n d o a h i p ó t e s e i n i c i a l . P o r t a n t o , X = 1 . 
1 5 



2 . 4 - M e l h o r a p r o x i m a ç ã o : e x i s t ê n c i a e u n i c i d a d e e m E s p a ç o s d e 

H i l b e r t 

Um e s p a ç o d e p r o d u t o i n t e r n o c o m p l e t o c o n s t i t u i um e s p a ç o 

d e H i l b e r t . 

O e s p a ç o d e H i l b e r t é um a g e n e r a l i z a ç ã o n a t u r a l 

p a r a d i m e n s õ e s i n f i n i t a s d e e s p a ç o s e u c l i d i a n o s r e a i s o u c o m p l e x o s 

R n e C n . H a m u i t a s v a n t a g e n s e m s e t r a b a l h a r num e s p a ç o d e 

H i l b e r t e n t r e a s q u a i s : 

C i D O s t e o r e m a s e p r o c e s s o s p o d e m s e r v i s t o s 

g e o m e t r i c a m e n t e be m c o m o a n a l i t i c a m e n t e p o i s n o s s a 

i n t u i c ã o e s p a c i a l e em 1 , 2 e 3 d i m e n s o e s ; 

C i i 3 T o d o s o s e s p a ç o s d e H i l b e r t s ã o a b s t r a t a m e n t e 

e q u i v a l e n t e s e n t r e s i . 

A m e l h o r a p r o x i m a ç ã o d e s u b e s p a ç o s d e e s p a ç o s d e 

H i l b e r t é c o n h e c i d a c o m o a j u s t a m e n t o d e q u a d r a d o s m í n i m o s . 

1 6 



2 . 5 - C o n s i d e r a ç õ e s S o b r e a s C o n s e q u ê n c i a s d e s e T r a b a l h a r 

e m D i f e r e n t e s E s p a ç o s d e F un ç õ e s 

N a s s e ç õ e s a n t e r i o r e s v i m o s e m q u e c o n d i ç õ e s a 

m e l h o r a p r o x i m a ç ã o e x i s t e e m d i f e r e n t e s e s p a ç o s . A m e l h o r 

a p r o x i m a ç ã o é c a r a c t e r i z a d a p o r uma d i s t â n c i a m í n i m a e n t r e d o i s 

p o n t o s , d i s t â n c i a e s s a q u e p r e c i s a s e r m e d i d a d e a l g u m a f o r m a , 

i s t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA é. p r e c i s a - s e d e um a m é t r i c a . Uma v e z e s c o l h i d a a m é t r i c a 

p a r a m e d i r d i s t â n c i a s r e s t a r e s o l v e r um p r o b l e m a d e m i n i m i z a ç ã o 

d e f u n ç õ e s s e m o u c o m r e s t r i ç õ e s . Em g e r a l p r e c i s a m o s e s c o l h e r 

e s p a ç o s d e f u n ç ã o q u e r e s u l t e m em p r o b l e m a s d e m i n i m i z a ç ã o 

q u e p o s s a m s e r r e s o l v i d o s c o m e f i c i ê n c i a p e l o c o m p u t a d o r o? 

r e f l i t a m d e m o do f i e l o s o b j e t i v o s a l m e j a d o s . O s e s p a ç o s n o r m a d o s 

e o s d e H i l b e r t p e r m i t e m f o r m u l a r p r o b l e m a s d e a p r o x i m a ç ã o q u e 

r e f l e t e m s i t u a ç õ e s q u e o c o r r e m f r e q u e n t e m e n t e n a v i d a r e a l , c o m o 

m i n i m i z a r o d e s p e r d í c i o , m i n i m i z a r o t a m a n h o d e r e t a l h o s 

n um a c o n f e c ç ã o o u f i l t r a r d a d o s e s p ú r i o s . Em q u a l q u e r um d e s s e s 

e s p a ç o s o p r o b l e m a a s e r r e s o l v i d o e n v o l v e m i n i m i z a ç ã o d e a l g um a 

n o r m a . 

O p r o b l e m a g e r a l t e m a f o r m a : e n c o n t r e x q u e 

m i n i m i z e | |b - A x | |, e m q u e A é um o p e r a d o r , b é um v e t o r d e m 

c o m p o n e n t e s e x é um v e t o r d e n c o m p o n e n t e s . S e a n o r m a e s c o l h i d a 

f o r 1 « p a r a o b t e r x p r e c i s a m o s m i n i m i z a r 

m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E I r . I 

i = í  

17 



e m q u e r é um c o m p o n e n t e d o v e t o r r e s í d u o b - A x e p o d e m o s 

i m p o r a l g u m a r e s t r i ç ã o c o m o x > O e B x > c . S e A e B f o r e m 

l i n e a r e s t e m - s e um p r o b l e m a d e p r o g r a m a ç ã o l i n e a r - , s e n ã o h o u v e r 

r e s t r i ç õ e s o p r o b l e m a e m a i s c o m p l i c a d o C v . s e ç ã o 3 . 2 D . 

S e a n o r m a e s c o l h i d a f o r i n f i n i t a , r e s u l t a um 

p r o b l e m a m i n i m a x 

m i n m ax | r . j . 
*t i 

S e a n o r m a e s c o l h i d a f o r d e f i n i d a p o r um p r o d u t o 

i n t e r n o é m e l h o r m i n i m i z a r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

II b - A x || 2 

e o p r o b l e m a s e r á d e q u a d r a d o s m í n i m o s . l i n e a r o u n ã o l i n e a r 

c o n f o r m e A s e j a l i n e a r o u n ã o l i n e a r , p o d e n d o e s t a r 

s u j e i t o o u n ã o a r e s t r i ç õ e s . 

t 

O s d o i s c a p í t u l o s s e g u i n t e s a p r e s e n t a m o s a l g o r i t m o s 

d e m i n i m i z a ç ã o d e f u n ç õ e s . 
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CA P Í T UL O I I I 

APROXIMAÇÃO EM UMA VA R I Á VEL - P R O BL E M A S L I N E A R E S 

N e s t e c a p í t u l o d e s c r e v e m o s a l g o r i t m o s p a r a r e s o l v e r 

o p r o b l e m a 

m i n I |b - A x I I 

s u j e i t o o u n ã o a r e s t r i ç õ e s , em q u e A ó um a m a t r i z m p o r n , b e x 

s ã o v e t o r e s d e m e n c o m p o n e n t . e s , r e s p e c t i v a m e n t e , q u a n d o a n o r m a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

II . II e s c o l h i d a f o r 1 , 2 e i n f i n i t a . 

http://component.es


3 . 1 - P r o g r a m a ç ã o l i n e a r 

A o o p t a r p e l a n o r m a 1^ p a r a r e s o l v e r o p r o b l e m a 

mi n l i b - A x | | zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
>» 

c o m r e s t r i ç õ e s , c h e g a - s e a um p r o b l e m a d e p r o g r a m a ç ã o l i n e a r 

c o n f o r m e v i m o s n a s e ç ã o 2 . 5 . 

O m é t o d o p a r a r e s o l u ç ã o d e um p r o b l e m a d e p r o g r a m a ç ã o 

l i n e a r m a i s c o n h e c i d o ó o s i m p l e x , q u e é um p r o c e d i m e n t o 

a l g é b r i c o e i t e r a t i v o q u e f o r n e c e a s o l u ç ã o e x a t a C n a a u s ê n c i a d e 

a r r e d o n d a m e n t o ! ) d e q u a l q u e r p r o b l e m a d e p r o g r a m a ç ã o l i n e a r CP P L D 

e m um n úm e r o f i n i t o d e i t e r a ç õ e s . £ t am bé m c a p a z d e i n d i c a r s e 

um p r o b l e m a t e m s o l u ç ã o i l i m i t a d a , s e n ã o t e m s o l u ç ã o o u s e 

p o s s u i i n f i n i t a s s o l u ç õ e s . 

E s s a s c a r a c t e r í s t i c a s d o s i m p l e x p e r m i t i r a m s u a 

c o d i f i c a ç ã o em p r o g r a m a s e x t r e m a m e n t e e f i c i e n t e s p o s s i b i l i t a n d o 

a s o l u ç ã o d e s i s t e m a s c o m c e n t e n a s d e v a r i á v e i s . E x t e n s õ e s 

p o s t e r i o r e s , c o m o o s i m p l e x r e v i s a d o e o p r i n c í p i o d a 

d e c o m p o s i ç ã o , a u m e n t a r a m s u a c a p a c i d a d e p a r a d e z e n a s d e m i l h a r e s 

e f i n a l m e n t e c e n t e n a s d e m i l h a r e s d e v a r i á v e i s [ 1 2 3 . A l é m 

d i s s o , o s i m p l e x p o s s u i n ã o a p e n a s um a i n t e r p r e t a ç ã o 

g e o m é t r i c a m as t am bé m um a i n t e r p r e t a ç ã o e c o n ô m i c a . 



Um p r o b l e m a d e p r o g r a m a ç ã o l i n e a r g e r a l t e m a 

s e g u i n t e f o r m a : 

T 
m i n i m i z e c x + c x + . . . + c x = c x C 3 . 1 . 1 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i  t  2 2 r» n 

c o m x > O e q u e s a t i s f a z e m r e s t r i ç õ e s d a f o r m a : 

a . x + a x + . . . a . x < b . , i = 1 , 2 m , C 3 . 1 . 2 a 3 
w A * v 2 2 m n v * 

a . x + a . x + . . . a ! x = b , 
v l 1 «.2 2 i n n n 

i • m + 1 m + 2 , . . . , m C 3 . 1 . 2 bD 

T 
O s n úm e r o s c , a , b. s ã o n úm e r o s r e a i s d a d o s . A f u n ç ã o c x a 

k dc t 

s e r m i n i m i z a d a é c h a m a d a f u n ç ã o o b j e t i v o . C a d a x em R n q u e 

s a t i s f a z t o d a s a s c o n d i ç õ e s é d i t a s e r um p o n t o v i á v e l p a r a o 

p r o b l e m a . I n t r o d u z i n d o v a r i á v e i s e e q u a ç õ e s a d i c i o n a i s , o P P L 

C 3 . 1 . 1 3 a C 3 . 1 . 2 D p o d e s e r c o l o c a d o n um a f o r m a em q u e a s 

r e s t r i ç õ e s s ã o d e i g u a l d a d e  t o u d e d e s i g u a l d a d e e l e m e n t a r C d a 

T T 
f o r m a x > OD , q u a n d o a f u n ç ã o o b j e t i v o c x t o m a a f o r m a c x 

i 

= - x . P a r a t r a n s f o r m a r um P P L p a r a e s t a f o r m a , d e v e m o s 
P 

s u b s t i t u i r c a d a d e s i g u a l d a d e n ã o e l e m e n t a r d e C 3 . 1 . 2 a 3 p o r um a 

i g u a l d a d e e um a d e s i g u a l d a d e e l e m e n t a r u s a n d o uma v a r i á v e l d e 

f o l g a x . , 

2 1 



a * + • • ' + * , x + x = b. , x > O C 3 . 1 . 3 } 

S e a f u n ç ã o o b j e t i v o c x + . . . + c x n ã o f o r 
1 1 ü n 

e l e m e n t a r , i n t r o d u z i m o s um a v a r i á v e l a d i c i o n a l x e i n c l u í m o s 
n + m +1 

1 

um a e q u a ç ã o d e r e s t r i ç ã o a d i c i o n a l 

c x + . . . + c x + x = 0 C 3 . 
1 1 n n n + m +1 

1 

T 
e n t r e a s r e s t r i ç õ e s C 3 . 1 . 2 D . A m i n i m i z a ç ã o d e c x e 

e q u i v a l e n t e a m a x i m i z a ç ã o d e x c o m e s t e s i s t e m a e s t e n d i d o 
1 n + m + 1 

í 

d e r e s t r i ç õ e s . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ . • 

A s s i m p o d e m o s a s s u m i r q u e o P P L é s e m p r e d a d o n a 

s e g u i n t e f o r m a p a d r ã o : 

L P C X , p ! > : m i n i m i z e - x C 3 . 1 . 5 5 
P 

p a r a t o d o x e m R n c o m A x = b e x > O p a r a i e m I . N e s s a 

f o r m u l a ç ã o , I = - C l , 2 , . . . , n> , um s u b c o n j u n t o d o s n a t u r a i s , e um 

c o n j u n t o d e í n d i c e s , p é um í n d i c e f i x o s a t i s f a z e n d o p e m N\I , 

A = C a , a , . . . » a > é um a m a t r i z r e a l m x n t e n d o c o l u n a s a . , e 
4 2 ri «• 

b e m R n é um v e t o r d a d o . A s v a r i á v e i s x p a r a a s q u a i s i em I 

s ã o a s v a r i á v e i s c o m r e s t r i ç ã o e n q u a n t o q u e p a r a i n ã o e m I s ã o 

a s v a r i á v e i s 1 i v r e s . P o r 

2 2 



P = <x e m R nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I A x = b & x . > O p a r a t o d o i e m I > C 3 . 1 . 6 3 

d e n o t a m o s o c o n j u n t o d e t o d o s o s p o n t o s v i á v e i s d e L P C I . p D . x * e m 

P . é um p o n t o ó t i m o d e L P C I , p 3 s e x - m ax < x |x em P >. 
p p i p 

C o n s i d e r e m o s o s i s t e m a d e e q u a ç õ e s l i n e a r e s A x = b 

d e L P C I , p D . P a r a um v e t o r J = C J , . . . , J ) , j , e m N, A -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
í  p i j 

C a , . . . , a D d e n o t a a s u b m a t r i z d e A t e n d o c o l u n a s a , x 
j v j r }\ j 

d e n o t a o v e t o r C x . , . . . . x . 3 . P o r s i m p l i c i d a d e d e n o t a m o s o 
3*-

c o n j u n t o 

< J . I i = 1 , 2 r > 

d o s c o m p o n e n t e s d e J p o r J e p e m J s e e x i s t i r um i c o m p = j . . 

Um v e t o r J = C J , . . . , j Z> d e m í n d i c e s d i s t i n t o s j . 
4 m v 

e m N d e f i n e um a b a s e d e A x = b C e d e L P C I , p 3 3 s e A^ f o r n ã o 

s i n g u l a r . A, é t am bé m c h a m a d o um a b a s e , a s v a r i á v e i s x^ p a r a i 

e m J s ã o c h a m a d a s v a r i á v e i s b á s i c a s , e n q u a n t o a s v a r i á v e i s 

r e s t a n t e s x , k n ã o e m J , s ã o v a r i á v e i s n ã o b á s i c a s . S e K = Ck , 

. . . , k D f o r um v e t o r d e Í n d i c e s c o n t e n d o o s í n d i c e s n ã o 
n - m 

b á s i c o s , u s a r e m o s a n o t a ç ã o J * K = N. 

A s s o c i a d o c o m a l g u m a b a s e J , J ® K = N , h á um a ú n i c a 

s o l u ç ã o x = x C J D d e A x = b , c h a m a d a s o l u ç ã o b á s i c a , c o m x f c = O. 

J á q u e a s o l u ç ã o d e 

A x = A x . + A x = A x . = b , C 3 . 1 . 7 D 
) ) k k J J 

2 3 



* d a d o p o r 

x . = b , x = 0 c o m b = A . _ 1 b . C 3 . 1 . 8 3 
j n j 

i 

A l é m d i s s o , d a d a um a b a s e J , c a d a s o l u ç ã o x d e A x = b é 

d e t e r m i n a d a u n i c a m e n t e p o r s e u s e l e m e n t o s x ^ n ã o b á s i c o s e p e l a 

s o l u ç ã o x b á s i c a . I s s o d e c o r r e d a m u l t i p l i c a ç ã o d e 

A x = A x + A x = b 
j j k k 

p o r A^ e d e C 3 . 1 . 8 3 : 

x . = b - A ~* A x , = x - A . ~ A x C 3 . 1 . 9 3 

S e x e m R n m f o r a r b i t r a r i a m e n t e p r ó x i m o d e x , e s e x f o r 
kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ) j 

d e f i n i d o p o r C 3 . 1 . 9 3 , e n t ã o x é a s o l u ç ã o d e A x = b. P o r e s s a 

r a z ã o C 3 . 1 . 9 3 p r o v ê um a p a r a m e t r i z a ç ã o d o c o n j u n t o d e s o l u ç õ e s 

<x I A x = b> a t r a v é s d o s c o m p o n e n t e s d e x f c em R n m . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
*  

S e a s o l u ç ã o b á s i c a x d e A x = b a s s o c i a d o c o m a b a s e f o r 

um p o n t o d e f o l g a d e L P C I , p 3 , x em P , i s t o é , s e x^ > O p a r a t o d o 

i e m I s e e s ó s e x > O p a r a t o d o i em I c: J , e n t ã o .1 é uma b a s e 

d e f o l g a d e L P C I , p 3 e x é uma s o l u ç ã o b á s i c a d e f o l g a . F ' i n a l m e n t e 

um a b a s e v i á v e l n ã o é d e g e n e r a d a s e x > O p a r a t o d o i e m I a J. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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O P P L c o m o um t o d o n ão e d e g e n e r a d o s e t o d a s a s s u a s 

b a s e s n ã o f o r e m d e g e n e r a d a s . 

3 . 1 . 1 - A f o r m a c a n ó n i c a 

Um s i s t e m a c a n ó n i c o t e m a s e g u i n t e f o r m a : 

x + a x + . . . + a x = b 
1 4 , m + i m + i i , n n i 

x + a x + . . . + a x = b 
2 2 , m + lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m+i. 2 , n n 2 

x + a x + . . . - • • a x = b 
m m , m + l m+1 m , n n m 

A s v a r i á v e i s b á s i c a s x , x , . . . , x p o s s u e m 
. 1 2 m 

c o e f i c i e n t e s n u l o s e m t o d a s a s e q u a ç õ e s , e x c e t o e m um a , e m q u e 

o c o e f i c i e n t e é i g u a l a 1 . E x i s t e um a v a r i á v e l b á s i c a 

d i f e r e n t e p o r e q u a ç ã o . A s v a r i á v e i s x , . . . . x s ã o 
- m + l r» 

k 
c o n s i d e r a d a s n ã o b á s i c a s . 

O f a t o d e c o n s i d e r a r m o s q u e a s m p r i m e i r a s v a r i á v e i s 

s ã o b á s i c a s n ã o a f e t a a g e n e r a l i d a d e , p o i s é s e m p r e p o s s í v e l 

o r d e n a r a s c o l u n a s d e s s a m a n e i r a . P o r o u t r o l a d o , n ã o é 

p o s s í v e l c o l o c a r um c o n j u n t o q u a l q u e r d e m v a r i á v e i s n a b a s e 

C i s t o e , c o l o c a r o s i s t e m a n a f o r m a c a n ó n i c a em r e l a ç ã o a e s t a s 

v a r i á v e i s ^ . E n t r e t a n t o , s e o s i s t e m a f o r n ã o r e d u n d a n t e C i s t o e , 
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s e n e n h u m a e q u a ç ã o p u d e r s e r e s c r i t a c o m o c o m b i n a ç ã o l i n e a r d a s 

o u t r a s } , e x i s t e p e l o m e n o s um c o n j u n t o d e v a r i á v e i s q u e p o d e 

s e r c o l o c a d o n a b a s e . . 

3 * 1 . 2 - O a l g o r i t m o s i m p l e x 

S e j am 

A = 

a a 
1 1 1 2 

a a 
m izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA mZ 

l n 

Z = c C I D x + c C 2 3 x + . . . + c C n D x e c C j D = - c C j } 
1 2 n 

E s q u e m a t i c a m e n t e , p o d e m o s d e s c r e v e r o a l g o r i t m o s i m p l e x 
t 

d a s e g u i n t e f o r m a : 

S e j a m N = < 1 , 2 , 3 , n> o c o n j u n t o d o s í n d i c e s 

d a s c o l u n a s d a m a t r i z A e M = <1 , 2 , 3 m> o c o n j u n t o d o s 

í n d i c e s d a s l i n h a s d e A ; e n t ã o : 

P a s s o 1 - E n t r e c o m o p r o b l e m a e a s o l u ç ã o b á s i c a v i á v e l i n i c i a l . 



P a s s o 2 - C o l o q u e o s i s t e m a , n a f o r m a c a n ó n i c a e m r e l a ç ã o à 

s o l u ç ã o b á s i c a 

P a s s o 3 - C a l c u l e c C j * } = M i n C c C j D , j e m ND 

P a s s o 4 - S e c C j } > O e n t ã o , e n c o n t r a m o s a s o l u ç ã o ó t i m a . P a r e . 

P a s s o 5 - C a l c u l e j = M i n C b / a * , a * > CO 

P a s s o 6 - S e t o d o s o s a .. i O e n t ã o , a s o l u ç ã o e i l i m i t a d a , p a r e . 
«•J 

P a s s o 7 - F a ç a o p i v o t a m e n t o em t o r n o d e a * . . - e v o l t e a o p a s s o 3 , 

o u s e j a , a p l i q u e o m é t o d o d e G a u s s J o r d a n C P r e n t e r f . 1 4 3 D . 

R e s u l t a d o s I m p o r t a n t e s ( 1 2 1 

1 - O c o n j u n t o d e s o l u ç õ e s v i á v e i s d e um P P L é c o n v e x o . 

2 — O n úm e r o d e s o l u ç õ e s b á s i c a s é f i n i t o . 

3 - Uma s o l u ç ã o b á s i c a v i á v e l c o r r e s p o n d e a um v é r t i c e d o c o n j u n t o 

d e s o l u ç õ e s v i á v e i s . è 

4 - S e e x i s t i r um a s o l u ç ã o v i á v e l , e x i s t e um a s o l u ç ã o b á s i c a 

v i á v e l . 

5 - S e e x i s t i r um a s o l u ç ã o ó t i m a C o n d e um a s o l u ç ã o ó t i m a é um a 

s o l u ç ã o b á s i c a v i á v e l q u a n d o o s c o e f i c i e n t e s c C j D c o n h e c i d o s 

c o m o c u s t o s r e l a t i v o s s ã o t o d o s p o s i t i v o s } , e x i s t e p e l o 

m e n o s um a s o l u ç ã o b á s i c a ó t i m a . 
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V e j a m o s um e x e m p l o u t i l i z a n d o o a l g o r i t m o s i m p l e x . 

S e j a m i n i m i z a r z = x - 3 x + 2 x , s u j e i t o a : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
* 2 a J 

3 x - x + 2 x < 7 
« 2 a 

- 2 x + 4 x < 1 2 
1 2 

- 4 x + 3 x + 8 x < 1 0 
1 2 3 

x > O , x > O , x > O. 
1 2 9 

P r i m e i r a m e n t e , a c r e s c e n t a m o s a s v a r i á v e i s d e f o l g a 

X > O, x > O , x > O; l o g o t e m o s : 
4 5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <S 

3 x - x + 2 x + x < 7 
1 2 3 4 

- 2 x + 4 x + x < 1 2 
1 2 5 

- 4 x + 3 x + 8 x + x < I O 
1 2 9 tf zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ft 
- z + x - 3 x + 2 x = 0 . 

1 2 9 

A t a b e l a 3 . 1 . 1 c o n t é m o s d a d o s i n i c i a i s p a r a o p r o b l e m a 

e a t a b e l a 3 . 1 . 2 a p r e s e n t a o s q u a d r o s s i m p l e x p a r a o a l g o r i t m o 

d e s c r i t o a n t e r i o r m e n t e . O p i v ô e m c a d a q u a d r o é c o l o c a d o e n t r e 

p a r ê n t e s e s . 
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T a b e l a 3 . 1 . 1 - D a d o s i n i c i a i s 

Q u a d r o I 

X 
1 

X 
2 

X 
3 

X 
4 

X 
5 

X 

<s 
b 

3 - 1 2 1 0 0 7 

- 2 4 0 0 1 0 1 2 

- 4 3 C8D o 0 1 I O 

- z 1 - 3 2 o 0 0 O 

A n a l i s a n d o o q u a d r o I p o d e m o s v e r i f i c a r q u e o p o s s í v e l 

p i v ô s e e n c o n t r a n a c o l u n a o n d e o v a l o r d e - z ó i g u a l a 2 . 

C a l c u l a n d o c C J * } e n c o n t r a m o s o v a l o r 5 / 4 , p o r t a n t o o p i v ô s e r á 

i g u a l a 8 . 

A p a r t i r d e s t e s r e s u l t a d o s , p a r a o b t e r m o s o q u a d r o I I 

a p l i c a m o s o m é t o d o d e G a u s s J o r d a n e m t o r n o d o p i v ô q u e s e r e s u m e 

n o s s e g u i n t e s p a s s o s : 

D e n o m i n e m o s a s l i n h a s d o q u a d r o I p o r 1 , 1 , 1 C l i n h a d o 
^ 1 2 3 

p i v ô } e 1^ r e s p e c t i v a m e n t e e n t S o f a ç a m o s : 

P a s s o 1 - 1 = 1 / 8 : 
a a 

P a s s o 2 - 1 = 1 + C - 2 D 1 ; 
l i a ' 

P a s s o 3 - 1 = 1 + C - 2 5 1 . 
« 4 a 
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T a b e l a 3 . 1 . 2 - Q u a d r o s s i m p l e x 

Q u a d r o I I 

X 
1 

X 

2 
X 

3 
X 

4 
X 

5 
X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

tf 
b 

C40 
- 7 

O 1 0 
- 1 1 8 

4 4 4 

- 2 4 0 0 1 0 1 2 

- 1 3 1 o o 1 5 
2 8 8 4 

—z 2 
- 1 5 

o o o - 1 - 1 0 
4 4 4 

Q u a d r o I I I 

SOLUÇÃO 

X 
á 

X 

2 
X 

3 
X 

4 
X 

5 
X 

tf 
b 

1 - 7 6. 
o 

4 o - 1 1 8 
1 6 1 6 1 6 3 6 

0 
2 5 o 1 1 - 1 5 7 

8 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA•A 8 4 

o 
5 1 1 n 3 2 8 

3 2 8 3 2 1 6 " 

- z o - 2 3 o - 4 - 1 - 2 8 
- z 

8 8 8 8 
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A s o l u ç ã o ó t i m a e n c o n t r a d a é : 

O « 2 8 I O 

VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -9-' x 2 = ° - x . = T e " * 2 = — • 

3 . 2 - A p r o x i m a ç ã o 1^ L i n e a r D i s c r e t a e S o l u ç ã o 1^ d e E q u a ç õ e s 

L i n e a r e s H i p e r d e t e r m i n a d a s . 

C o n s i d e r e o s i s t e m a h i p e r d e t e r m i n a d o d e e q u a ç õ e s 

l i n e a r e s 

A x = b , C 3 . 2 . 1 5 

o n d e A é um a m a t r i z n p o r m, e b é um v e t o r d e t a m a n h o n . A 

s o l u ç ã o 1^ d e C 3 . 2 . 1 5 é d e t e r m i n a r o v e t o r x d e t a m a n h o m q u e 

m i n i m i z e a f u n ç ã o 

n 

R Cx D =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £ |r I
 t

 C 3 . 2 . 2 5 

o n d e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

»  

r = a x , + a x + . . „ • • • a . x - b . , i = 1 , . . . , n C 3 . 2 . 3 5 
i V f t i l 2 2 v rr> m v 
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O p r o b l e m a d e p r o g r a m a ç ã o l i n e a r 

Ê m o s t r a d o p o r Wag n e r C c f . A b d e l m a l e k t 3 3 D q u e e s t e 

p r o b l e m a p o d e s e r r e d u z i d o a um p r o b l e m a d e p r o g r a m a ç ã o l i n e a r . A 

f o r m a p r i m a i é 

m i n Z = r «5 . +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T, £ » 
I VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 V v = 1 V • 1 

C 3 . 2 . 4aD 

s u j e i t o à s r e s t r i ç õ e s 

CA I - I D = b . C 3 . 2 . 4 b } 

o s a . s e m r e s t r i ç õ e s , i = 1 , . . . . . m, 

e . > O, s , > O, 1 = 1 , . . . , n C 3 . 2 . 4 c } 
1 v 2 v 

o n d e A , x e b s ã o , r e s p e c t i v a m e n t e , a m a t r i z C a 3 e o s 

v e t o r e s c o l u n a s x e b t e m c o m p o n e n t e s x^ e b. d e C 3 . 2 . 1 } . Um 

p r o g r a m a p a r a r e s o l v e r C 3 . 2 . 4 } u s a n d o o m é t o do s i m p l e x é d a d o 

p o r B a r r o d a l e & R o b e r t s C c f . A b d e l m a l e k [ 3 3 5 . 
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C o n t u d o , p a r a o d u a l , t e m o s o s e g u i n t e p r o b l e m a 

m ax z = JJ b . w. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 = 1 

s u j e i t o a s r e s t r i ç õ e s 

C 3 . 2 . 5 aD 

A T w = O, C 3 . 2 . 5 b } 

- 1 < w S I , i = i . . . . . n , C 3 . 2 . 5 c } 

o n d e o v e t o r w = C w , , w , , w J > T e A T é a t r a n s p o s t a d e A 

d e C 3 . 2 . 1 } . 

1 2 

De q u a l q u e r m a n e i r a , f a z e n d o  f
i
 = w

v
 + 1 e f 

C f „  . . . . f ) I o b t e m o s a f o r m u l a ç ã o 
i n 

m ax z = E b C f ~ 1 D * 
li = 1 

C 3 . 2 . 6 a } 

s u j e i t o à s r e s t r i ç õ e s 

T 
A tf = 

. = i 

n 

E a 
V = 1 

v 2 

C 3 . 2 . 6 b } 
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O á f . £ 2 , i = 1 n . 
V 

C 3 . 2 . 6 c } 

E s t e é um p r o b l e m a . d e p r o g r a m a ç ã o l i n e a r c o m 

v a r i á v e i s p o s i t i v a s . C o n t u d o , e m o s t r a d o p o r H a d l e y Cc f * . 

A b d e l m a l e k C 3 1 D , q u e s e um c o n j u n t o d e r e g r a s s i m p l e s f o r 

o b s e r v a d o , o m e sm o p r o b l e m a p o d e s e r r e s o l v i d o p o r um m é t o d o 

s i m p l e x e s p e c i a l . A s o l u ç ã o é b a s e a d a n o s e g u i n t e t e o r e m a . 

T e o r e m a 3 . 2 . 1 C c f . A b d e l m a l e k [ 3 ] } - Uma c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a 

e s u f i c i e n t e p a r a o s i s t e m a C 3 . 2 . 6aZ> s e r ó t i m o é q u e o s 

C n - nO e l e m e n t o s d e f t e n h a m v a l o r e s n u l o s C l i m i t e 

i n f e r i o r } o u 2 C l l m i t e s u p e r i o r } , e q u e o s o u t r o s m 

e l e m e n t o s s e j a m v a r i á v e i s b á s i c a s . 

N e s t e a l g o r i t m o c o n s t r u i m o s um q u a d r o s i m p l e x p a r a 

o p r o b l e m a C 3 . 2 . 6 a } c o m o s e o s e l e m e n t o s d e f n ã o f o s s e m 

T 
l i m i t a d o s s u p e r i o r m e n t e . S e j a k . C A } , i = 1 , . . . » n a i - é s i m a 

T 

c o l u n a d a m a t r i z A . D e i x e m d e t a i s c o l u n a s f o r m a r e m a b a s e d a 

m a t r i z B e f a s o l u ç ã o b á s i c a . D e f i n i m o s o c o n j u n t o I C f } 
B 

um s u b c o n j u n t o d e <1 , 2 , . . . , n> c o m a p r o p r i e d a d e d e q u e o s 
TTzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TI 

v e t o r e s {k CA l i e m I C f } > f o r m e m um a b a s e d e R . S e j a f = 
v i  B . 

< f > , i = 1 , . . . . m, e s e j a m o s c o n j u n t o s L C f } e U C f } 
B 

i n d i c a d o r e s d a s v a r i á v e i s n ã o b á s i c a s f^ q u e s ã o r e s p e c t i v a m e n t e 

s e u s l i m i t e s s u p e r i o r e i n f e r i o r , i s t o é 

L C f } = < i e m < 1 , 2 , . . . , n> I f = 0 , i n ã o p e r t e n c e n t e a I C f } > , 
1 t 
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UCf D = < i e m <1.. 2 , . . . » n> I f = 2 , i n S o p e r t e n c e n t e a I C f 3 > . 

T 

E n t S o p a r a a l g u m k .CA 3 , 1 n S o p e r t e n c e n t e a I C f 3 , 

y . = B~ * k . C A T 3 C 3 . 2 . 7 3 
V t 

z = b T y , C 3 . 2 . 8 3 
*, BzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K, 

o n d e o s e l e m e n t o s d e f s S o b , 1 em I C f D . A s s i m 
B t 

r = b T B " 4 k . C A T 3 . C 3 . 2 . 9 3 

S e j a m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E , - E 
l « m U<f > 

E , « E , 

E 3 - E 

D e s d e q u e a l g u m a d a s v a r i á v e i s n S o b á s i c a s s e j a m s e u s 

l i m i t e s s u p e r i o r e s C =23 , d e C 3 . 2 . 6 b3 
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f = B 
B zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. E zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V • 1 

E 

- E Á 2 y . . 

F a z e n d o B~ 

E * I 4  
t • 4 

E * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 m 

= f e p o r C 3 . 2 . 7 3 , 
o 

f = f - 2 £ y . 
B BzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *" í  v 

C 3 . 2 . 1 1 3 

Também a f u n ç ã o z em C 3 . 2 . R a 3 é d a d a p o r 

6 

z = E b. C f - 1 3 - £ b. + E b . C 3 . 2 . 1 2 3 

O a l g o r i t m o é r e s u m i d o c o rno s e g u e : Urna c o l u n a n ã o b á s i c a 

q u e p o d e s u b s t i t u i r um a d a s c o l u n a s n ã o b á s i c a s , p o d e v a r i a r d e 

s e u l i m i t e i n f e r i o r a t é o s e u l i m i t e s u p e r i o r o u v i c e - v e r s a . A 

s o l u ç ã o ó t i m a é c a r a c t e r i z a d a p e l o s e g u i n t e t e o r e m a . 
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T e o r e m a 3 . 2 . 2 C c f . A b d e l m a l e k [ 3 J 3 - Uma s o l u ç ã o b á s i c a p o s s í v e l 

é- m áx i m a, s e o s p a r â m e t r o s <z . - b > , i n ã o 
v i 

p e r t e n c e n t e a I C O s a t i s f i z e r e m a s r e l a ç õ e s 

z - b > O , i e m L C f 3 C 3 . 2 . 1 3 a 3 
V l 

z . - b < O , i e m U C f 3 . C 3 . 2 . 1 3 b 3 
V k 

O a l g o r i t m o s i m p l e x d u a l p a r a o m é t o d o s i m p l e x e s p e c i a l 

p a r a r e s o l v e r C 3 . 2 . 6 3 é d e s c r i t o a s e g u i r . 

O. a l g o r i t m o s i m p l e x d u a l 

R e s o l v e m o s C 3 . 2 . 6 3 p e l a e s c o l h a d e m c o l u n a s 

T 
l i n e a r m e n t e i n d e p e n d e n t e s d e A p a r a f o r m a r a b a s e B. O q u a d r o 

s i m p l e x é e n t ã o f o r m a d o a v a l i a n d o C 3 . 2 . 7 - 3 . 2 . 9 3 , o s v e t o r e s 
t 

< y > e o c o n j u n t o < z , b > . A l i m i t a ç ã o d a s o l u ç ã o é g a r a n t i d a 
* i i v 

p e l o s e g u i n t e l e m a . 

L e m a 3 . 2 . 1 C c f . A b d e l m a l e k [ 3 1 3 - A s o l u ç ã o ó t i m a d e C 3 . 2 . 6 3 é 

1 i mi t a d a e é d a d a p o r 

O < z - 2 < £ |b.|. 

«•zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - * 
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O s s e g u i n t e s p a s s o s c o n s t i t u e m um a l g o r i t m o s i m p l e x 

p a r a o m é t o d o d e s c r i t o p o r H a d l e y C c f . A b d e l m a l e k [ 3 ] } . A e s c o l h a 

d o s v e t o r e s q u e s a e m d a b a s e é f e i t a d e a c o r d o c o m o m é t o d o d e 

Uso w C v . A b d e l m a l e k [ 3 ] 3 . P a r a i n i c i a r , um a v a r i á v e l n ã o b á s i c a 

b. t e m v a l o r z e r o . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V 

P a s s o 1 - P a r a t o d o z . - b. < O , i e m L C f 3 , s e j a f = 2 q u e 
i lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x.  1 

i n d i c a a c o l o c a ç ã o d e um a m a r c a n a c o l u n a 

c o r r e s p o n d e n t e . C a l c u l e f p e l a r e l a ç ã o C 3 . 2 . 1 1 3 . 

P a s s o 2 - S e t o d o s o s f , s a t i s f i z e r e m O < f < 2, um a 

s o l u ç ã o ó t i m a f o i e n c o n t r a d a , p a r e . 

P a s s o 3 - E x a m i n e o s f p a r a 1 = 1 , 2 . C o n s i d e r e o p r i m e i r o 

q u e f o r o u m e n o r d o q u e z e r o o u m a i o r d o q u e d o i s . 

C h a m e - o s d e f . A c o l u n a c o r r e s p o n d e n t e n a b a s e s e r á 

s u b s t i t u í d a p o r uma c o l u n a n ã o b á s i c a d e a c o r d o c o m o s 

p a s s o s C 3 . 1 3 - C 3 . 4 3 a b a i x o . S e o n o v o f n ão f o r 
l 

m e n o r d o q u e z e r o o u m a i o r d o q u e d o i s , e s t a i t e r a ç ã o 

s e r á r e p e t i d a a t é q u e e s t a c o n d i ç ã o s e j a s a t i s f e i t a . 

Na p r ó x i m a i t e r a ç ã o o e x a m e d o s f p r o c e d e r á d e 
B l 

f e v o l t a r á n o v a m e n t e p a r a f S u p o n h a q u e p a r a 

T T 
a l g u m a i t e r a ç ã o k CA 3 a s s o c i a d o c o rn f , e k C a 3 s o j a 

T -
s u b s t i t u í d o p o r K .C A 3 n a b a s e . C o n s i d e r a m o s o s d o i s 

c a s o s : 

3 8 



C a s o 1 - S e f < O , k CA D ó d e t e r m i n a d o d e 
l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 - m ax Ce , 0 3 < O , 
r 1 2 

o n d e 

0 = C z - b Î / y , = m ax <Cz - b 3 / y > , 
4 r p v r • • " i a 

y. < O , s e m L C f 3 
1« 

0 = C z - b / y = m ax < C z - b 3 / y > , 
2 r r vr s a i . » 

y > O , s e m UC f 3 . 

P a s s o C 3 . 1 3 - S e Õ - & ^, t r a n s f o r m e o q u a d r o s i m p l e x p e l o m o do 

u s u a l e v o l t e p a r a o p a s s o 2 . 

P a s s o C 3 . 2 3 - S e 9 - &  , t r a n s f o r m e o q u a d r o c o m o 
r 2 

u s u a l m e n t e e a d i c i o n e 2 a o n o v o f . R e m o v a a 
B . 

x. 

m a r c a d a c o l u n a r i n d i c a n d o q u e b n ã o é m a i o r 
t 

d o q u e o s e u l i m i t e s u p e r i o r . V o l t e a o p a s s o 2 . 

T 
C a s o 2 - S e f > O , k CA 3 é d e t e r m i n a d o d e 

BzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r 
v 

T = m i nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C T  , T 3 > O, 
3 9  1 2 



o n d e 

T = C z - b ) / y . = m i n < C z - b D / y > , 
* r • r vr • • • ' t a 

y . > O , s e m L C f D , 

T = C z - b D / y = m i n < C z - b ) / y > , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 r r i r a ' a i a 

y < O , s e m UCf O 
«.a 

P a s s o 3 . 3 - S e T = T ^ , t r a n s f o r m e o q u a d r o c o m o u s u a l m e n t e , 

T 
m a r q u e a c o l u n a k CA D p a r a i n d i c a r q u e f e s e u 

j j 
l i m i t e s u p e r i o r . S u b t r a i a 2 y . d e f e v o l t e a o p a s s o 

P a s s o 3 . 4 - S e T = T , t r a n s f o r m e o q u a d r o c o m o u s u a l m e n t e , 
P 2 

T 

r e m o v a a m a r c a da. c o l u n a k AC D e m a r q u e a c o l u n a 

T 
k C A D. A d i c i o n e 2 a o n o v o f e s u b t r a i a 2 y d e f 

j B . J \. B 

VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X 
e v o l t e a o p a s s o 2 . 

E s t e a l g o r i t m o C c f . A b d e l m a l e k [ 3 3 3 p a r e c e s e r o m a i s 

e f i c i e n t e c o m p a r a d o c o m o u t r o s m é t o d o s c o n h e c i d o s . A l e m d i s s o s u a 

s i m p l i c i d a d e e s u a e f i c i ê n c i a s S o d e v i d a s a o u s o d a s t é c n i c a s 

d o s i m p l e x d u a l . V a r i á v e i s a r t i f i c i a i s n S o s ã o n e c e s s á r i a s e 

4 0 



c o m o c o n s e q ü ê n c i a o e s f o r ç o c o m p u t a c i o n a l é g r a n d e m e n t e 

r e d u z i d o . S e A f o r r a n k d e f i c i e n t , um m áx i m o d e m v a r i á v e i s 

a r t i f i c i a i s sâc* n e c e s s á r i a s p a r a i n i c i a r a i t e r a ç ã o . Também n e s t e 

c a s o o p r o b l e m a p o d e s e r r e s o l v i d o c o m o um p r o b l e m a d e d u a s 

f a s e s . 

M o s t r a m o s um e x e m p l o d e c o m o o a l g o r i t m o é u s a d o . 

D a d o s 

A = 

1 
1 
1 
2 
2 
3 

1 
-1 

2 
4 
1 
1 

b -

3 
1 

1 1 . 1 
6 . O 
7 . 2 

é r e q u e r i d o d e t e r m i n a r x^ e x ^ q u e m i n i m i z a m a 

d o s r e s í d u o s . 

n o r m a 1 
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T a b e l a 3 . 2 . 1 - d a d o s i n i c i a i s 

Q u a d r o I 

B~ * 

O. 5 O . 5 

0 . 5 - O . 5 

• • 3 1 7 1 1 . 1 6 . 9 7 . 2 

j = * 

1 0 

8 

k k k k k 
2 3 * rs <s 

1 1 1 2 2 3 

1 - 1 2 4 1 1 

T a b e l a 3 . 2 . 2 — q u a d r o s s i m p l e x 

Q u a d r o I I 

b 3 1 7 1 1 . 1 6 . 0 7 . 2 

f k k k k k k 
S í 2 a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• 
6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAtf 

- 7 1 d 1 . 5 3 1 . 5 C 2 3 

-1 0 1 - O . 5 - 1 O. 5 1 

z = 8 . 2 O 0 - 3 - 3 . 1 - 1 . 9 - O . 3 
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Q u a d r o I I I 

b 3 1 7 1 1 . 1 6 . O 7 . 2 

f 
B 

B 
F ' B 

k k 
2 

k 
a 

k 4 
k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
5 

k 

7 . 2 k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
tf 

-1 . 5 O. 5 0 O. 7 5 1. 5 O. 7 5 1 

1 k 
4 

4 . 5 - 0 . 5 1 - i . 2 5 C - 2 . 53 - O . 2 5 0 

2 = 7 . 5 0 . 1 0 - 2 . 8 5 - 2 . 8 ~1 . 7 5 0 

Q u a d r o I V 

b 3 1 7 11 . 1 6 . 9 7 . 2 

f 
B 

B 
F ' B 

k k 
2 

k 
3 

k 
4 

k 
5 

k 
<s 

7 . 2 k 
tf 

O O. 2 O. 6 O O O. 6 1 

1 k 
4 

1 0 . 2 -O . 4 O. 5 1 O. 1 O 

z = 4 . 7 0 . 66, - 1 . 1 2 - 1 . 4 5 o - 1 . 4 7 O 

A t a b e l a 3 . 2 . 1 c o n t é m o s d a d o s i n i c i a i s p a r a o p r o b l e m a 

& a t a b e l a 3 . 2 . 2 a p r e s e n t a o s q u a d r o s s i m p l e x p a r a o a l g o r i t m o 

d e s c r i t o a n t e r i o r m e n t e . O p i v ô em c a d a q u a d r o é c o l o c a d o e n t r e 

T 

p a r ê n t e s e s , p o r k s u b e n t e n d e - s e k CA 3 e o s e l e m e n t o s d e s ã o 

b. , i e m I C f 3 . 
4 3 



Na t a b e l a 3 . 2 . 1 , q u a d r o I , n ó s t i n h a m o s a e s c o l h a d e 

T T 
c o l o c a r k CA 3 o u k CA D n a b a s e . O d e c r e m e n t o d e z e m c a d a c a s o 

tf 2 

T 

é 2 . 8 . F o i e s c o l h i d o k ^CA 3 , e i s t o e f e i t o em r e l a ç ã o a o p a s s o 

3 . 4 d o a l g o r i t m o . F i n a l m e n t e , n o q u a d r o I V , a s o l u ç ã o ó t i m a é 

e n c o n t r a d a , e a b a s e f i n a l é f o r m a d a p e l a q u a r t a e s e x t a c o l u n a . 

A s s i m , r e s o l v e n d o a q u a r t a e s e x t a e q u a ç ã o d e s s e e x e m p l o , 

n ó s o b t e m o s c o m o s o l u ç ã o x = 1 . 7 7 , x = 1 . 8 9 e z = 4 . 7 . 

3 . 3 - S o l u ç ã o d o P r o b l e m a d e A p r o x i m a ç ã o L i n e a r e m No r m a 1 

c o m R e s t r i ç õ e s 

Da d o um s i s t e m a d e m e q u a ç õ e s 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi n e a r e s a n i n c ó g n i t a s , 

A x = b , C 3 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 . 15 

c a l c u l a m o s um a s o l u ç ã o d e C 3 . 3 . 1 3 s u j e i t o a 1 r e s t r i ç õ e s d e 

i g u a l d a d e l i n e a r e s 

C x = d C 3 . 3 . 2 3 

e k r e s t r i ç õ e s d e d f t S J - g u s d a a a e l i n e a r e s 

E x < f , C 3 . 3 . 3 3 
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i s t o e , d e v e m o s d e t e r m i n a r um v e t o r c o l u n a x * q u e m i n i m i z a 

k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
| | b - A x | | t - E |b. - a . x C 3 . 3 . 4 3 

s u j e i t o A s r e s t r i ç õ e s C 3 . 3 . 2 3 e C 3 . 3 . 3 3 , o n d e b. d e n o t a o 

i - é s i m o c o m p o n e n t e d e b e a . d e n o t a a i - é s i m a l i n h a d e A. 

A f o r m u l a ç ã o é c o m p l e t a m e n t e g e r a l n o s e n t i d o d e 

q u e r e s t r i ç õ e s n ã o s ã o i m p o s t a s s o b r e o s t a m a n h o s d a s m a t r i z e s A , 

C e E , o u s o b r e o s s i n a i s d o s e l e m e n t o s d e f . 

P o d e m o s u s a r e s t a f o r m u l a ç ã o p a r a r e s o l v e r o p r o b l e m a 

d e a p r o x i m a ç ã o 1^ c o m r e s t r i ç õ e s . S u p o n h a q u e d a d o s c o n s i s t i n d o 

d e k p o n t o s C t , y . 3 s e r ã o a p r o x i m a d o s p o r um a f u n ç ã o 

a p r o x i m a n t e l i n e a r x f> C t 3 + xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA tp C t 3 + . . . + x p C t 3 , o n d e c e r t a s 
1 1 2 2 rt r» 

r e s t r i ç õ e s l i n e a r e s s ã o i m p o s t a s n o s p a r â m e t r o s x , x , . . . , x . 
1 2 n 

I s s o é e q u i v a l e n t e a a c h a r um a s o l u ç ã o 1 p a r a o s i s t e m a d e 

e q u a ç õ e s 

i = 1 , 2 k . 

s u j e i t o a r e s t r i ç õ e s l i n e a r e s d a d a s . S e o s v a l o r e s d o s d a d o s 

y c o n t i v e r e m a l g u m e r r o g r a n d e , e n t ã o uma a p r o x i m a ç ã o 1 
i ~ 1 

p o d e s e r p r e f e r í v e l em l u g a r d e uma s o l u ç ã o 1 C q u a d r a d o s 

m i n í m o s 3 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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3 . 3 . 1 - Um a l g o r i t m o m e l h o r a d o p a r a a p r o x i m a ç ã o l i n e a r 1 d i s c r e t o 

D e s c r e v e r e m o s um a l g o r i t m o q u e s e g u n d o B a r r o d a l e & 

R o b e r t s [ 8 ] p a r e c e s e r o m a i s e f i c i e n t e p a r a r e s o l v e r o p r o b l e m a 

d e a p r o x i m a ç S o l i n e a r 1^ g e r a l . O a l g o r i t m o é uma m o d i f i c a ç ã o d o 

m é t o d o s i m p l e x a p l i c a d o à f o r m u l a ç ã o p r i m a i d o p r o b l e m a l i n e a r 

1 . 
i 

O p r o b l e m a d e a p r o x i m a ç S o l i n e a r 1^ g e r a l p o d e s e r 

d e s c r i t o c o m o s e g u e . S e j a f C x D um a f u n ç ã o r e a l d e f i n i d a s o b r e um 

s u b c o n j u n t o d i s c r e t o X = <x , x , . . . , x > d o e s p a ç o E u c l i d i a n o 

R . D a d o s nC < nO f un ç S e s r ©a i s f>.C x 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dafí  n i d a s s o b r e X . f o r m am o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j 
n 

um a f u n ç ã o a p r o x i m a n t e l i n e a r L C A , x 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = E a . f>.CxD p a r a a l g u m 

c o n j u n t o A = C a , a , . . . , a > d e n úm e r o s r e a i s . O p r o b l e m a 1 é 

• 4 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r . 1 

d e t e r m i n a r a m e l h o r a p r o x i m a ç ã o L C A , xD q u e m i n i m i z a 

m 

E |rc x . :> -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 L C A > V I • 

S a b e - s e q u e p e l o m e n o s um a m e l h o r a p r o x i m a ç S o s e m p r e e x i s t e e 

h a v á r i o s a l g o r i t m o s p a r a c a l c u l a r a m e l h o r a p r o x i m a ç ã o . C o n t u d o , 

a l g u n s d e s s e s a l g o r i t m o s r e q u e r e m q u e o c o n j u n t o d e f u n ç õ e s 

< ^ > C ) 0 , f > z C x 3 , . . . « f> Cx D> s e j a l i n e a r m e n t e i n d e p e n d e n t e e m 

X , o u q u e e s t a s s a t i s f a ç a m a c o n d i ç ã o d e H a a r e m X C e a d a 

e l e m e n t o d e X p o s s u i n o m áx i m o n - 1 r a í z e s ) . 

4 b 



Um a l g o r i t m o d e a p r o x i m a ç ã o d e d a d o s d e v e r i a i m p o r o 

m í n i m o d e r e s t r i ç õ e s s o b r e a f u n ç ã o d e a p r o x i m a ç ã o e s c o l h i d a p e l o 

u s u á r i o . J á q u e o a l g o r i t m o é b a s e a d o n o m é t o do s i m p l e x p o d e 

s e r u s a d o c o m q u a l q u e r f u n ç ã o d e a p r o x i m a ç ã o l i n e a r . 

3 . 3 « 2 - O a l g o r i t m o 

Uma a p l i c a ç ã o d i r e t a d o m é t o d o s i m p l e x p a r a r e s o l v e r 

C 3 . 3 . 5 3 n ã o é a i n d a um a l g o r i t m o e f i c i e h t e . De a c o r d o c o m 

B a r r o d a l e o Y o u n g C c f . B a r r o d a l e & R o b e r t s C83D um a s o l u ç ã o 

v i á v e l b á s i c a i n i c i a l p a r a C 3 . 3 . 5 3 é e f i c a z , e q u e a m a i o r i a d o s 

v e t o r e s c o l u n a s n o q u a d r o s i m p l e x n ã o n e c e s s i t a s e r 

a r m a z e n a d o e x p l i c i t a m e n t e . 

S e j am 

A = 

a 

a . « 
m i 

. a 
l n 

b = t b , . . . . b ] 
1 n 
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e n t ã o t e m o s o s e g u i n t e q u a d r o s i m p l e x : 

T a b e l a 3 . 3 . 1 - Q u a d r o s i m p l e x c o n d e n s a d o i n i c i a l 

B A S E S b X 
1 

X . . 
2 

X 
r< 

u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA• b 1 .1 1 . 2 n . 1 

• 

u 
M 

b 
m 

1 ,m 2 , m n . m 

c u s t o 
m a r g i n a l 

m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b i 
V 3 1 

m 

= V i 

m 

E V i • • 
V a 1 

m 

E *> 
«. = 1 

o n d e «?  = p C x . ) c o m 1 < j < n e 1 < i < m. 
j i j * 

A l g o r i t m o  fc 

P a s s o 1 - A t r i b u i ç ã o d e v a l o r e s i n i c i a i s 

P a s s o 2 - E s t á g i o 1: D e t e r m i n e a c o l u n a d e p i v ô 

P a s s o 3 - D e t e r m i n e o v e t o r p a r a e n t r a r n a b a s e , o n d e o 

v e t o r é e s c o l h i d o d e m o do q u e L e n h a o m a i o r c u s t o 

m a r g i n a l p o s i t i v o . 

4 8 



P a s s o 4 - S e n ã o e x i s t i r c u s t o m a r g i n a l p o s i t i v o e n t ã o 

- f i m be m s u c e d i d o ; 

- p r e p a r e a s a l d a e p a r e 

P a s s o 5 - D e t e r m i n e o v e t o r p a r a s a i r d a b a s e , e s c o l h i d o e n t r e 

o s v e t o r e s u. e v . s e l e c i o n a n d o a q u e l e q u e c a u s e a 
v t 

m áx i m a r e d u ç ã o n a f u n ç ã o o b j e t i v o 

P a s s o 6 - S e a c o l u n a d e p i v ô n ã o c o n t i v e r e l e m e n t o s p o s i t i v o s 

e n t ã o 

- s e e s t á g i o e s t á g i o 1 e n t ã o f i m p r e m a t u r o , 

™ p r e p a r e a s a l d a e p a r e 

P a s s o 7 - E f e t u e um a t r a n s f o r m a ç ã o s i m p l e x n o q u a d r o , q u e 

é e q u i v a l e n t e a um m o v i m e n t o p e l o s v á r i o s v é r t i c e s 

v i z i n h o s 

P a s s o 8 - S e núm e ro d e i t e r a ç õ e s > N e n t ã o 

- E s t á g i o 2 - v o l t e a o p a s s o 2 

P a s s o 9 - V o l t e p a r a o p a s s o 2 . 

A s r e g r a s p a r a a t r a n s f o r m a ç ã o s i m p l e x d o q u a d r o s ã o 

a s r e g r a s n o r m a i s e m p r e g a d a s n a f o r m a p a d r ã o d o m é t o d o s i m p l e x . 

M a i o r e s d e t a l h e s d o a l g o r i t m o p o d e m s e r e n c o n t r a d o s e m B a r r o d a l e 

& R o b e r t s C 8 1 . 

4 3 



M o s t r a m o s , a g o r a , um 

u s a d o . 

e x e m p l o d e c o m o o a l g o r i t m o é zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f j am 

A = 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
2 
3 
4 
5 

b = C l , 1 , 2 , 3 , 2 3 . 

E n t ã o , t e m o s o s e g u i n t e q u a d r o s i m p l e x i n i c i a l 

T a b e l a 3 . 3 . 1 

Q u a d r o I 

B A S E S b X 

a 
X 

2 
u 

i 
u 

2 
u 

a 
u 

4 
u 

5 
V 

1 
V 

2 
V 

3 
V 

4 
V 

5 

u 
í 

1 1 1 1 - 1 

u 
2 

1 1 2 # 1 -1 

U 
3 

2 1 3â 1 - 1 

U 
4 

3 1 4 1 - 1 

U 
5 

2 1 5** 1 •1 

C US T O 
MA R GI N. 

0 5 1 5 0 O 0 O O - 2 - 2 - 2 - 2 - 2 

5 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[JFPbzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA /  BIBLIOTECA / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PUAI | 



Na p r i m e i r a i t e r a ç ã o , n o E s t á g i o i , x e i n t r o d u z i d o n a 

b a s e c o m o c u s t o m a r g i n a l i g u a l a 1 5 . O p i v ô d o s i m p l e x 

2 
n o r m a l C 5 * 0 c o r r e s p o n d e a um a a p r o x i m a ç ã o n o q u a l x = • , u = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O O 

v = 0 , i s t o é , um a a p r o x i m a ç ã o q u e i n t e r p o l a o q u i n t o p o n t o 

2 
d a d o . E n t r e t a n t o , s e n ó s i n c r e m e n t a r m o s x a l é m d o v a l o r — . 

a 5 
n ó s p o d e m o s r e d u z i r m a i s a f u n ç ã o o b j e t i v o , i s t o t o r n a r i a u 

B 

n e g a t i v o . T r o c a m o s , a q u i , u n a b a s e p o r v . I s t o p o d e s e r 

e x e c u t a d o s u b t r a i n d o - s e d u a s v e z e s a q u i n t a l i n h a d a l i n h a d o 

c u s t o m a r g i n a l C a s s i m f a z e m o s o c u s t o m a r g i n a l d e = O , 

m ud a n d o o s i n a l d a q u i n t a l i n h a e t r o c a n d o o r ó t u l o d e u p o r v 

n a b a s e ! ) . O c u s t o m a r g i n a l d e x ^ é a g o r a i g u a l a 5 , e 

i n c r e m e n t a m o s , a g o r a , x ^ . 

O s e g u n d o p i v ô c o r r e s p o n d e a um a a p r o x i m a ç ã o n o 

q u a l x = —Í—, u = v = 0 , i s t o é, um a a p r o x i m a ç ã o q u e i n t e r p o l a 

2 2 2 2 

o s e g u n d o p o n t o d a d o . P e r m u t a n d o u^ c o m n a b a s e r e d u z i m o s o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o 

c u s t o m a r g i n a l p a r a 1 . D e s t e m o do i n c r e m e n t a m o s m a i s x ^ . 

O t e r c e i r o p i v ô C3 8 D c o r r e s p o n d e a um a a p r o x i m a ç ã o n a 

2 
q u a l x = —=—» u = v = O , i s t o é, um a a p r o x i m a ç ã o q u e 

2 3 a s 

i n t e r p o l a o t e r c e i r o p o n t o d a d o . A f u n ç ã o o b j e t i v o n ã o p o d e 

k 

d i m i n u i r m a i s p e l o i n c r e m e n t o d e x ^ ; p o s t e r i o r m e n t e s e 

p e r m u t a r m o s u e v n a b a s e , o c u s t o m a r g i n a l d e x t o r n a - s e 
r a a 2 

- 5 . N e s t e m o m e n t o p a s s a m o s a u s a r e s t e e l e m e n t o C3&3 c o m o p i v ô e 

c o l o c a m o s x ^ n a b a s e n o l u g a r d e u^ . U s a n d o a q u a d r o c o n d e n s a d o , a 

s o l u ç ã o c o m p l e t a e d a d a n a t a b e l a 3 . 3 . 3 . 
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D e p o i s d e d u a s i t e r a ç õ e s , o s c u s t o s m a r g i n a i s d » u e u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i a 

s S o - 1 e O r e s p e c t i v a m e n t e , e a s s i m o s c u s t o s m a r g i n a i s d o s 

v e t o r e s v^ e v a s S o - 1 e - 2 r e s p e c t i v a m e n t e . 

O q u a d r o f i n a l C q u a d r o IV D r e p r e s e n t a a m e l h o r 

* 1 1 

a p r o x i m a ç ã o p a r a LC A , x 3 = g + x q u e i n t e r p o l a o p r i m e i r o e 

o t e r c e i r o p o n t o d a d o . 

T a b e l a 3 . 3 . 3 - Q u a d r o s c o n d e n s a d o s 

QUADRO I I 

B AS E S b zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX 
i 

X 
2 

u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Í 

1 1 1 

u 
2 

1 1 2 

U 

a 
2 1 3 & 

u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
4  

3 1 4 

U 
5 

2 1 5 

CU STO 
1 9 CS 1 5 

M ARG IN AL 
1 9 1 5 
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QUADRO I I I 

B AS E S zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAb X 
í 

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 

u 
i 

1/ 3 2 / 3 - 1 / 3 

V 
2 

1/ 3 - 1 / 3 2 / 3 

b 
3 

2 / 3 1/ 3 1/ 3 

U zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
4  

1/ 3 - 1 / 3 - 4 / 3 

V 
5 

4 / 3 2 / 3 5 / 3 

CU STO 
M ARG IN AL 

7 / 3 2 / 3 - 1 / 3 

QUADRO I V 

B AS E S b X 
& 

X 
2 

b 
í 

1/ 2 3 / 2 - 1 / 2 

V 
2 

1/ 2 1/ 2 1/ 2 

b 
2 

2 / 2 - 1 / 2 1/ 2 

U 
4 

1/ 2 
t 

1/ 2 - 3 / 2 

V 

s> 
1 . - 1 - 5 

CU STO 
M ARG IN AL 

2 - 1 O 
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3 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A l g o r i t m o s Q u e U s a m N o r m a 1 
2 

S© X f o r u m e s p a ç o d e p r o d u t o i n t e r n o e X é u m 

s u b - e s p a ç o d e d i m e n s S o f i n i t a g e r a d o p e l o s v e t o r e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <p , ^> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 

p , e n t S o d a d o u m v e t o r x em X , h a u m ú n i c o v e t o r x em X m a i s 

p r ó x i m o d e x n a n o r m a | | x | | = .JC x , x 3 • , i s t o é , r e s o l v e o 

p r o b l e m a 

| | x - x J ) = m i n ||x - x | | . 
N 

e é c o n h e c i d o c o m o a j u s t e d o s q u a d r a d o s m ín im os p a r a x em X . 
n 

O m é to d o d o s q u a d r a d o s m ín im os é u m m é to d o v a r i a c i o n a i 

p a r a a p r o x i m a ç ã o d e s o l u ç õ e s d e e q u a ç õ e s e n v o l v e n d o o p e r a d o r e s 

l i n e a r e s d o t i p o 

L M = r C 3 . 4 , - 13 

d e s u b - e s p a ç o s d e X n o q u a l o o p e r a d o r L é d e f i n i d o . Em p a r t i c u l a r 

s e C i 3 d e n o t a u m p r o d u t o i n t e r n o em X , e s e X = Span-Cf? , <p . 
Ti 1 2 

. . .  t q> > C e s p a ç o g e r a d o p o r <p , . . . , p 3 e Y = S p a n < y , » 

. . . t V 3 s ã o s u b - e s p a ç o s d e d i m e n s ã o n d e x e <p e y/. s ã o 
n t j 

v e t o r e s , o m é to d o g e r a l d e G a l e r k i n C s e n d o o m é to d o d o s 

q u a d r a d o s m ín im o s u m d o s c a s o s p a r t i c u l a r e s d e s t e m ó tod oD , 

p r o c u r a c o m o a p r o x i m a ç ã o d a s o l u ç ã o x d e C 3 . 4 . 1 3 p a r a u m d a d o f 

o b t e r u ma f u n ç ã o x em X s a t i s f a z e n d o o s i s t e m a d e 
n n 

e q u a ç õ e s 
54 



C L x ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - f , v O = 0 C 3 . 4 . 2 3 

o n d e : 

L x é d e d l m e n s S o m x 1  P 

é d e d i m e n s S o m x í , 

L e d e d i m e n s ã o m x n , 

1 < i < rn e 1 < J < n . 

A s s i m » s e 

x = c «> c «> + + e *> 
n * t 2 2 n n 

e s e L f o r l i n e a r , o b t e m o s , s u b s t i t u i n d o em C 3 . - 4 . 13 x d e v e 
n 

s a t i s f a z e r o s i s t e m a l i n e a r 

n 

r CL*>. , *> .3c. = C f , y . 3 . 1 á i £ m ' 

N o c a s o d o s q u a d r a d o s m í n i m o s , c o m 

- D f». 
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o b t é m - s e 

CLoc - f » w ) = O = C L x - f . D «p D zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n t n L 

S u b s t i t u i n d o x , p o r s u a e x p r e s s ã o , o b t é m - s e 
n 

C L f> ., t?.3c. = F C LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f> , L. u/.3c = C f , D *> "5 

i = 1 , . . m 

o u s e j a , t r a n s f o r m a m o s o p r o b l e m a n o p r o b l e m a d e o b t e n ç ã o d o s c 
j 

F a c i l m e n t e p o d e m o s e s t a b e l e c e r a e x i s t ê n c i a d e 

n e s t e c a s o , d e s d e q u e x s e j a a s o l u ç ã o d e 

| | L x n -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t | | a = « i n | | L x - f | | 2 . 

>: • r r i X 

Ã s o l u çS o x d a f o r m a c «o + . . . + c * s a t i s f a z 
n t i n n 

e q u a ç ã o 

r C L *> , L « D e . s C f , D f ) , i • 1 . . . . m. 
. „ v 1 ) »• 
J • 4 

D e s e n v o l v e n d o o p r o d u t o i n t e r n o e c h a m a n d o 

T 
b = C b , . . . , b ] , o n d e b . = C f , D c ) , i = 1 m 

1 n v «. 5 b 



c h e g a - s e a o p r o b l e m a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A h » b . C 3 . -4. 33 

o n d e a • C L ( P u L 1 = 1 , . . . ,m • j = 1 , . . . n . 

O p r o b l e m a d e s e e n c o n t r a r u ma s o l u ç ã o p a r a 

A x = b C 3 . 4 . 43 

p o d e s e r r e s o l v i d o a t r a v é s d e t r a n s f o r m a ç õ e s o r t o g o n a i s o u 

e q u a ç õ e s n o r m a i s . O p t a m o s p o r f a z e r u ma r á p i d a r e f e r ê n c i a a 

e s s e s m é to d o s p o r q u e s ã o b em c o n h e c i d o s . 

E q u a ç ã o n o r m a l 

P o d e - s e m o s t r a r q u e a s o l u ç ã o d o s i s t e m a 

h i p e r d e t e r m i n a d o C 3 . 4 . 4 3 s a t i s f a z 

T T 
A A x = A b 

q u e é u m s i s t e m a q u a d r a d o d a f o r m a 

A x = b C 3 . 4 . 53 

57 



em q u e A - A A e b = A b , s ó p o d e r á s e r r e s o l v i d o s e X f o r 

n ã o s i n g u l a r , o u s e j a , s e a s c o l u n a s d e A f o r e m l i n e a r m e n t e 

i n d e p e n d e n t e s . 

O p r o b l e m a r e s u m e - s e e n t ã o em r e s o l v e r u m s i s t e m a 

q u a d r a d o e s i m é t r i c o o n d e p o d e m o s a p l i c a r a d e c o m p o s i ç ã o 

T 

d e C h o l e s k y . I n f e l i z m e n t e A A © m a l c o n d i c i o n a d a . 

T r a n s f o r m a ç õ e s o r t o g o n a i s 

N e s t e c a s o p o d e m o s t e r d o i s m od os d e r e s o l u ç ã o : 

a 3 t é c n i c a s d e H o u s e h o l d e r e G r a m - S c h m i d t 

S e j a A u ma m a t r i z m x n Cm > n 3 c o m n c o l u n a s 

l i n e a r m e n t e i n d e p e n d e n t e s . E n tã o e x i s t e m Q_, u ma m a t r i z o r t o g o n a l 

m x n e R u ma m a t r i z t r i a n g u l a r s u p e r i o r n x n t a l q u e 

A = QR. C 3 . 4 . 6 3 

S u b s t i t u i n d o C 3 . 4 . 6 3 em C 3 . 4 . 43 o b t e m o s 

QRx = b 

5S 



© m u l t i p l i c a n d o o s d o i s m e m b r o s d a i g u a l d a d e p o r Q o b t e m o s 

Q Q T R x = Q T b , 

p o r t a n t o 

Rx = Q T b , 

qu © é u m s i s t e m a t r i a n g u l a r - q u e pod© s e r f a c i l m e n t e r e s o l v i d o . 

A o b t e n ç ã o d e Q e R p o d e s e r e f e t u a d a p o r t r a n s f o r m a ç õ e s 

d e H o u s e h o l d e r o u p e l o m é to d o d e G r a m - S c h m i d t [ 1 5 3 . 

bD D e c o m p o s i ç ã o p o r v a l o r e s s i n g u l a r e s 

S e A f o r m x n , e x i s t e m m a t r i z e s U e V o r t o g o n a i s e S 

u ma m a t r i z d i a g o n a l n x n t a i s q u e 

E n t ã o p a r a r e s o l v e r o p r o b l e m a d© q u a d r a d o s m ín im o s d e v e m o s 

c a l c u l a r 

q .• U T b 
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e r e s o l v e r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[ o ]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
p = g e x = V p . 

M a i o r e s d e t a l h e s s o b r e o p r o b l e m a d e q u a d r a d o s m ín im os v e j a [ 1 2 ] 

3 . 4 . 1 - A l g o r i t m o p a r a I n t e r p o l a ç ã o e A p r o x i m a ç ã o S u a v e s p o r 

S p l i n e s C u b i c o s 

I n t e r p o l a ç ã o e s u a v i z a ç ã o d i s c r e t a p o r s p l i n e s 

s ã o c o n s i d e r a d o s d e i m p o r t â n c i a p a r a p r o b l e m a s e n v o l v e n d o 

f u n ç õ e s d e f i n i d a s em p o n t o s d i s c r e t o s i g u a l m e n t e e s p a ç a d o s . 

P o s s í v e i s á r e a s d e a p l i c a ç ã o s ã o : a n á l i s e d e s é r i e s t e m p o r a i s 

d i s c r e t a s e r o t i n a s d e c o m p u t a d o r p a r a t r a ç a r c u r v a s , t e n d o u m 

c o n j u n t o d i s c r e t o d e d a d o s . 

P a r a a m b o s , i n t e r p o l a ç ã o e a p r o x i m a ç ã o s u a v e p o r 

k 

s p l i n e s c ú b i c o s , d i r e c i o n a m o s n o s s a a t e n ç ã o p a r a o p r o b l e m a d e u ma 

f u n ç ã o b C tD d e f i n i d a n o i n t e r v a l o Í T , T ] . O s v a l o r e s 

b C r ) = b s ã o e s p e c i f i c a d o s p a r a i = 1 , 2 , . . . , n o n d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r . 
i l l 

< T . P a r a m u i t a s a p l i c a ç ã e s é c o n v e n i e n t e a s s u m i r q u e 
i •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 

b C tD s e j a d e f i n i d a n u m c o n j u n t o d i s c r e t o d e p o n t o s = 

-Ct , . . . , t > o n d e t = T + J h p a r a h > O , e ta mb ém q u e o s x , s 
O MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J 1 v 

p e r t e n ç a m a T . 
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S p l i n e s c ú b i c o s d e f i n i d o s emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA í r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , T  1 c o m n ó s x = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 n n 

< T T > s S o f u n ç õ e s SC TO t e n d o a f o r m a S C O = S C O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
•  Ti i. 

SC O = 

S C O p a r a t em [ T , T ] 
V V Í .+4 

c a s o c o n t r á r i o 

o n d e 

S C O = b + c C t - T . D + x C t - T ) ' + d C t - T D 9 , C 3 . 4 . 75 
i I V ». V X. l t 

© z e r o f o r a d e s t e i n t e r v a l o , i s t o é , S C O é c ú b i c o p o r p a r t e s . 

O s S C O s a t i s f a z e m a s s e g u i n t e s c o n d i ç õ e s : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i  

S C T Z> = S C T D , 
VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 +  4  1 +  4  V + 4  

C 3 . 4 . 83 

C C O N TIN U ID AD E D 

• 4 - C 7 + i D S ( T . D = - 4 - C 7 + A ) S . C T . 3 
2 v t + 4  2 V. +  4 1 +  4  

t 

C 3 . 4 . 9D 

C C O N TIN U ID A D E D A D E RIV A D A P R I M E I RA3 

<7 A S C T . Z> = v - A S . C T . 2> , 
l \. <• 4  1 +  4  X. + 4  

C 3 . 4 . I O } 

C C O N TIN U ID A D E D A D E RIV A D A S E G U N D A I ) 

o n d e A f C x } = f C x + YO - f C * D e V f C x 3 = f C x } - f C x - r O . 

6 1 



I n t e r p o l a ç ã o d i s c r e t a p o r s p l i n e c u b i c o C I D S O 

O s p l i n e c ú b i c o S C O e i g u a l a S . C O p a r a t em [ r , 
»• i 

T 3 c o m i = 1 , . . . . n - 1 , o n d e S . C O é d a d o p o r C 3 . 4 . 7 3 . U ma 

m e l h o r f o r m a p a r a d e r i v a r e q u a ç õ e s ó r e p r e s e n t a r S C O u s a n d o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i 

p o l i n ó m i o s f a t o r a d o s c o m o s e g u e : 

S . ' C O = b + c C t - T 3 + x C t - T . 3 C t - T 3 + 

d C t - T D C t T . 3 C t - T . D C 3 . 4 . 1 1 3 
». i • h v v — n 

o n d e b , x e d em C 3 . 5 . 5 3 s ã o c o m o em C 3 . 4 . 7 3 , ma s 
i i i 

c, = c + x h — d . h . 
». V », V 

D a s c o n d i ç õ e s C 3 . 4 . 8 3 , C 3 . 4 . 9 3 e C 3 . 4 . 1 0 3 c o m S C T 3 = b r e s u l t a m 
T I n 

a s e q u a ç õ e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v x + Cy> + T) 3 x * y x = 3 t b - b . 3 C 3 . 4 . 1 2 3 
* ». t ' i i  •¥zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 » . • » * fc V-»- t ».+2 » . • * V 

p a r a i • 1 , . . . , n - 3 

o n d e : 

H = T - T . C 3 . 4 . 1 2 a 3 
i i  * t  l 
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r ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - H . 
H . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC 3 . 4 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l a t o  

17. = 2 H . + — £ , C 3 . 4 . 1 2 cD 

b . = b C r . . T . 3 = 
t, V. + 1 V 

C b . - b . 3 
l  + é V 

o r e s t o d a s e q u a ç õ e s l i n e a r e s p a r a o s c. v e m d a s c o n d i ç õ e s d o s 

p o n t o s f i n a i s . 

O s i s t e m a d e e q u a ç õ e s l i n e a r e s d e n o t a d o p o r 

A x = b C 3 . 4 . 1 3 3 

s e t o r n a d e t e r m i n a d o i m p o n d o u m d o s I r e s t i p o s d e c o n d i ç õ e s C l , 

I I &  111D p a r a p o n t o s e x t r e m o s . E s s e s s i s t e m a s s ã o f o r m a s 

m o d i f i c a d a s d o s s i s t e m a s d e L y c h e C c f . D u r i s C 0 3 3 . 

6 3 



I - P a r a a c o n d i ç 3 o d o s p o n t o s f i n a i s c o m a p r i m e i r a d i f e r e n ç a 

c e n t r a l d i v i d i d a t e m o s : 

A = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y Cr) +r> 3 Y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' a '2  ' a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n - 2 ' n - 4 

n - 2 

n - 1 n - 1 

C 3 . 4 . 14aZ> 

A r» 
C 3 . 4 . 14b2> 

b = 3 í b - S . b - b , . . . . b - b , S - b 3 . C 3 . 4 . 1 4 c D 
1 1 2 1 0 - 4  n - 2 n n - 4 

O s b em C 3 . 4 . 1 4 b } s ã o d a d o s p o r V A S C T Z )/2h e s S o i n t r o d u z i d o s 
r> n 

p a r a p r e s e r v a r a s i m e t r i a e^ r j. e Y d e f i n i d o s em C 3 . 4 . 1 2 b 3 

C 3 . 4 . 12cZ» r e s p e c t i v a m e n t e . 

6 4 



I I - P a r a a c o n d i ç S o d o s p o n t o s f i n a i s c o m a s e g u n d a d i f e r e n ç a 

c e n t r a l d i v i d i d a t e m o s : 

A = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' i '2  ' 2  

' 2  '2  ' a ' a  

O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n - 2  

O y C t ) + t) D 

C 3 . 4 . 1 5 a 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 3 r > - 1 
C 3 . 4 . 1 5 b 0 

b = Cb - b -
2  1 

- s — y S , b - b 
6 r 4  4  a 2  

, b - b zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i r ^ - 4 S 3  

C 3 . 4 . 1 5 cD 

I I I - P a r a a c o n d i ç ã o p e r i ó d i c a t e m o s : 

A = 

C V - 4 + V ^ 4 ° 

r 4
 C l W 

n - 4 
O 

n - 2  

O O 

O 

n - 2  

C 3 . 4 . l o a D 

x = t x , . . . , x 3 • 
1 n - 4 

C 3 . 4 . 1 6 b 3 

6 5 



A m a t r i z d o s i s t e m a é t r i d i a g o n a l e x c e t o o v p , 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n - i 

c a n t o i n f e r i o r . E s t e t i p o d e s i s t e m a é r e s o l v i d o u s a n d o o m é to d o 

d e s c r i t o p o r B j o r o k e G o l u b C c o n f o r m e D u r i s C O ] } . 

O s s i s t e m a s l i n e a r e s p r o v e n i e n t e s d e I . I I e I I I s ã o 

t o d o s p o s i t i v o s e s i m é t r i c o s c o m o s e l e m e n t o s d a s m a t r i z e s A 

p o s i t i v o s . O n ú mer o d e c o n d i ç ã o em n o r m a i n f i n i t a p a r a a m a t r i z 

A em C 3 . 4 . 1 5 a e 3 . 4 . 1 6 a } é l i m i t a d a p o r C93 

m a x CH + H 3 
C o n d CAD < I I A I I I I A - * | I < . \ ; 4 t -  u \ 

oo I I I loo 1 I 1 loo m i n CH + H D 

p a r a C 3 . 5 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA &&J o l i m i t e é 

m a x . CH + H . D 
C o n d C A3 < 

oo m i n CH !) 
i l 

U ma v e z q u e o s c s e j a m c o n h e c i d o s , o s b . e d . em 

C 3 . 4 . 7 D s ã o d a d o s p o r 

d ---zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - JL t c . - c l . C 3 . 4 . 1 7 } 
x, 3HzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i + i. v 

H 
b = g - — ^ — C 2 c + c. 3 

p a r a i = 1 , . . . n - 1 C p a r a o c a s o p e r i ó d i c o c = c 1> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

bb 



D i f e r e n ç a s d i v i d i d a s 

A f ó r m u l a p a r a a s d i f e r e n ç a s d i v i d i d a s g e r a l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

é c o n v e n i e n t e m e n t e o b t i d a d e u ma t a b e l a d e d i f e r e n ç a s d i v i d i d a s 

m o s t r a d a n a t a b e l a 3 . 4 . 1 . A s p r i m e i r a s d u a s c o l u n a s s S o o s d a d o s 

C x. , y . D e o r e s t a n t e d a t a b e l a é d a d o p e l a s e g u i n t e f ó r m u l a 

f t x , . . . . x 3 - f t x v x 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 rt O r> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

—  —  —  

n O 

T a b e l a 3 . 4 . 1 ~ T a b e l a d e d i f e r e n ç a s d i v i d i d a s g e r a l 

f C x , . . . , x 3 = -
O n 

x y p r i m e i r a s e g u n d a t e r c e i r a . q u a r t a 
i i 

x - f E x 3 
o o 

x f [ x 3 

f [ x , x 3 
ú í 

X f t x 3 f t x , x , x 3 
& 1 O 1 2 

f t x » x 3 f t x , x , x , x 3 
1 2 O 1 2 3 

x f t x 3 f t x , x , x ] f t x , x , x , x , x 3 
2 2 1 2 3 O 1 2 3 -4 

f t x , x 3 f t x , x , x , x 3 
2 3 * 1 2 3 4 

x - f t x 3 f t x , x , x 3 
8 3 2 3 4 

f t x . x 3 
3 4 
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A l g o r i t m o d e i n t e r p o l a ç ã o 

P a s s ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 - S e c o n d i ç ã o * I I I e n > O e n t ã o 

f a ç a 

- h = hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2  

- n = n - l 

- s e nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA * 2 e c o n d i ç ã o I I e n t ã o 

f a ç a 

- n = n - 1 

2 1 

s e n ã o f a ç a 

- b = O 
í 

- c = O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
£ 

- d 3 O 

- c a l c u l e a p r i m e i r a d i f e r e n ç a d i v i d i d a 

- c a l c u l e a s e g u n d a * d i f e r e n ç a d i v i d i d a 

- P a r e 

P a s s o 2 - C o l o q u e n o s i s t e m a l i n e a r a s c o n d i ç õ e s a p r o p r i a d a s 

d o s p o n t o s f i n a i s C c f . C 3 . A . 1 4 3 o u C 5 . 4 . 1 5 3 o u C 3 . 4 . 16D : » 

8 8 



P a s s o 3 - S e c o n d i ç ã o = I e n t ã o 

- c a l c u l e a s c o n d i ç õ e s d o s p o n t o s f i n a i s d a 

p r i m e i r a d i f e r e n ç a c e n t r a l d i v i d i d a 

C v +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A J S C T ) 

S = 1 

t 2 h 

Cv" + A D S C T 3 
í r i 

n 2 h 

- v a p a r a o p a s s o 5 

P a s s o 4 - C a l c u l e c , b . , e d . 
t i i 

— c a l c u l e a p r i m e i r a d i f e r e n ç a d i v i d i d a 

— c a l c u l e a s e g u n d a d i f e r e n ç a d i v i d i d a 

— P a r e 

P a s s o 5 - S e c o n d i ç ã o = I I e n t ã o 

c a l c u l e a s c o n d i ç õ e s d o s p o n t o s f i n a i s d a 

s e g u n d a d i f e r e n ç a c e n t r a l d i v i d i d a 

C 7 + A ) S C T ) 

S = í _ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
* . 2  

6 9 



s = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
C V + A D S C T 3 

n 

- v á p a r a . o p a s s o 4 

P a s s o 6 - S e c o n d i ç ã o = I I I e n t ã o 

- c a l c u l e a s c o n d i ç S e s f i n a i s p e r i ó d i c a s 

• 4 - C v  + / O S C T :> = - i - C V + A D S C T Z> 

S C T 3 = S C T X 
í n 

- vá p a r a o p a s s o 4 . 

M o s t r a m o s a g o r a u m e x e m p l o d e corno o a l g o r i t m o 

d e i n t e r p o l a ç ã o 6 u s a d o p a r a a c h a r o s p l i n e c ú b i c o 

i n t e r p o l a n t e p a r a h = O . 1 , n = 6 e o s v a l o r e s d a f u n ç ã o b d a d o s 

a b a i x o . 

i T . b 
t ti 

1 0 . 5 1 . O 

2 0 . 7 0 . s 

3 1 . 0 2 . O 

4 1 . 5 2 . 5 

5 2 . 1 2 . O 

6 2 . 5 1 . 0 

7 0 



P a r a a s t r ê s c o n d i ç õ e s d o s p o n t o s f i n a i s t e m o s : 

13 P r i m e i r a d i f e r e n ç a c e n t r a l d i v i d i d a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

, C V + A3 S C T 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a h  = " 1 0  

C V + A3 S C T 3 
1 n _ _ 

2 h ' 0 0 

Î I 3 S e g u n d a d i f e r e n ç a c e n t r a l d i v i d i d a 

C V + A3 S C T 3 
1 - O . O , 

h 2  

C V + A3 S C T 3 
D _ = 0 . 0 

h 2  

Ï I I 3 P e r i ó d i c a 

S C T - h 3 = S C T - h 3 > S C T 3 = S C T 3 » S C T + h3 = S C T + h 3 
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n I n 1 n 

7 1 



SOLUÇXO PARA I 

i i n t e r v a l o b . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i 

c. 
t 

X. 
V 

d . 
L 

1 [ 0 . 5 , 0 . 73 1 . 0 - 1 . 7 5 1 0 3 7 - 1 8 . 7 6 5 5 6 7 5 . 1 0 3 7 6 

2 CO. 7 , 1 . 03 0 . 5 0 . 9 3 0 6 3 3 2 . 6 2 9 6 6 9 - 4 2 . 4 4 0 5 2 

3 C l . 0 , 1 . 53 —. 

c. 0 4 . 7 3 6 7 8 2 - 1 1 . 8 9 9 7 9 8 . 8 8 5 2 5 5 3 

4 C l . 5 , 2 . 1 3 2 . 5 - 0 . 4 0 0 1 3 0 7 1 . 3 7 8 8 8 8 - 3 . 5 0 1 4 8 4 

5 C 2 . 1 , 2 . 53 3 . O - 2 . 6 9 7 5 2 5 - 4 . 9 2 3 7 8 8 1 3 . 5 4 4 0 1 

Em p a r t i c u l a r , o s p l i n e c ú b i c o d i s c r e t o S C T I > p a r a T 

1 . 2 é d a d o p o r 

S C I . 2D = 2 . 0 + 4 . 7 3 6 7 8 2 x t - 1 1 . 8 9 9 7 9 x t 2 + 8 . 8 5 2 4 5 1 x t 3 

o n d e t - C l . 2 - 1 . GD = O . 2 . 

SOLU ÇXO PARA I I : 

i i n t e r v a l o b . c. x . d . 
i i i. i 

1 CO. 5 , 0 . 73 1 . O - 4 . 0 6 9 0 6 1 0 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo o o o o  3 9 . 2 2 6 5 5 

2 CO. 7 , 1 . 03 O. 5 1 . 4 1 6 7 9 6 2 3 . 5 3 5 9 3 - 3 8 . 6 3 9 7 4 

3 C l . O . 1 . 53 2 . 0 4 . 6 4 0 0 3 6 - 1 1 . 2 3 9 8 4 7 . 9 1 Q 5 3 9 1 

4 C l . 5 , 2 . 1 3 2 . 5 - O . 5 6 2 7 8 2 9 0 . 6 3 9 4 6 9 1 - 1 . 8 1 7 3 0 8 

5 C 2 . 1 , 2 . 53 3 . 0 - 1 . 7 9 8 2 1 9 1 - 2 . 6 3 1 6 8 9 2 . 1 9 3 0 7 6 

7 2 



SOLU ÇÃO PARA I I I : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i i n t e r v a l o b. 
i C t • 

X. 
V 

d. 
V 

1 [ O . 5 , 0 . 73 1 . O - 3 . 8 0 1 7 8 0 - 2 . 1 5 6 0 4 3 4 3 . 3 2 4 7 4 

2 t O . 7 , 1 . O ] O. 5 1 . 3 5 7 0 8 5 2 3 . 8 3 8 8 1 - 3 8 . 9 9 5 8 6 

3 C l . 0 , 1 . 6 ] 2 . 0 4 . 6 6 3 8 3 2 - 1 1 . 2 5 7 4 8 7 . 8 5 9 6 2 7 1 

4 E l . 5 , 2 . 1 3 2 . 5 - - 0 . 6 0 5 1 2 4 8 0 . 5 3 1 9 6 2 8 - 1 . 5 2 0 5 1 4 

5 1 2 . 1 , 2 . 53 3 . 0 - 1 . 6 2 4 5 3 9 1 - 2 . 2 0 4 9 6 6 O . 0 4 7 6 8 8 2 

A p r o x i m a ç ã o s u a v e p o r s p l i n e c u b i c o 

D u r i s d e s e n v o l v e a t e o r i a p a r a a p r o x i m a ç ã o s u a v e p o r 

s p l i n e c ú b i c o . E s t e t i p o d e apru xlu u xtyão f o i o r i y i i i a l t u u i i t u 

e s t u d a d o p o r W h i t t a k e r n u m a f o r m a l i g e i r a m e n t e d i f e r e n t e . As 

e q u a ç ã e s p a r a o c a s o c ú b i c o p o d e m s e r d e r i v a d a s d o s e g u i n t e 

t e o r e m a . 

T e o r e m a 3 . 5 . 2 - S e j a m p , h e W ., i = 1 , . . . » n n ú m er os r e a i s 

p o s i t i v o s . E n t ã o e x i s t e * u ma ú n i c a f u n ç ã o S C O d e f i n i d a em 

T = C t , t , . . . , t > q u e m i n i m i z a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
U o i m 

n m - i 
«xC fC O D =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p E W .C fC r . D - b . 3 2 + v" A t £ f C t . 3 3 

7 3 



E s t e S C t 3 é o ú n i c o s p l i n e c ú b i c o d i s c r e t o s a t i s f a z e n d o : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S C T . 3 • b - Cd - d . 1 C 3 . 4 . 1 8 3 

o n d e d = C x - x ) / C 3 H D e d - d = 0 . 
t. t + l v.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i o . n 

O s i s t e m a d e e q u a ç õ e s l i n e a r e s r e s u l t a n t e p a r a o s x 

em C 3 . 4 . 7 3 o u C 3 . 4 . 1 1 3 é o b t i d a d e C 3 . 4 . 1 5 a - c3 e C 3 . 4 . 1 7 3 p e l a 

i n c l u s ã o d e S = S = O e s u b s t i t u i n d o o s b p o r b = S C T 3 , o n d e 
* n i  i  i  

S C T \ 3 é d a d o em C 3 . 4 . 1 8 3 . E s s e s i s t e m a é p e n t a d i a g o n a l , p o s i t i v o 

e s i m é t r i c o . 

A l g o r i t m o p a r a a p r o x i m a ç ã o s u a v e 

P a s s o 1 - S e n * 2 e n t ã o 

- c o n s t r u a o p r i m e i r o m e m b r o d o s i s t e m a l i n e a r , o u 

s e j a c a l c u l e o s x * s 

V 

- c a l c u l e a s t r ê s d i a g o n a i s n e c e s s á r i a s p a r a a 

c o n s t r u ç ã o d a m a t r i z p e n t a d i a g o n a l C s e n d o q u e a 

m a t r i z é s i m é t r i c a 3 

- r e s o l v a o s i s t e m a d e e q u a ç õ e s l i n e a r e s u t i l i z a n d o 

o s x . ' s c a l c u l a d o s 

7 4 



s e n ã o f a ç a 

- c = C c - b ) /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C T - T D zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 2  1 2  1 

- x = O e d = 0 
i i 

- c a l c u l e a p r i m e i r a d i f e r e n ç a d i v i d i d a 

- c a l c u l e a s e g u n d a d i f e r e n ç a d i v i d i d a 

- P a r e 

P a s s o 2 - S e n < 3 e n t S o 

- c a l c u l e x 

i 

- s e n S o vá p a r a o p a s s o 4 

P a s s o 3 - f a ç a 

- x = O 
n 

- d = O 
n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- X = X 
n - 1 n - 2  

- c a l c u l e c , e o s d e m a i s x . e d . 

- c a l c u l e a p r i m e i r a d i f e r e n ç a d i v i d i d a 

- c a l c u l e a s e g u n d a d i f e r e n ç a d i v i d i d a 

- P a r e 
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P a s s ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 - s » n = 4 « n i S o 

- c a l c u l e x e x 
1 2 

- vá p a r a o p a s s o 3 

P a s s o 5 - F a t o r e a m a t r i z p e n t a d i a g o n a l 

- r e s o l v a o s i s t e m a p e n t a d i a g o n a l e c o l o q u e a s o l u ç ã o n o 

v e t o r x . 

~ vá p a r a o p a s s o 3 . 

M o s t r a m o s a g o r a u m e x e m p l o d e c o m o o a l g o r i t m o 

d e a p r o x i m a ç ã o ó u s a d o p a r a a c h a r o s p l i n e c ú b i c o d i s c r e t o 

c o m o s s e g u i n t e s d a d o s : h = O . 1 , n = 6 e o s v a l o r e s d a f u n ç ã o b 

d a d o s a b a i x o . 

i T . b . 

1 0 . 5 1 . O 

2 O. 7 O. 5 

3 1 . O 2 . 0 

4 1 . 5 2 . 5 

5 2 . 1 2 . O 

6 2 . 5 1 . O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

76 



P a r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p = O. 0 1 : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 i n t e r v a l o b . c. X. 
V 

d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
t 

1 t O . 6 , 0 . 73 0 . 7 3 0 7 2 8 9 1 . 5 3 6 6 2 1 0 . o o o o o o  O. 8 9 7 5 7 0 4 

2 1 0 . 7 , 1 . 03 O I . 0 4 5 2 3 4 1 . 6 6 7 0 5 9 O. 5 3 8 5 4 2 2 - 1 . 3 7 4 2 4 1 

3 [ 1 . 0 , 1 . 6 ] 1 . 5 5 6 7 1 6 1 . 6 1 1 7 5 2 - 0 . 6 9 8 2 7 5 6 - o . 6 3 5 4 3 4 4 

4 C l . 5 , 2 . 1 3 2 . 1 0 8 5 9 4 O. 4 2 7 1 1 4 1 - 1 . 6 5 1 4 2 7 0 . 3 4 3 0 8 0 8 

5 [ 2 . 1 , 2 . 53 1 . 8 4 4 4 5 4 - 1 . 1 8 9 2 6 0 - 1 . 0 3 3 8 8 1 o . 8 6 1 5 6 8 5 

P a r a p = 1 . O : 

i i n t e r v a l o 
*%* 
b . 

i 
c. x . d . 

i. 

i C O . 5 , 0 . 7 3 0 . 9 1 6 6 5 6 8 - 2 . 5 4 5 0 5 6 0 . OOOOOO 2 7 . 7 8 1 0 8 

2 C O . 7 , 1 . 0 3 O. 6 2 9 8 9 4 1 1 . 3 2 9 9 0 6 1 6 . 6 6 8 6 6 - 2 6 . 3 4 1 4 9 

3 C l . 0 , 1 . 5 3 1 . 8 1 7 8 2 4 3 . 9 1 5 2 6 7 - 7 . 0 3 8 7 0 6 4 . 0 2 1 0 4 9 

4 C l . 5 , 2 . 1 3 2 . 5 1 8 4 1 3 - O . 0 6 1 6 1 8 2 1 - 1 . 0 0 7 1 3 2 1 - O . 5 3 2 2 1 4 1 

5 [ 2 . 1 . 2 . 5 3 1 . 9 9 3 1 1 5 - 1 . 9 2 1 9 1 6 - 2 . 0 5 5 1 1 8 O I . 7 1 2 5 9 9 

3 . 5 - A l g o r i t m o s q u e u s a m n o r m a 

t 

1 
00 

•-

Os p r o b l e m a s m i n i m a x 1 i r i e a r e s C PMML3 d a a n a l 1 s e 

n u m é r i c a p o d e m s e r f o r m u l a d o s com o : 



m i n m a x | | b - Ax J I , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
r> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x e m R 

Teo r em a . 3 . 5 . 1 C c f . S L o e r [ 1 5 D D - S e j a m o s v a l o r e s a , y d a d o s 
i j * i 

p a r a 1 < 1 < m, 1 < j < n e m > n . O p r o b l e m a d e 

a c h a r o m i n i m a x M b - a x + . . . + a x I I D a r a 

1 < i < m t e m u ma s o l u ç a o . 

E s t a é a s o l u ç ã o d e u m s i s t e m a h i p e r d e t e r m i n a d o d e 

e q u a ç õ e s l i n e a r e s , a c e i t a n d o c o m o r e s p o s t a a q u e l e s v a l o r e s q u e 

t o r n a m m ín im o o má x imo d a s d i s c r e p â n c i a s i n d i v i d u a i s . O a s s u n t o é 

b a s t a n t e c o n h e c i d o , p o r ém n ã o f o i e n c o n t r a d o n e n h u m a l g o r i t m o q u e 

u s e c o n c e i t o s m o d e r n o s . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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C AP ÍTU LO I V 

APROXIMAÇÃO DE S U P E RF ÍC IE S 

Á g e n e r a l i z a ç ã o d o s m é to d o s d e a p r o x i m a ç ã o d e f u n ç õ e s d e 

u ma v a r i á v e l p a r a f u n ç õ e s d e v á r i a s v a r i á v e i s n ã o é t r i v i a l , e 

s o m e n t e p o d e s e r f e i t a p a r a c a s o s e s p e c i a i s , p o i s a t e o r i a p a r a 

a p r o x i m a ç ã o d e f u n ç õ e s d e v á r i a s v a r i á v e i s a i n d a n ã o 

a t i n g i u o n i v e l d e d e s e n v o l v i m e n t o d a t e o r i a d e a p r o x i m a ç ã o 

a u ma v a r i á v e l . 

Há m u i t a s a p l i c a ç õ e s d e a p r o x i m a ç õ e s d e s u p e r f í c i e s 

o u a p r o x i m a ç ã o d e f u n ç õ e s d e d u a s v a r i á v e i s . A l g u m a s e n v o l v e m 

g r á f i c o s i n t e r a t i v o s ern t e m p o r e a l ; e s s a s a p l i c a ç õ e s i n c l u e m o 

p r o j e t o d e s u p e r f í c i e s d e a u t o m ó v e i s , a v i õ e s e b a r c o s . O u t r a s 



a p l i c a ç õ e s e n v o l v e m a m o d e l a g e m d e u ma s u p e r f í c i e , c o m o o d o 

c o r a ç ã o o u c é r e b r o h u m a n o o u d e d e p ó s i t o s m i n e r a i s n a t e r r a . 

S u p o n h a q u ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cl  e u m c o n j u n t o d e p o n t o s n u m p l a n o e 

fC PD = f C x . y D e u ma f u n ç S o d e f i n i d a em Ci. f C x . y } e u ma 

s u p e r f í c i e t r i d i m e n s i o n a l e s e u g r á f i c o s e r á s u a v e s e f e s u a 

d e r i v a d a p r i m e i r a f o r c o n t i n u a em Ci  C v e j a f i g u r a 4 . 1 D . 

D e s c r e v e m o s a p e n a s a p r o x i m a ç õ e s e i n t e r p o l a ç õ e s s o b r e 

m a l h a s t r i a n g u l a r e s p o r q u e c o m e l a s é p o s s í v e l e n c o n t r a r 

t r i a n g u l a ç õ e s C d i v i s ã o d e u m d o m í n i o n o p l a n o x - y J d e m od o a 

m i n i m i z a r o e r r o c o m e t i d o . A t e o r i a s o b r e m a l h a s r e t a n g u l a r e s 

p o d e s e r e n c o n t r a d a em P r e n t e r C l 4 1 . 

f 1 g u r a 4 . 1 - Uma f u n ç ã o d e D u a s V a r i á v e i s c o m U ma 

S u p e r f í c i e I n t e r p o l a n t e p a r a Um c o n j u n t o d e 

P o n t o s a l e a t ó r i o s . 



4 . 1 - A p r o x i m a ç ã o « I n t e r p o l a ç ã o S o b r e M a l h a s T r i n g u l a r e s 

P a r a e s s a c o n s t r u ç ã o n e c e s s i t a m o s d o s p o n t o s < P , P , 
ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i 

. . . . P^ ) d a p a r t i ç S o n a f i m d e g e r a r u ma t r i a n g u l a ç ã o 

a p r o p r i a d a d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cl. E s p e c i f i c a m e n t e , u m c o n j u n t o d e t r i â n g u l o s n ã o 

d e g e n e r a d o s T => < T , T , . . . . T > t a l q u e 
O i n - i 

1 - o c o n j u n t o d e t o d o s o s v é r t i c e s d e 

t r i â n g u l o s p e r t e n c e n t e s a r é n ; 

2 - c a d a p a r d e t r i â n g u l o s C T , T ) - em T i n t e r s e p t a em 
i J 

u m ú n i c o v ó r t i c e , o u em u m l a d o o u n ã o s e 

i n t e r s e p t a ; 

3 — a u n i ã o d o s T * s e s e u s i n t e r i o r e s é Cl> 
i  

é d i t o s e r u ma t r i a n g u l a ç ã o a p r o p r i a d a d e Cl. D a d a u ma 

p o l i g o n a l l i m i t a d a n o p l a n o , p o d e m o s t e r v á r i a s t r i a n g u l a ç õ e s . 

E s s a s i d é i a s s ã o i l u s t r a d a s n a s f i g u r a s 4 . 2 e 4 . 3 . 

F i g u r a 4 . 2 - T r ô s T r i a n g u l a ç õ e s D i s t i n t a s d a M es ma R e g i ã o . 
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F i g u r a 4 . 3 - U ma R e g i ã ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cl  c o m urna T r i a n g u l a ç ã o A p r o p r i a d a . 

S u p o n h a q u ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cl  s e j a u ma r e g i ã o p o l i g o n a l l i m i t a d a c o m 

u ma t r i a n g u l a ç ã o a p r o p r i a d azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T . D a mos d o i s m é to d o s 

e s p e c í f i c o s p a r a c o n s t r u i r p o l i n ó m i o s p o r p a r t e s em Cl  c o m 

t r i a n g u l a ç ã o r  e i n d i c a m o s c o m o e s s e s m é to d o s p o d e m e d e v e m s e r 

g e n e r a l i z a d o s . A t r i a n g u l a ç ã o d e u ma d a d a r e g i ã o Cl  é u m p r o b l e m a 

d e p r o g r a m a ç ã o n ã o t r i v i a l p a r a o q u a l o s e n g e n h e i r o s t e m d e v o t a d o 

u m a p a r t e d e s u a a t e n ç ã o p r o c u r a n d o g e r a r a u t o m a t i c a m e n t e a s 

m a l h a s . P r i m e i r o e s t u d a r e m o s o p r o b l e m a d e a p r o x i m a ç ã o 

s u p o n d o q u e a t r i a n g u l a ç ã o d e n o s s a r e g i ã o t e n h a s i d o d a d a ; 

n a s e ç ã o 4 . 2 t r a t a r e m o s d o p r o b l e m a d a t r i a n g u l a ç ã o . 
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AmzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 . 1 — O m o i o d o d a s p l a c a s 

A i d e i a d o m é to d o d a s p l a c a s C c f . P r e n t e r [ 1 4 3 3 é a 

d e a p r o x i m a r u ma f u n ç ã o f C x . y D p o r p l a n o s p o r p a r t e s q u e 

i n t e r p o l a m f n o s v é r t i c e s d e a l g u m a t r i a n g u l a ç ã o a p r o p r i a d a d o 

d o m í n i ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cl  d e f . P o r e x e m p l o , s u p o n h a q u e O o a r e g i ã o 

m o s t r a d a n a f i g u r a 4 . 3 c o m a t r i a n g u l a ç ã ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T . Em c a d a 

t r i â n g u l o T. d e Cl, c o n s t r u i mos u m p l a n o p^Cx.yZ ) 

p C x , y D = a . x + b . y + c . , 
V l V t 

i n t e r p o l a n d o f p e l o s v é r t i c e s d e T . . D e f i n a m o s n o s s o 

i n t e r p o l a n t e l i n e a r p o r p a r t e s S ^ C x . yD d e f 

S C x , y 3 = p . C x . y } 
N v 

• 

F i g u r a 4 . 4 - G r á f i c o d e u m P o l i n ó m i o d e L a g r a n g e L i n e a r 

p o r P a r t e s . 
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F i g u r a 4 . 5 - G r a f i c o d e u ma f u n ç ã o b a s e ^ C x , y 3 

s e C x , y 3 e s t i v e r em T o u em s e u i n t e r i o r . A f u n ç ã o r e s u l t a n t e é zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

um p o l i n ó m i o d e L a g r a n g e p o r p a r t e s d e g r a u u m com o i l u s t r a d o n a 

f i g u r a 4 . 4 . Os p o l i n ó m i o s d e L a g r a n g e p o r p a r t e s s ã o c o n s t i t u í d o s 

p e l a s s o m a s d o s p r o d u t o s d o s p o l i n ó m i o s b a s e d e L a g r a n g e p o r 

p a r t e s n a d i r e ç ã o d e x com p o l i n ó m i o s b a s e d e L a g r a n g e p o r p a r t e s 

n a d i r e ç ã o y . S e j a WCx3 = C x - x D C x - x 3 . . . C x - x 3 , e n t ã o o 

T J J O I r . 

p o l i n ó m i o i n t e r p o l a d o r d e L a g r a n g e t e m a f o r m a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 

p C x3 = T> f C x 3 1 C x3 , 
X.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B O 

em q u e 

1 C x3 = 
V 

WCx3 
C x x 3 W C x . 3 
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A b a s e c a n ó n i c a p a r a c o m p u t a r S C x , y 3 é o c o n j u n t o d e f u n ç ò e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <p , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
N o 

f>^, . . . . f>^> , q u e s ã o o s p o l i n ó m i o s l i n e a r e s p o r p a r t e s 

p r o v e n i e n t e s d o m é to d o d a s p l a c a s e q u e r e s o l v e o p r o b l e m a d e 

i n t e r p o l a ç ã o 

f> CP 3 = 6 . . . O á i , J S n . 

O g r a f i c o d e u ma t í p i c a f u n ç ã o d e f o r n i a 

f » .C x,yD c o r r e s p o n d e n d o a u m v é r t i c e i n t e r i o r P. t e m a f o r m a d a d a 

n a f i g u r a 4 . 5 . I s t o m o s t r a q u e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 

S C x . y 3 = £ fCP.2> ^ . C x . y D 
i = o 

e q u e S é ú n i c o , s u a s p l a c a s u n i c a m e n t e d e t e r m i n a d a s p o r t r ê s 
ri 

p o n t o s n ã o c o l i n e a r e s . N o t e q u e é c o n t i n u o s o b r e Q , d e s d e q u e 

p C x , y 3 = p C x , y 3 a o l o n g o d o s l a d o s c o m p a r t i l h a d o s d o s t r i â n g u l o s 

a d j a c e n t e s T e T , r e s p e c t i v a m e n t e . 

«• j 

4 . 1 . 2 - Um e s q u e m a d e s e i s p o n t o s s o b r e u ma m a l h a t r i a n g u l a r 

O m é to d o d a s p l a c a s c o n s i s t e em c o n s t r u i r p o l i n ó m i o s 

d e L a g r a n g e l i n e a r p o r p a r t e s s o b r e u ma m a l h a t r i a n g u l a r . 

C o n s t r u i r e m o s a g o r a p o l i n ó m i o s d e L a g r a n g e q u a d r á t i c o s p o r p a r t e s 

s o b r e a m a l h a . E s p e c i f i c a m e n t e , s e j a T = < T , T , . . . , T > u ma 
O i n - l 
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t r i a n g u l a ç ã o d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cl. Em c a d a t r i â n g u l o T. d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T c o n s t r u i mos o s 
• i. 

p o n t o s m é d i o s d e c a d a l a d o . N o s s a m a l h a c o n s i s t i r á d o s v é r t i c e s 

P. , P. » P. j u n t a m e n t e c o m o s p o n t o s m é d i o s P , P , P d e 
V.O c 2 ix ia i B 

c a d a t r i â n g u l o T. d e T C v e j a f i g u r a 4 . 6 3 . 

Em c a d a t r i â n g u l o T. c o m p u t a - s e a s u p e r f í c i e q u a d r á t i c a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 2 
P C x , yD = a x + b x y + c y + d x + e y •* f , 

1. I V l X. » l 

P C P ) = f C P 3 , O < j < 5 . 

F i g u r a 4 . 6 - T r i â n g u l o T. e s e u s p o n t o s d e m a l h a p^ , 

O < j < 5 . 

O p o l i n ó m i o i n t e r p o l a n t e q u a d r á t i c o p o r p a r t e s S ^ C x . yD 

d e f C x . y D c o m r e s p e i t o a e s t a m a l h a d e v e s a t i s f a z e r 

S C x , y2> = P .C x , y3 , 
N V 



s e C x . y 3 p e r t e n c e r a o t r i a n g u l o T. o u a o s e u i n t e r i o r . I s t o m o s t r a 

q u e o g r a f i c o d e S ^ C x . yD e u ma s u p e r f í c i e p a r a b ó l i c a p o r 

p a r t e s C v e j a f i g u r a 4 . 7D . P o d e - s e p r o v a r a e x i s t ê n c i a e 

u n i c i d a d e d e s s a s f u n ç õ e s s i m p l e s m e n t e c a l c u l a n d o - a s . 

O m é to d o p r e f e r i d o d e c o m p u ta ç ã o p e l o s e n g e n h e i r o s é 

o u t r a v e z v i a b a s e c a n ó n i c a o u f u n ç õ e s d e f o r m a f » . C x , y3 

r e s o l v e n d o o p r o b l e m a d e i n t e r p o l a ç ã o 

* C P 5 = <5 ., O < i . j < N . 
«• J w 

O n d e < P , P , . . . , P > é o c o n j u n t o d e v é r t i c e s d a n o s s a 

m a l h a . G r á f i c o s d e f u n ç õ e s d e f o r m a t í p i c a s n o t r i â n g u l o T. s ã o 

d a d a s n a f i g u r a 4 . 8 . I s t o m o s t r a q u e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> 

S C x . y ) = £ f C x . , yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 3 n > .C x , > b . 
N L t V 



F i g u r a 4 . 8 - P o l i n ó m i o s B a s e d e L a g r a n g e Q u a d r á t i c o s . 

A c o m p u ta ç ã o d o szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p ' s e f a c i l m e n t e e f e t u a d a com o 

p r o d u t o s d e p l a n o s . 

N o t e q u e a f u n ç ã o S ^ C x . yO s e r á c o n t i n u a em t o d o O , d e s d e 

q u e S ^ C x . yO s e r e d u z a a u ma s i m p l e s p a r á b o l a a o l o n g o d o s l a d o s 

a d j a c e n t e s d o s t r i â n g u l o s i n t e r s e p t a n t e s C T , T ) . 
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4 . 2 - G e r a ç ã ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a u t o m á t i c a d e m a l h a s 

C o n s t r u í m o s v á r i o s e s q u e m a s d e a p r o x i m a ç ã o 

s o b r e t r i a n g u l a ç õ e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r  d a p o l i g o n a l l i m i t a d a O n o p l a n o x — y . P a r a 

c o m p u t a r c o m t a i s a p r o x i m a ç õ e s , a o r e s o l v e r e q u a ç õ e s d i f e r e n c i a i s 

p a r c i a i s , o u a i n d a em p r o b l e m a s d i r e t o s d e a p r o x i m a ç ã o , 

d e v e m o s e f e t u a r u ma t r i a n g u l a ç ã o a p r o p r i a d a d e m od o 

s i s t e m á t i c o . S e r i a u ma f o r m i d á v e l t a r e f a s e n ã o p u d é s s em o s 

l a n ç a r mão d o c o m p u t a d o r p a r a n o s a j u d a r , p a r t i c u l a r m e n t e p a r a 

t r i a n g u l a ç õ e s e n v o l v e n d o u m g r a n d e n ú mer o d e t r i â n g u l o s . 

T r i a n g u l a ç õ e s c o m a a j u d a d o c o m p u t a d o rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e o u t r a s p a r t i ç õ e s 

g e o m é t r i c a s d e u m d o m í n i o s ã o c o n h e c i d o s c o m o m o d e l o s d e 

g e r a ç ã o a u t o m á t i c a d e m a l h a s . 

D a d a u ma p o l i g o n a l l i m i t a d a e c o n e x a n o p l a n o r e a l , 

c o m o p r o g r a m a r o c o m p u t a d o r p a r a p a r t i c i o n a r O n u m a t r i a n g u l a ç ã o 

a p r o p r i a d a q u e n o s p e r m i t a u s a r o m é to d o d a s p l a c a s e o u t r o s 

p o l i n ó m i o s d e L a g r a n g e p o r p a r t e s s o b r e t a i s t r i a n g u l a ç õ e s ? D u a s 

t r i a n g u l a ç õ e s d e u ma r e g i ã o l i m i t a d a p o l i g o n a l m e n t e s ã o 

i l u s t r a d a s n a s f i g u r a s 4 . Ô e 4 . 1 1 e u ma t r i a n g u l a ç ã o d e u ma 

r e g i ã o l i m i t a d a n ã o p o l i g o n a l é i l u s t r a d a n a f i g u r a 4 . 1 0 . 

N o s s o s e g u n d o p r o b l e m a é d e c i d i r c o m o a c h a r a p r o x i m a ç õ e s 

p o r e l e m e n t o s f i n i t o s C p o l i n ó m i o s p o r p a r t e s D s o b r e d o m í n i o s 

l i m i t a d o s n ã o p o l i g o n a i s . Em p a r t i c u l a r , o q u e f a z e r c o m 

f r o n t e i r a s c u r v a s ? G o s t a r í a m o s a i n d a d e t r a b a l h a r s o b r e 

t r i a n g u l a ç õ e s a p r o p r i a d a s d e u ma r e g i ã o O o u u ma a p r o x i m a ç ã o d e 

O com o i l u s t r a d o n a s f i g u r a s 4 . O , 4 . 1 1 e 4 . 1 0 . E s t e p r o b l e m a f o i 
N 
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r e s o l v i d o s a t i s f a t o r i a m e n t e em p a r t e p o r Z i e n k i e w i c z e 

P h i l l i p s , B . M. I r o n s , E r g a t o u d i s , I r o n s ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e Z i e n k i e w i c z , C c f . 

P r e n t e r C l 4 3 D u s a n d o o q u e s ã o c o n h e c i d a s n a l i t e r a t u r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA como 

T r a n s f o r m a ç õ e s I s o p a r a m é t r i c a s . S e a f r o n t e i r a d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cl  c o n s i s t e 

d e s e g m e n t o s d e p o l i n ó m i o s o u d e ^ p l i n e s , t e n t a m o s u s a r s p l i n e s d o 

mes mo g r a u p a r a m e t r i c a m e n t e , p a r a m a p e a r u m q u a d r a d o em Cl  d e 

mod o q u e a s f r o n t e i r a s s e j a m m a p e a d a s e x a t a m e n t e o u 

a p r o x i m a d a m e n t e em f r o n t e i r a s d e m od o q u e a t r a n s f o r m a ç ã o 

r e s u l t a n t e s e j a u ma i n j e ç ã o . 

fcfònta f i n a i 

F i g u r a 4 . 9 - G e r a ç ã o A u t o m á t i c a d e M a l h a N u ma R e g i ã o 

L i m i t a d a P o l 1 g o n a l m e n t e . 
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•  Pont o t f*  V t r t i c *  
•  Ponto Mt 't fio . 

M o lh o F i n a l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F i g u r a 4 . I O - G e r a ç ã o a u t o m á t i c a d e m a l h a 

L i m i t a d a N ã o P o l i g o n a l . 

N u ma R e g i ã o 

A l g o r i t m o - E l e m e n t o t r i a n g u l a r c u r v a d o 

P a s s o 1 - S e j a - l = s < x < . . . < s = l e - l = t < t < . . . < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
O i n O i 

t • 1 d u a s p a r t i ç õ e s d e u m i n t e r v a l o [ - 1 , 1 ] n a s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Tn 

d i r e ç õ e s s e t , r e s p e c t i v a m e n t e . 

P a s s o 2 - S e j a - C TC s . . tD I - 1 £ t < 1 > e < T C s , t . D I - 1 :£ s < 1 > . 

o n d e O < i < n e O < j < m o c o n j u n t o d e c u r v a s 

c o o r d e n a d a s em O q u e a p a r e c e m n a f i g u r a 4 . 1 2 . 

P a s s o 3 - O p a s s o 2 p a r t i c i o n a O em mn q u a d r i l á t e r o s R . c o m 

f r o n t e i r a s c u r v a s . E s c o l h a a d i a g o n a l m a i s c u r t a d e 

c a d a R . O r e s u l t a d o C f i g u r a 4 . 1 3 3 é a 

t r i a n g u l a ç ã o d e O em q u a n t o s t r i â n g u l o s p o s s a t e r a 
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f r o n t e i r a c u r v a . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•Mim  1 

F i g u r a 4 . 1 1 - G e r a ç ã o A u t o m á t i c a d e M a l h a N u ma R e g i S o 

l i m i t a d a P o l i g o n a l m e n t e . 

U s a n d o e s t e a l g o r i t m o p a r a c o m p u t a r a p r o x i m a ç õ e s p a r a 

u ma d a d a f u n ç ã o f C x , y2 ) r e q u e r u ma b a s e o u u m c o n j u n t o d e f u n ç õ e s 

d e f o r m a « ?C x , y 3 , l i n e a r p o r p a r t e s , q u a d r á t i c a s , e a s s i m 

p o r d i a n t e d e p o l i n ó m i o s d e L a g r a n g e s o b r e u ma m a l h a t r i a n g u l a r . 

S e t o d o s o s l a d o s d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cl  f o s s e m l i n h a s r e t a s , o s p. * S s e r i a m 

s i m p l e s f u n ç õ e s d e f o r m a d a s e ç S o a n t e r i o r . P o r o u t r o l a d o , s e 

a l g u m a d a s f r o n t e i r a s f o r c u r v a , n e c e s s i t a m o s d e u m c o n j u n t o d e 

f u n ç õ e s d e f o r m a c o n s t r u í d a s s u a v e m e n t e s o b r e e s s e s l a d o s c u r v o s . 

I s t o r e q u e r i r i a u ma f ó r m u l a e s p e c i f i c a p a r a T . Em p a r t i c u l a r . 



a s fu n ções d * f o r m a n a t u r a i szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f>, p a r a a t r i a n g u l a ç ã o 

d e s c r i t a p e l o a l g o r i t m o s ã o a s fu nçS es 

on d e os v * i ' a s Ko a s fu n ç8 «azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d« » f o r m a a o b r o urna t r i a n g u l a ç ã o 

a n á loga d e Cl n o p l a n o s - t C ve j a f i g u r a 4.142) . 

A d i f i c u l d a d e com e s s a a p rox ima çã o é q u e u s u a l m e n t e 

f a l t a uma ex p r e s s ã o e x p l i c i t a p a r a T~ . P a r a c o n t o r n a r e s s a 

d i f i c u l d a d e a p r ox im a m os p or um s eg m en to de r e t a t o d a s a s c u r v a s 

p a r a t e r e l e m e n t o s t r i a n g u l a r e s v e r d a d e i r o s . Porém, o b te r e m o s uma 

a p rox ima çã o Cî  p a r a O. 

F i g u r a 4 . 1 2 - C o n j u n t o d e C u r va s C oor d en a d a s em O. 
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F i g u r a 4 . 1 3 - T r i a n g u l a çã o dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cl. 

F i g u r a 4 . 1 4 - Tr i a n g u l a çã o An á loga d e O. 

4 . 3 - O método d e Ak ima 

A k im a d e s e n v o l v e u um métodozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d e i n t e r p o l a ç ã o o m 

d u a s v a r i á v e i s e a p rox ima çã o s u a ve de s u p e r f í c i e s . O método 

u t i l i z a um m u io qu e f a z com qu e a s u p e r f í c i e r e s u l t a n t e p a s s e 

p o r t o d o s os p o n t o s d a d os . E s t e método tem uma s e r i a 
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d es va n ta g em . A a p l i c a b i l i d a d e © r e s t r i t a a c a s o s em q u e os 

v a l o r e s s ã o d a d os em fu n çã o d e c o o r d e n a d a s c a r t e s i a n a s d os p o n t o s 

d e um p l a n o . O método d e A k ima s e a p l i c a q u a n d o os v a l o r e s d a 

fu nçS o s ã o d a d os em p o n t o s a r b i t r a r i a m e n t e d i s t r i b u í d o s n o p l a n o 

x - y . A fu n çã o I n t e r p o l a n t e é uma fu n çã o s u a ve , i s t o é , e l a e s u a s 

d e r i v a d a s p a r c i a i s d e p r i m e i r a o r d em s S o c o n t i n u a s . 

O método u t i l i z a o m e l h o r c r i t é r i o p a r a t r i a n g u l a ç ã o 

d o p l a n o s u g e r i d a p o r L a w s on , e o a l g o r i t m o qu e i m p l e m e n t a o 

método t e m s i d o m e l h o r a d o s u b s t a n c i a l m e n t e , t a n t o n o es p a ço 

d e a r m a zen a m en to r j M u e r i d o como também n o temp o d e compu tação. O 

c r i t é r i o m a x - m i n d o â n gu lo s u g e r e q u e q u a n d o um c o n j u n t o de 

q u a t r o p o n t o s s ã o os v é r t i c e s d e um q u a d r i l á t e r o com ca d a â n gu lo 

i n t e r n o menor d o q u ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n, s e e s c o l h a , e n t r e d u a s f o r m a s p o s s í v e i s d e 

p a r t i c i o n a m e n t o d o q u a d r i l á t e r o em um p a r d e t r i â n g u l o s , o 

p a r t i c i on a m en to q u e m a x i m i za o menor â n gu lo i n t e r n o d os d o i s 

t r i â n g u l o s p r o d u z i d o s C c f . La w s on C 11 ] 3 . 

I d e i a d o A l g o r i t m o 

O p l a n o x - y é t r i a n g u l a d o o u d i v i d i d o em 

m a l h a s t r i a n g u l a r e s , t e n d o como v é r t i c e s p r oJeçS es d e t r é s 

d a d os s o b r e o p l a n o , e um p o l in óm io d e q u i n t o g r a u em x e y é 

c o n s t r u í d o p a r a c a d a m a l h a t r i a n g u l a r . V a l o r e s e s t i m a d o s d a s 

d e r i v a d a s p a r c i a i s p a r a c a d a p o n t o d a d o s ã o u s a d os n a 

d eter m in a çã o d o p o l in óm io . 
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P a r a a t r i a n g u l a ç ã o d o p l a n o x - y é a d o t a d o o 

c r i t é r i o m a x - m in d o â n gu lo . Na t r i a n g u l a ç S o d o p l a n o x - y . 

p r i m e i r o l i g a m o s o p a r d e p o n t o s m a is p r óx imos . A d i c i o n a m o s , 

en tã o um p o n t o d e ca d a vez em o r d em c r e s c e n t e d a d i s t â n c i a d o 

p o n t o méd io d o p a r d e p o n t o s m a i s p róx imo. E s s a or d en a çã o na 

a d iç ã o de n ovos p o n t o s a s s e g u r a qu e o n ovo p o n t o s e r á a d i c i o n a d o 

s em p r e q u e e s t i v e r s i t u a d o f o r a d o p o l í g o n o c o n s t r u í d o com os 

p o n t o s a n t i g o s . O n ovo p o n t o f i c a f o r a d o c í r c u l o c u j o c e n t r o 

e s t á n o p o n t o méd io d o p a r d e p o n t o s m a i s p róx imo e p a s s a p e l o 

ú l t im o p o n t o a n t i g o a d i c i o n a d o e n q u a n t o qu e o p o l í g o n o f i c a 

d e n t r o d o c í r c u l o . C ada vez q u e um n ovo p o n t o é a d i c i o n a d o , 

s ã o c o n s tr u íd o s t r i â n g u l o s l i g a n d o - s e o n ovo p o n t o com p o n t o s 

a n t i g o s qu e s ã o v i s í v e i s d o n ovo p o n t o e, s em p r e qu e 

n e c e s s á r i o , p e r m u ta n d o a nu meração d os t r i â n g u l o s . 

A i n t e r p o l a ç ã o d os v a l o r e s d e z num t r i â n g u l o é b a s ea d o 

n a s t r ê s h i p ó te s e s s e g u i n t e s : 

C iD O v a l o r d a fu n çã o n o p o n t o C x .yD d e um t r i â n g u l o 

é i n t e r p o l a d o p e l o p o l in óm io de q u i n t o g r a u «i-m x e y , 

i s t o é , 

t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5 5 - j 

2 c x , y : > = E E q l k * / k 
I = O k = O 

N o te qu e e x i s t e m 21 c o e f i c i i - n te s p a r a s e r em 

d e t e r mi n a d os . 

9 6 



C l 13 Os v a l o r e s d a fu n çã o e s u a s d e r i v a d a s d e p r i m e i r a e 

s eg u n d a o r d e n s C i s t o é , tfz/dx, d z/ d y , «?2 z/ dx 2 , £ 2 z/ #xy zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 2 

• í z/Ôy ) s ã o f o r n e c i d o s p a r a c a d a v ó r t i c e d o 

t r i a n g u l o C l 8 cond içòes Z ) . 

C i i i D A d e r i v a d a p a r c i a l d a fu nçS o d i f e r e n c i a d a n a 

d i r e ç ã o p e r p e n d i c u l a r Cou n or ma l ! ) a c a d a l a d o d o 

t r i â n g u l o é um p o l in óm io d e t e r c e i r o g r a u , n o 

máximo. E s s a h i p ó te s e f o r n e c e t r ê s con d ições 

a d i c i o n a i s . 

A s u a v i d a d e d os v a l o r e s i n t e r p o l a d o s e p o r 

c o n s e g u i n t e a s u a v i d a d e d a s u p e r f í c i e r e s u l t a n t e a o l o n g o d o 

t r i â n g u l o p od e s e r o b t i d a como s egu e . Ê c o n v e n i e n t e 

i n t r o d u z i r um n ovo s i s t e m a d e c o o r d e n a d a s c a r t e s i a n a s , o q u a l 

podemos ch a ma r d e s i s t e m a s - t , n o q u a l o e i x o s é p a r a l e l o a o l a d o 

d o t r i â n g u l o . Já q u e a tr a n s fo r ma çã o d e c o o r d e n a d a s e n t r e o 

s i s t e m a x - y e s - t ê l i n e a r , uma comb ina çã o l i n e a r d os v a l o r e s 

2 2 
d z/ d x ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA & 2./dy, & Z/ÕX. , d z/ d x y e d~z./dy p a r a c a d a v é r t i c e 

2 
u n i c a m e n t e d e t e r m i n a m os v a l o r e s d e dz/<?s, & z/õt, â z / 3 s s , 

2 2 
d z / d s t e d z / d t p a r a o mesmo v é r t i c e . E ntã o os v a l o r e s d e 

2 2 * 

âz, â~z/âs. e â z/às. em d o i s v ó r t i c e s . d e t e r m i n a m u n i v o c a m e n t e 

um p o l in óm io d e q u i n t o g r a u em s p a r a v a l o r e s d e z p e r t e n c e n t e s 

a um l a d o . D es de qu e d o i s p o l in óm ios d e q u i n t o g r a u em x e y 

r e p r e s e n t e m v a l o r e s d e z em d o i s t r i â n g u l o s q u e c o m p a r t i l h a m um 

l a d o comum s ã o r e d u z i d o s a um p o l in óm io d e q u i n t o g r a u em s 

s o b r e e s s e l a d o , e s s es d o i s p o l in óm ios em x e y c o i n c i d e m n es s e 

l a d o comum. I s t o p r o v a a c o n t i n u i d a d e d os v a l o r e s d e z 

i n t e r p o l a d o s a o l o n g o d e um l a d o d o t r i â n g u l o . A n a l o g a m e n te 
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os v a l o r e s d e <fcz/dt e d 2 z / d s t = C d z/ d s D t ©m d o i s v é r t i c e s 

d e t e r m i n a m u n i v o c a m e n t e um p o l in óm io d e t e r c e i r o g r a u em s p a r a 

A z/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ôt  s o b r e o l a d o . D es de qu e o p o l in óm io r e p r e s e n t a n d o d z / & t  é 

d e t e r c e i r o g r a u em s , n o máximo, d o i s p o l in óm ios 

r e p r e s e n t a n d o £ z/ à t  em d o i s t r i â n g u l o s q u e c o m p a r t i l h a m um 

l a d o comum também c o i n c i d e m n es s e l a d o . I s t o p r o v a a 

c o n t i n u i d a d e d e d z / ât. e a s s i m a s u a v i d a d e d e z a o l o n g o d o 

l a d o d o t r i â n g u l o . 

P a r a a a p rox ima çã o de s u p e r f í c i e s s u a v e s , a 

t r i a n g u l a ç ã o é r e a l i z a d a d o s e g u i n t e modo: o p l a n o x - y é 

d i v i d i d o em n ove á r ea s r e t a n g u l a r e s e obtém—se os t r i â n g u l o s 

a s s o c i a d o s a c a d a r - etâ ngu lo. Tod os os p o n t o s d a s á r ea s 

r e t a n g u l a r e s o b t i d a s s ã o l o c a l i z a d o s e a i n t e r p o l a ç ã o é f e i t a 

p a r a t o d o s os p o n t o s d a m a l h a . N e s te c a s o , t a n t o a l o c a l i z a ç ã o 

d os p o n t o s d a s á r ea s r e t a n g u l a r e s , como a i n t e r p o l a ç ã o d e s eu s 

v a l o r e s s ã o r e a l i z a d a s s o b r e os t r i â n g u l o s a o i n vé s d e s o b r e os 

p o n t o s d a s á r ea s r e t a n g u l a r e s . O r g a n i za m - s e os p o n t o s d a m a l h a 

p a r a a p rox ima çã o d e s u p e r f í c i e s e s c o l h e n d o os p o n t o s em r e l a ç ã o 

a o número d e t r i â n g u l o s ; p a r a ca d a t r i â n g u l o ex a m in a m - s e os. 

p o n t o s d a á r ea r e t a n g u l a r on d e s e e n c o n t r a o t r i â n g u l o , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
t 

b u s c a n d o p o n t o s d a á r ea r e t a n g u l a r qu e e s t e j a m d e n t r o d o 

t r i â n g u l o e a r m a ze n a - o s . Na a p rox ima çã o d e s u p e r f í c i e , a 

i n t e r p o l a ç ã o é r e a l i z a d a p a r a os p o n t o s d a m a l h a n o t r i â n g u l o 

c o n s e c u t i v a m e n t e , de modo qu e s e e v i t a r e c a l c u l a r 

d e s n e c e s s a r i a m e n t e os c o e f i c i e n t e s d os p o l in óm ios . 
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4 . 4 - 0 método d e t r i a n g u l a ç ã o d e La w s on 

D a do o c o n j u n t o S d e p o n t o s d i s t i n t o s , Cx. , 
1 

y > » i = 1 , . . . . n , a m a l h a t r i a n g u l a r T p od e s e r con s tr u íd a 

p e r c o r r e n d o a c a s c a con vex a d es s e c o n j u n t o d e p o n t o s C ca s ca 

c o n ve x a d e S é um p o l í g o n o c o n ve x o c u j a á r ea é mínima e c o n te m 

t o d o s os p o n t o s d e SD. Cada t r i â n g u l o n a m a l h a t e m t r ê s d os 

p o n t o s d a d os como s eu s v é r t i c e s e não contém n en h u m o u t r o p o n t o d e 

S , n o i n t e r i o r o u n o c o n t o r n o . 

C o n c e i t u a l m e n t e não há d i f i c u l d a d e em s e 

c o n s t r u i r m a n u a l m en te uma m a l h a t r i a n g u l a r . 

Em g e r a l , e x i s t e m d i f e r e n t e s t r i a n g u l a ç S e s d e um 

c o n j u n t o S. Porém, t o d a s a s p o s s í v e i s t r i a n g u l a ç S e s d e S t e m o 

mesmo número d e t r i â n g u l o s e o mesmo número d e l a d o s . S e j a n o 

número d e p o n t o s d e S d a c a s c a c o n ve x a d e S e n^ o número de 

p o n t o s n o i n t e r i o r d e m a n e i r a qu e n = n + n . . E n tã o o número de 

t r i â n gu los é 

n + 2 C n - 13 < 2 n 
b i« 

e o número d e l a d o s é 

n = 2 n + 3Cn - 13 < 3 n 
l b v 
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A t a b e l a 4 . 1 © uma e s t r u t u r a d© d a d os r e p r e s e n t a n d o 

uma m a l h a t r i a n g u l a r p r o p o s t a p o r La w s on . A c o l u n a 1 r e p r e s e n t a o 

número d o t r i â n g u l o qu e e s tá s en d o a v a l i a d o . Cada t r i â n q u l o é 

r e p r e s e n t a d o p o r s e i s números . Como n < 2 n p a r a uma m a l h a 

t r i a n g u l a r d e n p o n t o s te r e m o s um t o t a l d e 13n números p a r a 

r e p r e s e n t a r e s t a m a l h a . 

T a b e l a - 4.1 - E s t r u t u r a d© D a dos R e p r e s e n ta n d o Uma M a l h a 

T r i a n g u l a r B a s ea d a n a F i g u r a 4 . 1 5 . 

T r i â n gu lo 
A v a l i a d o 

T r i â n g u l o s a d j a c e n t e s 
z e r o i n d i c a a r e g i ã o 
e x t e r i o r p a r a a m a l h a 
t r i a n g u l a r 

V é r t i c e s d o t r i â n g u l o a v a l i a d o 
O p r i m e i r o v é r t i c e é o p o n t o d e 
c o n t a t o e n t r e o t r i â n g u l o a v a l i 
l a d o e os t r i â n g u l o s a d j a c e n t e s 

1 2 0 4 5 8 7 
2 5 1 3 5 3 8 
3 6 0 2 3 1 8 

E s t e método tem a p r o p r i e d a d e d e f a z e r a d içS es e 

mudanças n a s l i s t a s d e t r i â n g u l o s mas não a e l im in a ç ã o . Por e s t a 

r a zã o há a n e c e s s i d a d e de a r m a zen a r in fo r ma ções s o b r e os 

t r i â n g u l o s p a r a p o s t e r i o r op er a çã o . Ò método u s a o c r i t é r i o 

m a x - m in d o t r i â n g u l o . 

1ÜÜ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O F P b / B I B L I O T E C A / P R A I  



F i g u r a 4 . 1 5 - Uma Por çã o d o Uma M a lh a T r i a n g u l a r D e s c r i t a 

p e l a E s t r u t u r a d e D ados d a t a b e l a 1 . 

D e s c r i ç ã o d o a l g o r i t m o 

1 — I n i c i a - s e o b t e n d o o p o n t o d e S qu e te m a menor 

c o o r d e n a d a x . O p o n t o P o b t i d o é um p o n t o e x t r e m o de uma c a s c a 

c o n ve x a d e S. A ob ten çã o de P r e q u e r OCnD op e r a ções . 

2 - Os p o n t o s d e S s ã o o r d e n a d o s d e a c o r d o com a o r d em 

c r e s c e n t e d a d i s t â n c i a E u c l i d i a n a a P , D en o te os p o n t o s o r d e n a d o s 

p o r q , q , . . . . q com q = P*. 
izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 n i 

3 - O p r i m e i r o l a d o é o b t i d o c o n e c t a n d o q^ e q^ . O p róx imo 

p o n t o n a s eq ü ên c ia q não c o l i n e a r com q^ e q^ é c o n e c t a d o com q^ 

e q^ p a r a f o r m a r o p r i m e i r o t r i â n g u l o . Se e s t e t e r c e i r o v ó r t i c e 

não f o r q mas a o c o n t r á r i o q com k > 3 , r e r o t u l a m - s e os p o n t o s 
a k 

q^ a t é q^ d e modo qu e q^ p a s s a a s e r q^ e os í n d i cesC xD d os 
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p o n t o s i n t e r m e d i á r i o s pa s s a m a s e r x + 1 . E s s e s p a s s o s a s s e g u r a m 

q u e q . e s t e j a e s t r i t a m e n t e f o r a d a c a s c a c o n ve x a d e < q . . . . , 

q._ > p a r a t o d o J = 4 , 5 , . . . , n . 

S e j a c o c e n t r o d o t r i â n g u l o q^ q^ q^ . S e j a r o r a i o 

d o c í r c u l o c i r c u n s c r i t o . Q u a ndo uma c o o r d e n a d a a n g u l a r f o r 

n e c e s s á r i a p a r a um p o n t o , o â n gu lo s e r á m ed id o n o s e n t i d o 

a n t i - h o r á r i o a o r e d o r d e c C vér ticeD com r a i o r . N o te qu e a 

c o o r d e n a d a a n g u l a r d e q^ & z e r o , e t o d o s os o u t r o s p o n t o s q, 

p a r a i > 1 te m c o o r d e n a d a s a n g u l a r e s e s t r i t a m e n t e e n t r e O e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 n.  

4 - C o n s t r u a uma l i s t a i n i c i a l l i m i t a d a c o n s i s t i n d o de q , 

q^ , q^ , e q^ j u n t o com s u a s c o o r d e n a d a s a n g u l a r e s a s s e g u r a n d o um 

â n g u lo d e 2rr p a r a a s eg u n d a o c o r r ê n c i a d e q^. Em r e l a ç ã o 

a os p o n t o s q f c , k = 4 , . . . , n f a z - s e o s e g u i n t e p a r a c a d a um 

d e i es : 

5 - D e t e r m i n e a c o o r d e n a d a a n g u l a r d e q^ e u s e - a como uma 

c h a ve p a r a p e s q u i s a r um p a r d e p o n t o s d e f r o n t e i r a d a c a s c a 

c o n ve x a qu e não s e j a m c o l i n e a r e s com q f c . I s t o é uma p e s q u i s a 

l i n e a r r e q u e r e n d o uma média d e n / 2 , com n = n n , compa ra ções zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
t k n b 

e s c a l a r e s , on d e n é o número d e p o n t o s d e f r o n t e i r a d a c a s c a 
b 

c o n ve x a d e < q q, >. 
1 k -4 

6 - Ten d o a ch a d o d o i s p o n t o s d e f r o n t e i r a a os q u a i s q^ p od e 

s e r c o n e c t a d o , l i g a - s e q^ a e s s es p o n t o s d e modo a f o r m a r e m um 

n ovo t r i â n g u l o a r m a zen a n d o os p o n t o s e i d e n t i f i c a n d o os l a d o s p a r a 

s e r em t e s t a d o s p a r a p o s s í ve l p e r m u t a d e i d e n t i f i c a ç ã o . Se a 
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d e c i s ã o f o r d e p e r m u t a d o l a d o s , i d e n t i f i q u e os d o i s l a d o s q u o 

te m q em comu m, c o n t r u a d o i s n ovos t r i â n g u l o s l i g a n d o c a d a um 

d e s t e s d o i s l a d o s a um n ovo p o n t o . Q u a ndo não h o u ve r m a i s 

n a d a a r m a zen a d o , t e n t a - s e c o n e c t a r q^ com a l g u m p o n t o d e 

f r o n t e i r a v i z i n h o . Se i s t o f o r p o s s í v e l , en tã o começa - s e 

n o va m en te a tr a n s for ma çã o e t e s t e , i n i c i a n d o com o l a d o 

o p o s t o d e q^ t r a n s f o r m a n d o - o em um n ovo t r i â n g u l o . Q u a ndo 

q não p u d e r s e r c o n e c t a d o com n en h u m d os p o n t o s d e f r o n t e i r a , 
k 

o p r o c e s s a m e n to d e q^ e s ta r á c o m p l e t o . 

A f i g u r a 4 . 1 6 m o s t r a um c o n j u n t o S ' c o n s t i t u í d o d e 2 6 

p o n t o s nu m p l a n o , a s f i g u r a s 4 . 1 6 a l a 4 . 1 6 d m o s t r a m a l g u n s 

p a s s o s d a t r i a n g u l a ç ã o d e L a w s on e, a f i g u r a 4 . 17 é a 

m a l h a t r i a n g u l a r c o n s tr u íd a com o c o n j u n t o S d a f i g u r a 4 . 1 6 . 

10 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ao 

•io 
•to o.o 10 

F i g u r a 4 . 1 6 - C o n j u n t o d e 2 6 p o n t o s C x^ , y. 3 . 
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t o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0.0, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

°10 

e e 

9 " • « e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• q 5 . q ,  

^ q 2 

q\  

e 

w 0.0 • • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F i g u r a 4 . 1 6 - a l 
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 oc

i 5 »q 
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• q% 

q 2 
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e 
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F l a u r a 4. 1 6 - a 2 
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t o i 

0.0 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
• q 5 . q zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•t o i 
•to 0.0 

F i g u r a 4 . 1 6 - b 
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CAPÍTULO V 

ALGORITMOS PARA PROBLEMAS NAO LINEARES CPNLD 

O PNL c a r a c t e r i z a - s e p or não, p o s s u i r um método g e r a l 

d e r e s o l u ç ã o , São m u i t o s os a l g o r i t m o s e q u a s e s emp r e 

v o l t a d o s p a r a p r o b l e m a s e s p e c í f i c o s , e x p l o r a n d o c a r a c t e r í s t i c a s 

d i v e r s a s t a i s como fc c o n t i n u i d a d e , u n i moda l i d a d e , 

d i f e r e n c i a b i 1 i d a d e d e p r i m e i r a o r d em e/ ou d e s eg u n d a o r d em . 

Uma o u t r a c a r a c t e r í s t i c a é a i n e x i s t ê n c i a d e 

c r i t é r i o s a b s o l u t o s p a r a a compa ra çã o e n t r e os v á r i o s 

a l g o r i t m o s e x i s t e n t e s C M a teu s e L u n a 1133 D. O qu e s e f a z é 

com p a r a r a l g u m a s c a r a c t e r í s t i c a s não d e f i n i d a s p r e c i s a m e n t e , 

t a i s como: s i m p l i c i d a d e c o m p u t a c i o n a l , tem p o de máquina 



n e c e s s á r i o p a r a a t i n g i r um p o n t o d e mínimo a ' p a r t i r d e um p o n t o 

i n i c i a l q u a l q u e r , memória n e c e s s á r i a , r a p i d e z d e c o n ve r g ê n c i a , 

s e n s i b i l i d a d e a e r r o s c o m p u t a c i o n a i s . 

N e s te c a p í t u l o a p r e s e n ta m o s um r e s u m o d e uma 

p e s q u i s a b i b l i o g r á f i c a p a r a t e n t a r d a r uma i d é i a g e r a l d e 

p r o b l e m a s d e a p rox ima çã o não l i n e a r . 

S e j a Y : R n •—• R n uma fu n çã o d e 1 v a r i á v e i s r e a i s 

t ^ C i = 1 , . . . , 1D e n p a r â metr os r e a i s x . C j = 1 , 

T T 
. . . . n D , t = C t , . . . • t, 3 e x = C x , . . . » x 3 . S u p on h a qu e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t l 4 • n 

s ã o d a d os m v a r i á v e i s t C i = 1 , . . . » ixO , com m números r e a i s y 
v ' i. 

C i = 1 , • • • • rrO . 

S e j am 

YCx3 = CY C x 3 , Y C xD 3 T C5.1D 
i m 

on d e Y^CxZ) = Y C t ^ x com C i = 1 , rrOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA &  y - [ y^ , y^ , . . . 3 T . 

O p r o b l e m a q u e qu er emos r e s o l v e r é m i n i m i z a r S R • R d a d o 

p o r : *> 

SCxD = I |YCx3 - y | I Cx em R^> 
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on d e s e || || f o r e u c l i d i a n a te r e m o s um p r o b l e m a d e q u a d r a d o s 

mín imos ; s e | | | | f o r n or ma 1^ s e r á um p r o b l e m a d e a p rox ima çã o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1^ e s e r á t r a t a d o n a s eçã o 5. 2 ; s e | | | j f o r n or ma i n f i n i t a 

não s e r a t r a t a d o p o i s n a d a f o i e n c o n t r a d o a r e s p e i t o d e 

a p r ox ima çã o em n or ma i n f i n i t a . Convém, porém, r e s s a l t a r q u e q u a s e 

t u d o o q u e s e r e f e r e a a p rox ima çã o não l i n e a r é em r e l a ç ã o a 

n or m a 2 . 

5 . 1 - Q u a d r a d os Mínimos 

S e j a f : R n • R m d e f i n i d a p or 

fC x3 = YCx3 - y Cx em R n 3 C5. 23 

en tã o 

SCx3 •-- f C x 3 T fC x3 C5. 33 

e u s a n d o a n ota çã o ^ f C x 3 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA âfCip/  joc zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

à SCx3 = 2 E f C x 3 d f Cx3 C l * 1 , . . . . r O . C5. 43 
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Uma con d içã o n e c e s s á r i a p a r a q u e x s e j a um mi n i mo d e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* S é q u ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ÕSCx 3 = 0 C i = 1 n3 

* 
Por c o n s e g u i n t e x s a t i s f a z o s i s t e m a de equ a çB es 

r f C J O Í . Í .C X3 = 0 C i = 1 n3 C5. 53 

j »• J 

O s i s t e m a d e equ a ções C 5 .53 é cha ma do s i s t e m a n o r m a l p a r a o 

p r o b l e m a d e q u a d r a d o s mínimos . A m a t r i z J a c o b i a n a ACx3 d e f , 

fu n çã o d e x , é a m a t r i z m p or n com e l e m e n to s a Cx3 , d a d os p o r 

a C x 3 = 0 f . C x 3 C i = 1 , . . . , m ; j = 1 . . . . . n3 

Em t e r m o s d a m a t r i z J a c o b i a n a , o s i s t e m a d e equ a ções n o r m a l e 

A C x 3 T fC x 3 = O 

Por C5. 43 o g r a d i e n t e FCx3 d e S p a r a x é d a d o p or 

FCx3 = 2 A C x 3 T fC x 3 C5. 63 

P o r t a n t o o s i s t e m a d e equ a ç3es n o r m a l p od e s e r e s c r i t o como: 

FCx3 = O CG. 73 
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Em g o r a i o s i s t o m a d o equ a ções n o r m a l o não 

l i n e a r . A m a i o r i a d os mo t o d o s p a r a r e s o l v e r o p r o b l e m a d os 

q u a d r a d o s mínimos s ã o métodos i t e r a t i v o s p a r a r e s o l v e r C 5 . 7 D . N o te 

que? a s o l u çã o d e C 5 .73 é um p o n t o c r i t i c o d e S mas não é 

n e c e s s a r i a m e n t e um m i n i m o dt> S. Uin método p a r a r e s o l v e r o 

p r o b l e m a d e q u a d r a d o s mínimos p a r a a c h a r uma s o l u ç ã o d e C 5 .73 

p od e o r i g i n a r um p o n t o d e s e l a e a s s i m f a l h a r . 

O p r o b l e m a d e r e s o l u ç ã o d e s i s t e m a s d e equ a ções não 

l i n e a r e s t o m uma c o r t a r e l a ç ã o com o p r o b l e m a d o q u a d r a d o s 

mínimos . S e j a p : R n • R e q u e te m um mínimo g l o b a l n u l o em R, 

e q : R n > R n é d a d o . S e j azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r : R n • R d e f i n i d o p or 

r C x3 = pC qC x3 3 C x em R n 3 

Se o s i s t e m a d e equ a ções qCx3 = 0 t i v e r uma s o l u çã o x en tã o x é 

um mínimo d e r . N o te qu e qCx3 = 0 p od e t e r v á r i a s s o l u ç õ e s , ca d a 

uma d a s q u a i s é um m i n i m o d e r . A s s im a l g u m método p a r a 

o t i m i za ç ã o sem r e s t r i ç õ e s p od e s e r a p l i c a d o p a r a a fu n çã o 

o b j e t i v o r p a r a o b t e r a s o l u çã o d e qCx3 - O. 

t 
A g o r a s e p f o r d e f i n i d o p or 

P C u 3 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I I "I I Cu em Rr<3 C5\ 83 
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on d e I J. I I é a l g u m a n or ma ©m R n en tã o pC u3 > O © pCuO = O 

s e e s om en te s© u = 0. E ntão p d e f i n i d o ©m C5. 83 tom um mínimo 

g l o b a l u = O om R n . Por c o n s e g u i n t e s e x * f o r um z e r o d e q 

e n tS o p od o s e r uma e s t i m a t i v a d o mínimo r d e f i n i d o p or 

r<!x3 = I |qCx3 | | 

em p a r t i c u l a r , s e | J . J | f o r a n or ma E u c l i d i a n a en tã o temos 

r C x3 = q C x 3 T q C x 3 . C 5 . 93 

Se q não t i v e r z e r o s , uma s o l u çã o do p r o b l e m a d e q u a d r a d o s mínimos 

d e qCx3 = 0 a i n d a p od e s e r a ch a d o m i n i m i z a n d o r d e f i n i d o p or 

C5. 93 . 

0 Método de G a u s s - N ew ton 

Se o s i s t e m a de equ a ções n o r m a l C5. 73 f o r não l i n e a r , 

en tã o um método i t e r a t i v o d eve s e r u s a d o p a r a r e s o l v ê - l o . Se 

a m a t r i z J a c o b i a n a B de F f o r c o n h e c i d a , on d e os e l e m e n to s d e B 

s ã o d a d os p or 

b xZ> -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA à F C x3 C i , J = 1 , . . . , n3 C5. ÍGD 



on d o FCx3 é d e f i n i d o p or C5. 6 3 , en tã o o método d e N ew ton 

p a r a a s o l u çã o d o s i s t e m a d e equ a ções não l i n e a r e s p od e s e r 

u s a d o p a r a r e s o l v e r Ç5. 73 s e uma e s t i m a t i v a i n i c i a l x < 0 > d e uma 

s o l u ç ã o x f o r c o n h e c i d a . O método d e N ew ton p a r a r e s o l v e r 

<k> 
C5. 73 c o n s i s t e n a g e r a çã o d a s eq ü ên c ia -Cx > a p a r t i r d e 

x - x - BCxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J FCx ) C k = 0 , l , . . . 3 

P a r a F d e f i n i d a p or C5. 103 temos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d F Cx3 = 2 F <Ô f , C x 3 , a f Cx3 + f C x 3 d y f Cx3> C 5 .113 

C i , j = 1 , n3 

d e modo q u e p a r a c o m p u ta r B Cx < k > 3 é n e c e s s á r i o c o m p u ta r mn zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
B 

CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k > 
d e r i v a d a s p a r c i a i s d e p r i m e i r a o r d em á. f Cx 3 C i = l , . . . , n ; 

1 = 1 , . . . , m3 e mnCn + 13/ 2 d e r i v a d a s p a r c i a i s d e s eg u n d a 

<k> 
o r d em á y . f . C x 3 C i , j = 1 , . . . . n ; 1 = 1 m3. As s 

3 v l 
o método d e N ew ton r e q u e r m a v a l i a ç õ e s d e fu n ções f^. 

a v a l i a ç õ e s d e fu n ções ô . f^, e mnCn + 1 3 / 2 a v a l i a ç õ e s de fu nções ; 

a y f . Se o v a l o r d e SCx 3 f o r z e r o o u m u i t o p eq u en o , en tã o 
j i 1 

p or C5. 3 3 , o v a l o r d e f^Cx 3 C l = 1 m3 é também z e r o ou 

* 
m u i t o p equ en o . A s s i m s e x f o r s u f i c i e n t e m e n t e p róx imo d e x . o 

t e r m o f Cx3 ayf Cx3 em C 5 .113 é d e s p r e z í v e l s e a s s eg u n d a s 
l j i. l 

4» 

d e r i v a d a s p a r c i a i s d e f^ f o r e m l i m i t a d a s . Se SCx 3 f o r m u i t o 

p eq u en o o u f o r i g u a l a z e r o , podemos a p r o x i m a r ÔFCx3 p or 
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m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
â.F^xlzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA * 2 £ ^ T L C x 3 < ^ f^ C x3 C5. 123 

p a r a x s u f i c i e n t e m e n t e p róx imo d e x . 

Se 

y = Y C t ; x * 3 , 

n o c a s o d os q u a d r a d o s mín imos , en tã o fC x * 3 d e f i n i d o p or (15.23 

te m e l e m e n to s q u e s ã o mu i t o p eq u en os p od en d o r e a l m e n t o t e r v a i o r 

z e r o . S e, tambóm, uma e s t i m a t i v a x < 0 > p róxima d e x * f o r c o n h e c i d a , 

en tã o p o d e r i a e s p e r a r q u e o método d e N ew ton com a p r ox ima çã o d e B 

p e l o u s o d e C 5 . 1 2 3 s e j a e f e t i v o . E s s a é a i d é i a d o método de 

G a u s s - N ew ton . M a i o r e s d e t a l h e s s o b r e r e s o l u ç ã o d e p r o b l e m a s d e 

q u a d r a d o s mínimos ve r M a teu s [ 1 3 ] , S t o e r C153 e W olf© C 161 . 

o 

5 . 2 — P r o b l e m a s d e Ap roxima çã o 1^ Nao L i n e a r 

Nós c o n s i d e r a m o s o p r o b l e m a d e min imiza çã o em n or ma 1 . 

E s t e p r o b l e m a ó d e f i n i d o d a s e g u i n t e f o r m a : 

P r o b l e m a I - S e j a m f. R n • R, i = 1 , . . . ,m fu n ções 

c o n t i n u a m e n t e d i f e r e n c i á v e i s . M i n i m i z e 

m 

FCx3 = I | fCx3 | | = E K i . C x : > I • 
i = 1 
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E s t e t i p o d e p r o b l e m a a p a r e c e em uma v a r i e d a d e d o 

á r ea s e n t r e a s q u a i s comu n ica çã o d i g i t a l © t é c n i c a s d e 

a p r o x i maç a o. 

N os s a a ten çã o a q u i e f o c a d a n o p r o b l e m a d e a p rox ima çã o 

1 não l i n e a r q u e p od e s e r e n u n c i a d o como s e s eg u e . 

P r o b l e m a I I - S e j a uma fu n çã o r e a l fCxD d e f i n i d a nu m c o n j u n t o 

d i s c r e t o X = < ! , . . . , x > , qu e d e f i n e uma fu n çã o 

a p rox ima çã o kC A.xD d e a l g u m c o n j u n t o A = < a . . . . . 

a > d e números r e a i s . E n c o n t r a r A qu e m i n i m i z e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Tl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m 

FCA3 = E | fC x 3 - lcCA ,x .D | . 
i = 1 

Se k C A , . 3 f o r uma fu nçã o l i n e a r em A, t e m - s e um p r o b l e m a 

d e a p rox ima çã o 1^ l i n e a r , r e s o l v i d o s a t i s f a t o r i a m e n t e p or 

B a r r o d a l e e R o b e r t s [ 7 3 . As s im» vamos n os r e s t r i n g i r a o c a s o de 

kC A, . 3 s e r não l i n e a r em A. E s t e p r o b l e m a não f o i a i n d a 

r e s o l v i d o s a t i s f a t o r i a m e n t e . N o t e - s e q u e o p r o b l e m a I I é um ca s o 

e s p e c i a l d o p r o b l e m a I . 
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5 . 2 . 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - O a l g o r i t m o de E l - A t t a r e D u t t a 

D es cr evemos um a l g o r i t m o p a r a p r o b l e m a s do m in imiza çã o 

não l i n e a r em n or m a 1^ p r o p o s t o p o r E l - A t t a r e t a l l i C 10J . O 

a l g o r i t m o b á s i c o u s a uma t é c n i c a i t e r a t i v a p a r a m i n i m i z a r uma 

fu n çã o P C X . Í O com v a l o r e s d e c r e s c e n t e s d e £. 

A l g o r i t m o 5 . 2 . 1 

O a l g o r i t m o b á s i c o 

P a s s o 1 - E s c o l h a em R",zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £ > O Cnúmero p equ en o! ) , d e f i n a k = 1 

Pa s s o 2 - M i n i m i z e P C x . ^ D d a d a p e l a equ a çã o 

m 
P C x . * 3 = £ t f 2CxZ> +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £t i i y 2 . c > O 

k v k k 
1 * 1 

Chame a s o l u çã o d e x^ 

P a s s o 3 - C a l c u l e £ = £ /IS on d e L é um número 
k+i k 

p r é - e s p e c i f i c a d o m a io r d o q u e 1 

Pa s s o 4 - Se £ < ot e/ ou s e I I x , - x, I I < ft  on d e a e 
k+1  1 1 k k - t 1 1 1 

s S o números p equ en os p r é— es ta b e l ec id o s d ep en d en d o da 

p r e c i s ã o d e s e j a d a , PARE. C a s o c o n t r á r i o f a ça k : = k+ 1 e 

v o l t e a o p a s s o 2 . 
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P a r a v a l o r e s p eq u en os d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e^, o ' ma l c o n d i c i o n a m e n t o 

d o p r o b l e m a P C X . Í O a u m e n ta , i s t o é , a fu n çã o PC x , * 0 

a i n d a q u e t e o r i c a m e n t e d i f e r e n c i á v e l , t o r n a - s e em a l g u n s c a s o s 

não d i f e r e n c i á v e l n a p r a t i c a . E s t e ma l c o n d i c i o n a m e n t o o c o r r o 

q u a n d o p e l o menos um d os f . ' s f o r p róx imo d o z e r o ou 

i d e n t i c a m e n t e n u l o . Como r e s u l t a d o , a n u n imiza çã o da fu n çã o 

P C x . íO , emp rega um método d e g r a d i e n t e , u t i l i z a n d o um g r a n d e 

número d e a v a l i a ç õ e s de fu n ções . Também, p a r a a l g u n s 

p r o b l e m a s , o a l g o r i t m o , emb or a d i r e c i o n a d o p a r a um p o n t o m u i t o 

p róx imo d o m i n i m o , não c o n v e r g e p a r a o m i n i m o com a p r e c i s ã o 

d e s e j a d a . 

O H e s s i a n o d a fu n çã o o b j e t i v o PCx,£0 é d a d o p o r 

m 

v* P C x , * 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = E < C f. 2 C xD + £l~íy2 [ f CxD v^ f C x i + 7 f C x ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
X. I l i. 

i = * 

7 T f C xD l - Cf 2CxD + £ : 3 ~ 3 ' ' 2 f 2CxD V f CxD V T f Cx5> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V «. I l l 

_2 d + d + d 
on d e v = . 

õx. ày àz 

k 
Ê c l a r o n a ex p r es s ã o a c im a q u e s e p e l o menos um d os 

f * s t o r n a r - s e z e r o p a r a a t e n d e n d o a O, qu e a i n v e r s a d o H e s s i a n o 
i 

t o r n a - s e s i n g u l a r . 

Pode—se p en s a r n e s s a s d i f i c u l d a d e s como a n á loga 

d a s d i f i c u l d a d e s o c o r r i d a s em a l g u n s d os métodos d e fu nçã o 

p e n a l i d a d e p a r a p r o b l e m a s de o t i m i za ç ã o com r e s t r i ç ã o o n d e , p a r a 

um p o n t o ó t im o , a fu n çã o o b j e t i v o e s t e n d i d a não d eve s er 
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n o c e s s a r i a m en te d i f e r e n c i a v o l . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A e s c o l h a d e um v a l o r i n i c i a l a p r o p r i a d o p a r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e 

é r e l a c i o n a d o com o e s c a l a m e n t o d o p r o b l e m a p a r t i c u l a r . Em 

g e r a l , a e x p e r i ê n c i a nu mér ica com o a l g o r i t m o m o s t r a q u e um bom 

v a l o r d e £ é a décima p a r t e d o m a i o r v a l o r a b s o l u t o d os 

f * s o u um décimo da média d os v a l o r e s a b s o l u t o s d ou f ' u , 1 w t o 
v i. 

é , 

£ = - r i - max I f . C x D l C5 . 1 3 ! ) 
t 1 0  1 i o 1 

i 

OU 

m 
£ = -Á E I f . C x D l . C 5 . 14D 

i lO m 1 v o 1 

Em a l g u n s ca s os r a r o s , a d i f e r e n ç a d os v a l o r e s d e 

f , 1 = 1 , . . . » m p od e s e r m u i t o g r a n d e . N e s te c a s o a d i c i o n a m o s 
i 

um v a l o r a p r o p r i a d o £ com t o d o f o u t o d o c o n j u n t o p a r t i c u l a r 

d e f ' s , i s t o ó , a fu n çã o PC x, íO é e s c o l h i d a p a r a s e r 
i 

PCx,cD = r [ f . 2 c x D + £ . ] 1 X 2 

i = i 

on d e 

£ = £ ~ C. 
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© c > O s ã o a s c o n s t a n t e s d e p es o . 

P a r a e v i t a r a l g u m a s d a s d i f i c u l d a d e s q u a n d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e 
k 

t o r n a - s e p r óx imo de z e r o , u s a mos a t é c n i c a d e e x t r a p o l a ç ã o 

d e F i a c c o e M a cC p r mick C c f . E l - A t t a r C l O I D a q u a l p od e s e r 

r e s u m i d a como s eg u e : 

S u p on h a qu e a fu n çã o PCx,í?D f o i m i n i m i z a d a p a r a £>c> . . . O p a r a 

x s x , . . . , x . E n tã o, t o d o x , j =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 , 2 , . . . , k p od e s er zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 2 k j 

e x p r e s s o como um p o l i nômi o em £ i y S d a d o p or 

x . = r a .Cc. D , 
J „ >• J 

on d e os a . ' s s ã o v e t o r e s d e n com p on en te s . A tr a vé s de a l g u m 
i. 

r a c i o c í n i o t e ó r i c o , podemos o b t e r uma e s t i m a t i v a d e x p a r a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
k + í  

x * , s u p o n d o qu e o x mínimo f o i o b t i d o . E s t a e s t i m a t i v a é 
k+1 k 

r e p r e s e n t a d a como 

kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £ ( i - i í / 2 
x , = £ a i - C5 . 1 SD 

k + 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA *" v - 1 . k 
í  - * L 

N o te q u e os a *s s ã o ú n icos e não n e c e s s i t a m s e r 

c a l c u l a d o s e x p l i c i t a m e n t e . P a r a e s t i m a t i v a s l i n e a r e s , i s t o é , 

d a d os d o i s mínimos p r é v i o s , s om en te os p r i m e i r o s d o i s t e r m o s 

a p a r ecem n a ú l t im a equ a çã o. 
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R e s u l t a d o s nu mér icos C c f . E l - A t t a r C 1 0 3 D m o s t r a m qu e 

e s t a a p rox ima çã o é g e r a l m e n t e m a is l e n t a d o qu e um método d o 

g r a d i e n t e u t i l i z a n d o a e x t r a p o l a ç ã o . A t é c n i c a d e e x t r a p o l a ç ã o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d e F i a c c o e M cC or mick C c f . E l - A t t a r [ 103 D a c e l e r a a con ve r g ên c ia . 

A p r e s e n ta m o s uma ve r s ã o m e l h o r a d a d o a l g o r i t m o 

b á s i c o u t i l i z a n d o a t é c n i c a d e e x t r a p o l a ç ã o d e F i a c c o e M cC or m ick . 

A l g o r i t m o d e F i a c c o e M cC or mick 

A l g o r i t m o 5 . 2 . 2 

Pa s s o 1 - E s c o l h a x e R n , o b t e n h azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e como em C5. 13D ou zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
4 * 

C5. 14D , e d e f i n a k = 1 . 

P a s s o 2 - M i n i m i z e P C X . Ê D com x como p o n t o i n i c i a l . D en o to a 
k k 

• * 
s o l u çã o p or x^ . 

P a s s o 3 - C a l c u l e « = £ / L , on d e L é um número p r é - d e f i n i d o 
k+i k 

ma i o r q u e 1 . 

Pa s s o 4 - Se c < a e/ ou \ I x, * - x, * | I < (3, on d e a e (i 
k+4 1 1 k k - 4  1 1 4 

s ã o números p equ en os p r é— d ef in id os d ep en d en d o da 

p r e c i s ã o d e s e j a d a , PARE. 

Pa s s o 5 - S e k = 1 , X - x . Se k > 2 , o b t e n h a uma e s t i m a t i v a 
k+4 k 

x d e x * p e l a t é c n i c a d e e x t r a p o l a ç ã o C con fo r m e 
k + 4 k+4 

C 5 . 1 5 D D . 

Pa s s o 6 - Faça k : = k + 1 e v o l t e p a r a o p a s s o 2 . 
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Uma a p rox ima çã o s i m i l a r a u s a d a p o r A b d e l r n a l ek C c f . 

E l - A t t a r [ 103D p a r a p r o b l e m a s d e a p rox ima çã o 1^ l i n e a r , p od e s e r 

a p l i c a d o a o P r o b l e m a I . S e j a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m 

Z C x , P D = < EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I^CxD | p > 1 / p , p > 1 , 
i. = 1  L 

on d e f C . ) é d e f i n i d o como n o p r o b l e m a I . P a r a p > 1 a s eq u ên c ia zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i 

d e s o l u ções o b t i d a s p e l a m in imiza çã o d a fu n çã o d i f e r e n c i á v e l 

Z C x,pD c o n ve r g i r á p a r a a s o l u çã o 1^ q u a n d o p s e a p r o x i m a d e 1 . 

S u p on h a qu e p a r a t o d o i a s fu n ções f . ' s s ã o l i n e a r e s 

em a l g u ma s d a s v a r i á v e i s x . , J = 1 , 2 , . . . , 1 , e não l i n e a r em 

o u t r a s x.» J = 1 + 1 , . . . , n , e s u p on h a q u e o s e g u i n t e 

p r o c e d i m e n t o ó a p l i c a d o : 

1 - F i x e a s v a r i á v e i s não l i n e a r e s e r e s o l v a o p r o b l e m a 

1^ u s a n d o o a l g o r i t m o d e B a r r o d a l e e R o b e r t s [ 8 3 . 

2 - F i x e a s v a r i á v e i s l i n e a r e s o b t i d a s n o p a s s o 

a n t e r i o r e r e s o l v a o p r o b l e m a não l i n e a r 

u s a n d o o a l g o r i t m o m e l h o r a d o C a l g o r i t m o 5 . 2 . 2 D . 

3 - R e p i t a o p r o c e s s o a t ê o b t e r a con ver g ên c ia . 

R e s u l t a d o s nu mér icos m o s tr a m qu e e s t a a p r ox ima çã o con d u z 

em t o d o s os c a s o s p a r a um mínimo l o c a l . 
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CAPÍTULO V I 

TESTES COM ALGORITMOS IMPLEMENTADOS. 

N e s te c a p í t u l o a p r e s e n ta m o s r e s u l t a d o s nu mér icos 

f o r n e c i d o s p o r a l g u n s a l g o r i t m o s p a r a s o l u çã o d o p r o b l e m a l i n e a r 

em n or ma s 1 e i n f i n i t a . Não a p r e s e n ta m o s n en h u m r e s u l t a d o d e 

a l g o r i t m o qu e u t i l i z a n or ma 1^ p o r q u e os r e s u l t a d o s em n or ma 1^ 

s ã o bem c o n h e c i d o s . «> 

Apos a i n v e s t i g a ç ã o d e a l g o r i t m o s p a r a r e s o l v e r o 

p r o b l e m a l i n e a r c o n s t a t a m o s a e x i s t ê n c i a d e um g r a n d e número de 

a l g o r i t m o s p a r a e s t e f i m . 



Por e s t a r a zã o n os l i m i t a m o s a c i t a r a l g u n s 

ex em p l os e s p e r a n d o qu e e s t e s p os s a m s e r v i r p a r a o r i e n t a r e s t u d o s 

p o s t e r i o r e s . 

Os p r o g r a m a s qu e u s a mos f o r a m b a s ea d os n a q u e l e s 

j á p u b l i c a d o s e q u e f o r a m t r a n s c r i t o s p a r a o F o r t r a n - 6 6 © f o r a m 

t e s t a d o s t a n t o n o com p u ta d o r IB M 4 3 4 1 , c u j o s i s t e m a o p e r a c i o n a l 

é o VM 3 7 0 c o n t r o l a d o r d o OS/VS1 s o b o q u a l r o d a o 

c o m p i l a d o r W ATFIV, n o c o m p u ta d o r IB M 4381 c u j o s i s t e m a 

o p e r a c i o n a l é o VM 3 7 0 u s a n d o CMS s ob o q u a l r o d a o c o m p i l a d o r 

F o r t r a n V s como também, n o m i c r o comp u ta d or . ITAU TEC I - 7 0 0 0 PC xt 

I I com o c o m p i l a d o r F0RTRAN77 d a MICROSOFT ve r s ã o 3 . 3 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6 *1 - O A l g o r i t m o de B a r r o d a l e e R o b e r t s 

O a l g o r i t m o f o i d e s c r i t o n a s eçã o 3 . 3 . 

O a l g o r i t m o é i m p l e m e n ta d o em f o r m a de uma 

s u b r o t i n a p r i n c i p a l : C L 1 . 

A s u b r o t i n a CL1 u s a a m od i f i c a çã o d o método s i m p l e x 

d a p rogra ma çã o l i n e a r p a r a c a l c u l a r uma s o l u çã o 1^ d e um s i s t e m a 

com M equ a ções l i n e a r e s a N i n c ó g n i t a s 

Ax = b 

s u j e i t o a 1 r e s t r i ç õ e s l i n e a r e s d© i g u a l d a d e 



© k r © s t r i ç o © s l i n e a r e s d© d e s i g u a l d a d e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E x < f . 

O a l g o r i t - m o f o i t© s ta d o com os s e g u i n t e s p r o b l e m a s 

P r o b l em a 1 

2 O 1 3 1 

7 4 4 15 7 

Çl 4 7 2 0 6 

2 2 1 5 3 

9 3 2 14 10 

- 4 0 9 9 

4 4 Q 17 - 1 

1 6 2 9 5 

E = 

T7 , 4 , 7 , 4 , 0 , 4 , 9 , 6 3 T 

0 4 5 9 - 1 

3 2 7 1 2 - 2 

3 6 12 21 - 3 

d = [ 5 , 1 , 6 1 T 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAí 6 9 - 3 

6 4 12 4 

f 
T 

= [ 5 . 6 1 
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on d e a s m a t r i z e s A, b , C, d , E e f f o r a m t r a n s f o r m a d a s m 

ú n ica m a t r i z Q: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i m a 

Q 

A b 

C d 

E f 

A s o l u ç ã o o b t i d a f o i 

x = 

O.OOOOOOO 

1 . 6 9 5 6 5 2 0 

O.OOOOOOO 

- O . 1 9 5 6 5 2 1 

O, 0 2 1 7 3 9 0 

com a n or ma d o ^ r r o = 0 . 0 0 2 6 6 5 2 1 6 , on d e a n or ma d o e r r o é 

soma d os v a l o r e s a b s o l u t o s d os r e s í d u o s . 

P r o b l e m a 2 

A = 

1 1 

1 2 

1 3 

1 4 

*1 5 

b = 

2 

2 

3 

4 

3 

c = r 1 6 i 

1 2 5 



d = f 5 ] 

E = t 1 1 3 

f = C 3 3 

A s o l u çã o o b t i d a f o i : 

O. lOOOOOlE+01 
x = 

O . 6 6 6 6 6 6 6 E + 0 0 

com a norma e r r o = 0 0 2 3 3 3 3 3 . 

6 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — O A l g o r i t m o de A b d e l m a l e k 

O a l g o r i t m o d e s e n v o l v i d o p o r N ab íh N. A b d e l m a l e k d a 

D i v i s ã o d e E n g e n h a r i a E l é t r i c a d o C o n s e l h o N a c i o n a l d e Pesqxji 

d o Canadá, O t ta w a [ 1 3 f o i d e s c r i t o n a s eçã o 3 , 2 . 

A imp lemen ta çã o u t i l i z a d u a s s u b r o t i n a s ; L I © PSLV, 

A s u b r o t i n a L I r e s o l v e um s i s t e m a h i p e r d e t e r mi n a d o 

d e equ a ções l i n e a r e s n a n or ma 1 p e l o u s o de um a l g o r i t m o 
i 

k 

s i m p l e x d u a l C v» r s eçã o 3,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 20 p a r a p rogra ma çã o 3 i n ^ a r 

O s i s t e m a t*>m a f o r m a 
Ax = h 
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AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s o l u çã o d e s t e s i s t e m a © um vetor - x d e ta m a n h o 

qu e m i n i m i z a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ir ,  
v = i 

s en d o q u e 

r . é o i - é s im o r e s í d u o e © d a d o p or 

r - a x + a x + . . . + a x - b . 
V \,1 1 1,2 Z i . ,m m i. 

A s u b r o t i n a PSLV © cha ma da p e l a s u b r o t i n a L I 

r e s o l v e o s i s t e m a q u a d r a d o não s i n g u l a r d e equ a ções l i n e a r e s 

Px = b , 

o u o s i s t e m a q u a d r a d o não s i n g u l a r d e equ a ções l i n e a r e s 

P T x = b , 

on d e P e uma m a t r i z t r i a n g u l a r s u p e r i o r , b e x s ã o v e t o r e s , 

A imp lemen ta çã o f o i t e s t a d a com os s e g u i n t e s p r o b l e m a s 

P r o b l e m a 1 

M a t r i z A 

A m a t r i z A © de SOI x 1 com t o d o s os e l em em tos i g u a i s 

1 . 

1 2 7 



V e t o r b 

E l e m e n to s de b 

0 . 0 0 0 0 0 , 

O. 1 0 6 1 8 , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O. 1 8 6 9 8 , 

O , 2 4 5 7 7 , 

O . 2 8 5 7 4 , 

O . 3 0 9 8 8 , 

0 . 3 2 0 9 6 , 

O. 321 4 7 , 

O. 31 3 6 6 , 

O. 29951 , 

O , 2 7 7 2 5 , 

O. 2 5 4 9 0 , 

O, 23081 , 

O. 2X3697, 

O, 1 8 1 1 6 , 

O. 1 5 7 0 2 , 

O. 1 3 4 0 2 , 

O. 1 1 2 5 0 , 

O. 09271 , 

O. 0 7 4 7 6 , 

O. 0 5 8 7 4 , 

O, 0 4 4 6 4 , 

O 0 3 2 4 0 , 

O. 0 2 1 9 5 , 

O, O I 3 1 6 , 

O. 0 0 5 9 2 , 

O, O 0007 , 

-O. 0O 453 , 

•O. 0O 804 , 

•O, O I 0 5 9 , 

-O, O I 2 3 3 , 

-O. O i 3 3 8 , 

-O 01 3 8 7 , 

O. 0 1 9 6 0 , 

O. 12131 , 

O. 1 9 8 2 2 , 

O. 2 5 3 6 6 , 

O, 2 9 0 7 9 , 

O. 3 1 2 5 6 , 

O. 3 2 1 7 1 , 

O. 3 2 0 6 9 . 

O. 31 1 6 9 , 

O. 2 9 6 6 6 , 

O. 2 7 3 6 9 , 

O. 2 5 0 9 8 , 

O . 2 2 6 7 0 , 

O. 20181 , 

O, 1 7 7 0 8 , 

O. 1 5 3 1 0 , 

0 . 1 3 0 3 2 , 

O. 1 0 9 0 8 , 

O. 0 8 9 5 8 , 

O. 0 7 1 9 6 , 

O . 0 5 6 2 6 , 

O. 0 4 2 4 7 , 

O . 0 3 0 5 4 , 

O . 0 2 0 3 7 , 

O. 0 1 1 8 5 , 

O . 0 0 4 8 5 , 

-O, 0 0 0 7 8 , 

-O 0 0 5 1 9 , 

- O , 0 0 5 8 3 , 

- O . OI 0 9 4 , 

-O . 0 1 2 5 5 , 

-O. 0 1 3 5 0 , 

-O. 01 3 9 0 , 

O. 0 3 8 4 2 , 

O. 1 3 5 7 6 , 

O. 2 0 8 8 6 , 

O. 261 0 3 , 

O. 2 9 5 4 1 , 

O. 3 1 4 9 0 , 

O. 3 2 2 1 9 , 

O 3 1 9 6 9 , 

O . 3 0 9 5 6 , 

O , 2 9 3 6 8 , 

O 2 7 0 0 6 , 

O . 2 4 7 0 1 , 

O . 2 2 2 5 7 . 

O. 1 9 7 6 6 , 

O. 17301 , 

O 1.4921 , 

O. 1 2 6 6 7 , 

O. 10571 , 

O. 08651 , 

O. 06921 , 

O . 0 5 3 8 3 , 

O . 0 4 0 3 5 , 

O . 0 2 8 7 2 , 

O. 0 1 8 8 4 1 

O. 0 1 0 5 9 , 

O . 0 0 3 8 2 , 

-O . 0 0 1 6 0 , 

- O . 0 0 5 3 2 , 

- O . 0 0 8 9 9 , 

-O O I 1 2 6 , 

-O OI 2 7 5 , 

- O . OI 3 6 0 , 

-O 0 1 3 9 2 , 

O . 0 5 6 4 7 , 

O, 1 4 9 5 4 , 

O. 2 1 8 9 3 , 

O . 2 6 7 9 2 , 

O. 29961 , 

O. 3 1 6 8 9 , 

O . 3 2 2 3 9 , 

O 3 1 8 4 3 , 

O . 3 0 7 2 7 , 

O. 28741 , 

O 2 6 6 3 6 . 

O. 24301 , 

O. 2 1 8 4 3 , 

O 1 9 3 5 2 , 

O. 1 6 8 9 7 , 

O. 1 4 5 3 5 , 

0. 1 2 3 0 6 , 

O. 1 0 2 3 8 , 

O. 0 8 3 5 0 , 

O. 06651 , 

O 0 5 1 4 5 , 

O . 0 3 8 2 9 , 

O . 0 2 6 9 6 . 

O. 0 1 7 3 5 , 

O . 0 0 9 3 6 , 

O . 0 0 2 8 3 , 

- O . 0 0 2 3 8 , 

- O . 0 0 6 4 2 , 

- O . 0 0 9 4 3 , 

- -0. 0 1 1 5 5 , 

-O 0 1 2 9 3 , 

- O . O I 3 6 9 , 

-O OI 3 9 3 , 

O. 07.377, 

O. 1 6 2 6 6 . 

O . 2 2 8 4 2 , 

O . 2 7 4 3 2 , 

O . 3 0 3 4 2 , 

O. 3 1 8 5 6 , 

O . 3 2 2 3 3 , 

O 3 1 7 0 6 , 

O 3 0 4 8 2 , 

• O. 28411 , 

O , 2 6 2 6 0 , 

O . 2 3 8 9 7 , 

O. 21 4 2 8 , 

O . 1 8 9 3 8 , 

O . 1 6 4 9 6 , 

O, 1 4 1 5 4 , 

O, 1 1 9 5 0 , 

O. 0 9 9 1 0 . 

O . 0 8 0 5 3 , 

O . 0 6 3 8 7 , 

O 0 4 9 1 3 , 

O 0 3 6 2 7 , 

O . 0 2 5 2 4 . 

O, 01593 , 

O . 0 0 8 1 7 , 

O. 001 3 7 , 

- O . 0031 3 . 

- O . 0 0 6 9 8 , 

- O . 0 0 9 8 4 , 

-O. 01 1 8 3 , 

- O . 0 1 3 1 0 . 

- O . 0 1 3 7 6 , 

-O. 01 3 9 3 , 

O . 0 9 0 3 3 , 

O. .1 761 3 , 

O . 2 3 7 3 7 , 

O 2 8 0 2 6 . 

O . 3 0 6 8 4 . 

O. 31991 . 

O.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA .i£:^Oã, 

O 3154F., 

O 3 0 2 2 3 , 

O. 2 8 0 7 2 , 

O 2 5 8 7 3 , 

O . 2 3 4 9 0 , 

O, 2 1 0 1 2 . 

O 1 8 5 2 6 . 

O 1609ft. 

O. 1 3 7 7 6 , 

O. 1 1 5 9 8 , 

O . 0 9 5 8 8 . 

O 0 7 7 6 2 , 

O. 0 6 1 2 8 , 

O , 0 4 6 8 5 , 

O. 03431 , 

O 0 2 3 5 7 , 

O 0 1 4 5 2 , 

O . 0 0 7 0 3 , 

O . 0 0 0 9 6 , 

- O . 0 0 3 8 ^ . 

-O 0 0 7 5 3 . 

- 0. 01 0 2 3 , 

-O 01 2'">&. 

-O . 01 3 2 5 . 

—O OI 3 8 2 . 

-O 01 .392, 



- 0 . 0 1 3 8 9 , - 0 . 0 1 3 8 6 

V e to r s o l u çã o 

XC I3 = [ O. O 3 

Número d e i t- er a ções 

ITE R = 1 

Norma d o e r r ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 2 6 . 5 2 0 0 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o nde a n or ma d o e r r o e a soma d os v a l o r e s a b s o l u i s s d os r e s íd u o s . 

P r o b l e m a 2 

Mat-r i z A 

d i mensa o d a m a t r i z - 201 p or 2 

on d e a 1— c o l u n a © com p os ta d© l * s e a s eg u n d a c o l u n a com p os ta 

d os s e g u i n t e s e l e m e n to s : 

0. 0 8 , 0. 1 , 0. 1 2 , 0. 1 4 , 0. 1 6 , * 0. 1 8 , 0. 2 , 0. 2 2 , 0. 2 4 , 0. 2 6 , 0, 2 8 , 

0 . 3 , 0 . 3 2 , 0 . 3 4 , 0 . 3 6 , 0. 3 8 , 0. 4 , 0, 4 2 , 0. 4 4 , 0, 4 6 , 0. 4 8 , 0. 5 , 

O. 5 2 , 0. 5 4 , 0. 5 6 , 0. 5 8 , 0. 6 , 0 . 6 2 , 0. 6 4 , 0, 6 6 , 0. 6 8 , 0. 7 , 0, 7 2 , 

O. 7 4 , O. 7 6 , O. 7 8 , 0. 8 , 0. 8 2 , 0. 8 4 , 0, 8 6 , 0. 8 8 , 0, 9 . 0, 9 2 , 0. 9 4 , 

0. 9 6 , 0. 9 8 , 1 . 0 , 1 , 0 2 , 1 , 0 4 , 1 . 0 6 , 1 . 0 8 , 1 . 1 , 1 , 1 2 , 1 . 1 4 , 1 3 6 , 

1 . 1 8 , 1 . 2 , 1 . 2 2 , 1 . 2 4 , 1 . 2 6 , 1 . 2 8 , 1 . 3 , 1 . 3 2 , 1 . 3 4 , 1 . 3 6 , í . 3 8 . 

1 . 4 , 1 . 4 2 , 1 . 4 4 , 1 . 4 6 , 1 . 4 8 , 1 . 5 , 1 , 5 2 , 1 . 5 4 , 1 . 5 6 , 1 . 5 8 , 1 . 6 . 

1 . 6 2 , 1 . 6 4 , 1 . 6 6 , 1 . 6 8 . 1 . 7 . 1 . 7 2 , 1 , 7 4 , 1 . 7 6 , 1 , 7 8 , 1 . 8 , 1 . 8 2 . 

1 . 8 4 , 1 . 8 6 . 1 . 8 8 , 3 . 9 , 1 . 9 2 , 1 . 9 4 , 1 . 8 6 . 1 . 9 8 , 2. 0 . 2. 0 2 , 2. 0 4 . 

2. 0 6 , 2 . 0 8 , 2. 1 , 2. 1 2 , 2 . 1 4 , 2 . 1 6 , 2. 1 8 , 2 . 2 , 2. 2 4 , 2. 2 o . 



2 . 2 8 , 2 . 3 , 2 . 3 2 , 2 . 3 4 , 2 . 3 6 , 2 . 3 8 , 2 . 4 , 2 . 4 2 , 2 . 4 4 , 2 . 4 6 , 2 . 4 8 , 

2 . 5 , 2 . 5 2 , 2 . 5 4 , 2 . 5 6 , 2 . 5 8 , 2 . 6 , 2 . 6 2 , 2 . 6 4 , 2 . 6 6 , 2 . 6 8 , 2 . 7 , 

2 . 7 2 , 2 . 7 4 , 2 . 7 6 , 2 . 7 8 , 2 . 8 , 2 . 8 2 , 2 . 8 4 , 2 . 8 6 , 2 . 8 8 , 2 . 9 , 2 . 9 2 , 

2 . 9 4 , 2 . 9 6 , 2 , 9 8 , 3 . 0 , 3 . 0 2 , 3 . 0 4 , 3 . 0 6 , 3 . 0 8 , 3 . 1 , 3 . 1 2 , 3 . 1 4 , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 . 1 6 , 3 , 1 8 , 3 . 2 , 3 . 2 2 , 3 . 2 4 , 3 . 2 6 , 3 . 2 3 , 3 . 3 , 3 . 3 2 , 3 . 3 4 , 3 . 3 6 , 

3 . 3 8 , 3 . 4 , 3 , 4 2 , 3 . 4 4 , 3 . 4 6 , 3 . 4 8 , 3 . 5 , 3 . 5 2 . 3 . 5 4 , 3 . 5 6 , 3 5 8 , 

3 . 6 , 3 . 6 2 , 3 . 6 4 , 3 . 6 6 , 3 . 6 8 , 3 . 7 , 3 . 7 2 , 3 . 7 4 , 3 . 7 6 , 3 . 7 8 , 3 . 8 , 

3 . 8 2 , 3 . 8 4 , 3 . 8 6 , 3 . 8 8 , 3 . 9 , 3 . 9 2 , 3 . 9 4 , 3 . 9 6 , 3 . 9 8 , 4 . 0 . 

V o te r b 

E l o m o n to s d© b 

0 . 0 0 0 0 0 , 

0 . 1 0 6 1 8 , 

0 . 1 8 6 9 8 , 

0 , 2 4 5 7 7 , 

0 . 2 8 5 7 4 , 

0 . 3 0 9 8 8 , 

0 . 3 2 0 9 6 , 

0 . 3 2 1 4 7 , 

O. 3 1 3 6 6 , 

0 . 29951 , 

0 . 2 8 0 7 2 , 

0 . 2 5 8 7 8 , 

0 . 2 3 4 9 0 , 

0 . 2 1 0 1 2 , 

0. 1 8 5 2 6 . 

0. 1 6 0 9 8 , 

O. 1 3 7 7 6 , 

0 . 1 1 5 9 8 , 

0 . 0 9 5 8 8 , 

0 . 0 7 7 6 2 . 

0. 0 6 1 2 8 , 

O .G 4685 , 

0. 03431 , 

0 . 0 2 3 5 7 . 

0. 0 1 9 6 0 , 

O. 12131 , 

O. 1 9 8 2 2 , 

O , 2 5 3 6 6 , 

O. 2 9 0 7 9 , 

O. 3 1 2 5 6 , 

O, 32171 , 

O . 3 2 0 6 9 , 

O, 3 1 1 6 9 , 

0 , 2 9 6 6 6 , 

O . 2 7 7 2 5 , 

O . 2 5 4 9 0 , 

O . 2 3 0 8 1 , 

O. 2 0 5 9 7 , 

O, 1 8 1 1 6 , 

O, 1 5 7 0 2 , 

O, 1 3 4 0 2 , 

O. 1 1 2 5 0 , 

O. 09271 , 

O . 0 7 4 7 6 , 

O . 0 5 8 7 4 , 

O , 0 4 4 6 4 , 

O . 0 3 2 4 0 , 

O. 0 2 1 9 5 , 

O . 0 3 8 4 2 , 

0. 1 3 5 7 6 , 

O . 2 0 8 8 6 , 

O. 2 6 1 0 3 , 

O. 29541 , 

O. 3 1 4 9 0 , 

O. 3 2 2 1 9 , 

0. 3 1 9 6 9 , 

O . 3 0 9 5 6 , 

O . 2 9 3 6 8 , 

O . 2 7 3 6 9 , 

O . 2 5 0 9 8 , 

O . 2 2 6 7 0 , 

O. 20181 , 

O. 17708,"' 

O. 1 5 3 1 0 , 

O. 1 3 0 3 2 , 

O. 1 0 9 0 8 , 

O . 0 8 9 5 8 , 

O. 071 S 6 , 

O . 0 5 6 2 6 , 

O . 0 4 2 4 7 , 

O . 0 3 0 5 4 , 

0 . 0 2 0 3 7 , 
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O . 0 5 6 4 7 

0. 1 4 9 5 4 

O. 2 1 8 9 3 

O . 2 6 7 9 2 

O. 2 9 9 6 1 

O. 3 1 6 8 9 

O , 3 2 2 3 9 

O. 3 1 8 4 8 

O . 3 0 7 2 7 

O . 29060 

O. 2 7 0 0 6 

O. 2 4 7 0 1 

O . 2 2 2 5 7 

O. 1 9 7 6 6 

O. 17301 

O. 14921 

O. 1 2 6 6 7 

O. 1 0 5 7 1 

O. 08651 

O. 06921 

O . 0 5 3 8 3 

O . 0 4 0 3 5 

O . 0 2 8 7 2 

O. 01 884 

Ô .07377, 

0 . 1 6 2 6 6 , 

O . 2 8 8 4 2 , 

0 . 2 7 4 3 2 , 

O . 3 0 3 4 2 , 

O. 3 1 8 5 6 , 

O . 3 2 2 3 3 , 

O. 3 1 7 0 6 , 

O . 3 0 4 8 2 . 

O . 2 8 7 4 1 . 

O . 2 6 6 3 6 , 

O . 2 4 3 0 1 , 

O. 2 1 8 4 3 , 

O . 1 9 3 5 2 , 

O. 1 6 3 9 7 , 

0 . 1 4 6 3 5 , 

O. 1 2 3 0 6 , 

0 . 1 0 2 3 8 , 

O . 0 8 3 5 0 , 

O. 06651 . 

0. 0 5 1 4 5 , 

O .0382Q , 

O . 0 2 6 9 6 . 

O. 0 1 7 3 5 , 

O .09O 33, 

0. 1751 3 , 

O . 2 3 7 3 7 . 

O . 2 3 0 8 6 , 

O . 3 0 6 8 4 , 

0, 31991 , 

O . 3 2 2 0 2 , 

O. 3 1 5 4 5 , 

O. 3 0 2 2 3 , 

O 2 8 4 1 1 , 

O . 2 6 2 6 0 , 

O . 2 3 8 9 7 , 

O. 2 1 4 2 8 , 

O 1 8 9 3 8 , 

O. 1 6 4 9 6 . 

O, 1 4154- , 

O. 11 9 5 0 . 

O. 0 9 9 1 0 , 

O . 0 8 0 5 3 , 

O. 0 6 3 8 7 , 

O. 0491 3 . 

O. G-~^6cjT , 

O . 0 2 ^ 2 4 . 

O. 01591 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r 



0 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 1 4 5 2 , O. 0 1 3 1 6 , 0 . 0 1 1 8 5 , 0 . 0 1 0 5 9 , 0 . 0 0 9 3 6 , 0 . 0 0 8 1 7 , 

0 . 0 0 7 0 3 , 0 . 0 0 5 9 2 , 0. 0 0 4 8 5 , 0 . 0 0 3 8 2 , 0 . 0 0 2 8 3 , 0. 0 0 1 8 7 . 

0 . 0 0 0 9 5 , 0 . 0 0 0 0 7 , - 0 . 0 0 0 7 8 , - 0 . 0 0 1 6 0 , - 0 . 0 0 2 3 8 , - 0 . 0 0 3 1 3 , 

- 0 . 0 0 3 3 5 , - 0 . 0 0 4 5 3 , - 0 . 0 0 5 1 9 , - 0 . 0 0 5 8 2 , - 0 . 0 0 6 4 2 , - 0 . 0069S"<, 

- 0 . 0 0 7 5 3 , - 0 . 0 0 8 0 4 , - 0 . 0 0 5 8 3 , - o. 0 0 8 9 9 , - 0 . 0 0 9 4 3 , -O. OOC^4. 

- 0 . 0 1 0 2 3 , - 0. 01059, - o. 0 1 0 9 4 , - o. 0 1 1 2 6 , - 0 . 0 1 1 5 5 , - 0 . 0 1 1 8 3 , 

- 0 . 0 1 2 0 9 , - O . 0 1 2 3 3 , - 0 . 0 1 2 5 5 , - o. 01 275.. - 0 . 0 1 2 9 3 , - 0 1 3 1 0 , 

- 0 . 0 1 3 2 5 , - 0 . 0 1 3 3 8 , - 0 . 0 1 3 5 0 , - 0 . 0 1 3 6 0 , - 0 . 0 1 3 6 9 , - 0. 01376. 

- 0 . 0.1332, -O . 0 1 3 8 7 , - 0 . 0 1 3 9 0 , - 0 . 0 1 3 9 2 , - 0 . 0 1 3 9 3 , - 0 . 0 1 3 9 3 , 

- 0 . 0 1 3 9 2 , - 0 . 0 1 3 8 9 , - 0 . 0 1 3 8 6 . 

V e to r s o l u çã o 

X C I J = 

O. O 

-O. 0 0 3 4 7 

Número d e i t e r a ç õ e s 

ITE R = 2 

Norma d o e r r ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 2 7 . 0 4 2 5 0 , 

6 . 3 - O A l g o r i t m o de D u r i s 

k 

E s t e a l g o r i t m o f o i d e s e n v o l v i d o p or C h a r l e s S. D u r i s 

da U n i ver *>i d a d e de Dr e x e l , Ph i 1 ad©l p h i a C 91 © f o i d e s c r i t o na 

s eçã o 3. 5. 

A imp lementa çã o © f e i t a em d u a s s u b r o t i n a s 

p r i n c i p a i s ; fx^SI NT e E>OSSMO. 

1 3 1 



AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s u b r o t i n a EXIST NT c o n s t r ó i a. fu n çã o d o s p u n © 

cú b ico d i s c r e t o s o b r e o i n t e r v a l o C T , T 1 qu© i n t e r p o l a o d a d o 

C T^ ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA bp p a r a j = 1 , 2 , n , © s a t i s f a z uma d a s t r ê s con d ições 

•dos p o n t o s f i n a i s a p r e s e n t a d a s n a s eçã o 3 . 5 . 1 . 

A s u b r o t i n a CCSSMO c o n s tr ó i a fu n çã o S C O qu© a p r o x i m a 

os d a d os C T, , b . ) p a r a i = 1 , 2 , . . . , n d© modo qu© 

n m - 1 

«TCfCtIO = p V W .CfCr D - b . ] 2 + £ [ 7 A f C t D l * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
. v v i i 
V = 1 \ = 1 

© m i n i m i z a d o p or fC tD = S C tD . Est© SC tO v o l t a ' a s©r um s p l in © 

cú b ico n a t u r a l C7 A S C T ) = 7 A S Í T 3 = O ) . Os W ' s s ã o p es os 

p o s i t i v o s e s p e c i f i c a n d o a im p or tâ n c ia r e l a t i v a d os d a d o s , © p > O 

é um p a r â metr o qu© p e r m i t e o a l g o r i t m o s© c o m p o r t a r como de 

a p rox ima çã o ou d© i n t e r p o l a ç ã o conform© p s © ja p eq u en o ou 

g r a n d e C p a r a pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —*• O, tend© a a p r o x i m a r a d e r i v a d a s e g u n d a } . 

A imp lemen ta çã o f o i t e s t a d a com o s e g u i n t e p r o b l e m a : 

APROXT MAÇSO 

S e j a 

SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  b + c C t - T ~> *  x C t - T !> 2 + d.C t - T D* C7 .2 D 
V I, V V Í »• V \. 

a fu n çã o s p l i n e d e f i n i d a em LT . r 1. 



D a d o s o s v a l o r e s d © b C o s v a l o r e s d a f u n ç ã o b d e f i n i d a 

n o i n t © r v a l ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C T , T ] a s © r a p r o x i m a d a ? , d © T C O S n o d o s ? , d © 
t n i 

W ^ C os p e s o s ? , o n ú m e r o d © p o n t o s C n ? , h C t a m a n h o d o p a s s o ? © zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p C p a r â m e t r o d © a p r o x i m a ç ã o d © s © j a d a ? , a s u b r o t i n a d © s u a v i z a c ã o 

c a l c u l a o s v a l o r e s s u a v i z a d o s d © b © o s c o e f i c i e n t e s c , 

X. e d . , p a r a s e r e m s u b s t i t u í d o s n a e q u a ç ã o 7 . 1 o n d © : 

C 2 x + x •> 

x = x - c x - d x p a r a 1 < i < n - 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
x, v i. <,*•* v \*Z 

X 
n 

X = 
b 

d 

P r o b l e m a 1 

D A D O S D E E N T R A D A 

n = 7 , h = O . 1 © 

k 

i T b W. 
v i »• 

1 0 . 5 1 . 0 2 . O 

2 O . 7 O . 5 2 . 5 

3 1 . 0 2 . O 1 . 0 

4 1 . 5 2 . 5 1 . 5 

5 2 . 1 2 . 0 2 . 0 

6 2 . 5 1 . 0 2 . 0 

7 3 . 0 0 . 1 2 . O 

C x . x ? 
v 

C 3 h ? 
v 

d = d = 
O n 

1 3 3 



T E G T E 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P = 1 

i b c .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X . d 

1 1 . 0 0 4 5 7 5 - 2 . 3 9 5 4 5 4 0 . 0 - 1 . 5 2 4 9 3 8 

2 0 . 5 1 3 2 8 4 3 5 . 5 7 5 9 8 7 0 . 9 2 4 9 6 2 8 - 7 . 0 6 0 0 5 7 

3 1 . 9 1 3 1 1 3 3 . 0 2 8 4 0 9 - 7 . 2 6 9 0 1 4 7 . 4 2 1 0 3 4 

4 2 . 5 3 7 6 9 3 - 2 . 5 1 8 9 0 1 3 . 8 6 2 5 3 7 - 2 . 0 0 2 2 6 2 

5 1 . 0 8 4 3 7 7 - 3 . 0 3 2 6 1 9 0 . 2 5 8 4 6 2 0 3 . 2 0 5 3 3 7 

6 1 . 0 1 7 8 2 5 - 3 . 2 2 0 3 5 6 4 . 1 0 4 8 6 3 - 2 . 7 3 6 5 7 5 

T E S T E 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p - 1 0 0 

i b e x d 

1 O . 9 7 9 2 7 0 8 - 2 9 . P 3 9 4 4 9 O . O 6 9 0 . 9 7 4 4 8 

2 0 . 5 2 8 1 6 7 1 - 7 6 . 1 6 6 3 4 4 1 4 . 5 8 4 7 - 4 8 2 . 6 5 6 0 

3 1 . 9 5 9 1 6 1 - 3 8 . 4 8 2 9 4 - 1 9 . 8 0 5 9 2 1 9 7 . 9 8 2 6 

4 2 . 5 1 4 0 2 9 - 1 1 2 . 1 7 6 8 2 7 7 1 6 8 0 - 1 5 2 . 7 4 7 4 

5 1 . 9 9 4 9 7 5 - 5 . 7 3 9 4 3 4 2 . 2 2 2 2 7 9 1 4 . 7 2 6 1 7 

6 1 . 0 0 0 8 3 9 - 8 . 4 3 3 7 0 0 1 9 . 8 9 3 6 8 - 1 3 . 2 6 2 4 5 



T E S T E 3 

p = 1 0 0 0 0 

i b . c x d 
V ». VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i . 

1 O . 9 9 9 9 9 6 6 - 2 . 9 5 8 6 7 3 0 . 0 1 1 . 4 6 8 3 3 

2 0 . 5 0 0 0 0 8 3 5 . 0 2 1 1 9 7 6 . 8 8 0 9 9 7 - 2 3 . 1 7 3 2 5 

3 1 . 9 9 9 9 8 0 5 . 6 5 3 8 2 9 - 1 3 . 9 7 4 9 4 9 . 3 3 4 7 3 6 

4 2 . 5 0 0 0 0 3 - 0 8 4 4 1 9 7 3 0 . 0 2 7 1 6 7 1 1 - 1 . 5 1 1 2 4 3 

5 2 . 0 0 0 0 0 0 - 2 . 5 1 7 0 3 0 - O . 0 0 0 0 3 5 2 7 0 . 1 0 6 5 1 7 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6 1 . 0 0 0 8 0 0 - 1 . 8 4 2 5 9 4 0 . 1 2 7 7 8 5 6 - 8 . 5 1 9 0 3 6 

P r o b l » m a 2 

D A D O SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA DE E N T R A D A 

n •- 7 , h = O , 1 «=> 

T b W. 
I . |. V 

1 1 0 . O 0 . 4 2 2 . O 

2 1 0 . 2 .. O 4 8 2 . 5 

3 1 0 . 4 0 . 5 1 l . O 

4 1 0 6 O . 5 2 1 . 5 

5 1 0 . 8 O . 5 3 2 . O 

6 1 1 . 0 O . 5FS 2 . O 

7 1 1 . 2 0 . 5 8 2 . O 



T E S T E 1 

P = 1 

i b e x d 
V V V V 

1 O , 4 2 2 0 5 8 7 0 . 2 9 8 5 9 4 6 0 . O - O , 6 8 6 2 3 2 2 

2 0 . 4 7 6 2 8 7 7 0 . 2 3 7 6 8 3 4 - 0 . 4 1 1 7 3 8 9 O . 8 6 0 5 5 9 3 

3 0 . 5 1 4 2 3 9 3 O . 0 1 6 8 2 9 5 0 . 1 0 4 5 9 6 1 0 . 1 5 4 0 1 8 6 

4 0 . 5 2 3 0 2 1 0 . 0 0 2 0 9 2 6 0 . 1 9 7 0 0 7 7 - 0 . ^ 0 1 2 9 4 5 

5 0 . 5 2 6 5 0 9 7 0 . 1 4 0 4 8 9 8 - 0 . 1 6 3 7 6 8 7 0 . 5 6 2 1 3 3 7 

6 O, 5 5 2 5 5 4 0 0 . 1 0 9 7 5 7 8 O, J 7 3 5 1 1 2 - O . 2 8 9 1 3 5 6 

T E S T E 2 

p = 1 0 0 

i b c x d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
\. i- t 

1 0 . 4 2 0 1 0 2 9 0 . 4 3 8 6 2 1 6 0 . 0 - O . 0 3 4 3 1 3 2 

2 O . 4 8 0 3 7 6 6 O . O l 3 1 4 7 7 - O . 0 2 5 8 7 \ Q - O . O O l 9 1 2 3 

3 0 . 5 0 7 9 9 2 7 0 . 0 2 1 8 9 9 2 •O. O O l 3 5 3 0 . 0 0 1 4 3 3 1 

4 0 . 5 1 9 3 2 2 0 - 0 . 2 0 3 0 6 8 1 - 0 . 0 4 9 3 3 5 o . 0 0 3 1 2 8 2 

5 0 . 5 3 1 6 2 5 7 - 0 . 0 1 7 6 2 4 0 O . O O l 3 8 3 - O . 0 0 2 2 9 0 8 

6 0 . 5 4 9 3 1 7 3 0 . 1 4 1 2 4 5 1 0 , 0 9 1 0 9 3 - O . 1 5 1 8 2 2 8 

1 3 b 



T E S T E 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p = l O O O O 

i b c X d 

1 0 . 4 1 9 9 9 9 9 O. i 2 9 3 2 0 5 0 0 . 0 0 . 1 5 9 9 1 3 9 

2 0 . 4 8 0 . 1 5 0 9 3 1 4 0 . 1 0 1 9 4 8 - 0 . 5 3 3 1 3 5 7 

3 O. 5 0 9 9 9 9 9 0 . 0 6 9 1 7 2 1 - 0 . 2 1 7 9 3 2 9 O . 6 1 0 4 8 8 R 

4 0 . 5 2 0 . 0 3 0 3 1 4 5 0 . 1 4 8 3 6 1 7 - 0 . 2 4 9 7 3 2 4 

5 0 . 5 2 9 9 9 9 9 - 0 . 0 9 5 8 2 3 4 - 0 . 0 0 1 4 7 7 5 0 . 1 1 1 8 3 2 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6 0 . 5 5 0 . 1 4 1 2 4 9 8 0 . 0 6 5 6 2 2 0 - 0 . 1 0 9 3 7 0 2 

T E S T E 4 

p = ÍO O O O O 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

O . 4 2 

O . 4 8 

O . 5 1 

O . 5 2 

O . 5 3 

O . 5 5 

O . 3 2 9 6 8 9 5 

O . 2 3 2 3 5 1 5 

O. 0 9 2 7 2 1 4 

O . 0 2 7 0 6 4 3 

O . 0 5 8 1 0 8 5 

O . 1 3 2 1 7 5 5 

O . O 

- O . 4 4 5 3 4 3 1 

- O . 3 4 4 5 8 3 6 

O . 0 4 8 3 4 3 9 

O . 2 4 7 3 4 6 9 

O . 1 3 3 6 8 3 6 

- O . 7 4 2 2 3 9 2 

O . 1 6 7 9 3 2 6 

O . 6 5 4 8 7 6 8 

O. 3 3 1 6 7 2 0 

- 0 . 1 8 9 4 3 9 0 

- O . 2 2 2 8 0 6 3 

N e s t e p r o b l e m a , p o d e m o s v e r i f i c a r q u e , q u a n d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p 

"V . 

o b t e m o s o v a l o r d e b e x a t a m e n t e i q u a l a o v a l o r d e b . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V i 

1 0 0 0 0 0 . 
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P r o b l e m a 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

DADOS DE ENTRADA 

n = 1 0 , h = 0 , 1 e 

i T 
i 

b 
i 

w 

1 1 0 . 0 2 9 . 1 1 0 

2 2 0 . 0 2 3 . 4 1 0 

3 3 0 . O 1 4 . 9 1 o 

4 4 0 . 0 4 . 3 1 0 

5 5 0 . 0 - 7 . 4 1 0 

6 6 0 . 0 - 2 8 . 5 1 o 

7 7 0 . 0 - 3 6 . 0 1 0 

8 8 0 . O - 2 . 3 1 0 

9 9 0 . 0 2 9 . 1 1 0 

1 0 1 0 0 . 0 6 2 . 6 1 0 

T E S T E 1 

i b c X d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i . «. V 

1 2 9 . 1 - 0 5 1 3 2 3 6 8 O . O - 0 . 0 0 0 5 6 7 6 

2 2 3 . 4 - 0 . 6 8 3 5 3 8 5 - 0 . 0 1 7 0 2 9 2 2 0 . 0 0 0 0 3 8 3 

3 1 4 . 8 9 9 9 9 - O . 0 1 O I 2 6 4 - O O I 5 3 8 0 0 9 O O O lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \  .1 4 4 

4 4 . 3 0 0 0 2 8 - 0 . 9 9 5 8 5 4 6 0 . 0 1 7 5 5 3 6 8 - 0 . 0 0 3 4 9 6 8 

5 - 7 . 4 0 0 0 4 9 - 0 . 0 1 6 9 3 9 3 - 0 . 0 8 7 3 5 3 2 7 O. 0 0 4 5 7 4 6 

6 - 2 8 . 5 0 0 0 2 - 0 . 0 2 0 6 8 6 3 O . 0 4 9 8 8 6 6 0 O . 0 0 8 1 9 7 8 

7 - 3 5 . 9 9 9 8 9 0 . 0 1 3 8 8 6 2 0 . 0 2 9 5 8 2 0 8 - O . 0 0 9 7 6 f t 4 

8 - 2 . 3 0 0 0 5 6 O 0 3 1 5 5 1 2 O . 0 0 2 7 6 7 6 4 - 0 . 0 0 0 4 2 7 9 

9 2 9 . 1 O . 0 3 4 1 7 1 4 - O . 0 1 0 0 7 1 3 9 O . 0 0 0 3 3 5 7 



T E S T E 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = 1 0 0 

i b . c . x . d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
* V V V 

1 2 9 . 1 - 0 . 5 1 3 2 3 6 0 0 . 0 - 0 . 0 0 0 5 6 7 6 

2 2 3 . 4 - 0 . 6 8 3 5 3 7 4 - 0 . 0 1 7 0 2 9 2 0 0 . 0 0 0 0 3 8 2 

3 1 4 . 8 9 9 9 9 - 0 . O l 0 1 2 6 4 - O . O l 5 8 8 0 3 6 O . 0 0 1 1 1 4 5 

4 4 . 3 0 0 0 0 1 - 0 . 9 9 5 8 5 1 9 0 . 0 1 7 5 5 4 7 5 - 0 . 0 0 3 4 9 6 9 

5 - 7 . 4 0 0 0 0 1 - 0 . 0 1 6 9 3 9 2 - 0 . 0 8 7 3 5 3 9 5 O . 0 0 4 5 7 4 6 

6 - 2 8 . 5 - 0 . 0 2 0 6 8 6 4 0 . 0 4 9 8 8 5 3 9 0 , 0 0 8 . 1 9 7 9 

7 - 3 6 . 0 0 . 0 1 3 8 8 6 1 0 . 0 2 9 5 8 2 3 2 - 0 . 0 0 9 7 6 8 5 

8 - 2 . 3 0 . 0 3 1 5 5 1 2 0 . 0 0 2 7 6 7 6 6 - 0 . 0 0 0 4 2 7 9 

9 2 9 . 1 0 . 0 3 4 1 7 1 4 - 0 , 0 1 0 0 7 1 5 4 0 . 0 O O 3 3 5 7 

T E S T E 3 

p - 1 0 0 0 0 

i b . c . x . d . 
V V V V 

1 2 9 . 1 - 0 . 5 1 3 2 3 6 0 O . 0 - 0 . 0 0 0 5 6 7 6 

2 2 3 . 4 - O . 6 8 3 5 3 7 4 - O . O l 7 0 2 9 2 0 0 . 0 0 0 0 3 8 2 

3 1 4 . 9 - 0 . 0 1 0 1 2 6 4 - 0 . 0 1 5 8 8 0 3 7 0 . 0 0 1 1 1 4 5 

4 4 . 3 - 0 . 9 9 5 8 5 1 9 0 . 0 1 7 5 5 4 7 6 - 0 . 0 0 3 4 9 6 9 

5 - 7 . 4 - 0 . 0 1 6 9 3 9 2 - 0 . 0 8 7 3 5 3 9 5 0 . 0 0 4 5 7 4 6 

6 - 2 8 . 5 -o . 0 2 0 6 8 6 4 O . 0 4 9 8 8 5 3 9 O . 0 0 8 1 9 7 9 

7 - 3 6 . O 0 . 0 1 3 8 8 6 1 O . 0 2 9 5 8 2 3 3 - O . 0 0 9 T 6 8 5 

8 - 2 . 3 0 . 0 3 1 5 5 1 2 O . 0 0 2 7 6 7 6 6 - O . 0 0 0 4 2 7 9 

9 2 9 . 1 0 . 0 3 4 1 7 1 4 - O . 0 1 0 0 7 1 5 4 0 . 0 0 0 3 3 5 7 

1 3 9 



T E S T E 4 

h = 0 . 0 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P » 1 

i b . c . x d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V V V i 

1 2 9 . 1 - O . 5 1 3 2 3 6 5 0 0 - O . 0 0 0 5 6 7 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 2 3 . 4 - O . 6 8 3 5 3 0 4 - 0 . 0 1 7 0 2 9 0 7 0 . 0 0 0 0 3 8 2 

3 1 4 . 9 - 0 . 0 1 0 1 2 6 4 - O . O l 5 8 8 2 7 4 0 . 0 0 1 1 1 4 7 

4 4 . 3 - O . 9 9 5 8 6 8 3 0 . 0 1 7 5 6 0 3 4 - O . 0 0 3 4 9 7 3 

5 - 7 . 4 - 0 . 0 1 6 9 3 8 6 - 0 . 0 8 7 3 6 0 1 8 O . 0 0 4 5 7 4 6 

6 - 2 8 . 5 - 0 . 0 2 0 6 8 6 6 0 . 0 4 9 8 8 0 6 2 0 . 0 0 8 1 9 8 5 

7 - 3 6 . O O . 0 1 3 8 8 5 2 O . 0 2 9 5 8 3 7 8 - O . 0 0 9 7 6 9 0 

8 - 2 . 3 0 . 0 3 1 5 5 1 2 O . 0 O 2 7 6 7 6 4 - O . 0 0 0 4 2 8 0 

O 2 9 . 1 O . 0 3 4 1 7 1 4 - 0 . 0 1 0 0 7 2 4 3 O . 0 0 0 3 3 5 7 

P a r a e s t . © p r o b l e m a , c o m h = O . 1 , o b t e m o s b = b q u a n d o 

p = l O O O O . P o r é m , s e a l t e r a r m o s o v a l o r d © h p a r a 0 . 0 1 , o b t e m o s 

b . = b . q u a n d o p = 1 . 

I N T E R P O L A Ç Ã O 

S e j a 

S = b + c C t - T ? + x C t - T ? 2 + d C t - T ? 3 C 7 . 2 ? 

i  i  i  i  i l l - V 

D a d o o n ú m e r o d e p o n t o s C n ) , h C p a r ã m e t r o d e 

i n t e r p o l a ç ã o d e s e j a d o ? , o t i p o d e c o n d i ç ã o d o s p o n t o s f i n a i s q u e 

s e r á u s a d a C l , I I , I I I ? , o s v a l o r e s d a s c o n d i ç õ e s f i n a i s q u e s e r ã o 

1 4 0 



u s a d a s C S » S ? o n d e : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n 

p a r a c o n d i ç ã o I 

1 C 7 + A 3 S C T ?  

S = 
1 

1 C 7 + A ? S C T ?  

S = 

2 

p a r a o c o n d i ç ã o I I 

1 C V + A? S C T D 

S = 

2 h 2 

1 C 7 + A 3 S C T ! zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
S = 

h 2 

p a r a a c o n d i ç ã o I I I 

4 - C ' V + ÙD S C T ?  = C 7 + A? S C T 5 , 
2 l e : n 

o s v a l o r e s d e b . C o s v a l o r e s d a * f u n ç ã o b n o i n t e r v a l o C T , T 3 a 
v . 1 r> 

s e r i n t e r p o l a d a ? e o s T . C O S n o d o s ? „ a s u b r o t i n a c a l c u l a o s 

c o e f i c i e n t e s c , x e d q u e s e r ã o s u b s t i t u i d o s n a e q u a ç ã o 7 . 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i . v v 

o n d e : 

c . = c . + x . h - d . h 2 , 
V V <• V 

x = x - c x - d x . p a r a 1 < i < n - 1 e 
v v v v + i v v+2 

1 4 1 



X 
n 

X = 
n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d = — » 4 C x - x ) 
n o h . v + i v 

O v a l o r d © b p e r m a n e c e o m e s m o . 

P R O B L E M A 1 

D A D O S D E E N T R A D A 

n = 6 , h = O . 1 , S = 2 0 0 0 . O O l , S = O . 0 2 e 
1 n 

b 

1 O . 5 1 . O 

2 0 . 7 0 . 5 

3 1 . 0 2 . 0 

4 1 . 5 2 . 5 

5 2 . 1 2 . 0 

6 2 . 5 1 . 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 4 2 



T E S T E 1 

TT.PO D E C O N D I C A O = I 

izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b. c . x . d 
<- ». t V 

1 1 . 0 1 7 3 1 . 8 7 1 - 1 4 0 3 4 . 4 2 2 6 8 1 2 . 7 9 

2 0 . 5 2 6 0 6 . 5 5 7 2 0 5 3 . 2 5 5 1 7 8 7 5 . 1 9 

3 2 . 0 4 3 3 6 . 9 3 0 - 3 6 2 . 6 1 3 5 1 0 7 2 5 . 1 1 

4 2 . 5 5 2 0 2 . 2 8 1 8 3 . 3 0 5 1 3 8 9 3 7 . 5 8 6 

5 2 . 0 3 4 6 6 . 2 4 0 - 3 0 . 4 6 5 0 1 1 3 4 0 6 . 4 0 

T E S T E 2 

T I P O D E C O N D I C A O = 1 1 

i b. c . x d. 
v v i» v 

1 l . O - 1 2 7 . 7 6 1 2 Î O O O . O O O - 1 8 6 8 . 4 7 0 

2 0 . 5 - 1 8 2 . 8 9 1 8 . - 1 2 1 . 0 8 1 7 - 1 2 4 5 . 6 4 6 

3 2 . O - 3 2 1 . 1 5 3 1 - 3 3 . 7 6 9 2 1 - 7 4 7 . 3 8 7 9 

4 2 . 5 - 3 7 6 . 6 1 7 2 - 5 . 1 5 9 6 7 - 6 2 2 . 8 2 2 8 

5 2 . O - 2 5 3 . 0 2 2 3 - 0 . 9 7 4 9 7 - 9 3 4 . 2 3 5 8 

1 4 3 



T E S T EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 

T I P O D E C O N D I Ç Ã O = 1 1 1 

i b . c . X d 
V V V V 

1 1 . 0 - 3 . 8 0 1 7 8 1 - 2 . 1 5 6 0 4 3 4 3 . 3 2 4 7 4 

2 0 . 5 - 3 . 0 4 7 3 2 8 2 3 . 8 3 8 8 1 2 8 . 8 8 3 1 5 

3 2 . 0 - 2 . 2 5 4 4 5 3 - 1 1 . 2 5 7 4 8 1 7 . 3 2 9 9 0 

4 2 . 5 - 4 . 7 3 8 6 7 8 0 . 5 3 1 9 6 2 8 1 4 . 4 4 1 5 7 

5 2 . 0 - 5 . 1 0 3 5 6 1 - 2 . 2 0 4 9 6 6 2 1 . 6 6 2 3 8 

P R O B L E M A 2 

D A D O S D E E N T R A D A 

n = 6 , h = O . 1 , S = 2 0 0 0 . 0 0 1 , S = O . 0 2 o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i T b 
V V 

1 1 0 . 0 0 . 4 2 

2 1 0 . 2 0 . 4 8 

3 1 0 . 4 0 . 5 1 

4 I O . 6 0 . 5 2 

5 1 0 . 8 0 . 5 3 

6 1 1 . O 0 . 5 5 

1 4 4 



T E S T E 1 

T T P O D E C O N D I C A O = I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i b. c X . d 
V VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V V 

1 0 . 4 2 O . 0 5 3 0 6 2 5 O . 0 2 2 7 5 9 3 9 - O . 0 5 2 0 6 2 5 

2 O . 4 8 - O . 0 9 6 9 3 7 6 - O . 8 4 7 8 0 7 9 - O . 0 5 2 0 6 2 5 

3 0 . 5 1 - 0 . 1 9 6 9 3 9 2 - 0 . 1 8 9 0 9 5 1 - 0 . 0 5 2 0 6 2 2 5 

4 0 . 5 2 - O . 1 9 6 9 3 7 8 - 0 . 0 1 7 6 2 9 2 6 - 0 . 0 5 2 0 6 2 5 

5 0 . 5 3 - 0 . 1 4 6 9 3 7 5 0 . 2 9 4 8 7 7 3 - O . 0 5 2 0 6 2 5 

T E S T E 2 

T I P O D E C O N D I Ç S O = 1 1 

i b. c . x d. 
V V V V 

1 0 . 4 2 0 . 3 3 0 3 8 5 1 0 . 0 0 0 5 - 0 . 7 6 2 1 2 0 7 

2 O . 4 8 O . 1 8 0 3 8 4 9 - 0 . 4 5 6 7 7 2 - O . 7 6 2 1 2 0 7 

3 0 . 5 1 O . 0 8 0 3 8 4 6 - 0 . 2 5 9 8 7 3 8 - 0 . 7 6 2 1 1 7 0 

4 O . 5 2 0 . 0 8 0 3 8 4 6 O. 0 1 6 0 0 7 8 - O . 7 6 2 1 2 0 7 

5 0 . 5 3 0 . 1 3 0 3 8 5 1 0 . 1 6 3 8 3 3 2 - 0 . 7 6 2 1 2 0 7 

145 



T E S T E 3 

T I P O D E C O N D I Ç Ã O =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 1 1 

i b. c x d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V V V «. 

1 0 . 4 2 - O . 0 9 0 8 0 4 4 O . 0 3 4 4 8 2 8 - 0 . 0 7 4 7 1 2 8 

2 0 . 4 8 - 0 . 2 4 0 8 0 4 6 - O . 0 1 0 3 4 4 8 - 0 . 0 7 4 7 1 2 8 

3 0 . 5 1 - 0 . 3 4 0 8 0 6 9 - 0 . 2 4 1 3 8 1 1 - 0 . 0 7 4 7 1 2 4 

4 0 . 5 2 - 0 . 3 4 0 8 0 4 8 0 . 4 8 2 7 5 9 2 - 0 . 0 7 4 7 1 2 8 

5 0 . 5 3 - 0 . 9 4 0 8 0 5 2 - 0 . 0 2 6 5 5 1 7 - 0 . 0 7 4 7 1 2 8 

I n t e r p o l a ç ã o p o l i n o m i a l © t e r r í v e l p a r a e s s e s d a d o s , 

p o i s e s t e c o n j u n t o d e d a d o s © d i f i c i l p a r a m o d e l a r 

m a t e m a t i c a m e n t e . 

P R O B L E M A 3 

D A D O S D E E N T R A D A 

n = 6 , h = 0 . 1 , S = 2 0 0 0 . 0 0 1 , S = 0 . 0 2 e 

1 n 

• i T . b 

1 1 0 . 0 2 9 . 1 

2 2 0 . 0 2 3 . 4 

3 3 0 . 0 1 4 . 9 

4 4 0 . O 4 . 3 

5 5 0 . 0 - 7 . 4 

6 6 0 . 0 - 2 8 . 5 

7 7 0 . 0 - 3 6 . 0 
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8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA8 0 . O - 2 . 3 

0 

1 0 

0 0 . O 

1 0 0 . O 

2 0 . 1 

6 2 . 6 

T E S T E 1 

T I P O D E C O N D I Ç Ã O = I 

i b. c. 
V 

X. 
t 

d 

1 * 1 0 . 0 0 . 0 0 0 9 6 8 0 7 - O . 0 8 9 0 2 9 4 4 0 . 0 0 3 1 9 3 2 6 

2 2 0 . 0 - 0 . 2 7 9 0 3 1 8 0 . 0 0 6 7 6 8 4 3 0 . 0 0 3 1 9 3 2 6 

3 3 0 . 0 - 0 . 4 8 9 0 3 1 8 - 0 . 0 2 2 0 5 6 7 5 - 0 . 0 0 3 1 9 3 2 6 

4 4 0 . 0 - 0 . 5 9 9 0 3 1 9 O . 0 1 8 4 6 5 5 3 - 0 . 0 0 3 1 9 3 2 6 

5 5 0 . 0 - 0 . 0 1 5 3 9 0 3 2 - 0 . 0 8 4 8 1 9 8 0 - 0 . 0 0 3 1 9 3 2 6 

6 6 0 . 0 - 0 . 1 7 9 0 3 1 8 0 . 0 3 8 8 3 6 4 1 - O . 0 0 3 1 9 3 2 6 

7 7 0 . 0 0 . 0 3 9 4 0 9 6 8 0 . 3 3 7 4 9 1 7 - 0 . 0 0 3 1 9 3 2 6 

8 8 0 . 0 0 . 0 3 7 1 0 9 6 8 - 0 . 1 5 2 8 8 2 0 - O . 0 0 3 1 9 3 2 6 

9 9 0 . 0 0 . 0 3 9 2 0 9 6 8 0 . 2 0 5 1 2 1 4 - 0 . 0 0 3 1 9 3 2 6 

T I P O D E C O N D I Ç Ã O = 1 1 

i b. c . x d . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V V V V 

1 1 0 . O - O . 5 1 5 9 9 4 0 0 . 0 0 0 5 2 9 4 4 - 0 . 0 0 0 5 9 0 0 6 1 1 

2 2 0 . 0 - 0 . 7 9 5 9 9 3 9 - 0 . 0 1 7 2 0 1 8 3 - 0 . 0 0 0 5 9 0 0 6 1 1 

3 3 0 . O - O . O I 0 0 5 9 9 4 - O . 0 1 5 6 9 0 7 4 - O . 0 0 0 5 9 0 0 6 1 1 

4 4 0 . 0 - 0 . 0 1 1 1 5 9 9 4 0 . 0 1 6 9 6 7 9 3 - 0 . 0 0 0 5 9 0 0 6 1 1 

5 5 0 . O - O . 0 2 0 5 5 9 9 4 - 0 . 0 8 5 1 9 4 5 0 - O . 0 0 0 5 9 0 0 6 1 1 

6 6 0 . 0 - 0 . 6 9 5 9 9 3 9 0 . 0 4 1 8 3 3 0 4 - O . 0 0 O 5 9 O O 6 1 1 

7 7 0 . 0 O . 0 3 4 2 4 0 0 6 0 . 3 2 5 8 7 8 1 - 0 . 0 0 0 5 9 0 0 6 1 1 

1 4 7 



8 

O 

8 0 . O 

9 0 . O 

0 . 0 3 1 9 4 0 0 6 

O . 0 3 4 0 4 0 0 6 

- O . 1 0 9 4 1 7 2 

O . 0 4 2 8 4 9 4 3 

- O . 0 0 0 5 9 0 0 6 1 1 

- O . 0 0 0 5 9 0 0 6 1 1 

T I P O D E C O N D I Ç Ã O = I I I 

i b . 
V 

c . 
V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X 
V 

d 
i 

1 1 0 . 0 - 0 . 6 3 3 4 6 5 3 0 . 0 2 O 8 3 1 5 1 - O . 0 0 1 4 4 8 4 9 9 

2 2 0 . O - 0 . 9 1 3 4 6 5 2 - O . 0 2 2 6 2 3 4 6 - O . 0 0 1 4 4 8 4 9 9 

3 3 0 . 0 - 0 . 0 1 1 2 3 4 6 5 - 0 . 0 1 4 3 3 2 5 0 - 0 . 0 0 1 4 4 8 4 9 9 

4 4 0 . 0 - 0 . 0 1 2 3 3 4 6 5 0 . 0 1 6 9 6 6 7 9 - O . 0 0 1 4 4 8 4 9 9 

5 5 0 . 0 - O . 0 2 1 7 3 4 6 5 - 0 . 0 8 6 5 0 4 1 5 - 0 . O O l 4 4 8 4 9 9 

6 6 0 . 0 - 0 . 8 1 3 4 6 5 2 0 . 0 4 7 0 8 4 6 0 - o . 0 0 1 4 4 8 4 9 9 

7 7 0 . 0 O . 0 3 3 0 6 5 3 5 O . 3 0 6 1 7 S 3 -o . O O l 4 4 8 4 9 9 

8 8 0 . 0 0 . 0 3 0 7 6 5 3 5 - 0 . 0 3 5 8 5 7 8 5 - 0 . 0 0 1 4 4 8 4 9 9 

9 9 0 . 0 - 0 . 0 6 3 4 6 5 1 9 - O . 2 3 1 7 3 2 2 - o . 0 0 1 4 4 8 4 9 9 

A p e s a r d a i n t e r p o l a ç ã o u t i l i z a r o v a l o r e x a t o d e 

b . , a a p r o x i m a ç ã o c o n t i n u a s e n d o m e l h o r d o q u e a 

i n t e r p o l a ç ã o . S e r e p r e s e n t a r m o s g r a f i c a m e n t e a m b o s o s m é t o d o s 

p o d e r e m o s v e r i f i c a r q u e o s p l i n e p o r a p r o x i m a ç ã o s e a p r o x i m a m a i s 

d o g r á f i c o r e a l d o q u e o s p l i n e p o r i n t e r p o l a ç ã o . 

6 . 4 - O A l g o r i t m o d e A k i m a 

E s t e a l g o r i t m o f o i d e s e n v o l v i d o p o r H i r o s h i A k i m a C 5 ] 

d o D e p a r t a m e n t o d e C o m é r c i o d o I n s t i t u t o d e C i ê n c i a s d e 

T e l e c o m u n i c a ç ã o , B o u l d e r d e s c r i t o n a s e ç ã o 4 . 3 . 

148 



OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A l g o r i t m o é i m p l e m e n t a d o e m ' d o i s s u b p r o g r a m a s , 

I D B V T P e I D S F F T q u e i m p l e m e n t a m o m é t o d o d e i n t e r p o l a ç ã o e d e 

a p r o x i m a ç ã o s u a v e d e s u p e r f í c i e s p a r a p o n t o s d i s t r i b u í d o s 

i r r e g u l a r m e n t e . 

O p a c o t e c o n s i s t e d e n o v e s u b p r o g r a m a s , o i t o 

s u b r o t i n a s e u m a f u n ç ã o . D u a s s u b r o t i n a s , I D B V T P e I D S F F T s ã o 

s u b r o t i n a s p r i n c i p a i s d o p a c o t e . A s u b r o t i n a I D B V T P e f e t u a a 

i n t e r p o l a ç ã o b i v a r i á v e l ; e l a e s t i m a o s v a l o r e s d e z p a r a 

p o n t o s e s p e c i f i c a d o s n o p l a n o x - y . A s u b r o t i n a I D S F F T e f e t u a 

u m a a p r o x i m a ç ã o s u a v e d e s u p e r f í c i e ; e l a e s t i m a o s v a l o r e s d e 

z p a r a o s p o n t o s d a m a l h a r e t a n g u l a r e s p e c i f i c a d a n o p l a n o x - y e 

g e r a u m c o n j u n t o c o n t e n d o e s t e s v a l o r e s e s t i m a d o s . 

A s s e i s s u b r o t i n a s r e s t a n t e s 3 ã o s u b r o t i n a s d e 

s u p o r t e c h a m a d a s o u p o r I D B V T P o u I D S F F T o u p o r a m b a s : I D C L D P 

d e t e r m i n a o s p o n t o s q u e s ã o v i z i n h o s a o s p o n t o s d a d o s , I D G R I D 

o r g a n i z a o s p o n t o s d a m a l h a p a r a a j u s t e d e s u p e r f í c i e o r d e n a n d o 

e m o r d e m c r e s c e n t e d o s n ú m e r o s d e t r i â n g u l o s « d o s n ú m e r o s d » 

l a d o s . T D L C T N l o c a l i z a u m p o n t o , i s t o é , d e t e r m i n a a q u e 

t r i â n g u l o u m p o n t o C x , y D p e r t e n c e . I D P D F . V e s t i m a a s d e r i v a d a s 

p e a r e i a i s d e p r i m e i r a e s e g u n d a o r d e n s n o s p o n t o s d a d o s . I D F T I P 

e x e c u t a a i n t e r p o l a ç ã o o u e x t r a p o l a ç ã o n u m p o n t o , i s t o ^ . 

d e t e r m i n a o v a l o r d e z n u m p o n t o . I D T A N G e x e c u t a a t r i a n g u l a ç ã o , 

d i v i d i n d o o p l a n o x - y n u m n ú m e r o d e t r i â n g u l o s d e a c o r d o c o m o s 

p o n t o s d a d o s n o p l a n o , d e t e r m i n a s e g m e n t o s d e r e t a q u e f o r m a m =» 

c a s c a c o n v e x a d o s p o n t o s d a d o s e d e t e r m i n a o s n ú m e r o s d e 

t r i â n g u l o c o r r e s p o n d e n t e s a o n ú m e r o d e l a d o s . A f u n ç ã o I D X G H G 
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d e t e r m i n a s e u m a p e r m u t a d © d o i s t r i â n g u l o s ó n e c e s s á r i a 

n ã o b a s e a d o n o c r i t é r i o â n g u l o m a x - m i n d e L a w s o n . 

E s t e a l g o r i t m o f o i t e s t a d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c o m o s s e g u i n t e s , p r o b l e m a s 

P R O B L E M A 1 

D A D O S D E E N T R A D A 

i x y . 2 

1 1 1 . 1 6 1 . 2 4 2 2 . 1 5 

2 2 4 . 2 0 1 6 . 2 3 2 . 8 3 

3 1 9 . 8 5 I O . 7 2 7 . 9 7 

4 I O . 3 5 4 . 1 1 2 2 . 3 3 

5 1 9 . 3 2 1 . 3 9 1 6 . 8 3 

6 0 . OO 2 0 . 0 0 3 4 . 6 0 

7 2 0 . 8 7 2 0 . 0 0 5 . 7 4 

8 1 9 . 9 9 4 . 6 2 1 4 . 7 2 

9 I O . 2 8 1 5 . 1 6 2 1 . 5 9 

1 0 4 . 5 1 2 0 . 0 0 1 7 . 6 1 

1 1 0 . 0 0 4 . 4 8 6 1 . 7 7 

1 2 1 6 . 7 0 1 9 . 6 5 6 . 3 1 

1 3 6 . 0 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA*> 4 . 5 8 3 5 . 7 4 

1 4 2 5 . OO 1 1 . 8 7 4 . 4 0 

1 5 1 4 . 9 0 3 . 1 2 2 1 . 7 0 

1 6 0 . OO 0 . 0 0 5 8 . 2 0 

1 7 9 . 6 6 2 0 . 0 0 4 , 7 3 

1 8 5 . 2 2 1 4 . 6 6 4 0 . 3 6 

1 9 1 1 . 7 7 1 0 . 4 7 1 3 . 6 2 

2 0 1 5 . 1 0 1 7 1 9 1 2 . 5 7 

2 1 2 5 . 0 0 . 3 . 8 7 8 . 7 4 

2 2 2 5 . 0 0 O. OO 1 2 . OO 

150 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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2 3 1 4 . 5 9 8 . 7 1 1 4 . 8 1 

2 4 1 5 . 2 0 0 . QO 2 1 . 6 0 

2 5 5 . 2 3 1 0 . 7 2 2 6 . 5 0 

2 6 2 . 1 4 1 5 . 0 3 5 3 . 1 0 

2 7 O . 5 1 8 . 3 7 4 9 . 4 3 

2 8 2 5 . 0 0 2 0 . 0 0 0 . 6 0 

2 9 2 1 . 6 7 1 4 . 3 6 5 . 5 2 

3 0 3 . 3 1 0 . 1 3 4 4 . 0 8 

3 1 0 . 0 0 0 . 0 0 5 8 . 2 0 

3 2 5 . 0 0 0 . 0 0 3 9 . 5 5 

3 3 1 0 . 0 0 0 . 0 0 2 6 . 9 0 

3 4 1 5 . 0 0 0 . 0 0 2 1 . 7 1 

3 5 2 0 . 0 0 0 . 0 0 1 7 . 6 8 

3 6 2 5 . 0 0 0 . 0 0 1 2 . 0 0 

3 7 0 . 0 0 5 . 0 0 6 1 . 5 8 

3 8 5 . 0 0 5 . 0 0 3 9 . 3 9 

3 9 1 0 . 0 0 5 . O O 2 2 . 0 4 

4 0 1 5 . 0 0 5 . 0 0 2 1 . 2 9 

4 1 2 0 . 0 0 5 . 0 0 1 4 . 3 6 

4 2 2 5 . O O 5 . 0 0 8 . 0 4 

4 3 0 . 0 0 I O . 0 0 5 9 . 1 8 

4 4 5 . 0 0 1 0 . 0 0 2 7 . 3 9 

4 5 1 0 . 0 0 1 0 . 0 0 1 6 . 7 3 

4 6 1 5 . 0 0 1 0 . 0 0 1 3 . 2 5 

4 7 2 0 . OO 1 0 . O O 8 . 5 9 

4 8 2 5 . 0 0 1 0 . 0 0 5 . 3 6 

4 9 0 . OO 1 5 . O O 5 2 . 8 2 

5 0 5 . 0 0 1 5 . 0 0 4 0 . 2 7 

5 1 1 0 . 0 0 b 1 5 . 0 0 2 2 . 7 6 

5 2 1 5 . 0 0 1 5 . 0 0 1 6 . 6 1 

5 3 2 0 . 0 0 1 5 . 0 0 7 . 4 0 

5 4 2 5 . 0 0 1 5 . 0 0 2 . 8 8 

5 5 0 . 0 0 2 0 . 0 0 3 4 . RO 

5 6 5 . 0 0 2 0 . O O 1 4 . 0 5 

5 7 1 0 . OO 2 0 . 0 0 4 . 1 7 

5 8 1.5. 0 0 2 0 . 0 0 3 . 1 7 

5 9 2 0 . 0 0 2 0 . O O 6 . 3 1 

6 0 2 5 . 0 0 2 0 . 0 0 0 . 6 0 

1 5 1 



R E S U L T A D O S 

i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX . . 
V I N T APRO 

1 0 . 0 0 0 . 0 0 5 8 . 2 0 5 8 . 2 0 

2 5 . 0 0 0 . 0 0 6 1 . 5 8 61 . 5 8 

3 1 0 . 0 0 0 . 0 0 5 9 . 1 8 5 9 . 1 8 

4 1 5 . OO 0 . 0 0 5 2 . 8 2 5 2 . 8 2 

5 2 0 . 0 0 0 . 0 0 3 4 . 6 0 3 4 . 6 0 

6 2 5 . 0 0 O. 0 0 3 9 . 5 5 3 9 . 5 5 

7 0 . 0 0 5 . 0 0 3 9 . 3 9 3 9 . 3 9 

8 5 . OO 5 . 0 0 2 7 . 3 9 2 7 . 3 9 

9 1 0 . 0 0 5 . 0 0 4 0 . 2 7 . 4 0 . 2 7 

I O 1 5 . 0 0 5 . 0 0 1 4 . 0 5 1 4 . 0 5 

11 2 0 . 0 0 5 . 0 0 2 6 . 9 0 2 6 . 9 0 

1 2 2 5 . 0 0 5 . 0 0 2 2 . 0 4 2 2 . 0 4 

1 3 0 . 0 0 1 0 . 0 0 1 6 . 7 8 1 6 . 7 8 

1 4 5 . 0 0 1 0 . OO 2 0 . 7 6 2 0 . 7 6 

1 5 1 0 . 0 0 1 0 . 0 0 4 . 1 2 4 . 1 2 

1 6 1 5 . OO I O . OO 2 1 . 71 2 1 . 71 

1 7 2 0 . 0 0 1 0 . 0 0 2 1 . 2 9 21 . 2 9 

1 8 2 5 . OO 1 0 . OO 1 3 . 2 5 1 3 . 2 5 

1 9 0 . 0 0 1 5 . 0 0 1 6 . 61 1 6 . 61 

2 0 5 . 0 0 1 5 . OO 3 . 1 7 3 . 1 7 

21 1 0 . 0 0 1 5 . 0 0 1 7 . 6 8 1 7 . 6 8 

2 2 1 5 . 0 0 1 5 . 0 0 1 4 . 3 6 1 4 . 3 6 

2 3 2 0 . 0 0 1 5 . 0 0 8 . 5 9 8 . 5 9 

2 4 2 5 . 0 0 1 5 . OO 7 . 4 0 7 . 4 0 

2 5 0 . 0 0 2 0 . 0 0 6 . 31 6 . 31 

2 6 5 . 0 0 2 0 . OO 1 2 . 0 0 1 2 . 0 0 

2 7 1 0 . 0 0 2 0 . 0 0 8 . 0 4 8 . 0 4 

2 8 1 5 . 0 0 2 0 . OO 5 . 3 6 5 . 3 6 

2 9 2 0 . 0 0 2 0 . 0 0 2 . 8 8 2 . 8 8 

3 0 2 5 . OO 2 0 . 0 0 0 . 6 0 O. 6 0 
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P R O B L E M A 2 

D A D O S D E E N T R A D A 

z 

1 O . 0 0 1 . 0 0 - 0 . 5 0 0 0 0 0 

2 0 . 7 0 1 . 7 0 - 1 . 2 8 1 6 6 7 

3 1 . 2 0 2 . 5 0 - 2 . 0 8 6 6 6 7 

4 2 . 0 0 3 . 4 0 4 . 4 4 6 6 6 7 

5 2 . 7 0 4 . 1 0 - 5 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA OYbiüOO 

6 3 . 2 0 4 . 9 0 - 8 . 5 9 1 6 6 6 

7 4 . 0 0 5 . 8 0 - . 1 1 . 4 8 6 6 7 

8 4 . 7 0 6 . 5 0 - 1 3 . 7 6 1 6 7 

9 5 . 2 0 7 . 3 0 - 1 7 . 6 3 1 6 7 

1 0 6 . 0 0 8 . 1 0 - 2 1 . 6 2 0 0 0 

1 1 6. 7 0 8 . 8 0 - 2 4 . 6 4 1 6 7 

1 2 7 . 2 0 9 . 7 0 - 2 9 . 7 6 5 0 0 

1 3 8 . 0 0 1 0 . 6 0 - 3 4 . 8 4 6 6 7 

1 4 8 . 7 0 1 1 . 3 0 - 3 8 . 6 1 5 0 0 

1 5 9 . 2 0 1 2 . 1 0 - 4 4 . 9 9 1 6 6 

1 6 1 0 . 0 0 1 3 . O O - 5 1 . 1 6 6 6 7 

1 7 I O . 7 0 1 3 . 7 0 - 5 5 . 6 8 1 6 7 

1 8 1 1 . 2 0 1 4 . 5 0 - 6 3 . 3 1 1 6 7 

1 9 1 2 . O O 1 5 . 4 0 - 7 0 . 5 8 0 0 0 

2 0 1 2 . 7 0 1 6 . 1 0 - 7 5 . 8 4 1 6 7 

2 1 1 3 . 2 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt. 1 6 . 9 0 - 8 4 . 7 2 5 0 0 

2 2 1 4 . 0 0 1 7 . 8 0 - 9 3 . 0 8 6 6 7 

2 3 1 4 . 7 0 1 8 . 5 0 - 9 9 . 0 9 5 0 0 

2 4 1 5 . 2 0 1 9 . 3 0 - 1 0 . 9 2 3 1 7 

2 5 0 . 0 0 1 . O O - 1 . 8 3 

2 6 2 . 1 0 1 . O O 6 . O O 

2 7 4 . 2 0 1 . 0 0 1 7 . 7 6 

2 8 6 . 3 0 1 . 0 0 4 5 . 2 0 

2 9 8 . 4 0 1 . OO - 1 . 1 4 

3 0 1 0 . 5 0 1 . 0 0 6 . 6 6 



3 1 0 . 0 0 6 . 5 0 2 2 . 6 5 

3 2 2 . 1 0 6 . S O - 4 6 . 8 0 

3 3 4 . 2 0 6 . S O - O . 2 3 

3 4 6 . 3 0 6 . 5 0 8 . 4 5 

3 5 8 . 4 0 6 . 5 0 3 0 . 0 1 

3 6 1 0 . 5 0 6 . 5 0 5 0 . 9 1 

3 7 0 . 0 0 1 2 . 1 0 2 . 0 8 

3 8 2 . 1 0 1 2 . 1 0 9 . 2 1 

3 9 4 . 2 0 1 2 . 1 0 3 1 . 3 3 

4 0 6 . 3 0 1 2 . 1 0 5 2 . 6 1 

4 1 8 . 4 0 1 2 . 1 0 2 . 5 6 

4 2 1 0 . 5 0 1 2 . 1 0 1 2 . 0 8 

4 3 0 . 0 0 1 7 . 8 0 3 6 . 1 6 

4 4 2 . 1 0 1 7 . 8 0 5 6 . 9 6 

4 5 4 . 2 0 1 7 . 8 0 4 . 4 5 

4 6 6 . 3 0 1 7 . 8 0 1 4 . 3 3 

4 7 8 . 4 0 1 7 . 8 0 3 9 . 8 1 

4 8 1 0 . 5 0 1 7 . 8 0 5 8 . 7 4 

R E S U L T A D O S 

i X . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V 

I N T A P R O 

1 0 . O O 1 . 0 0 - O . 5 0 - 0 . 5 0 

2 2 . 1 0 1 . 0 0 3 1 4 . 1 5 3 1 4 . 1 5 

3 4 . 2 0 1 . O © 1 1 2 7 . 7 0 1 1 2 7 . 7 0 

4 6 . 3 0 1 . 0 0 2 3 7 9 . 4 8 2 3 4 9 . 7 8 

5 8 . 4 0 1 . 0 0 5 7 . 0 2 5 7 . 0 2 

6 1 0 . 5 0 1 . 0 0 7 0 . 4 3 7 0 . 4 3 

7 0 . O O 6 . S O 6 1 9 . 6 5 6 1 9 . 6 5 

8 2 . 1 0 6 . 5 0 1 6 9 9 . 8 8 1 6 9 9 . 8 8 

9 4 . 2 0 6 . 5 0 2 3 3 . 9 2 2 3 3 . 9 2 

1 0 6 . 3 0 6 . 5 0 - 1 2 . 4 6 - 1 2 . 4 6 

1 1 8 . 4 0 6 . 5 0 2 7 0 . 8 4 2 7 0 . 8 4 

1 2 1 0 . 5 0 6 . 5 0 1 1 5 6 . 5 1 1 1 5 6 . 5 1 

154 



1 3 0 . 0 0 1 2 . 1 0 4 8 9 . 21 4 8 9 . 21 

1 4 2 . 1 0 1 2 . 1 0 . 8 . 0 5 8 . 0 5 

1 5 4 . 2 0 1 2 . 1 0 6 0 . 11 6 0 . 11 

1 6 6 . 3 0 1 2 . 1 0 7 1 6 . 6 0 7 1 6 . 6 0 

1 7 8 . 4 0 1 2 . 1 0 7 6 8 . 6 4 7 6 6 . 6 4 

1 8 1 0 . 5 0 1 2 . 1 0 8 7 . 0 8 8 7 . 0 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 9 0 . 0 0 1 7 . 8 0 - 3 8 . 9 6 - 3 8 . 9 6 

3 0 2 . 1 0 1 7 . 8 0 3 1 8 . 5 4 3 1 8 . 5 4 

21 4 . 2 0 1 7 . 8 0 1 0 2 1 . 8 5 10 2 1 . 8 5 

2 2 6 . 3 0 1 7 . 8 0 2 2 5 . 21 2 2 5 . 21 

2 3 8 . 4 0 1 7 . 8 0 -3 0 . 7 7 -3 0 . 7 7 

2 4 1 0 . 5 0 1 7 . 8 0 3 8 . 6 6 3 8 . 6 6 

C o m o p o d e m o s v e r i f i c a r n o s t e s t e s a c i m a , o s r e s u l t a d o s 

d a i n t e r p o l a ç ã o e a p r o x i m a ç ã o s ã o i d ê n t i c o s . I s t o o c o r r e p o r q u e o 

m é t o d o o b r i g a a s u p e r f í c i e a p a s s a r p e l o s p o n t o s d a d o s . A l é m 

d i s s o , o a l g o r i t m o d e A k i m a p a r a u m m e s m o C x , y D d a d o n ã o g e r a , 

t a n t o p a r a a a p r o x i m a ç ã o c o m o p a r a a i n t e r p o l a ç ã o , o m e s m o v a l o r 

d e z . O a l g o r i t m o n e c e s s i t a t a m b é m , a l é m d o s v a l o r e s d e x , y e a a 

s e r e m i n t e r p o l a d o s e a p r o x i m a d o s , d o s v a l o r e s d e s a l d a d e x e y . 

E s s e s v a l o r e s s ã o u t i l i z a d o s p a r a g e r a r a m a l h a e p a r a c a l c u l a r o 

v a l o r f i n a l d e z f a z e n d o c o m q u e o v a l o r r e s u l t a n t e d e z , n o s 

p o n t o s d a d o s , s e j a d i f e r e n t e . 

D e s t e m o d o n ã o é p o s s í v e l f a z e r u m a a n a l i s e d o e r r o 

c o m e t i d o . 

1 5 5 



C A P Í T U L O V T I 

C O N C L U S Õ E S E T R A B A L H O S A D I C I O N A I S 

I n i c i a m o s e s t e ú l t i m o c a p i t u l o c o m e n t a n d o s o b r e 

a s d i f i c u l d a d e s e n c o n t r a d a s p a r a a r e a l i z a ç ã o d o t r a b a l h o , e 

a p r e s e n t a m o s s u g e s t S e s d e t ó p i c o s p a r a e s t u d o s p o s t e r i o r e s . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k 

7 . 1 — D i f i c u l d a d e s E n c o n t r a d a s 

A s m a i o r e s d i f i c u l d a d e s e n c o n t r a d a s f o r a m : 

- a e x t e n s ã o d o t ó p i c o q u e i m p l i c o u e m u m i m e n s o 

t r a b a l h o d e s e l e ç ã o d e a l g o r i t m o s r e l e v a n t e s p a r a c o n s t a r d e u m a 

b i b l i o t e c a ; a A C M j a p u b l i c o u 2 5 a l g o r i t m o s , o l i v r o d e L a w s o n & 

H a n s o n C 1 2 1 c o n t é m 1 4 s u b p r o g r a m a s p a r a p r o b l e m a s d e q u a d r a d o s 



m í n i m o s , a b i b l i o t e c a I M S L t e m 1 6 a l g o r i t m o s d e a p r o x i m a ç ã o e 

s u a v i z a ç ã o e o N A G t e m 7 a l g o r i t m o s d e i n t e r p o l a ç ã o e 2 2 d e 

a p r o x i m a ç ã o d e s u p e r f í c i e s e c u r v a s . 

- v a r i e d a d e d e a s s u n t o s e n v o l v i d o s : a l é m d a 

i n t e r p o l a ç ã o e a p r o x i m a ç ã o , p r o g r a m a ç ã o l i n e a r ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o t i m i z a ç ã o 

s e m r e s t r i ç õ e s , p r o g r a m a ç ã o n ã o l i n e a r , e o u t r o s . 

- m u i t o p o u c a r e f e r ê n c i a s o b r e p r o b l e m a s n ã o l i n e a r e s 

e m n o r m a s 1 e i n f i n i t a . 

- P r o b l e m a s n a i m p l e m e n t a ç ã o d o s a l g o r i t m o s p o i s 

o c o m p i l a d o r F O R T R A N d o I B M 4 3 Ô 1 d a U F M S e s t a v a c o m p r o b l e m a s . 

7 . 2 - T r a b a l h o s A d i c i o n a i s 

C o m o o n o s s o t r a b a l h o f o i e m a p r o x i m a ç ã o e m n o r m a s 1 

e m i n f i n i t a p a r a p r o b l e m a l i n e a r s u g e r i m o s o s s e g u i n t t - s 

t e m a s p a r a e s t u d o s p o s t e r i o r e s : 

- O m e s m o t r a b a l h o p a r a p r o b l e m a n ã o l i n e a r ; 
t 

- A p r o x i m a ç ã o a d a p t a t i v a ; 

- A p r o f u n d a m e n t o d e e s t u d o s s o b r e a p r o x i m a ç ã o 

d e s u p e r f í c i e s , c o m p a r a n d o o s d i v e r s o s a l g o r i t m o s 

e x i s t e n t e ü ; 

- A p r o f u n d a m e n t o dt» e s t u d o s s o b r e s p l i n e s . 
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7 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 - C o n c l u s õ e s F i n a i s 

A p e s a r d o n o s s o o b j e t i v o i n i c i a l t e r s i d o o e s t u d o 

d e a p r o x i m a ç ã o , o p t a m o s p o r e s t u d a r t a m b é m a i n t e r p o l a ç ã o p o i s 

n S ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA é p o s s í v e l s e p a r a r u m a s s u n t o d o o u t r o . 

N o n o s s o e s t u d o s o b r e i n t e r p o l a ç ã o e a p r o x i m a ç ã o e 

n o s t e s t e s r e a l i z a d o s n o s a l g o r i t m o s i m p l e m e n t a d o s , p u d e m o s 

c o n s t a t a r q u e a a p r o x i m a ç ã o é m e l h o r d o q u e a i n t e r p o l a ç ã o . D e u m 

m o d o g e r a l , e n o s m é t o d o s e s t u d a d o s n ã o s e p o d e g a r a n t i r a 

p r e c i s ã o d o s r e s u l t a d o s d a i n t e r p o l a ç ã o . 

M a s , i s t o n ã o q u e r d i z e r q u e a i n t e r p o l a ç ã o n ã o 

t e n h a u t i l i d a d e . E m m u i t o s c a s o s a a p r o x i m a ç ã o n ã o p o d e s e r u s a d a 

e q u a n d o u s a d a s e u s r e s u l t a d o s n ã o s ã o b o n s . N o c a s o d e 

a p r o x i m a ç ã o d e s u p e r f í c i e s s u a v e s , o m é t o d o d e A k i m a n ã o f a z a 

s u a v i z a ç ã o d o s d a d o s . E m o u t r a s p a l a v r a s , a s u p e r f í c i e r e s u l t a n t e 

p a s s a p o r t o d o s o s p o n t o s d a d o s . P o r t a n t o o m é t o d o é a p l i c a d o 

s o m e n t e q u a n d o s ã o d a d o s o s v a l o r e s p r e c i s o s d e z C o n d e z é a 

f u n ç ã o a s e r a p r o x i m a d a ! ) o u q u a n d o o s e r r o s s ã o d e s p r e z í v e i s . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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APÊNDICE 

UT ILIZAÇÃO DAS SUBR OT I NAS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M o s t r a m o s n e s t e a p ê n d i c e c o m o u t i l i z a r a s 

s u b r o t i n a s i m p l e m e n t a d a s e a p r e s e n t a m o s u m a b r e v e e x p l i c a ç ã o 

d o q u e c a d a s u b r o t i n a f a z . 



1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - A p r o x i m a ç ã o e i n t e r p o l a ç ã o e m 2 v a r i á v e i s 

INTERPOLAÇÃO 

S U B R O T I N A I D B V T P 

E s t a s u b r o t i n a e f e t u a i n t e r p o l a ç ã o e m 2 v a r i á v e i s q u a n d o 

s ã o d a d o s o s v a l o r e s d a f u n ç ã o Z D e m p o n t o s C X D , Y D D 

i r r e g u l a r m e n t e d i s t r i b u í d o s n o p l a n o X - Y , u s a n d o o m é t o d o d e A k i m a 

[ 5 3 . 

S E Q Ü Ê N C I A D E C H A M A D A 

C A L L I D B V I P C M D . N C P . X D , Y D , Z D , N I P , X I , Y I , Z I . I W K . W I O 

P A R Â M E TR O S 

N A C H A M A D A 

M D - M O D O D E C O M P U TA Ç À O C D E V E S E R 1 , 2 , O U 3 ) 

= 1 P A R A U M N O V O N C P E / O U U M N O V O C O N J U N T O 

C X D . Y D D , 

= 2 P A R A U M V E L H O N C P , V E L H O C O N J U N T O C X D . Y D l ) . 

N O V O C O N J U N T O C X I . Y I 3 , 

= 3 P A R A U M V E L H O N C P . V E L H O C O N J U N T O 

C X D , YDZ) , V E L H O C O N J U N T O C X I , Y I ! > . 
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N Ú ME RO D E P O N TO S D E D A D O S A D I C l O N A I S U S A D O 

P A R A E S T I M A R A S D E R I V A D A S P A R C I A I S E M C A D A 

P O N TO C D E V E S E R M A I O R O U I G U A L A 2 M A S M E N O R 

D O Q U E N D P D . 

N Ú ME RO D E P O N T O S D E D A D O S C D E V E S E R M A I O R O U 

I G U A L A 4 D . 

V E TO R D E D IM E N S Ã O N D P C O N TE N D O A S C O O R D E N A D A S X 

D O S P O N T O S D A D O S . 

V E TO R D E D I M E N S Ã O N D P C O N TE N D O A S C O O R D E N A D A S Y 

D O S P O N T O S D A D O S . 

V E T O R D E D IM E N S Ã O N D P C O N TE N D O O S V A L O R E S D A 

F U N Ç Ã O N O S P O N TO S C X D , Y D D D A D O S C C O O R D E N A D A S 

2 D . 

N Ú ME RO D E P O N TO S E M Q U E A I N T E R P O L A Ç Ã O 

S E R Ã E F E T U A D A C D E V E S E R M A I O R O U I G U A L A 1 D . 

V E T O R D E D IM E N S Ã O N I P C O N TE N D O A S C O O R D E N A D A S X 

D O S P O N TO S D E I N T E R P O L A Ç Ã O . 

V E TO R D E D I M E N S Ã O N I P C O N TE N D O A S C O O R D E N A D A S Y 

D O S P O N T O S D E I N T E R P O L A Ç Ã O . 

V E TO R I N T E I R O D E D IM E N S Ã O M A X O C 3 1 , 2 7 + 

N C P : > * N D P + N I P U S A D O I N T E R N A M E N T E C O M O Á R E A D E 

T R A B A L H O . 

V E TO R R E A L D E D IM E N S Ã O 8 * N D P U S A D O 

I N T E R N A M E N T E C O MO Á R E A D E T R A B A L H O . 



NO RETORNO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 3 - V E TO R D E D IM E N S Ã O N I P C O N TE N D O O S V A L O R E S 

. D E Z I N T E R P O L A D O S . D E C L A R A D O M A S N ÃO 

I N I C l A L I Z A D O . 

SUBR OT I NAS UT I L I Z A DA S 

I D C L D P - E s t a s u b r o t i n a s e l e c i o n a o s p o n t o s q u e 

s ã o v i z i n h o s d o s p o n t o s d a d o s . 

I D L C T N - E s t a s u b r o t i n a l o c a l i z a u m p o n t o , i s t o é , 

d e t e r m i n a a q u e t r i â n g u l o u m d a d o s p o n t o 

C X I I , Y I I D p e r t e n c e . Q u a n d o u m d a d o p o n t o n ã o 

e s t á s i t u a d o n a á r e a d o s d a d o s , e s t a 

s u b r o t i n a d e t e r m i n a o s e g m e n t o d e f r o n t e i r a 

q u a n d o o p o n t o e s t á s i t u a d o n o e x t w r i o r d e 

u m a á r e a r e t a n g u l a r e d o i s s e g m e n t o s q u a n d o 

o p o n t o e s t á s i t u a d o n o e x t e r i o r d e u m a 

á r e a t r i a n g u l a r . 

I D P D R V - E s t a s u b r o t i n a e s t i m a a s d e r i v a d a s p a r c i a i s 

d e p r i m e i r a e s e g u n d a o r d e n s n o s p o n t o s d a d o s . 

I D P T I P - E s t a s u b r o t i n a e x e c u t a a i n t e r p o l a ç ã o 

o u e x t r a p o l a ç ã o n u m p o n t o , i s t o é , d e t e r m i n a o 

v a l o r d e Z n u m p o n t o . 

I D T A N G - - E s t a s u b r o t i n a e x o c u t a a t r i a n g u l a ç ã o . 

D i v i d e o p J a n o X - Y n u m n ú m e r o d e t r i â n g u l o s d e 

a c o r d o c o m o s p o n t o s d a d o s n o p l a n o , d e t e r m i n a 

s e g m e n t o s d e r e t a q u e f o r m a m a c a s c a c o n v e x a 

d o s p o n t o s d a d o s e d e t e r m i n a o s n ú m e r o s d o s 

t r i â n g u l o s c o r r e s p o n d e n t e s a o s l a d o s d o s 

t r i â n g u l o s . N o t é r m i n o , o s n ú m e r o s d e p o n t o s 
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d o s v é r t i c e s d e c a d a t r i a n g u l o s ã o l i s t a d o s n o 

s e n t i d o a n t i - h o r á r i o . . O s n ú m e r o s d e p o n t o 

d o c a d a u m d o s v é r t i c e s d o s l a d o s s ã o 

l i s t a d o s n o s e n t i d o a n t i - h o r á r i o . 

A P R O X I M A Ç Ã O 

S U B R O T I N A I D S F F T 

E s t a s u b r o t i n a e f e t u a a a p r o x i m a ç ã o d e s u p e r f í c i e s 

q u a n d o o s v a l o r e s d a f u n ç ã o s ã o d a d o s e m p o n t o s i r r e g u l a r m e n t e 

d i s t r i b u í d o s n o p l a n o X - Y . 

S E Q U Ê N C I A D E C H A M A D A 

C A L L I D S F F T C M D , N C P , N D P , X D , Y D , Z D , N X I , N Y I , X I , Y I ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ZL , I W K , VrtO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
o 

P A R Â M E TR O S 

N A C H A M A D A 

M D - M O D O D E C O M PU TAÇ ÃO C D E V E S E RzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 , 2 , O U 3 ) 

= 1 P A R A U M N O V O N C P E / O U U M N O V O C O N J U N T O 

C X D , Y D D , 

= 2 P A R A U M V E L H O N C P , V E L H O C O N J U N T O C X D . Y D 3 , 

N O V O C O N J U N T O C X I Y I D , 
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C X D , YD 3 , V E L H O C O N J U N T O C X I . Y I D . 

N Ú ME RO D E P O N T O S A D I C I O N A I S U S A D O P A R A E S T I M A R 

A S D E R I V A D A S P A R C I A I S E M C A D A P O N TO D A D O 

C D E V E S E R M A I O R O U I G U A L A 2 M A S , M E N O R D O Q U E 

N D PD . 

N Ú M E RO D E P O N TO S D A D O S C D E V É S E R M A I O R O U 

I G U A L A 4 0 . 

V E TO R D E D I M E N S Ã O N D P C O N TE N D O A S C O O R D E N D A S X 

D O S P O N T O S D A D O S . 

V E TO R D E D I M E N S Ã O N D P C O N TE N D O A S C O O R D E N A D A S Y 

D O S P O N T O S D A D O S . 

V E T O R D E D IM E N S Ã O N D P C O N TE N D O O S V A L O R E S D A 

F U N Ç Ã O N O S P O N TO S D A D O S C C O O R D E N A D A S Z D . 

N Ú ME RO D E C O O R D E N A D A S X D E S A Í D A . 

C D E V E S E R M A I O R O U I G U A L A I D 

N Ú ME RO D E C O O R D E N A D A S Y D E S A Í D A . 

C D E V E S E R M A I O R O U I G U A L A D 

V E T O R D E D I M E N S Ã O N X I C O N TE N D O A S C O O R D E N A D A S X 

D O S P O N T O S D E S A Í D A . 

V E T O R D E D IM E N S Ã O N Y I C O N TE N D O A S C O O R D E N A D A S Y 

D O S P O N T O S D E S A Í D A . 
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IWKzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - V E T O R I N T E I R O D E D IM E N S Ã O 

M A X O C 3 1 , 2 7 + N C P D « N D P + N I P U S A D O I N T E R N A M E N T E C O M O 

Á R E A D E T R A B A L H O . 

WK - V E T O R I N T E I R O D E D I M E N S Ã O 8 * N D P I N T E R N A M E N T E 

C O M O Á R E A D E T R A B A L H O . 

NO R E TO R N O 

Z I ~ C O N J U N T O B I D I M E N S I O N A L D E D IM E N S Ã O 

C N X I , N Y I 3 C O N TE N D O O S V A L O R E S I N T E R P O L A D O S D E 

Z N O S P O N T O S D E S E J A D O S . 

SUBR OT I NAS 

I D C L D P - E s t a s u b r o t i n a s e l e c i o n a o s p o n t o s q u e s ã o 

v i z i n h o s d o s p o n t o s d a d o s . 

I D P T I P - E s t a s u b r o t i n a e x e c u t a a i n t e r p o l a ç ã o 

o u e x t r a p o l a ç ã o n u m p o n t o , i s t o é , d e t e r m i n a o 

v a l o r d e Z n u m p o n t o . 

I D T A N G - E s t a s u b r o t i n a e x e c u t a a t r i a n g u l a ç ã o . 

D i v i d e o p l a n o X - Y n u m n ú m e r o d e t r i â n g u l o s d e 

a c o r d o c o m o s p o n t o s d a d o s n o p l a n o , d e t e r m i n a 

s e g m e n t o s d e k r e t a q u e f o r m a m a c a s c a c o n v e x a 

d o s p o n t o s d a d o s - e d e t e r m i n a o s n ú m e r o s d o s 

t r i â n g u l o s c o r r e s p o n d e n t e s a o s l a d o s d o s 

t r i â n g u l o s . 

I D G R I D - E s t a s u b r o t i n a o r g a n i z a o s p o n t o s d e m a l h a 

p a r a a j u s t e d e s u p e r f í c i e o r d e n a d o e m o r d e m 

c r e s c e n t e d o s n ú m e r o s d e t r i â n g u l o s e d o s 

n ú m e r o s d e s e g m e n t o s d e f r o n t e i r a . 
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I D P D R V - E s t a s u b r o t i n a e s t i m a a s d e r i v a d a s p a r c i a i s 

d e p r i m e i r a e s e g u n d a o r d e n s n o r . p o n t o s d a d o s . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 - A p r o x i m a ç ã o d e s i s t e m a s d e e q u a ç õ e s l i n e a r e s 

h i p e r d e t e r m i n a d a s 

S U B R O T I N A L I 

E s t a s u b r o t i n a r e s o l v e u m s i s t e m a h i p e r d e t e r m i n a d o 

d e e c u í a o » zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ . t f » * » * » * * - .r>? , T . • ^ V . ^ .u ç» ó » d e ,',T>7» r9>\mt^ .*.me 
í  

s i m p l e x d u a l p a r a a p r o g r a m a ç ã o l i n e a r e f o r m u l a ç ã o d o 

p r o b l e m a d a d o . N e s s e a l g o r i t m o , i t e r a ç õ e s i n t e r m e d i á r i a s s ã o 

c e r t a m e n t e o m i t i d a s . 

P a r a o p r o p ó s i t o d e e s t a b i l i d a d e n u m é r i c a , *=>sta 

s u b r o t i n a u s a u m a d e c o m p o s i ç ã o t r i a n g u l a r p a r a m a t r i z e s 

f u n d a m e n t a i s . 

O s i s t e m a d e e q u a ç õ e s l i n e a r e s t e m a f o r m a : 

C » A = F 

o n d e 

u m a m a t r i z N X M r e a l d e o r d e m K. L E . M. L E . 

u m v e t . o r r e a l d e t a m a n h o N 
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O p r o b l e m a e s t á e m c a l c u l a r o s e l e m e n t o s d o v e t o r 

d e o r d e m M q u e m i n i m i z a a n o r m a d e Z . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z = A B S C R C 1 D D + A B S C R C 2 D D + . . . + AB S C RC ND D , 

o n d e : 

R C I DzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA é o i t h r e s í d u o e é d a d o p o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• • 

R C I D = C C I . 1 D * A C 1 D 4 C C I . 2 D » A C 2 D + . . . + C C I , M D * AC MD - FC 

S E Q Ü Ê N C I A D E C H A M A D A 

C A L L L 1 C M 1 , N I , M 2 , M 3 , N 2 , C T , F , P R E C , E P S , I C , I R , I B , U F , B P , X P , T , 

X A L F A , P , G I N V , V B , I R A N K , I T E R , R , A , Z , I N D D 

P A R Â M E TR O S 

N A C H A M A D A 

M l - N Ú M E RO D E C O L U N A S D A - M A T R I Z C . 

N I - N Ú ME RO D E L I N H A S D A M A T R I Z C . 

M 2 - U M I N T E I R O M A I O R O U I G U A L A M l . 

M 3 - U M I N T E I R O I G U A L A C M 2 * C M 2 + 3D / 2 . 

N 2 - U M I N T E I R O M A I O R O U I G U A L A N I . 

1 7 0 



C T - U M A M A T R I Z D E D IM E N S Ã O M 2 X N 2 . N A C H A M A D A 

A S P R I M E I R A S M l L I N H A S E A S P R I M E I R A S N I 

C O L U N A S C O N TE M A T R A N S P O S T A D A M A T R I Z N O 

S I S T E M A C * A = F D A D O . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F - U M V E T O R D E TA M A N H O N 2 . N A C H A M A D A O S 

P R I M E I R O S N E L E M E N T O S C O N TE M O L A D O 

D I R E I T O D O S I S T E M A C * A = F D A D O . 

P R E C - O N Í V E L D E A R R E D O N D A M E N TO D O C O M P U TA D O R. 

E P S - U M A T O L E R Â N C I A E S P E C I F I C A D A T A L Q U E U M 

N Ú ME RO C A L C U L A D O X Ê . C O N S ID E R A D O Z E R O S E 

A B S C X D . L T . E P S . 

G I N V - U M A M A T R I Z Q U A D R A D A D E O RD E M M 2 . A S P R I M E I R A S 

I R A N K C O L U N A S E A S P R I M E I R A S I R A N K L I N H A S 

C O N T E M A I N V E R S A D A M A T R I Z F U N D A M E N T A L I N I C I A L 

E A A T U A L . 

V B - U M V E T O R D E TA M A N H O MM. O S I R A N K E L E M E N T O S 

C O N TÉ M A S O L U Ç Ã O F U N D A M E N T A L I N I C I A L E A A T U A L . 

T - U M V E T O R D E TA M A N H O N N , O S P R I M E I R O S N 

E L E M E N T O S C O N TE M O S E L E M E N T O S D A L I N H A N O 

Q U A D R O S I M P L E X . Q U E C O R R E S P O N D E A C O L U N A O Q U A L 

R E N U N C I A O B Á S I C O . 

A L F A - U M V E TO R D E TA M A N H O N N . O S P R I M E I R O S N 

E L E M E N T O S C O N TÉ M O S V A L O R E S : 

A L F A C J D = RCJÜ / TCJZ ) 

1 7 1 



I C - U M V E TO R D E T A M A N H O N N . O S P R I M E I R O S N 

E L E M E N T O S C O N TÉ M A C O L U N A D E Í N D I C E S D A M A T R I Z 

C T . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• , " 

I R - U M V E TO R D E TA M A N H O M M . O S P R I M E I R O S 

I R A N K E L E M E N T O S C O N TE M A L I N H A D E Í N D I C E S 

D A S L I N H A S L I N E A R M E N T E I N D E P E N D E N T E S D E C T . 

I B - U M V E TO R S I N A L D E T A M A N H O N N . O S 

P R I M E I R O S N E L E M E N T O T E M O S V A L O R E S + 1 O U - 1 . 

I B C J D = + 1 I N D I C A Q U E A C O L U N A J N O Q U A D R O E S T A 

A B A I X O D O L I M I T E O . I B C J 3 = - 1 I N D I C A Q U E A 

C O L U N A J E S T A A C I M A D O L I M I T E 2 . 

P - U M V E T O R D E TA M A N H O MMM. O S P R I M E I R O S 

C C I R A N K * C l R A N + 3 I OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA / Z> - 1 E L E M E N T O S C O N TE M 

O S C I R A N K * C I R A N K + 1 I O / 2 E L E M E N T O S D A 

M A T R I Z T R I A N G U L A R S U P E R I O R M A I S C I R A N K - 1 3 

L O C A Ç Õ E S D E T R A B A L H O E X T R A . V E J A O S 

C O M E N T Á R I O S N A S U B R O T I N A P S L V . 

B P - U M V E TO R D E T A M A N H O M M . O S P R I M E I R O S 

I R A N K E L E M E N T O S S Ã O O S L A D O D I R E I T O D A S 

E Q U A Ç O O E S T R I A N G U L A R E S C O M O P * X P = B P . 

X P U M V E T O R D E T A M A N H O MM. O S P R I M E I R O S 

I R A N K E L E M E N T O S S Ã O A S O L U Ç Ã O D A S E Q U AÇ Õ E S 

T R I A N G U L A R E S C O M O P * X P = B . 

U F - U M V E T O R D E T R A B A L H O D E TA M A N H O M M . 

1 7 2 



NO RETORNO 

I R A NK -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C O N TE R Á A O RD E M C A L C U L A D A D A M A T R I Z C . 

I T E R - O NÚ MERO D E I T E R A Ç Õ E S Q U E A S O L U Ç Ã O N E C E S S I T O U . 

R - UM V E T O R D E TA M A N H O N N . N O R E TO R N O O S 

P R I M E I R O S N E L E M E N T O S C O N TE RÃ O O R E S Í D U O R = 

C * A - F . 

A - U M V E TO R D E TA M A N H O N N . O S P R I M E I R O S M 

E L E M E N T O S C O N TE RÃ O A S O L U Ç Ã O D O V E TO R A * . 

Z - O M Í N I M O D A N O RM A L I D O V E TO R R E S T O R. 

I N D U M I N D I C A D O R D E RE TO RN O . I N D = O I N D I C A 

Q U E A S O L U Ç Ã O D O V E TO R A * Ê Ú N I C A . I N D = 1 , 

I N D I C A Q U E A * Ê M U I T O P R O V A V E L M E N T E N Ã O 

Ú N I C A . I N D = - 1 I N D I C A T É R M I N O P R E M A TU R O D O 

P R Ó P R I O C Á L C U L O PO R V Á R I A S MA C O N D IÇ Õ E S D A 

M A T R I Z C . 

S U B R O T I N A S 

P S L V - E s t a s u b r o t i n a r e s o l v e o s i s t e m a q u a d r a d o 

n ã o s i n g u l a r d e e q u a ç õ e s , l i n e a r e s 

P « X « B , 

o u o s i s t e m a q u a d r a d o n S o s i n g u l a r d*..» 

e q u a ç õ e s l i n e a r e s 
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P CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T R A N S P O S T A } * X = B , 

o n d e : 

P - u m a m a t r i z t r i a n g u l a r s u p e r i o r . 

B - u m v e t o r , e 

X - o v e t o r s o l u ç ã o . 

3 - A p r o x i m a ç ã o l i n e a r 1 ^ d i s c r e t a 

S U B R O T I N A CL1 

E s t a s u b r o t i n a u s a u m a m o d i f i c a ç ã o d o m é t o d o s i m p l e x 

d a p r o g r a m a ç ã o l i n e a r p a r a c a l c u l a r u m a s o l u ç ã o 1 p a r a u m 

s i s t e m a d e e q u a ç õ e s l i n e a r e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K x N 

A X = B 

s u j e i t o a L i g u a l d a d e s l i n e a r e s r e s t r i t a s 

C X = D 

e M d e s i g u a l d a d e s l i n e a r e s r e s t r i t a s ; 
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E X . G E . F . 

SEQÜÊNCIA DE CHAMADA 

CA L LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C L 1 C K , L . M , N , K L M D , K L M 2 D . N K L M D , N 2 D , Q , K O D E , T O L E R , I T E R , 

X , R E S , E R R O R , C U , I U , S ) 

PARÂMETROS 

NA CHAMADA 

K - N ? DE L I N H A S D A M A T R I Z A C K . G E . I Z ) . 

L - N ? DE L I N H A S D A M A T R I Z C C L . G E . 0 5 . 

M - N f D E L I N H A S D A M A T R I Z F C M . G E . O D . 

N - N f D E C O L U N A S D A S M A T R I Z E S A . C , E C N . G E . 1 5 . 

KLMD - DEVE NO M Í N I M O S E R I G U A L A K + L + M 

K L M 2 D - D E V E NO M Í N I M O S E R I G U A L A K + L + M + 2 

N K L M D - D E V E N O M Í N I M O S E R I G U A L A N + K + L + M 

N 2 D - D E V E N O M Í N I M O S E R I G U A L A N + 2 

Q - V E TO R R E A L B I D I M E N S I O N A L C O M K L M 2 D L I N H A S E 

P E L O M E N O S N 2 D C O L U N A S . N A E N T R A D A A S M A T R I Z E S 

A , C E E , E O S V E T O R E S B , D E F D E V E M S E R 

A R M A Z E N A D O S N A S P R I M E I R A S K + L + M L I N H A S E 

N + 1 C O L U N A S D E Q C O M O S E S E Q U E : 



E B zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Q = C D 

E F 

E S S E S V A L O R E S S Ã O D E S T R U Í D O S P E L A S U B R O T I N A . 

K O D E - U M C Ó D I G O U S A D O N A E N T R A D A E S A Í D A D A 

S U B R O T I N A . N A E N T R A D A , D E V E R I A N O R M A L M E N TE S E R 

I G U A L A O . D E Q U A L Q U E R M A N E I R A , S E 

R E S T R I Ç Õ E S N ÃO N E G A T I V A S E S T Ã O P A R A S E R 

I N C L U Í D A S N A R E S T R I Ç Ã O E X . L E . F , E N TÃ O 

C E R T A M E N T E KO D E D E V E R I A S E R I G U A L A l . E 

A R E S T R I Ç Ã O N Ã O N E G A T I V A I N C L U Í D A N O S V E T O R E S 

X E R E S . N A S A Í D A , KO D E T E M U M D O S S E G U I N T E S 

V A L O R E S : 

0 - E N C O N T R A D A A S O L U Ç Ã O Ó T I M A , 

1 - S O L U Ç Ã O N Ã O V I Á V E L P A R A A 

R E S T R I Ç Ã O , 

2 - T É R M I N O P R E M A TU R O D O S C A L C U L O 

PO R E R R O D E A R R E D O N D A M E N TO , 

3 - N Ú ME RO M Á XIM O D E I T E R A Ç Õ E S 

A T I N G I D O . 

T O L E R - U M P E Q U E N O N Ú ME RO P O S I T I V O . S U G E R E - S E 

T O L E R = 1 0 * * C - D * 2 / 3 5 . O N D E D R E P R E S E N T A O 

N Ú ME RO D E D I G Í T O S D E C I M A I S . A S U B R O T I N A N ÃO 

P O D E D I S T I N G U I R E N T R E Z E R O E A L G U M A Q U A N T I D A D E 

C U J A M A G N I T U D E N Ã O E X C E D A T O L E R . 

I T E R - N A E N T R A D A I T E R D E V E C O N TE R O NÚ MERO M ÁXIM O 

D E I T E R A Ç Õ E S P E R M I T I D O . S U G E R E - S E I T E R = 

1 0 * C K + L + M 5 . N A S A Í D A I T E R F O R N E C E O NÚ MERO 

D E I T E R A Ç Õ E S S I M P L E X . 
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I U - U M A M A T R I Z I N T E I R A C O M 2 L I N H A S E P E L O M E N O S 

N K L M D C O L U N A S U S A D O C O MO Á R E A D E T R A B A L H O . 

C U - U M A M A T R I Z I N T E I R A C O M 2 L I N H Ã S E P E L O M E N O S 

N K L M D C O L U N A S U S A D O C O M O Á RE A D E T R A B A L H O . 

S - V E TO R I N T E I R O D E P E L O M E N O S K L M D P O S I Ç Õ E S , U S A 

D O C O M O Á R E A D E T R A B A L H O . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

NO RETORNO 

U M A M A T R I Z R E A L D E TA M A N H O P E L O M E N O S N 2 D . 

E S T E V E T O R C O N TE M U M A S O L U Ç Ã O P A R A O P R O B L E M A 

L i . O S V A L O R E S - 1 , 0 O U 1 P A R A X C J D I N D I C A Q U E 

A J - E S I M A V A R I Á V E L D E V E S E R O U . G E . O O U . L E . O . 

U M A M A T R I Z R E A L D E TA M A N H O P E L O M E N O S K L M D . 

O S P R I M E I R O S K C O M P O N E N TE S C O N TE M A S 

D I F E R E N Ç A S B - A X , N O S P R Ó X I M O S L C O M P O N E N TE S 

A S D I F E R E N Ç A S D - C X C E S S E S S E R Ã O = OD , E N O S 

P R Ó X I M O S M C O M P O N E N TE S A S D I F E R E N Ç A S F - E X . 

F O R N E C E A S O M A M Í N I M A D O S V A L O R E S A B S O L U T O S 

D O S R E S Í D U O S . 
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A p r o x i m a ç ã o s u a v e d i s c r e t a p o r 

I N T E R P O L A Ç Ã O 

S U B R O T I N A D C S I N T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 - I n t e r p o l a ç ã o e 

s p l i n e s 

E s t a s u b r o t i n a c o m p u t a o s p l i n e c ú b i c o n a t u r a l 

d i s c r e t o d e f i n i d o s o b r e o i n t e r v a l o C T N O D E C I D , TN O D E C N D !) o q u a l 

i n t e r p o l a o s d a d o s C T N O D E C I D , G C I D D , I = 1 , 2 , . . . . N . 

N o s r e q u e r e m o s q u e T N O D E C I D . L T : T N O D E C 1 + 1 5 , E N D I e E N D N 

c o n t e n h a m o s v a l o r e s d a s c o n d i ç õ e s d o s p o n t o s f i n a i s u s a d a s . 

S e I E N T = 1 , ata c o n d i ç õ e s d o s p o n t o s f i n a i s d a 

p r i m e i r a d i f e r e n ç a d i v i d i d a c e n t r a l s e r ã o u s a d a s . 

S e I E N T = 2 , a s c o n d i ç õ e s d o s p o n t o s f i n a i s d a 

s e g u n d a d i f e r e n ç a d i v i d i d a c e n t r a l s e r ã o u s a d a s . 

S e I E N T = 3 , a s c o n d i ç õ e s p e r i ó d i c a s s e r ã o u s a d a s . P a r a 

e s t e c a s o , o s c o n t e ú d o s d e G C N D , E N D I , & E N D N s ã o i g n o r a d o s . P a r a 
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