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RESUMO

O presente estudo, “Solu¢do Exata de Sistemas de Equagdes
Lineares Determinados utilizando a Aritmética Residual”, consiste na aplicacio da
Aritmética Residual na Solugdo de Sistemas de Equagdes Lineares, cujos dados sdo
numeros exatos (inteiros) e sabendo-se que existe uma solugdo exata (inteira),
deseja-se encontra-la. Para isto, estudamos implementagdes existentes e
implementamos experimentalmente algumas variantes dos algoritmos encontrados
nas referéncias. Fez-se um estudo comparativo entre os métodos diretos
convencionais, tais como: Eliminagdo de Gauss e Gauss — Jordan e os algoritmos
publicados pela ACM (Association for Computing Machinery), constituidos em dois
estudo de casos: 1. Algoritmo 406 — EXACT [HOWELL, 1971] — Solugdo Exata de
Equagdes Lineares Usando Aritmética Residual, 2. Algoritmo 522 — ESOLVE
[CABAY e LAM, 1977] — Técnicas de Congruéncia para uma Solu¢do Exata de

Sistemas de Equagdes Lineares Inteiros. Finalizando, sdo apresentados os resultados
obtidos.
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ABSTRACT

The present study, “Exact Solution of Systems Determined Linear
Equations Using Residual Arithmetic ”, consists of the application of residual
arithmetic to the solution of systems of linear equations, whose data correspond to
exact number (integers). Knowing that an exact solution exists, it was desirable to
find it. In order to do this, various existent implementations were studied and some
variants of the algorithms found in references were experimentally implemented. A
comparative study was carried out using direct conventional methods likes:
Elimination of Gauss and Gauss-Jordan and the algorithms published by ACM
(Association for Computing Machinery), was carried out, constituted of two case
studies: 1. Algorithm 406, EXACT [HOWELL, 1971]: Exact Solution of Linear
Equations Using Residual Arithmetic; 2. Algorithm 522, ESOLVE [CABAY and
LAM, 1977]: Congruence Techniques for the Exact Solution of Integer Systems of
Linear Equations. Finally, the results obtained are presented.
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Capitulo 1

Introducao

Os problemas de matematica surgem ao se tentar explicar fendmenos da
natureza e prever o seu comportamento futuro, procurando uma relacao entre causa e
efeito. Busca-se primeiro uma explicacao para um fenémeno por meio de um modelo
que estabeleca uma relacdo entre causas e efeitos, modelo esse que dd origem aos

problemas de matemaética como, por exemplo, sistemas de equagoes lineares.

Para encontrar a solugdo de um dado problema de matemaética, existem
virios métodos [HATTORI, 1992]:
1. Método Dedutivo: quando se quer provar alguma verdade matematica.

2. Método Analitico: procura-se obter uma relacio entre as varidveis independentes

e varidveis dependentes satisfazendo alguma(s) condigdo(des).

3. Método Numérico: procura-se obter valores solugdo (varidvel dependente) de um

problema para valores discretos das varidveis independentes, quando a solugao
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multiplicagdo, o tempo necessdrio para resolver um sistema 20 x 20 serd

t=0,5x 10" segundos.

Como um dia tem 86.400 segundos, entdo o tempo gasto em anos serd de 158.548
anos. Para um sistema de 15 equagdes lineares (n = 15), requer 16! operacdes de
multiplicacdo. Supondo que cada operacio leve 100 nanosegundos, o tempo gasto serd

de 24 dias ou 0,066 anos.

A regra de Cramer é um exemplo de que a simples utilizacdo de uma
implementacao direta de um método matemdtico no computador pode ser invidvel.
Com isso, verifica-se que nem sempre os métodos analiticos tém suas implementacoes
vidveis. Busca-se entdo, novas maneiras de resolver sistemas lineares, surgindo assim a

necessidade de desenvolver métodos numéricos.

Segundo, dado um problema e dispondo de um programa para resolvé-
lo, basta aprender a usar o programa e fornecer os dados do problema. Na verdade,
nio é tao simples assim. Em computagio numérica 'ndo basta apenas saber utilizar
um programa, € necessario verificar se os resultados obtidos sao vélidos e se o problema

em si nao apresenta dificuldades.

Exemplo 1.1 /[HATTORI, 1992]: O sistema linear

37639840z — 46099201y = 0

29180479z — 35738642y = —1

1Computagdo Numérica: E a resolugdo numérica de problemas de matemitica utilizando o com-

putador. O
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foi resolvido por um programa que sabidamente é de boa qualidade. Usando um mi-

crocomputador compativel com IBM PC, a resposta encontrada foi

T = —42587641, 592475

y = —34772663, 750032.
Embora a solugao correta seja

z = 46099201

y = 37639840.

Serd que o programa contém erros? Na verdade, o que tem de ex-
cepcional é o problema e ndo erros no programa. No caso, o sitema linear é quase

indeterminado, levando a uma “solucao” que tem pouca confiabilidade. O
O ezemplo 1.1 ilustra a necessidade de analisar os resultados computados

e 0 problema. O sistema acima é dito mal-condicionado.

1.1 Terminologia

O termo software matemdtico (mathematical software) foi cunhado por

John Rice ao convidar pesquisadores para participarem de um simpdsio que haveria na
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Pardue University em abril de 1970 [RICE, 1969]. Nesse convite Rice definiu um soft-
ware matematico como sendo programas de computador que implementam procedimen-
tos matematicos amplamente aplicdveis. Nos anais do simpésio publicados em 1971
[RICE, 1971], Rice definiu o software matemético como sendo um conjunto de algo-
ritmos na drea de matemadtica. Essas duas defini¢oes ilustram a confusio inicial que
se fazia entre programas de computador e algoritmos. A plena compreensio de que
uma implementagio é diferente do algoritmo bésico marca o reconhecimento do soft-
ware matemadtico como uma nova disciplina (assunto de ensino e pesquisa). Portanto,
ao contrario da idéia de produto que Rice deu a entender nos primérdios da histéria
do software matematico, hoje ele é considerado uma disciplina, uma atividade que
envolve a implementacdo dos métodos computacionais, se preocupa com padroes de
qualidade, com a melhoria da produtividade do processo de desenvolvimento de soft-
ware de métodos numéricos e com o reconhecimento do hardware e do software do

computador em que os programas sao executados.

A terminologia usada ¢ introduzida a seguir:

Definicdo 1.1.1 [HATTORI, 1992] : Software matemético é um ramo da engenharia
de software que concebe, implementa, testa e mantém software para solugao de proble-

mas de matematica. O

Definicdo 1.1.2 [HATTORI, 1992] : Software numérico é um software cuja finalidade

é a solu¢ao numeérica de problemas de matematica. O

Um software combina diversos algoritmos para que cumpra suas finali-

dades.
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Definigao 1.1.3 [HATTORI, 1992] : Algoritmo bésico é aquele definido matematica-

mente. O

Definicao 1.1.4 [HATTORI, 1992] : Algoritmo computacional (numérico, algébrico,
ou grafico) é aquele obtido de um algoritmo bésico ou de uma combinacao deles, levando
em conta as caracteristicas do computador com a finalidade de executar uma sequéncia

de operacdes para resolver um problema. O

Um software matematico pode se apresentar como:

e Um pacote, que ¢ uma colegao de programas para resolver os problemas de uma

drea, por exemplo, sistemas de equagdes lineares.

e Uma biblioteca, uma colegao de programas para resolver diversas classes de pro-

blemas de matematica.

e Um sistema de software, constituido de um pacote ou uma biblioteca com uma

interface de comunicagao com o usudrio.

1.2 Motivagao

Os sistemas de equacdes lineares surgem em praticamente todas as dreas
da fisica, biologia, engenharia, dlgebra linear e ciéncias sociais. Como também, nas
solucdes numéricas de problemas em equagdes diferenciais ordindrias, equagoes diferen-
ciais parciais, equacdes inteiras, problemas de otimizagéo e de varios outros problemas

que precisam da solucdo de sistemas de equacoes lineares.



Introducao F

Existem duas formas de resolver sistemas de equagées lineares: por

métodos diretos e por métodos iterativos.

Definicdo 1.2.1 : Diz-se que o método é direto quando é possivel chegar a uma

solugdo exata apds um niimero finito de operagées aritméticas. O

Todo método direto implica em algum procedimento de eliminagdo. A
compreensao dos métodos diretos, Eliminacao de Gauss e similares, foi possivel gracas
aos trabalhos de J. Wilkinson [WILKINSON, 1963] no inicio da década de 60. A Elimi-
nagdo de Gauss estd definitivamente consagrada, gracas aos trabalhos de Wilkinson e
ao sucesso dos métodos dos elementos finitos que a utiliza para resolver sistemas de

equacodes lineares contendo milhares de equagoes.

Definigao 1.2.2 : Diz-se que o método é iterativo quando partindo de uma aproxima-
¢ao inicial é possivel se chegar a aproximagées mais precisas que dependem, sempre,

de valores anteriormente calculados. O

Os métodos iterativos foram populares na década de 50 e uma das classes
desses métodos foi plenamente analisada por David Young, cujo livro [YOUNG, 1971]
é um tratado sobre o assunto. Tais métodos sdo atraentes para a solugao de sistemas
de equagdes lineares que resultam da discretizacdo de equagodes diferenciais parciais
pelo método das diferencas finitas, porque ndo destroem a estrutura da matriz dos

coeficientes.

Na década de 70 houve uma renovacao do interesse em métodos itera-
tivos, gracas a redescoberta, por John Reid em 1971, do método dos gradientes conju-

gados inventado por Hestenes e Stiefel em 1950 e a descoberta de métodos para acelerar
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a convergéncia (pré-condicionamento). Contudo, deve-se chamar a atencdo para o fato
que ndo ha regras rigidas para escolher um método direto ou iterativo [RALSTON,

1965]. Na verdade, existem controvérsias quanto a essas regras.

Nesta dissertacao pretende-se analisar problemas de matemadtica, em
particular solu¢do de sistemas de equagdes lineares, em que a atencdo especial serd

dada a uma classe de problema:

1. Sistemas de equacoes lineares determinados: encontrar um vetor x que satisfaga
Ax = b, em que A é uma matriz n X n, nao singular, x e b sao vetores colunas

com 7 componentes.

Resolvendo o problema (1) pelo método direto, conhecido como Elimi-

nagdo de Gauss, se os dados sdo reais, surgem os seguintes problemas:

e A solucgdo obtida é apenas aproximada porque a execucdo de operagoes aritméticas

reais em ponto flutuante estd sujeita a erros de arrendondamento.

e O problema do erro de arredondamento se agrava quando o problema é mal

condicionado, ou seja, o problema é muito sensivel a perturbagoes.

Para superar os problemas quando trabalhamos com aritmética real,

existem algumas solugdes:

e Usar aritmética real de multipla precisao;

e Usar aritmética inteira (disponivel no computador ou estendido) para evitar

geracao de erro de arredondamento.
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Vamos analisar problemas de matematica em que os dados sdo niimeros
exatos (inteiros) e sabendo-se que existe uma solugdo exata (inteira), deseja-se en-
contrd-la. Como a solugdo para esse problema envolve niimeros inteiros, seria natural
usar a aritmética inteira disponivel no computador ou aritmética inteira estendida,
para evitar geracao de erro de arredondamento. Porém, encontramos os seguintes

problemas:

1. Usando a aritmética inteira disponivel no computador, o limite superior é muito
baixo (0 maior inteiro representdvel em inteiro no computador é muito pequeno)
e podemos nos deparar com o problema de transbordamento (overflow) que ocorre
quando o resultado de uma operac¢ao for maior que o maior niimero representdvel

como inteiro no computador.

2. Usando aritmética inteira estendida, expandimos o limite superior por software,
isto é, simulamos o tamanho da palavra. Porém, ganhamos em termos de precisao
no resultado, mas perdemos em eficiéncia (eficiéncia baixa), ou seja, aumenta o

tempo de processamento.

Uma solucdo possivel para superarmos o problema de transbordamento
(overflow) descrito em 1, é usar a aritmética residual, que trabalha com inteiros escala-
dos para o intervalo [0, m — 1], em que m é o médulo usado. Em qualquer caso, temos
a necessidade de pequenas modificagdes na Eliminagio de Gauss, que serd mostrado

no capitulo 3.

A utilizacdo da aritmética residual apresenta duas dificuldades:

1. O residuo de uma operagao de divisao nao é bem definido;
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2. Tendo o resultado de uma opera¢do em aritmética residual usando um mddulo,
nao € possivel recuperar univocamente o resultado da mesma operagao em arit-

mética inteira com os dados originais.

Para superar a dificuldade 1 evita-se a execugao da operagao de divisao
trabalhando no campo dos racionais ou algoritmicamente evitando a operagao de di-

visao.

Exemplo 1.2 : Sistema linear de duas equagies

an + a12T2 = by,

91T + AgaTo = bo.

Com divisdo: a primeira equacao do sistema permanece inalterada. Para
eliminar T, da 2* equacdo, multiplicamos a 1* equagdo por az /a1, e subtratmos da 2°

equacdo obtendo,

a1 Ty + 12Ty = by,

(a22 — az1/an X a12)T2 = by — ag1/ay X by.
Sem divisdo: a primeira equagdo do sistema permanece inalterada. Para

eliminar =, da 2° equagdo, subtraimos da 2* multiplicada por ay,, a 1* multiplicada por

a9, obtendo,

anTy + a1y = by,

(age@11 — G12a21)T2 = a11by —aghy. O
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A dificuldade descrita em 2, no caso geral nem sempre é possivel com-
putar d = det Aey = A*¥ x b em ordem de selecionar um médulo m que satisfaca
(m, d) = 1 e m > 2max(|d|, max; |y|). Para garantir a unicidade, trabalhamos com a
aritmética dos residuos usando mais de um médulo M, de modo que M = m;mams...m,

e

1.3 Objetivos da Dissertacao
Os objetivos deste trabalho sao:

e Aplicar a aritmética residual na solucdo exata de sistemas de equagdes lineares;

o Estudar implementagoes existentes, bem como, implementar experimentalmente

algumas variantes dos algoritmos encontrados nas referéncias;

e E por fim, comparar os resultados obtidos com os resultados obtidos pelos métodos

diretos: Eliminacdo de Gauss e Eliminacdo de Gauss-Jordan.

1.4 Organizacao da Dissertacao

A principio pretendeu-se estudar duas classes de problemas:

1. Sistemas de equacdes lineares determinados:
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2. Sistema de equagoes lineares superdeterminados: encontrar um vetor x que satis-
faca Ax = b, em que A é uma matriz m x n, com n colunas linearmente in-
dependentes, m > n, x é um vetor coluna com n componentes e b é um vetor
de m componentes. Esse problema é equivalente a resolver AT Ax = ATb, em
que AT é a transposta da matriz A 2. Como ATA é n X n e ndo singular porque
as colunas de A sdo linearmente independentes e ATb é um vetor coluna de n

componentes, o problema pode ser transformado no problema (1).

Contudo, com o decorrer da pesquisa, optou-se pelo seguinte tema:
Solu¢do Ezata de Sisternas de Equagoes Lineares Determinados Utilizando a Aritmética

Residual.

Acreditando poder posteriormente dar continuidade ao trabalho pre-

tendido inicialmente, o que certamente me apontaria outras exigéncias profissionais.
A dissertagéo foi assim organizada:

* Capitulo 2 - Fundamentos Matematicos:

e Métodos diretos: Eliminacdo de Gauss, Eliminacio de Gauss-Jordan com seus

respectivos algoritmos, bem como a comparacao entre estes métodos;

e Definicdes Bésicas (Aritmética Residual): algumas definigGes e teoremas bésicos
para aplicacdo da aritmética residual tradicional e aritmética residual estendida

a la Howell;

2A transposta da matriz A, m x n denotada por A7 é uma matriz n x m cujos elementos af;

sa.tisfazemacondi(;ﬁoaﬂ =aj,i=1---,mej=1---,n 0
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e Conversao da representacao residual para representacao residual simétrica e con-
versdao da representagdo residual simétrica para representacido simétrica de base

mista;

e Teorema Chinés do Resto.

* Capitulo 3 - Algoritmos modificados para a aplicagdo da aritmética

residual:

¢ Eliminacdo de Gauss e Gauss-Jordan utilizando aritmética residual e seus algo-

ritmos.

* Capitulo 4 - Estudo de Casos - “Detalhes de Implementagao” Sao estu-

dados dois algoritmos publicados pela ACM (Association for Computing Machinery).

1. Estudo de Caso 1: Algoritmo 406 - EXACT [HOWELL, 1971] - Solucdo Exata

de Equacoes Lineares usando Aritmética Residual.

2. Estudo de Caso 2: Algoritmo 522 - ESOLVE [CABAY e LAM, 1977] - Técnicas de

Congruéncia para uma Solugdo Exata de Sistemas de Equacdes Lineares Inteiros.

Apresenta uma descri¢do das matrizes dos coeficientes, vetor indepen-
dente dos sistemas usados em testes, os resultados dos testes realizados e uma avaliagao

dos algoritmos.

* Capitulo 5 - Consideragoes finais, trabalho futuro.



Capitulo 2

Fundamentos Matematicos

Neste capitulo apresentamos os fundamentos necessdrios para o entendi-

mento dos algoritmos que serao descritos no capitulo 3.

2.1 Meétodos Diretos

2.1.1 Eliminacao de Gauss

J4 conhecido da Andlise Numérica, o método de Eliminacio de Gauss,
triangulariza a matriz A dos coeficientes, ou seja, reduz a matriz A a uma matriz

triangular superior (a;; = 0, para todo i > j), conforme o processo a seguir:
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Consideremos um sistema de n equagoes lineares e n incognitas, do tipo:

a5y = 199 + ves pnly = b]
g1y + @Iy + v 4+ G, = b

(2.1)
AniTi + GnaTz + o0+ GppZp = by

Podemos escrever o sistema (2.1) numa forma matricial:

Ax =D
em que,
aip Q2 -+ Qi
Qg1 G2z Qo
A =
Apn1 Gp2 *°* Qpp
¢ a matriz dos coeficientes,
Iy
)
X =
In
L

é a matriz das incognitas e
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é a matriz dos termos independentes.

by

16

Uma matriz que podemos associar ao sistema Ax = b, é a matriz am-

pliada, denotada por [A | b] na qual

ap

az
[A]|b] =

Qn1

em que, by = Q1(n+1), by = A2(n+1),

iz Qip
ayy *°* a2n
Qp2 *** dpn

oy by = anna1)-

bn

by

O primeiro passo € a eliminacao de todos os elementos da primeira coluna

de [A | b], exceto a;;. Vamos supor o pivd a;; # 0. Definimos os multiplicadores por

a1

mip = —

para ¢ =2,3,...,n.

an

Multiplicamos a 1* linha por m;;, e subtraimos da i-ésima linha, para

i=2,3,...,n, obtendo,
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ag a2 S g by

0 ap—mua2 --- G — Mm@, by —maby

i 0 Gu2a—Mpi01a -+ Gup— Mp1@1y by — Mpihy

Reescrevemos a nova matriz como:

ap G2 -+ Gin b
o o)

[A] b)Y = " : (2.3)
|0 g e a) B

em que (1) indica que uma eliminacéo foi realizada com

(1) =
a;; = a;j —m;ay; parai,j =2,3,..,n

b,m =b; — mj b, parat=2,3,...,n.

Assumindo o pivo aglz) # 0. No segundo passo, eliminamos todos os
elementos da 2° coluna de [A | b]") abaixo de ay). Definimos my, = agzl)/ oSy para

i =3,4,-++,n. Multiplicamos a 2 linha por m;,, e subtraimos da i-ésima linha, para
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i =3,4,...,n, obtendo:

ai G2 @3 "t G, b
o ol ) )

[ABP =10 0 & ... o@ @ |, (2.4)
o 0

em que,

aﬁf-’ = ag;) - miza%) parai,j=3,4,..,n

652) = bsl) _ mizbgl] para 1= 3, 4, wang T

Repetindo este procedimento (n — 1) vezes, obtemos:

a;; @12 a3 ... Qdip by
0 a%) a%) ag._) bgl)

[Ap*t=] o 0 o .. o ¥ | (2.3)
0 0 0 = a,(._’}fl) bﬁ:“l}

no qual na i-ésima etapa os pivos ag_l) #0,parai=1,2,...,n— 1, em que;

(k-1) (k-1)

k)
= ij  — MikQg;

k k—1 k—1
b£ ; = bg )~ mikbsc ):
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parak=1,2,..n—1lei,j=k+1,k+2,..,n,e
S;)) = Q45 para Z,J = 1,2,“.??1 e bfo) = bi para 1= 1,2,___,”’

Da equagido (2.5),

sealmV#£0e

parat=n-1,n-2,..,1.
Eliminacdo Sem Divisao:

(") (k— 1) (k-1) _ (k 1) (k 1)
‘lj - a’kk tJ k] :k )

b{k (k 1)6(:; 1) b{k 1) (k 1)

parak=1,2,..,.n—-1,e1,j=k+1,k+2,.. ,n,ea“—a,-j para 3,7 =1.2,....1 6

bgo) =b;parai=1,2,..,n

O sistema linear A™~V . x = b(®~U (2.5) é equivalente * ao sistema

linear original, Ax = b (2.2).

O método de Eliminagao de Gauss descrito anteriormente, pode ser im-

plementado utilizando o algoritmo 1.

3Dois sistemas lineares, Ax = be A'x = b’, sdo equivalentes se qualquer solucéo de um é também

solucdo do outro. O
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Algoritmo 1:

1. for k=1 untiln -1 do

2. for i =k +1 until n do

3. Mik = Gik/ Qkk

4. for j=k+1 untiln -1 do
d. Qi = Qij — MixQk;

6. endfor

T endfor

8. endfor O

Apés a transformacdo da matriz A em uma matriz triangular superior

obtemos o vetor x a partir da equagdo (2.5).

Complexidade

Analizando a eficiéncia do método de Eliminacao de Gauss, verificamos

que:

No 1° Passo:

e Quando multiplicamos a 1% linha por m,; = ag/a;; e subtraimos desta linha
a 2° linha. Para isto, necessitamos de uma divisdo, para obtermos my;, e n
multiplicacGes para obtermos ms, a9, Moy @43, ..., M2y @1, € Mo by. Subtraindo este
produto da 2¢ linha, isto exige n adigGes/subtragoes. Desde entdo, o 1° elemen-
to da 2° linha serd zero. Isto requer uma divisao, n multiplicacoes e n adigées /

subtragdes para obter a 2% linha da equacao (2.3) da equagdo (2.2).
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e Para obtermos a 3, 4%, ..., n-ésima linha da equacdo (2.3) de (2.2), precisamos de
uma divisdo, n multiplica¢des e n adigées/subtragoes para cada linha. Assim, ne-
cessitamos de n—1 divisdes, (n—1)n multiplicagdes, e (n—1)n adigoes/subtragoes

para reduzirmos (2.2) a (2.3).

e Similarmente precisamos de (n — 2) divisdes, (n — 2)(n — 1) multiplicagdes, e

(n — 2)(n — 1) adigdes/subtracdes para reduzirmos (2.3) a (2.4).

¢ Continuando este procedimento para reduzirmos a equacéo (2.2) a (2.5), realiza-
mos (n — 1) + (n — 2) + ... + 1 divisoes, (n —1).n+ (n—2).(n — 1) + ... + 1.2
multiplicacdes e (n—1).n+(n—2).(n—1)+...4+1.2 adi¢des/subtracdes. Precisamos
do mesmo niimero de multiplicacGes e adi¢ées/subtracées para reduzir (2.2) a

(2.5). Para avaliarmos o nimero total de multiplicagdes, reescrevemo-as:

1:2+2-3+..4+(n-1)n = Y (i-1)-i

=1

n n
= Y #=->i
i=1 =1

n(n—1)(n+1)
3 :

Para reduzirmos a equacdo (2.2) a (2.5), necessitamos de n(n — 1)(n +
1)/3 multiplicagdes e n(n—1)(n+1)/3 adigdes/subtragdes. O niimero total de divisdes
é dado por:

1+2+...+(n—1)=n§z‘=n(nz_l).

i=1

Da equacdo (2.5), a{®~ Yz, = b"~V. Portanto, para o processo completo,
precisamos de:

n(n+1)

divisdes,
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~1)(n+1 = | —1)@rn+5
n(n gm )+nm2 ) _ nln g”*” multiplicages e

n(n — 1)(2n + 5)
6

adicoes,/subtracdes.

2.1.2 Eliminacao de Gauss-Jordan

O método de Elimina¢do de Gauss-Jordan, diagonaliza A (a;; = 0, para
todo i # j), isto é, apenas os elementos da diagonal sdo ndo nulos. Caso nio queiramos
fazer nenhuma substituigao, reduzimos os elementos da diagonal & unidade (transfor-

mamos A em uma matriz identidade).

Seja A uma matriz n X n, nao singular, e b um vetor nao nulo de n

componentes. Procuramos uma matriz J, n X n, ndo singular, em que:

JAx = Jb, (2.6)
com JA = I. Assim,
J= g7 (2.7)
e
x=Jb (2.8)

é a solucdo.

Em Gauss-Jordan, assumimos que agg # 0 em (2.3). Eliminamos todos

os elementos da 2° coluna de [4 | b]Y) em (2.3) exceto o elemento da diagonal aly,
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no qual my = a‘(z” /a%) para

1 = 1,3,4,...,n, em que a&, =

23

a1 e subtraindo my,

multiplicado pela 2 linha da i-ésima linha, para i = 1,3, 4, ..., n, reduzimos (2.3) a

a

0

o ol .
& ) . o)
0 aff .. af b
0 o2 a® b2

Os elementos da 1* linha sdo dados por:

2 _
alj == a1_7

1

(&)
aglz)

2 12
b0 =0~ (55)

%]

para j =3,4,..,n

A idéia é reduzir todos os elementos das colunas para zero, exceto os

elementos da diagonal. Repetindo este procedimento, obtemos:

(1351 0 0 0 bgn_n
0 a% 0 0 Y
0 0 a2 0 &Y
L 0 0 0 aln=1  pin-1)
em que,
o) = o™ — maals Y,

(2.10)
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24
p® — ple=1) _ m.kbgewl)
(k—1)
a:
Mix = ’(i,l),
Ok,
parak=1,2,...,n— 1,
j=1,2.,k=1k+1,..,ne
aﬁ?) =aj, parat,j=1,2,..,ne
bE“’ =b;, parai=1,2,...,n.
A solugéo da equagdo (2.10) é dada por:
b{ll—l]
Ti = < (2.11)
@y

parai=1,2,..,n,seal " #0.

Para reduzirmos A de (2.10) & matriz identidade, multiplicamos a 1°

linha, 2¢ linha, ..., i-ésima linha por:

e J
Ta

em que ag_” # 0, parai=1,2,...,n e obtemos:

100 .. 08" my

010 .. 0 b-(zn_l).mgz
001 « 0O b;(;nwn.mgg (2'12)

000 .. 1 ¥rVmyg,
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em que,

;. My, para i=12 ..n

O método de Eliminacao de Gauss-Jordan, descrito anteriormente, pode

ser implementado utilizando o algoritmo 2.

Algoritmo 2:

1. for k =1 until n do

& for i = 1 until n do

3. Mik = i/ ark

4. for j=1untiln+1do
2. Qi = Qi — mi—kakj

6. endfor

7. endfor

8. endforO

Complexidade

Para resolvermos um sistema de n equacoes lineares e n incdgnitas pela

eliminacdo de Gauss-Jordan, precisamos de:

n? divisdes,

2 _
n(n—_l) multiplicacoes e

n(n? — 1)

5 adigOes/subtragoes.
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2.1.3 Comparacao dos Métodos
A Tabela 2.1 ilustra o numero total de operacdes de divisdes, multi-

plicagdes e adigées / subtragdes requeridas para os métodos da Eliminacdo de Gauss e

Gauss-Jordan, por comparacao de diferentes n.

Eliminacao de Gauss Eliminacao de Gauss-Jordan

n  Divises Multiplicagoes  Adigoes/ Divises Multiplicagées Adigoes/

Subtragoes Subtragoes
3 6 11 11 9 12 12
5 15 50 50 25 60 60
10 55 375 375 100 495 495
100 5050 338250 338250 10000 499950 499950

Tabela 2.1: Comparacédo entre os métodos diretos.

Observando a Tabela 2.1 acima, fica evidente que o método de Elimina-
¢ao de Gauss-Jordan requer mais operagoes que o método de Eliminacao de Gauss.
Diante disto, a Eliminacdo de Gauss é a mais recomendada, uma vez que para o
n grande, o niimero de operacdes é proporcional a 2n3/3 e para Gauss-Jordan, n.

Maiores detalhes, ver [PATEL, 1994].

A implementagdo do método de Eliminacdo de Gauss encontra-se no

LINPACK em [DONGARRA, 1979] e Gauss-Jordan em [LUDOVICE, 1998 .
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2.1.4 Estratégias de Pivoteamento

Vimos que o algoritmo para o método de Eliminagio de Gauss e Gauss-
Jordan requer o cdlculo dos multiplicadores my, em cada etapa k do processo. Per-

guntaremos entao:

O que acontece se o pivo for nulo? E se o pivo estiver préximo de zero?
Primeiramente, é impossivel trabalhar com um pivé nulo. E trabalhar com um pivé
proximo de zero pode conduzir a resultados totalmente imprecisos. Isto porque em
qualquer calculadora ou  computador os cdlculos sao efetuados com aritmética de
precisdo finita, e pivos proximos de zero dao origem a multiplicadores bem maiores que

a unidade que, por sua vez, origina uma aplica¢do dos erros de arredondamento.

Para se contornar estes problemas devemos adotar uma estratégia de

pivoteamento, ou seja, adotar um processo de escolha da linha e/ou coluna pivotal.

1. Estratégia de Pivoteamento Parcial.

Esta estratégia consiste em:

(a) no inicio da etapa k da fase de eliminacao, escolher para pivé o elemen-

to de maior mddulo entre os coeficientes: ag:“l), i=k k+1,---,m

(b) trocar as linhas k e i se for necessario.

Vejamos um exemplo a seguir:
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n=4ek =2

[Alb]® =
0 -3 -4 7| 7
\0 2 30/13)
Inicio da etapa 2:
(a) escolher pivé
1 1 =
jrfz?f;ﬁ |a§2}| R |a:(;2)l = 3 = pivd = -3

(b) trocar linhas 2 e 3.

Assim,

[Ab]" =

\O 2 3013)

e os multiplicadores desta etapa sao:

1

M3z = _—3 = —1/3,
2

My = _—3 = —2/3

Observamos que a escolha do maior elemento em moédulo entre os candidatos a
pivo faz com que os multiplicadores, em médulo, estejam entre zero e um, o que

evita a ampliagao dos erros de arredondamento.
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2.

Estratégia de Pivoteamento Completo.

Nesta estratégia, no inicio da etapa k é escolhido para pivo o elemento de maior

médulo, entre todos os elementos que ainda atuam no processo de eliminacao:

(k-1)) _ |,(k-1) PP | 7%
%agilaij | - |a‘rs ! = PIve = Org )'

Adotando esta estratégia para o exemplo anterior, o pivd da etapa 2 seria agﬂ} =

7, 0 que acarretaria a troca das colunas 2 e 4, em seguida, das linhas 2 e 3, donde:

( x )

3 1 -1 2|5

0% ~d gy
[A[p]V =

03 0 1|6

kOO 3 213)

Esta estratégia ndo é muito empregada, pois envolve uma comparagao

(k-1)

extensa entre os elementos a;; ', ¢,j > k e troca de linhas e colunas, conforme vimos

no exemplo anterior; é evidente que todo este processo acarreta em esforco computa-

cional maior que a estratégia de pivoteamento parcial. Maiores detalhes ver: [RUG-

GIERO & LOPES, 1996] e [HATTORI, 1992]

2.2

4

Definicoes Bésicas (Aritmética Residual)

Definicdo 2.2.1 [HOWELL, 1971]: Dado qualquer inteiro z e qualquer méulo inteiro

m, se

1.

r = z (modm),
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2 |r|l<me

3. sgn (r) = sgn (z), entdo escrevemos r = | z |, * e dizemos que r é um residuo de

z mddulo m. O

Exemplo 2.1 : Consideremos z = -12, m = 7 e vamos encontrar r.

De acordo com a definicdo 2.2.1, temos:

1. r=-12 (mod 7),
2. |rl<Te

3. sgn(r) = sgn(—-12), entdo r = | =12 |; = -5 e dizemos que -5 é um residuo de

-12 médulo 7. O

Exemplo 2.2 : Consideremos r = 12, m = 7 e vamos encontrar r.

Andlogo ao ezemplo 2.1, temos:

1. r =12(mod7),
2. |r|kTe

3. sgn(r) = sgn(12), entdo r = | 12 |; = § e dizemos que 5 é um residuo de 12

modulo 7. O

4as barras | | denotam residuo médulo m.
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Mostramos que estes residuos sao iinicos, observando a tabela a seguir:

-21 -20 -19 -18 -17 -16 -15
-14 -13 -12 -11 -10 -9 -8

-7 -6 -5 -4 -3 -2 =1 residuos

14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27

0 1 2 3 4 5 6 residuos (m=7).

Vejamos agora, uma outra forma de definir residuo médulo m:

Definigao 2.2.2 [HOWELL & GREGORY, 1969]: Dados quaisquer inteiros z e m >

0, se r = z(modm) e se 0 < r < m, entdo escrevemos r =| z |, e dizemos que r é um

residuo de r médulo m. O

Voltando ao ezemplo 2.1, usando a definigdo 2.2.2, notamos que:

Comom=7>0,ser=-—12(mod7) ese 0 < r < 7, entdo escrevemos

T={—12‘7=2

De forma semelhante, no ezemplo 2.2, se r = 12(mod7) ese 0 < r < 7,

entdo escrevemos r =| 12 |;= 5, que de fato difere da definicao 2.2.1.
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-21 -20 -19 -18 -17 -16 -15
-14 -13 -12 -11 -10 -9 -8
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
0 1 2 3 4 5 6 residuos m =7
7 8 9 10 11 12 13
14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 26 26 27

Todos inteiros em uma coluna constituem uma classe residual.

A definicdo 2.2.1 é usada no Estudo do Caso 1%, no capitulo 4.

Definigdo 2.2.3 [HOWELL & GREGORY, 1969] : Chamamos de Sistemas de Niime-

ros Residuais, um sistema em que mais de um mddulo € usado.O

Definicdo 2.2.4 [YOUNG & GREGORY, 1972] : Uma representacao residual de um

inteiro z, para as bases my, mp, mg, ...,ms € a s-tuplaz ~ {| z |m,, | T |myy s | T Imy }-

O

Defini¢do 2.2.5 [YOUNG & GREGORY, 1972] : Seja A uma matriz inteira n X n,

entdo a matriz adjunta de A médulo m, | A*¥ |, é definida como sendo | A*¥ |, =

SEstudo de Caso 1: Algoritmo 406 - EXACT - Solugdo Exata de Equagdes Lineares usando a

Aritmética Residual.
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| Aji |m, em que A;; é o cofator de a;;. (A;; é a transposta da matriz dos cofatores). O

Definigéo 2.2.6 [YOUNG & GREGORY, 1972] : Sejam A e C matrizes inteiras n X

n e um inteiro m > 1, se:

I |AC |y =I=| CA |m

2. | C | = C, entdo escrevemos C = A~'(modm) e chamamos C um inverso mul-

tiplicativo de A mddulo m. O

Defini¢do 2.2.7 [YOUNG & GREGORY, 1972] : Uma matriz inteira A, n x n, é néo

singular médulo m, se e somente se,

1. |d%|a#0,

2 fd; my= 1.

Caso contrario, A é singular médulo m. O

Teorema 2.2.1 [YOUNG & GREGORY, 1972] : A~'(mod m) existe se e somente se,

A € ndo singular médulo m, isto é, se e somente se,

L | d|m #0,

2. (d,m) = 1. Neste caso,

64 = det A.
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A '(modm) = | d"'(modm) | A% |,,|,.. O

Teorema 2.2.2 [YOUNG & GREGORY, 1972] : Se

1. A é uma matriz inteira, n X n,
2. A é ndo singular médulo m,
3. b é um vetor inteiro de n componentes,

4. | AX |p=| b |m,

entdo, | X |m=| A~'(modm) | b |g|m. O

Os teoremas 2.2.3 e 2.2.4, servem para escolhermos o médulo necessério

para obter uma solugdo para o sistema de equagoes lineares.

Teorema 2.2.3 [NEWMAN, 1967] : Se o médulo m for escolhido de maneira que

1. m>2|d|, esed for formado a partir de | d |, tal que satisfaca
2 |d |w= |8 ]m

3.|d | <m/2entdod =d. O

Teorema 2.2.4 [NEWMAN, 1967] : Se (m, d) = 1 e o mddulo m for escolhido de

maneira que

1. m> 2maz; | y; |, esey for formado a partir de |y | tal que satisfaca
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2 1y o= o s

3. maz; |y, | < m/2 entdoy =y. O

Segundo [NEWMAN, 1967], se trabalhamos com um tnico médulo m,

escolhemos m, de maneira que:

m > 2maz(| d |,maz; | y |). (2.13)

Os teoremas 2.2.3 e 2.2.4, garantem a inequagdo (2.13).

Para sistemas lineares simples, em que a matriz A é de ordem 2 x 2 e
o vetor b é de ordem 2 x 1, é possivel computar d e y, de maneira que m satisfaca a
inequagdo (2.13) e (m, d) = 1, e assim, encontrar x = (1/d)xy. Porém, nem sempre é
possivel acharmos a solucdo, pois, tendo um resultado de uma operagao em aritmética
residual usando um mdédulo, nao é possivel recuperar univocamente o resultado da
mesma Operagao em aritmética inteira com os dados originais. Para garantirmos a

unicidade, trabalhamos com a aritmética residual usando mais de um mdédulo.

Seja M = my my m3 ...my ¢ M > 1, em que (m;, m;) = 1, para i # j.
Podemos assumir que existem suficientes médulos (de tamanho suficiente) para que M

satisfaca

(¢,M) =1 (2.14)

M > 2maz(| d|,maz; |y |), (2.15)
emque d=det Aey = A b.

Os teoremas 2.2.5 e 2.2.6 computam | d |,, e | ¥ |m-
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Teorema 2.2.5 [YOUNG & GREGORY, 1972] : Se a\V,a?, ...,a™ forem os pivés

"1 Y nn

na Eliminacao de Gauss-Jordan, entao

2
| d =] a{asy - - a® |

Teorema 2.2.6 [YOUNG & GREGORY, 1972] : Podemos computar |y |, usando a

equacao

1Y [m=]| d |m| X |m|m . O

Definicdo 2.2.8 [SZABO & TANAKA, 1967] : Sejam a, b e m inteiros e m > 1, se

1. < bm,

2. |ab |p=|ba |z=1,

entdo escrevemos b = a~'( mod m) e dizemos b é um inverso multiplicativo de a médulo

m. O

Teorema 2.2.7 (Teorema de Fermat): Se a e m > 1 sdo inteiros, e se,

1. m é primo,

2. a~'(modm) existe,

entdo, a~'(modm) =| a™ 2 |,. O
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Definigéo 2.2.9 [YOUNG & GREGORY, 1972]: Se o candidato a pivé a\. ) (cha-

mando de py), em que a;’;‘” #0, parak =1, 2, ..., n—1, tem um inverso multiplicativo

modulo m, entdo
Mk = py ' (modm),

e parai # k,

Mix = 1p;1(m0dm)a§:_l)|m ou My = }ﬁkkagf_lwm 0

Para calcularmos o inverso multiplicativo de @ médulo m, denotado por

a~! (modm), usamos o Algoritmo Estendido de Euclides’.

Definicao 2.2.10 (Algoritmo Estendido de Euclides - AEE)/KNUTH, 1968]:
Dado dois inteiros positivos u e m, calculamos o maximo divisor comum d = m.d.c.

(u, m) e dois inteiros a e v, tal que au + vm = d.O

Vejamos como se dé este processo:

AEELl - (Inicializamos): ¢/ « v+ 1,a+ v <0, c+ u,d + m.

AEE2 - (Dividimos): Dados q e r, como sendo o quociente e o resto de ¢ dividido

pord,em quec=qd+r,0 <1 <d.

AEES3 - (O resto é zero?): Se r = 0, o algoritmo termina. Temos neste caso, au +

vm = d como desejado.

"Euclides [KOOGAN & HONAISS, 1992]: matemadtico grego que ensinava em Alexandria durante
o reinado de Ptolomeu I (séc. 111 a.C.). Autor de Elementos, base da geometria elementar, que contém

o famoso postulado de Euclides.
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AEE4 - (Permutamos): ¢+ d,d + r,t+ d,d «—a,a+t—qa, t — v, v «

v, v+t — qu e retornamos para AEE2.

O Algoritmo Estendido de Euclides resolve au+vm = 1, parau e m

primos entre si. Entdo, u = @' (modm). Ver [BAREISS, 1972].

O algoritmo 3 que descreveremos neste momento, calcula o inverso mul-

tiplicativo de a médulo m.

Algoritmo 3:

4. a[2] := a[0] — ¢[0] x a[1];
5.1=0;

6. while (a[i +2] #1) do

R ti=1+1;
8. q(t] := ali]/ali + 1];
9. aft + 2] := aft] — qli] x ali +1] ;

10. endwhile

1. n:==y
12. u[0] :=0;
13. ull] = 1;

14. for j = 0 until n do

16.  uf[j+2]:=ulj] - qlj] x ulj +1];
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17.  un+2:=a’;
18. endfor

19. if (uln + 2] > 0) then
20. return

21. else

22. un+2:=m+al.

23. endif O

Exemplo 2.3 : Tlustrando a computagdo do inverso multiplicativo, calcular o inverso

multiplicativo de a = 8 mddulo m = 11, usando o algoritmo S.

Assim,

ql0] := al0]/a1] = 11/8 = 1;
a2l :=al0] — g[0] x a[l] =11 -1 x 8 = 3;
while (afi +2] # 1) do

i=1;

qll] :=a[l]/a2] =8/3=2;

a3) = al] - g1] x a2) =8 —2x 3 =2

i=2

q(2] :=a[2]/a[3] =3/2=1,
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ald] :=a[2] —q[2] xa[3] =3-1x2=1;

endwhile

ul] :==1;
for j := 0 until 2 do
7=0;
ul2) :=u[0] - ¢0] xu[l] =0-1x1=-1;

u[4] :=a7'

uf3 :=u[l] — ql] xu2] =1-2x (-1) = 3;

uld] :=uf2] - ¢[2] x uf3] = (-1) - (1 x3) = =4
endfor
if (u4] > 0) then
return
else
ud]=m+at=11+(-4)="T.

endif

Portanto o inverso multiplicativo de ¢ = 8 médulo m = 11 € 7, ou seja,

8 '(mod11) =T.
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Defini¢do 2.2.11 [HOWELL & GREGORY, 1970] : Dado qualquer inteiro = e qual-

quer modulo inteiro m, se

1. 7 = z(modm)

’

L 1
2, —gtn < ¥ < 5,

entdo escrevemos r = [z/,, ® e dizemos que r é um residuo simétrico de z médulo m.

O

Defini¢do 2.2.12 [HOWELL & GREGORY, 1970] : Uma representacdo residual

simétrica de um inteiro z, para as bases my, ma, ..., my, éas-tuplaz ~ {/x/m,, /T/mas s

/x/ms}- O

Teorema 2.2.8 [HOWELL & GREGORY, 1970] : Dados quaisquer inteiros e m,

m>1, [z/,, éinico. O

2.3 Conversao da Representacao Residual (|z|,,) para

Representagao Residual Simétrica (/z/,,):

Em virtude de simplificar alguma de nossas andlises, vamos considerar

em nosso sistema residual, a base como sendo constituida de primos impares.

A conversdo de | = |m, para /z/m, quando os mdédulos sdo primos

impares, € como segue:

8as barras / / denotam residuo simétrico médulo m.
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Se
1
0 < [2]m< gm, (2.16)
entao,
/2w = T |m -
Por outro lado, se (2.16), nédo é satisfeito, entdo
[/ m = | T |m —m.
Se
1
entao,
[T/m = | T |m
Por outro lado, se (2.17) néo é satisfeito, entdo
[T]m = | T |m +m

O que estamos fazendo, é mapear os m; inteiros no intervalo [0, m; — 1],
para os inteiros no intervalo simétrico [—1(m; — 1), 3(m; — 1)]. Maiores detalhes ver

[HOWELL & GREGORY, 1970].

No Estudo de Caso 1, a funcao inteira residu, definida como residu[ mod

(k,m)], em que k e m sdo inteiros e m é o médulo; faz a conversao da representacdo

residual de d e y para as suas representagoes residuais simétricas.

O processo de conversao descrito anteriormente, pode ser implementado

pelo algoritmo 6.


file:///ffif
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Algoritmo 6:

1. if (residu > 0) then

2. if (-2 x residu + m > 0) then

3. return

4. else

5. residu = residu — m
6. endif

7. else

8. if (residu = 0) then
Q. return
10. else

11.  if (2 x residu+m > 0) then

12. return

13. else

14. residu = residu +m
15.  endif

16. endif

17. endif O

Assim, convertemos as representacoes residuais de d e y para suas repre-

sentacoes residuais simétricas.

d~ {/d/mn/d/mza vy (@ my}
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Yi~ {/y:'/mﬂ/yi/mzr ---y/yi/m,}

Veremos agora como converter a representacio residual simétrica de d e

y para a sua representacao simétrica de base mista.

2.4 Conversao da Representacao Residual Simétrica

para a Representacao Simétrica de Base Mista

Antes de mostrarmos como se dd o processo de converter uma repre-
sentacao residual simétrica para sua representagdo simétrica de base mista, vamos
definir um Sistema Numérico Simétrico de Base Mista. Maiores detalhes ver [HOW-

ELL & GREGORY, 1970].

Defini¢ao 2.4.1 : Seja o conjunto de inteiros R, Ry, ..., Ry chamado de base. Entao

todo inteiro z, no intervalo (—R/2, R/2), pode ser expresso da forma:
I = 51 + 62R1 + 63R]_Rg + ...+ 5tR1R2...Rt_1, (218)
em que 0y, 0o, ..., 0 sao digitos simétricos de base mista satisfazendo, para todo 1,

1
|6 1< 3R (2.19)

Teorema 2.4.1 : Se R = [['_, R;, entdo qualquer inteiro = no intervalo (-3R, ;R)

tem uma inica representacao na forma 2.18. O
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E possivel construir um Sistema Numérico Simétrico de Base Mista usan-

do os médulos my, my, ..., m; como base. Em outras palavras, se

M =my,m,..., m,, (2.20)

entdo podemos expressar qualquer inteiro z no intervalo (-3 M, ; M), unicamente, na

forma

T =0+ tpmy + azmymy + ... + QM My...My_1, (2.21)

no qual, para todo 1,

1
| i [< 5 (2.22)
Assim, pelo teorema 2.4.1, para um dado conjunto de médulos, a repre-

sentacdo simétrica de base mista de um inteiro z, que é denotada por
z ~ (ay, 09, ..., 0), (2.23)

pode ser unicamente determinada.

O sistema residual simétrico com base m,, my, ..., m, € 0 sistema simétrico
de base mista com R; = m;, parai = 1, ..., s sdo chamados Sistemas Numéricos Associ-
ados. Estes dois sistemas associados proporcionam a representacdo do mesmo niimero
de inteiros M, e que dado um inteiro z no intervalo (—3 M, 3 M), podemos determinar
unicamente as representacdes em cada um dos dois sistemas associados. Além disso,

dada uma representacao em cada um dos dois sistemas, podemos reconstruir o inico

inteiro z em (—3M, 1 M) que corresponde a representacio.
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Para reconstruir o tinico inteiro da representacio de base mista é simples.

Usamos a equagdo (2.21), que podemos expressé-la como segue:

{

P1=G!5

Py=Pm, ;| +a,

P;=PF_imy_it1+ 05 in

z=P,=P_m+a
\

Vejamos como este processo de conversao é descrito em [LINDAMOOD, 1964].

(2.24)

O processo de conversdo de base mista que vai ser descrito, é usado para

determinar os digitos simétricos de base mista, ¢;, dos digitos residuais simétricos,

/z/m;. Inspecao da equagdo (2.21) mostra que se tomarmos o residuo simétrico de z

modulo m,, temos

/I/ml = .

(2.25)

Conseqiientemente, m; divide z —a, , e deste modo, se deixamos z, = z

I —m
Iy = y
my

entdo T, € um inteiro. Portanto, de (2.21) e (2.26), temos:

Ty = Qg+ Q3My + ... + QMe... M1,

Claramente,

{22/ my = 03

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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Desta maneira, repetindo este processo, obtemos

Tio] — Gy |
A W 2,..,s. (2.29)
mi—;

De (2.29) e (2.21), temos:
Ti = 0 + Qi1 My + QoMM + ..+ QMM ... My, (2.30)
para:=1,...,s, e assim

/ZI,‘/m‘. = Q. (231)

Mostramos acima como os digitos simétricos de base mista o, estdao
relacionados aos inteiros z;, definidos em (2.29). A seguir serd visto, como os q; sdo

construidos, usando a aritmética residual, da representacdo residual simétrica de ;.

Vamos supor que z = z,; tem representacdo residual simétrica.

21~ {/21/mus [TV mas s [T/ m, } (2.32)

De (2.31) e teorema 2.2.8, podemos escrever

Iy~ {C![,/I1/m2,...,/$1/ms}. (233)

Pela definigao (2.31),

ay ~ {/al/mn/al/mn"':/al/m:}' (234)

De (2.26),

m T = I; — Q. (2.35)
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Portanto,
I — o N{Oa/xl _al/mz"":/ml _al/m,}- (236)

Considerando os médulos primos impares, podemos calcular o inverso

multiplicativo de m; médulo m;, i =2,3,...,s. Assim, de (2.26) podemos calcular

fa)mg = [ e

52/ my = /(@1 = 01)mi (mod ) . (237
Entdo, computamos a representacao residual simétrica para z,.
22 ~ {/T2/ma; [T2/mys --es [T/ me }-
De (2.31) e teorema 2.2.8, esta representagio tornou-se
T2 ~ {@2, [Ta/mgy s [T2/m, }-

Descrevemos assim, os dois primeiros passos do algoritmo, encontrando

@ e ap. Vamos descrever o passo genérico (j + 1)-ézimo que produz a;,.

Pela definicdo (2.31),

;5 ~ {// mjs 05/ msp15 s [0/ m, } (2.38)

emque, 2<j<s—1.

De (2.29),

M;Tjy1 = Ij — Oy (239)
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Assim,
Ij—a;~ {07 /IJ' - aj/mf+l’ reuy /Ij - aj/ma}- (2-40)

Como antes, para i = j + 1, ..., 5, calculamos

[zt = [
[Tj+1/m; = /(25 = aj)m; " (mod ;) /. (2.41)
Assim,
Zit1 ~ {/Tir1/mipns [Tit1/misas s [Tig1fm, }- (2.42)
De (2.31) e teorema 2.2.8,
Tiw1 ~ {0551 [250 fmppan oo [ 8541 m, }- (2.43)

Por indugdo em j e aplicacdo de (2.31) provamos o teorema seguinte.

Teorema 2.4.2 : Os inteiros /z;/m,, para j = 1,2,...,s sdo os coeficientes simétricos

de base mista ay, g, ..., s, respectivamente aparecendo em (2.21). O

O procedimento visto anteriormente, descreve completamente um al-
goritmo para converter uma representacdo residual simétrica para a associada repre-

sentagdo simétrica de base mista. Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 2.4 : Sejamy =3, my =5 e my3 =7, de maneira que M = 3.5.7 = 105.
Calcular o representacdo simétrica de base mista, (@i, s, 3) € o Unico inteiro T no

intervalo (—52,52) de z ~ {2,0,6}.

Aplicando o procedimento descrito na secdo 2.4, temos:
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o=z =2,

oy = /[m{ (2 — @1)]/my, assim

ay = /[3710-2)]/5 = 1, entio

ay = 1. E por fim,

a3 = /m‘z-l[ml_l(zfi ) a2]/mar

@ = /571[371(6 - 2) - 1]/7 = /3.[5(6 — 2) — 1] /s,

as = /3.[5(4) — 1]/7 = /3.[6 — 1] /7 = /15/7,

ﬂ{3=1.

Portanto, (2,1,1) é a representacao residual simétrica de base mista. O

-

tinico inteiro no intervalo (—52, 52) é:

T = a1 + aamy + azmymy, por (2.21).

Assim,

z=2+13+13.5

z =20

Vimos, portanto, como converter a representagao residual simétrica de
d e y para a sua associada representacao simétrica de base mista. Com a representagao

simétrica de base mista, calculamos d e y, por (2.21).
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2.5 Teorema Chinés do Resto

Existem vdrios algoritmos para obtencédo de | d |y e | y

u. Talvez o mais
conhecido procedimento faz uso do teorema cldssico da teoria dos mimeros chamado

Teorermna Chinés do Resto.

Teorema 2.5.1 : Seja my, ms,...,m, a base para um sistema numérico residual em

que (mi, m;) =1, parai # j, e M = myma...m,. Além disso,

Seja q uma representacéo residual, da forma
g~ {ri,ra,...,s}, no qual r; =| q |m;, parai =1,2,...;s.
Entao,

8
lgly = l Zm’j | rimj_l(mOde') |mjiM1
J=l1

gl = | my | rimy T (modmy) |my + -+ -+ my | rymy ' (modmy) |, |ar -

Exemplo 2.5 : Se m; = 7 e my = 11, encontre | ¢ |y da representacio residual
qr~ {45 8}
Solugdo:

Primeiramente calculamos:
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ml=7;
mp = 11;
M=7Tx11=177;

' .

my=1T=7;
Em seguida,
[y lmy = |11 [=4;

| My mg =7 [u=T.
Assim,

m;_l(modml) =| 471 |;=2,

my™! (modmy) = 7! |;;= 8.
Portanto,

L qler=[ 11| (4)(2) |7 + 7| (8)(8) |utlrr=|11(1) + 7(9) |77 = 74.



Capitulo 3

Algoritmos Modificados para

Aplicacao da Aritmética Residual

Neste capitulo, apresentamos os algoritmos de Eliminagido de Gauss e
Gauss-Jordan estudados no capftulo 2, que sao modificados para se adequarem A uti-
lizacao da aritmética residual. Estes algoritmos sdo aplicados nos Estudo de Casos,

que sera visto no capitulo 4.

3.1 Eliminagao de Gauss para Aritmética Residual

3.1.1 Elimina¢ao Ordindria

Fy k-1 — k-1
0 =] 0l | — [0l I,

no qual, (k) indica que % eliminagGes foram realizadas.
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3.1.2 Eliminacao sem Divisao

k k—=1)\— k 1 k— =
[ af ls=lll () Jusl 882 [l — 1] 2™ [l 682 fmlnbms
k k-1) k 1
| 6 [m=Il @) [ 6% mlm = | 6E™Y | 6E™ | ombens
k k-1 =1 1 k—
|8 lm=Il @5%™) " lw 6l | = |1 657 |on 6& ™ |l -

Observe que | (ats )t |n= (@) " modm = . ?
O algoritmo seguinte, é a implementacdo do método de Eliminacio de

Gauss usando a Aritmética Residual.

Algoritmo 4:

l. for k=1untiln -1 do

2 for : = k + 1 until n do

3 M :=| p; ' (mod m)ag |m

4. for j=k+1untiln—1do

5. | 8ij |m:=|| @ij |m =ik | Gkj |m|m
6. endfor

Te endfor

8. endfor O

Antes de aplicarmos o algoritmo 4 para Eliminacao de Gauss, calculamos

| [A | b] |m, pela definicdo 2.2.1, vista na segdo 2.2, do capitulo 2.

9Ver definicao 2.2.9, na segdo 2.2, do capitulo 2.
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3.2 Eliminacao de Gauss-Jordan para Aritmética

Residual

O algoritmo 5, descrito a seguir, € a implementagdo do método de Elimi-

nacdo de Gauss-Jordan usando a Aritmética Residual.

Algoritmo 5:

1. for £ =1 until n do

2, for i =1 until n do

3. M :=| pi (mod m)ai |m

4. for j =1 untiln +1do

5. | Gij |m=l] @ij lm =ik | Gkj |m|m
6. endfor

I endfor

8. endfor U

Vejamos um exemplo, em que sao aplicados os algoritmos 4 e 5, descritos

anteriormente.

Exemplo 3.1 : Seja
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Vamos resolver | AX |,,. = | b |, pelos algoritmos 4 e 5.
Solucio:
Primeiramenie escolhemos os mddulos my, = 7 e my = 11, em que

M = T7 (satisfazendo a inequagdo 2.15); pois com um s6 mdédulo néo garantimos a

unicidade na solug¢do.

Antes de aplicarmos o algoritmo 4 (Eliminagdo de Gauss para aritmética
residual) e o algoritmo 5 (Eliminagdo de Gauss-Jordan para aritmética residual), cal-

culamos | A |7, | b |7, | A |11 e | b |11 pela definicio 2.2.1, vista na se¢do 2.2, do

capitulo 2.
Assim,
B 3
| Alz=
-3 -1
e
, -1
|b 7=
-2
A matriz aumentada
5 3 -1
| [A]b][r=
3§ i 4

pr = ayp = 5 (piwd). Caleulemos 57" (mod7), isto €, o inverso multiplicativo de 5
médulo 7 (pelo algoritmo 8, descrito na secdo 2.2 do capitulo 2), obtemos 5~'(mod
=3

Utilizando a algoritmo 4:

5 3 -1
1%linha(x3)
-3 -1 -2
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|15 ]z [9]7 |3
-3 e | -2
1 2 -3
2%linha — 1°linha[x(-3)]
~8 i =g
1 2 -3
-3+3 =146 —-2-|9],
1 2 -3
2%linha(x3)
0 5 -4
P2 = (g2 =5 (pivd). Jd vimos que 5 '(mod7) = 3. Assim,
1 2 -3
0 |15y [-12]
1 2 -3
01 =5
Portanto,
| Ty |z = | =3 |7 = =5,
|Zolr = -8lr=|2x(=8) |z lr =[-8~ | -10|slr = | -3~ (-3) [r=0e|Z |

{01_5}'
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Usando o algoritmo 5, temos: (continuando o processo anterior)

12 -3
1*linha — 2%linha(x2)

01 -5

1 |2-2]; |=3—|-10}7

0 1 —

01 -5
Portanto, a solugdo do sistema | AX |; = | b |7 € {0,-5}.

Da mesma forma calculamos | AX |y, =| b |y1.

1 3
| A=
-3 -1
€
) -1
b =
-2
A matriz aumentada
1 3 -1
[ [A]Db] ;=
-3 -1 =2

Aplicando o algoritmo 4, obtemos:

1 3 -1
2%linha — 1°linha[x(—3)]
-3 -1 -2
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1 3 =1

| =343y |=-1-]-9ulu |-2-1]3ulu

13 -1

0 8 =5
P2 = az = 8 (pivé). Calculemos 8~'(mod11), pelo algoritmo 3, 8 '(mod11) =T7.

13 =1
9%inha(x7)

1 3 -1

0 |[56]n |—35|u

13 -1
01 -2
Assim,
| Z2 [n = -2,
1Ty |u =|-1-[3x (-2) lnlu =35

Aplicando o algoritmo 5 (continuando o método), obtemos:

13 -1
1%linha — 2°linha(x3)
01 -2
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1 [3-3|n |-146]|,

0 1 -2
10 5
01 -2

Portanto, a solugdo do sistema | AX |11 = | b |11 € {5,—2}.

3.3 Quadro de Complexidade segundo E. H. Bareiss

A Tabela 3.1 apresenta uma comparacao da complezidade dos algoritmos
de Eliminacdo de Gauss e Gauss-Jordan X a Aritmética Residual. Maiores detalhes

ver [BAREISS, 1972].

Métodos Diretos Operagoes Aritmética Residual
(Multiplicagao)
Elimanacdo de Gauss 0(n?/3) O(n“%@)
Eliminac¢do de Gauss-Jordan 0(n?/2) O(%n" 5—3)

Tabela 3.1: Comparacao dos Métodos Diretos x Aritmética Residual.

Explanacao

(3: Base do Sistema Numérico;
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a: nimero mdzimo de digitos no elemento a;; da matriz A;
aij: elemento da matriz A, um inteiro;
w: nimero de digitos em precisdo simples da palavra do computador.

Usando a Desigualdade de Hadamard '°, podemos estimar um limite

absoluto, para cada elemento ag-“), em termos dos elementos a;; de A. Para simplificar,

GSSUMIMOS que:
| a;; |< ﬁa : limite do maz;; | aij t § (31)

Assim, para algum subdeterminante de ordem n,

| det(a;;) |< (B*y/m)" = B*": limite absoluto para det A e pela inequagdo (3.1),

1

Portanto,

1
(5‘" a4+ - logg Z log I det(aij) ‘%5

2
0n + (log?,”“)
- 1

Or

1"HADAMARD, Jaques [KOOGAN & HONAISS, 1992] matemético francés (Versalhes, 1865 -
Paris, 1963), com importantes trabalhos sobre andlise infinitesimal.
Desigualdade de Hadamard (GRADSTEYN & RYZHIK, 1979 Seja A = a;;, uma matriz nao singu-

lar, n X n, com elementos reais e determinante | A |, entao:

n n
ap<T] zaa).u
i=1 —]
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Exemplo 3.2 : Paran = 100

Meétodos Diretos Operacoes Aritmética Residual
(Multiplicagao)
Eliminacao de Gauss 3 x 10 25 x 108
Eliminacdo de Gauss-Jordan 1 x 10 150 x 108

a~dy, ~0p ~wld



Capitulo 4

Estudos de Casos: Detalhes de

Implementacao

Neste capitulo, sio estudados dois algoritmos publicados na ACM !

Transactions on Mathematical Software, que estdo organizados em Estudos de Casos:

1. Estudo de Caso 1: Algoritmo 406 - EXACT - Solucéo Exata de Equactes Lineares

usando Aritmética Residual.

2. Estudo de Caso 2: Algoritmo 522 - ESOLVE - Técnicas de Congruécia para uma

Solucdo Exata de Sistemas Inteiros.

Serd apresentado os detalhes de implementacao, tais como: a descricao
da matriz A dos coeficientes, do vetor independente b e médulos m (niimeros primos);

o resultado obtido nos testes, o tempo de execugao e a solugao encontrada.

1 Association for Computing Machinery.
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Os Estudos de Casos encontravam-se anteriormente implementados na
linguagem Fortran-66, porém foram modificados para Fortran-77, sendo para isto uti-
lizado o compilador WATFOR77 (Coschi & Schueler, 1989), versdo 3.0 para PC, pois
dispoe de recursos de diagndstico muito bons, tanto na compilacao como na execucao.
Na compilacao faz verificacdo de aderéncia de um programa em Fortran-77, detecta
erros com bastante exatidao, aponta transferéncias para dentro de um dominio de DO,
verifica o tamanho dos COMMON’s nas unidades de programa que o utilizam e verifica
a precisao de subprogramas FUNCTION definidos e usados em diferentes unidades de
programa. Na execugdo detecta variaveis indefinidas, verifica se os tipos de parametros
dos subprogramas estdo de acordo com a declaracao, verifica limites de conjuntos e
outros erros comuns. Num ambiente PC-DOS, a velocidade de compilacao e imbativel.
Utilizamos também, o Microsoft Fortran PowerStation 4.0, que é o Sistema de Desen-
volvimento Fortran um dos melhores para ambiente Windows 95 e Windows NT, em
que podemos criar e rodar programas Fortran de variados tamanhos no PC, sendo inte-
rativo com vérios produtos da Microsoft, tais como: Microsoft Visual C++, Microsoft
Visual Test, Microsoft Visual Basic. O Microsoft Fortran PowerStation 4.0 incorpora
todas as caracteristicas do Fortran 90, no qual proporciona significativa melhora do
Fortran-77 e acrescenta as extensoes e flexibilidade de novas linguagens. E por fim,

fizemos uso do compilador Fortran77 para o ambiente AIX, versao 4.1.

Os testes de implementacao foram realizados no IBM PowerPC, na Uni-

versidade Federal da Paraiba - UFPB, Campus II em Campina Grande.

Os Estudos de Casos podem ser usados para calcular as solugoes de duas

classes de problemas:



Estudos de Casos: Detalhes de Implementacao 65

1. Problemas envolvendo matrizes com elementos aleatérios de quatro digitos

(| aij [< 10%);

2. Problemas que envolvem as matrizes de Pascal.

4.1 Descricao das Matrizes e Vetores

As matrizes usadas nos testes sao do tipo banda simétrica, simétrica e

de Pascal. Vejamos suas definigoes.

Defini¢édo 4.1.1 : Matriz Banda Simétrica - Uma matriz tem estrutura de banda se
os elementos ndo nulos se concentram em torno da diagonal principal, constituida de
elementos a;;, ocupando algumas subdiagonais e superdiagonais. Formalmente, se A
for de ordem m x n, tem largura de banda inferior p se a;; = O parat > j + pe
tem largura de banda superior g se a;; = 0 para j > i + ¢. No caso geral p # q. Se

p=g¢,m = nea; = aj, A é banda simétrica. O

Em cada linha da matriz simétrica, o elemento da diagonal principal,

di;, 1 < i< n, éescolhido de maneira que a matriz A seja diagonal dominante '? ou

12UUma matriz A de ordem n x n é diagonal dominante se

n
1) [aiilz z |ﬂ'ijI=Ti1 i=1,2,"',ﬂ e
j=13#1

2) se existe, pelo menos um k tal que | age |[> 7 .0
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estritamente diagonal dominante 3.

Definicdo 4.1.2 : Matriz Simétrica - Uma matriz é dita simétricase A = AT. O

Definigao 4.1.3 : Matriz de Pascal - Uma matriz é conhecida como matriz de Pascal
se for uma matriz simétrica positiva definida '*, com entradas inteiras, formando o

triangulo de Pascal, cujos elementos sdo numéricos binomiais '*. O

No Estudo de Caso 1, foi realizado o teste com as matrizes e vetores do

exemplo a seguir.

Exemplo 4.1 : A matriz A € do tipo banda simétrica, de ordem n x n, em que tem
bandas superior e inferior de largura 1. As bandas superiores e inferiores sdo compostas
de elementos’ —1' e 0s elementos da diagonal principal sdo escolhidos para que torne a
matriz A diagonal dominante ou estritamente diagonal dominante. No nosso ezemplo

(di; = 2), 1< i< n. O vetorb € um vetor inteiro, em que seus componentes

13 4 ¢ estritamente diagonal dominante se

|Gii]> Z ]G,’j‘ H i:1,2,"‘,ﬂ.D
=1i#1

4Uma matriz A, n X n, é simétrica positiva definida, se e somente se, A for simétrica e v’ Av > 0,

para qualquer vetor de ordem n x 1, v # 0.
15Sendo n e p nimeros inteiros nao negativos, com n > p, definimos binomial de ordem n e classe

p, como sendo:
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alternam entre -1 e 1, ou seja, b; = (=1),i =1,2, ..., n.

di; -1 0 0 00 0 0

-1 dgp -1 0 0 0 0 0

0 -1 dgs -1 00 0 0
A= O

0 0 0 -1 dypp-p -1 0

0 0 0 0 -1 dn-ipn-1 -1

0 0 0 0 0 -1 I

Para n = 4, temos:

2 -1 0 0 ( -1
-1 2 -1 0 1
A= , b= 0
0 -1 2 -1 -1
0 0 -1 2 1

Exemplo 4.2 : A matriz A € simétrica, de ordem n x n, em que Anyn = (@ij)nxn =

n, parai = j
. O vetor b € a soma dos elementos a; da linha i, para i =
n—1, parai#)
1,2,---,n. Entao,

n
bi = Za,-j.
3=
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Assim, para n = 5, temos:

544441 F21-
45444 21
A=144544|, b=|9|.0
44454 21
44445 21

Exemplo 4.3 : A matriz A € conhecida como matriz de Pascal de ordem 6 x 6. O

vetor b € escolhido de maneira que forme o triangulo de Pascal.

11 1 1 1 1 1

12 3 4 5 6 7

136 10 15 21 28
A= , b= o

1410 20 35 56 84

1 5 15 35 70 126 210

1 6 21 56 126 252 462

Para fazermos um estudo comparativo entre os Estudo de Casos e os
métodos diretos convencionais (Eliminagéo de Gauss e Gauss-Jordan), escolhemos estes

trés tipos de matrizes, descritas acima.
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4.2 Estudo de Caso 1: Algoritmo 406 - EXACT -

Solucao Exata de Equacoes Lineares usando a

Aritmética Residual

A subrotina EXACT resolve o sistema de equagdes lineares Ax = b,
usando a Aritmética Residual, em que a matriz A dos coeficientes, é inteira de ordem
n X n, ndo singular, x e b sao vetores colunas com n componentes. Os componentes

do vetor x sao numeros racionais e os do vetor b, niimeros inteiros.

O Estudo de Caso 1 pode ser usado para resolver sistemas de equagoes
lineares algébricas, obter matrizes inversas, computar determinantes e matrizes adjun-

tas.

4.2.1 Procedimento Computacional
A solucao formal, para resolver Ax = b, pode ser escrita:
x = A™'b, como A™' = (1/d) x A*¥, temos:

x = (1/d) x A x b,

x = (1/d) xy, emque,d = detAey = A*Y x b.

O algoritmo 406 '¢ usa a definicdo 2.2.1 de residuo, vista no capitulo

2. que é refletida pela fungdo FORTRAN mod, para resolver | AX pm,=|b |, ¢ =

16 Estudo de Caso 1: Algoritmo 406: EXACT - Solucao Exata de Equagdes Lineares usando a

Aritmética Residual.



Estudos de Casos: Detalhes de Implementacao 70

1,2,---,s. A computagdo é realizada pelo método de Eliminacdo de Gauss-Jordan

(algoritmo 5), descrito no capitulo 3.

Em seguida, encontramos as representacoes residuais de d e y, pelos

teoremas 2.2.5 e 2.2.6, obtendo:

dw{ldlmnldlm:!"':|d|m,} (41)

Y"’{|Y|m11|Y|m2:"'a|y|m;}' (4'2)

Dando prosseguimento ao método descrito pelo algoritmo 406, converte-
mos as representacoes residuais de d e de y, para as suas representagoes residuais
simétricas, em que os detalhes podem ser encontrados na sec¢do 2.3, do capitulo 2, em
que:

dw{/d/mls/d/mz?“'?/d/m,} (43)

yN{/y/mn/y/mz:"':/Y/ma}- (4.4)

Dando continuidade, convertemos as representacoes residuais simétricas
de d e de y, para as suas representagoes simétricas de base mista. Maiores detalhes,

ver se¢do 2.4, do capitulo 2, no qual:

d”(alaaz,"',ﬂfs)

y ~ (B, B2, -+, Bs), cujos elementos de d e y sdo obtidos como segue:

d = ) +aamy + agmyma + -+ + as(my, My, =+, My_1) (4.5)
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Yy = B+ Bomy + Bsmuma + -+« + By(my, my, -+ -, my_1) (4.6)

Calculado d e y pelas equagdes 4.5 e 4.6, podemos encontrar x imedi-

atamente de x = (1/d) xy. O

Aplicando este procedimento ao ezemplo 3.1, visto no capitulo 3, encon-

tramos as representacoes de d~ {|d |7, |d |n} edey ~{| ¥ |7, | ¥ |11}, tais como:

d ~ {4,8)
e
0 7
yire )
1 -3

Em que convertemos para as suas representacoes residuais simétricas, obtendo:

d ~{-3,-3)}
0 -4
y~ s
! -9

Neste ponto é mais apropriado chamar y, de 13 = {0,-4} e yo =
{1,-5}.
Em seguida, eonvertemos as representagoes residuais simétricas para as

representacoes simétricas de base mista, em que:

d~ (=3, 0)

i = (Ua 1)7 Yo = (11 —4>'
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Neste momento, computamos d e y, por 4.5 e 4.6. Entio:

d=-3+0x7= -3

e
Y =0+1x7="7y=1+(-4)x7=-27.
Portanto, podemos encontrar x = (1/d) x y.
Assim,
d= -3
7
X = )
-27
e,
il
X = : i
9

Existe uma outra maneira de resolvermos o sistema residual | AN |, =

' b |;m,, semelhante ao apresentado, que vamos chamar de ALGORITMO 1.

Primeiramente, usamos a definicdo 2.2.2 de residuo, vista na segéo 2,
do capitulo 2, que difere da definicdo de residuo usada pelo algoritmo 406. O mesmo
esquema € usado para encontrar as representacoes residuais de d e de y. Prosseguindo,
usamos o Teorema Chinés do Resto, descrito na se¢do 2.5, para computar | d |y e
| v |m, pelos teoremas 2.2.5 e 2.2.6, em que M = mymy---m,. Usando os teoremas
2.2.3 e 2.2.4, computamos d e y e a solucdo é obtida. Maiores detalhes em relagao ao

ALGORITMO I, consultar HOWELL & GREGORY, 1969].

Aplicando 0 ALGORITMO I, para o ezemplo 3.1, temos que primeira-

mente resolver o sistema residual | AX |;=|b |7, para |X |7, [d]z ¢ | ¥ |7
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Assim, a matriz ampliada

[[A[Db] 7=

pode ser reduzida a:

, usando o mesmo procedimento descrito pelo Algoritmo 406.

Como os dois pivés sdo 5 e 5, entdo:

|y r=lldz Z |zlr=
1

Resolvendo o sistema residual | AT |;;=|b |, para | T |51, | d |11 e

| ¥ |11, temos a matriz ampliada,

1 3 10
[[A]b] = ’

8 10 9

sendo reduzida a:

Entao,
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ldlu=]|1x8|u=38

e
ly ln=|{ld[ulZuln=
6
Logo as representacdes residuais de d e de y, sdo:
d~ {4,8}
e
0 7
y~ ; , sendo mais apropriado escrever:
1 6
Yy~ {07 7}
e
ifa ~~ {1, 6}.
Usando o Teorema do Chinés do Resto, a principio computamos:
m=7 M=17T m =11
my = 11 my =7,
e?
| m,1 iml = 4:
[ My |my = 7.

Assim,

m‘I_l(modml) =|4_1 7= 2,

my (modmy) =| 77! | = 8.

74
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De modo que,

|l =111 (4) x (2) |7 +7| (8) x (8) [u|rr= 74,

Ly =11 (0) x (2) |z +7 | (7) x (8) |u|rr= 7

}y2 |7T=| 11 | (1) X (2) |7 +7| (6) X (8) [11|77= 50.

Usamos os teoremas 2.2.3 e 2.2.4 para computar d e y, respectivamente.
Procuramos niimeros menores que I em magnitude que sdo congruentes médulo 77, a

74, 7 e 50. Estes nimeros sdo -3, 7 e -27.

Portanto,
d = -3,
7
Y= )
=27
e, obtemos a solucao
-
x = .o
9

4.2.2 Descrigao dos Médulos

Na prética, os médulos sdo escolhidos como nimeros primos. Essa es-
colha aumenta a probabilidade que (d, m;) = 1 e | d |, # 0. Se estas duas condigoes
sao satisfeitas, entdo A é nao singular médulo m; e o sistema residual | AX |,,, =| b |m,
pode ser resolvido para | d |, e | ¥ |m;- Se as duas condigdes ndo sio satisfeitas,

entdo simplemente selecionamos outro primo para o médulo. Além disso, por escolha
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dos médulos como niimeros primos, garantimos que (m;, m;) = 1 para i # j e assim,
pelo teorema 4.1 '7 existe um tnico inteiro no intervalo (0, m — 1) com uma dada

representacao residual.

A escolha dos médulos necessdrios para obter uma solucio, é prevista
pela subrotina LOGBND, cujas informagoes mais detalhadas ver [YOUNG & GRE-

GORY, 1972).

Um procedimento para a escolha de M é operar com um conjunto de

médulos my, ma, - -+, m, e escolhermos M = mymy---my(s <), tal que
n n 3 % n
MZQH Zaik) Z|bj|
=1 =1 j=I
e satisfaz a inequagdo (2.15), vista na secdo 2.2, do capitulo 2.

O programa calcula o BOUND pela férmula:

n n % n
BOUND = log |2 H(Za?j) JIREYIRE
j=l1

=1 k=1

"Teorema 4.1/YOUNG & GREGORY, 1972]: Dois inteiros z e y tém a mesma representacao
residual para a base m,,mo, -, m, se, e somente se z = y(mod L), em que L é o minimo miltiplo
comum dos médulos. O

Exemplo 4.1: Dados my = 7, ma = 9. Assim, m.m.c.(7,9) = 63 e pelo teorema anterior, segue
que:

138 = 12(mod 63), em quez = 138ey = 12.
Portanto, 138 e 12 tém a mesma representacao residual para a base 7 e 9.
138 ~ {| 138 |7, | 138 |g} ~ {5, 3}
12~ {] 127, |12 |9} ~ {5,3}. O

Corolério 4.2/YOUNG & GREGORY, 1972]: A representacdo residual dos inteiros w no intervalo

0 < w < L -1 sao distintas. O
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=]
=~

(| by |> 0) e mais de um médulo é escolhido de modo que:
BOUND < SUMLOG = log(m;) = -+ -+ log(m,).
Antes de nos reportar ao Estudo de Caso 2, introduziremos uma lin-
guagem especial de congruéncias, que é extremamente 1til em teoria dos niimeros.

Esta lignagem foi desenvolvida no século XIX, por Karl Friedrich Gauss '8, um dos

mais famosos matematicos da histdria.

4.3 Congruéncias

Definicao 4.3.1 : Se a, b e m sdo inteiros e se m # 0 divide a — b, (m a —b),

escrevemnos a = b(mod m) e dizemos a é congruente a b médulo m. O

Teorema 4.3.1 : Se a e b sdo inteiros, entao a = b(mod m) se e somente se existe um

inteiro k tal quea = b+ km C.

Teorema 4.3.2 : Sejam m um inteiro positivo e a, b, ¢, d, x e y inteiros quaisquer.

Entao tem-se:
1. a = a(mod m), propriedade reflexiva.
2. a = b(modm), entdo b = a(modm), propriedade simétrica.

3. a = b(modm) e b = c(modm), entdao a = c¢(mod m), propriedade transitiva.

I8GAUSS, Carl Friedrich [KOOGAN €& HONAISS, 1992} astronomo, matematico e fisico alemao
(Brunswick, 1777 - Gotttingen, 1855), autor de trabalhos sobre mecanica celeste, a teoria dos erros, o

magnetismo, ¢ eletromagnetismo e a optica.
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r

. Sea = b(modm) ec = d(modm), entao a+c = b+d(mod m), a—c = b—d(mod m)

e ac = bd(mod m).
Se a = b((modm) e ¢ = d(modm), entdo az + cy = bz + dy(mod m).
Se d > 0 divide m e se a = b(mod m), entdo a = b{mod d).

Se ac = bc(modm) e c e m sao primos entre si, isto é, (¢, m) = 1, entdo

a = b(mod m).

Se a = b(mod m), entdo a* = b*(modm), para todos inteiros k > 0. O

Definigao 4.3.2 : Um Sistema Completo de Restos Médulos m é um conjunto de in-

teiros tal que todo inteiro é congruente modulo m a exatamente um inteiro do conjunto.

O

Exemplo 4.4 : O algoritmo da divisio mostra que o conjunto de inteiros 0, 1,2,

-«.m —1 ¢ um sistema completo de restos mddulo m. Este conjunto é chamado de

menor resto (residuo) ndo negativo médulo m. O

Teorema 4.3.3 : Se 1,7y, +,Tm é um sistema completo de restos (residuo) maédulo

m, e se a é um inteiro positivo com (a,m) = 1, entdo ar, + b,ary +b,---,ar, +b é

um sistema completo de restos médulo m. O

Teorema 4.3.4 : Sea = b(modm, ), a = b(mod my), -, a = b(mod my), em que a, b,

My, My, - - - , My S30 Inteiros, com my, My, - - -, My, positivos, entao a = b(mod [m;, my, - -+,

my)), em que [my, my, -+, my| é 0 minimo multiplo comum de my, my,---,my. O
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Coroldrio 4.3.1 : Se a = b(modm,), a = b(modm,),--+,a = b(modmy), em que
a, b sdo inteiros e my, mg, - - -, my sdo pares de inteiros positivos relativamente primos

entre si, entdo a = b(mod mymy - --my). O

Defini¢ao 4.3.3 : Uma congruéncia da forma az = b(modm), em que a, bem > 0
sao inteiros e x um inteiro desconhecido, é chamada de um congruéncia linear de uma
variavel. O estudo de tal congruéncia e similar ao estudo das equagdes diofantinas de

duas varidveis '°. O

Teorema 4.3.5 : Sejam a, b e ¢ sdo inteiros com d = (a,b), isto é, d é o maximo
divisor comuimn entre a e h. A equagdo axr + by = ¢ nao tem solucao inteira se d
nao divide c¢. Se d | ¢, entdo existe infinitas solucées inteiras. Além disso, se z =
To, ¥ = Yo € uma solugao particular da equacao, entdo todas as solugdes sao dadas por

r = zy+ (b/d)n, y = yo — (a/d)n, em que n é um inteiro. O

Teorema 4.3.6 : Sejam a, b, e m > 0 inteiros e (a,m) = d. Se d nao divide b, entao
az = b(modm) ndo tem solugdo. Se d | b, entdo axr = b(modm) tem exatamente d

solugoes incongruentes modulo m. O

Vamos considerar congruéncias da forma especial az = 1(mod m). Pelo
teorema 4.3.6 existe uma solucao para esta congruéncia se e somente se (a,m) = 1, e

entdo todas as solucoes sao congruentes médulo m.

Definigao 4.3.4 : Dado um inteiro a com (a,m) = 1, uma solugdo de az = 1(mod m)

é chamada um inverso de a médulo m. O

19 Equagdes Diofantinas: Sdo equagoes polinomiais a um certo nimero de varidveis, nas quais os

coeficientes sio inteiros e onde se procuram solugdes em inteiros.
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Teorema 4.3.7 : (Pequeno Teorema de Fermat) Seja m um primo positivo. Entéo:
1. Se a é um inteiro ndo divisivel por m, entdao ¢™ ' = 1(mod m).

2. Se a um inteiro qualquer, entdo a™ = 1(modm). C

Pequeno Teorema de Fermat possibilita solugdes de certas congruéncias

lineares:

Proposigao 4.3.1 : Sejam m um primo positivo, e a e b inteiros tais que (a,m) = 1.
Entao a congruéncia linear az = b(modm) admite uma soluciao. Além do mais a

solu¢do € inica moédulo m. O

Maiores detalhes ver [ROSEN, 1988] e [VISWANATHAN, 1979].

4.4 Estudo de Caso 2: Algoritmo 522 - ESOLVE,
Técnicas de Congruéncia para uma Solucao E-

xata de Sistemas de Equacoes Lineares Inteiros

A subrotina ESOLVE resolve exatamente o sistema de equacoes lineares
Ax = b, em que A uma matriz inteira de miiltipla precisao, n X n, ndo singular, x
e b sdo vetores colunas com n componentes. As componentes do vetor b sido niimeros
inteiros, e de x, sio nlimeros racionais. A subrotina retorna um d ?* e um vetor y =

A% x b, ambos inteiros de miiltipla precisdo. Se d # 0, obtemos a solucdo do sistema,

204 = det A.
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computando x = y/d. Por outro lado, se d = 0, o sistema de equacoes lineares é
compativel e indeterminado, ou é incompativel, isto é, ndo tem solucio. ESOLVE nio
pode ser usado para distinguir entre estes dois casos, pois detecta incompatibilidade
rank(A)*' = n— 1, como também, ndo pode gerar familias paramétricas de solugdes,

no caso do sistema ser indeterminado.

O Estudo de Caso 2 pode ser usado para resolver sistemas de equacoes

lineares algébricas, computar determinantes e matrizes adjuntas.

4.4.1 Procedimento Computacional

Em ESOLVE, a forma de base mista, apresentada na secéo 2.4 do capitulo
2, é usada para a representagao de todos os inteiros de multipla precisdo. Um sistema
numeérico de base mista, para as bases ordenadas m,, mg, ---, m,, € um conjunto de
seqiiéncias de digitos para o inteiro z, no qual é denotado em 2.23. Um caso especial,
ocorre se B = m; = myp = .-+ = my, o conhecido sistema numérico de base fixa.

Assim, se z é um inteiro, podemos expressa-lo unicamente na forma
g =6 +02B-"'+C,1Bm_1),

no qual os nimeros ¢y, ¢, - - -, ¢, s40 0s coeficientes de base fixa, em que  ¢; |< B, para
i = 1,2, -+, n. Para maiores esclarecimentos ver [SODERSTRAND & JENKINS,

1986]

4

21 Definigdo 4.2.1: Dada uma matriz 4, m x n, seja C, m x n, a matriz-linha reduzida a forma
escada linha equivalente a A. O posto de A, denotado por rank(A), é o nimero de linhas ndo nulas

de C. O
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No Estudo de Cuso 2, primeiramente convertemos a matriz ampliada,
[A | b], da representagdo de base fixa (B = 10000) para a representacio de base mista,
usando a subrotina MRADIX. Caso queiramos converter a representacdo de base mista

para a representacao de base fixa, usamos a subrotina FRADIX.

Dando continuidade ao Algoritmo 522, a subrotina SUBBND, usa a
Desigualdade de Hadamard , para obtermos um limite mais rigoroso - BOUND - para
d e y, no qual,

M, (s, @) b<a

BOUND > |
i ( =1 a?j)i b/a, b>a,

1 1
n 2 n 2
- : E : 2 L } : 2
e 12.1')"1%111 { (i:l 33) } : '= lg}lagn{ =1 bk‘) } .

A subrotina SUBBND é complexa para computar o BOUND porque os
elementos da matriz A e os componentes do vetor b, sdo inteiros de miltipla precisao.
Esta subrotina, também calcula o nimero maximo de primos (MAXPRM) necessdrios

para representar d e y e obtermos a solugao do sistema Ax = b.

Como entrada para ESOLVE, o usudrio precisa especificar um valor para
o parametro MAXPRM (niimero méximo de primos) para que cada componente y; de

y e d satisfaca

|d], |y |[<[mix -+ X myaxpry — 1]/2.
O menor inteiro MAXPRM é usado tal que,

BOUND = {ml X X MMAXPRM — ].]/2

O niimero de primos é escolhido de modo que:

BOUND < SUMLOG = log(m,) + log(my) + - - - + log(m).
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A escolha do MAXPRM, pode ou ndo ser crucial, dependendo se o
usudrio atribuir ou ndo, o RTEST sendo falso ou RTEST verdadeiro. Se for falso,
ESOLVE continua a computar os coeficientes da representacdo de base mista de d e
y (isto é, continua a repetir) até o MAXPRM, cujos coeficientes foram encontrados.
Se RTEST for verdadeiro, ESOLVE continua a repetir somente até um ou outro coe-
ficiente MAXPRM ter sido computado ou até os coeficientes consecutivo zero - TR na
representacao de base mista de d e y serem encontrados, o que acontecer primeiro. TR

¢ definido como o menor inteiro para o qual,

[[A]|Db] [le< 2Xmy X+ X mrg,

em que, || [A | b] || # é a norma infinita da matriz ampliada do sistema Ax = b.

Maiores detalhes, vejamos o teorema 4.4.1 e coroldrio 4.4.1.

Teorema 4.4.1 [BARFISS, 1972]: Seja uma matriz quadrada A, vetoresy e b # 0

tal que Ay = bd, e a representagao de base mista

y
~ [ai]
d

Correspondendo a um conjunto de primos {p; > 2,1 = 1,2,---}. Se
em [ey;]. coluna m contém pelo menos um elemento nao nulo jn, e é seguido de pelo

menos t colunas zero tal que

1 - e
Tt = § H [A i b} Hac Z“Tk: em que T, = Hpk'
k=1 k=1

22 A norma infinita de A é definida por:

n
| A= ma:c,—Zlaij| . O

j=1
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Entao,

1. Ay™ = bglm)
2. Ax = b, x = y™ /d(m), sed™ £ 0,

3.d=0,sed™ = 0ey™ £0. O

Coroldrio 4.4.1 [BAREISS, 1972]: Se no teorema 4.4.1 os primos sao ordenados em

ordem crescente entdo, um suficiente limite inferior para t é dado por 27; >|| [A,b] ||0c-

O

A validade do teste recursivo é provada por [BAREISS, 1972] e [CABAY,
1971]. Se o teste recursivo for satisfeito, A x y = d x b serd verdadeiro, mesmo se em
vérias ocasides, y possa nao ser igual a 4°¥ x b e d possa ndo mais ser o determinante

de A. Portanto, quando d # 0, x = y/d ainda dara a solu¢do requisitada.

Dando prosseguimento ao algoritmo 522, resolvemos o sistema residual
| AX |, =| b |, param; = 1,2, ---, MAXPRM , usando o método de Eliminagéo de
Gauss (algoritmo 4), descrito no capitulo 3. Para calcularmos o inverso multiplicativo
de a médulo m, aplicamos o Algoritmo Estendido de Euclides - algoritmo 3, visto na
se¢ao 2.2 do capitulo 2. Aqui, computamos os termos da representacao de base mista
de d e de y usando o Teorema Chinés do Resto (descrito no capitulo 2). E, finalizando

o Estudo de Caso 2, obtemos a solugdo x = y/d.
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4.4.2 Escolha dos Mddulos

Uma lista 6tima de niimeros primos para ESOLVE é definida como sendo
uma lista m,ms, --- em ordem crescente. escolhida de forma a torna-la a maior
possivel, mas sujeita a condicdo de que o resultado da operacao m; x m;, ¥, 4 nao
acarreta overflow. Com isso, uma lista 6tima de nimeros primos serd gerada, uma
de cada vez, para cada instalagdo diferente e armazenda em um tnico bloco de nome
PRIMEB. A maneira como esta lista é gerada fica transparente ao usudrio. O compri-
mento da lista é determinado de acordo com o tamanho do problema e fornecido ao

usudrio. Para o IBM 360/67, em que a palvra simples de computador é 32 bits, a lista

étima de primos é dada como segue:

KPRIME(100)/ 45233, 45247, 45259, 45263, 45281, 45289, 45293, 45307,
45317, 45319, 45329, 45337, 45341, 45343, 45361, 45377, 45389, 45403, 45413, 45427,
15433, 45439, 45481, 45491, 45497, 45503, 45523, 45533, 45541, 45553, 45557, 45569,
45387, 45589, 45509, 45613, 45631, 45641, 45659, 45667, 45673, 45677, 45691, 45697,
45707, 45737, 45751, 45757, 45763, 45767, 45779, 45817, 45821, 45823, 45827, 45833,
45841, 45853, 45863, 45860, 45887, 45893, 45943, 45949, 45953, 45959, 45971, 45979,
45989, 46021, 46027, 46049, 46051, 46061, 46073, 46091, 46093, 46099, 46103, 46133,
46141, 46147, 46153, 46171, 46181, 46183, 46187, 46199, 46219, 46229, 46237, 46261,

46271, 46273, 46279, 46301, 46307, 46309, 46327, 46337/.

E também necessdrio durante a instalacdo, gerar uma lista correspon-
dente Im,, I'ms, Ims, - - satisfazendo Im; X m; X my X -+ X m_; = 1modm,;, ¢ =
2, 3, 4, --- e armazend-la no mesmo bloco comum, PRIMEB. O Algoritmo Estendido

de Euclides descrito na se¢do 2.2.1, do capitulo 2, pode ser usado para computar Im;,
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isto é, IPRIME(i). Veja a seguir:

IPRIMEF(100)/ 00000, 42015, 28577, 01108, 29342, 16641, 10405, 19447,
26685, 39525, 14116, 12753, 32178, 01043, 08857, 27911, 15049, 07079, 33425, 00804,
23175, 23886, 44779, 41942, 10171, 16606, 10638, 17371, 27195, 35827, 42639, 01829,
24558, 09023, 37958, 30638, 06339, 41270, 40538, 10157, 11783, 00457, 32947, 42170,
17910, 33474, 20017, 25086, 36508, 37444, 35543, 06993, 10326, 16328, 26765, 42083,
37223, 30711, 09408, 06635, 38421, 11397, 32683, 17333, 34245, 15748, 35735, 23492,
19302, 20076, 45620, 44978, 09864, 14832, 16092, 19457, 24045, 44950, 32872, 24309,
15726, 43057, 37766, 14046, 41826, 19946, 41363, 23967, 39791, 29237, 18085, 12952,

36850, 02213, 30023, 34871, 42667, 40410, 32615, 46136/.

4.5 Observacoes sobre Implementacao

4.5.1 Estudo de Caso 1

Na implementacio do Algoritmo 406 - EXACT:

1. Privilegiamos o processamento de matrizes por colunas.
2. Os médulos usados no teste sdo os niimeros primos: 2, 3, ---, 113.
3. O programa retorna um cédigo de erro IER:

(a) 0 se o sistema é satisfatoriamente soluciondvel e apresenta a solucao.

(b) 1 se nao existem maddulos suficientes para avaliar a solugao do sistema.
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(c) 2 se a matriz A dos coeficientes é singular (det = 0), e x e y ndo sdo

computados.
4. Permite apenas uma entrada de precisao simples.

5. Diagonaliza A: método de Eliminagdo de Gauss-Jordan - algoritmo 3, visto no

capitulo 3.

6. Dispensa maus primos, isto €, primos pelos quais | det A |,, = 0. Nao pode pre-
computar a lista JPRIME, nem o nimero de primos necessarios para determinar

unicamente a solucao.

7. Usa a Desigualdade de Hadamard para obter um limite BOUND, para d e y de

maneira que:
1

I o |
k=1

BOUND > [ (Z afj)
i=1 \j=1

8. Um menor inteiro IS é usado tal que,

BOUNDS [m1 XMg X =o- xmfs—‘ll/z.

4.5.2 Estudo de Caso 2
Na implementacdo do Algoritmo 522 - ESOLVE:

1. Privilegiamos o processamento de matrizes por colunas.
2. Os mddulos usados no teste sao os vistos na segao 4.4.2.
3. O programa retorna um cddigo de erro /ER:

(a) 0 se y/d é a solugdo para Ax = b.
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(b) 1 se os coeficientes MAXPRM na representacio de base mista de d e y
terem sido computados. Jd que o usudrio escolhe o valor de MAXPRM, o

programa nao pode garantir que y/d é a solugdo para Ax = b.
(c) 2 se A é singular.

(d) 3 se A é singular, ou d e y sdo miiltiplos diferentes de PRIME(1) x - -- X

PRIME(MAXPRM).

(e) 4 se os parametros de entrada sao incorretos.

4. Permite entrada de multipla precisao.

o

. Triangulariza A: método de Eliminacao de Gauss - algoritmo 4, visto no capitulo

3.

. E capaz de reter todos os primos.

(o]

-\]

. Usa a Designaldade de Hadamard para obter um limite - BOUND mais rigoroso,

para d e y, de maneira que:

1 1
n a n 3
a = 1 E 2 i = E 2
em quea = lrsnjlé]n { (i:] au) } , b 11213535" { (k:l bkl) } ‘

8. Um menor inteiro MAXPRM é usado tal que,

BOUND < [ml XMy X X MYAXPRM — 11/2
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4.6 Processamento de Matrizes por Coluna

Na implementagdo dos algoritmos foi utilizada a linguagem de programa-
cao Fortran. Nas operagoes entre matrizes e vetores optou-se pelo processamento por
coluna sempre que possivel, j4 que em Fortran uma matriz é armazenada por coluna,;
isso significa que os elementos consecutivos de uma coluna ocupam posi¢des consecuti-
vas de memoria e os elementos consecutivos de uma linha ficam a uma distancia igual
a um miultiplo do niimero de linhas que for declarado para o conjunto que armazena
a matriz. Por exemplo, se o conjunto A for declarado com L linhas, a distancia entre
os elementos consecutivos de uma linha ficam separados por um miiltiplo de L (se 4
bytes formam uma palavra como nos microcomputadores, a distancia serd de 4L bytes

em precisio simples e de 8L bytes em precisao dupla).

4.7 Resultados dos Testes

Apresentamos a seguir, os resultados dos testes realizados com os Estudo

de Casos 1 e 2, e os métodos de Eliminacao de Gauss e Gauss-Jordan.



Tabela 4.1: Solu¢des de Sistemas Lineares

Exemplo 4.1 — Matriz Banda Simétrica

N° de Equacdes
n

Gauss
Maior Raiz

Gauss - Jordan
Maior Raiz

ESOLVE: Gauss
Aritmética Residual

EXACT: Gauss - Jordan

Aritmética Residual

Raizes Exatas Raizes Exatas

05 0,500.000.000.000.000.00 0.499.999.992.549.419.79 3/6 3/6

10 0,454.545.454.545.454.58 0,454.454.480.301.413.28 5/11 5/11

20 0,476.190.476.190.476.22 0,476.190.494.676.656.97 10721 10/21
40 0.487.804.878.048.780.31 0.487.804.853.124.571 44 20/41 20/41
50 0.490.196.078.431.372.69 0,490.196.022.778.526.91 25/51 25/51
80 0,493.827.160.493.827.24 0,493.827.556.256.077.59 40/81 40/81
100 0,495.049.504.950.494.93 0,495049.508.148.907.63 50/101 50/101
150 0.496.688.741.721.854 45 0.496.688.762.982.165.18 75/151 75/151

Teste realizado no IBM PowerPC, utilizando o compilador Fortran77, para o ambiente AIX, versdo 4.1. Para exibir os erros, foi necessario utilizar

precisdo dupla.

op3vpudwaldul] ap sayi1a(] :S0SD) Ip OpnIsTy
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Tabela 4.2: Erro Absoluto x Nimero de Equacdes
Exemplo 4.1 — Matriz Banda Simétrica

N°¢ de Equac¢des
n

Gauss
Tolerancia: x 10 >

Gauss-Jordan
Tolerdncia: x 10~ %

ESOLVE: Gauss
Aritmética Residual

EXACT: Gauss - Jordan
Aritmética Residual

05
10
20
40
50
80
100
150

0
0,345456.0 x 10 '°
0,295.238.0 x 10~ '°
0.177.805.0 x 10~ 2
0,140.980.5 x 10 "7
0,795.064.0 x 10~ '°
0.119.504.8 x 10~ "
0.145364.4 x 10 "

0.745.058.021.000.010.000 x 10 *
0,909.742.440.412.654.544 x 10 *
0,184.861.807.795.238.000 x 10
0.249.242.090.478.050.000 x 10 ~’
0,556.528.456.390.195.000 x 10 '
0.395.762.250.429.506.400 x 10~ °
0,319.841.258.049.520.000 x 10~ *
0,212.603.108.753.644.000 % 10 '

q

0
0
0
0
0

0

Os cilculos realizados na tolerincia de 10 " foram feitos utilizando a calculadora CALCON.

op3vudwalduy ap saypiacy sosv.) ap opnyssy

[6



Tabela 4.3: Tempo de Execugiio, em segundos, com tolerancia de 10 - 3,
Exemplo 4.1 — Matriz Banda Simétrica

N° de Equacdes Gauss Gauss-Jordan  ESOLVE : Gauss MAXPRM EXACT: Gauss - Jordan PRIMOS

n Aritmética Residual Aritmética Residual

05 30 31 31 2 41 2
10 31 32 36 2 43 2
20 43 45 63 3 69 3
40 85 98 197 5 287 5
50 108 149 315 6 479 6
80 226 431 851 8 1281 5
100 340 659 1460 10 2330 5
150 710 1666 3960 14 7213 5

Teste realizado no IBM PowerPC, utilizando o compilador Fortran77, para o ambiente AIX, versdo i1

opdvpuawaiduy 3p sayiacy ISOSD)) ap opnysiy
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Tabela 4.4; Solucgdes de Sistemas Lineares

Exemplo 4.2 — Matriz Simétrica

N°¢ de Equacdes
n

Gauss
Maior Raiz

Gauss - Jordan
Maior Raiz

ESOLVE: Gauss
Aritmética Residual
Raizes Exatas

EXACT: Gauss - Jordan

Aritmética Residual
Raizes Exatas

100
120
140
200

1.000.000.000.000.000.22
1,000.000,000.000.000.67
1,000.000.000.000.002.22
1,000.000,000.000.004.00
1,000.000.000.000.007.77
1,000.000.000.000.006,44
1,000.000.000.000.020.21
1.000.000.000.000.011.77
1,000.000.000.000.021,98
1,000.000.000.000.047.07
1,000.000.000.000.093,92
1,000.000.000.000.080.82
1,000.000.000.000.136.56
1,000.000.000,000,220.49

1.000.000.034.922.425.17
1,000.000.034.807.036.59
1,000.000.067.316.341.83
1.000.000.071.219.957.26
1,000.000.063.386.520.03
1,000.000.051.204.810.39
1,000.000.051.001.561.19
1,000.000.082.962.157.58
1,000.000.091.474.371.63
1.000.000.060.885.111.17
1,000.000,055.568.823.54
1,000.000,073.361.672.29
1.000.000.057.224.541.99
1,000.000.070.680.627.57

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

e e o S S S —
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Tabela 4.5: Erro Absoluto x Numero de Equacgdes
Exemplo 4.2 — Matriz Simétrica

N° de Equacdes

n

Gauss
Tolerancia: x 10 %

Gauss-Jordan
Tolerancia: x 10 %

ESOLVE: Gauss
Aritmética Residual

EXACT: Gauss - Jordan
Aritmética Residual

05
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
120
140
200

0,220.000 x 10"
0,670.000 x 10 **
0,222.000 x 10 "
0,400.000 x 10 "
0,777.000 x 10"
0,644.000 x 10 "
0,202.100 x 10 "
0,117.700 x 10 "
0,219.800 x 10 "
0,470.700 x 10 ¥
0,939.200 x 10
0,808.200 x 10 "
0.136.560 x 10 ~"*
0,220.490 x 10 "

0,349.224.251.7 x 10
0,348.070.365.9 x 10’
0,673.163.4183 x 10’
0.712.199.572.6 x 10 '
0,633.865.200.3 x 10 '
0.512.048.103.9 x 10 '
0,510.015.611.9 x 10
0.829.621.5758 x 10’
0.914.743.716.3 x 10
0,608851.111.7 x 10
0,555.688.235.4 x 10’
0.733.616.722.9 x 10’
0,572.245.419.9 < 10 '
0,706.806.275.7 x 10 '

7

0
0

uawadut] ap sayva(] oS, P Opnys’y
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Tabela 4.6: Tempo de Execugio, em segundos, com tolerancia de 10 - 4,
Exemplo 4.2 — Matriz Simétrica

MAXPRM EXACT: Gauss - Jordan PRIMOS

N° de Equacdes Gauss Gauss-Jordan  ESOLVE : Gauss

n Aritmética Residual Aritmética Residual

05 27 27 33 3 41 3
10 33 35 41 5 a7 5
20 39 50 79 10 92 6
30 46 76 130 16 220 6
40 50 97 221 23 342 6
50 55 140 332 29 433 6
60 62 210 452 36 624 5
70 71 280 653 44 913 5
80 85 390 876 51 1292 5
90 95 460 1156 59 1782 5
100 110 610 1478 66 2359 5
120 156 961 2305 82 3901 5
140 223 1453 3352 99 5970 5
200 585 5858 - - 16535 5

) ap opnysiy
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Tabela 4.7: Solucdes de Sistemas Lineares
Exemplo 4.3 — Matriz Pascal

Raizes
Métodos

X,

X3

Xy

Xs

Xs

Gauss — Jordan

Gauss

ESOLVE
Gauss
Aritmética Residual
EXACT
Gauss — Jordan
Aritmética Residual

~1.000.001.142.382.936.03

~0,999.999.999.998,554.93

5.999.997.219.403.300.44

5.999.999.999.993.614.89

-15.000.068.430.268.607.1

~14,999.999.999.988.686.4

=15

) 2]

19.999.939.154.800.564.7

19.999.999.999.989.924.5

20

20

-14,999.977.559.053.032.6

~14,999.999.999.995.480.9

-13

5.999.993.617.392.079.59

5.999.999.999.999.182.88

2§

uawaldui] ap saypiacy :S0s.) Ip opnys;
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Tabela 4.8: Erro Absoluto
Exemplo 4.3 — Matriz Pascal

w XI
Métodos

X,

X3 X, Xs X

Gauss — Jordan 0,114.238.293.603 x 10 ~*

Gauss 0.144.507 x 10 "

ESOLVE
Gauss
Aritmética Residual
EXACT
Gauss — Jordan
Aritmética Residual

0.278.059.669.956 x 10 ~*

0,638.511 x 10"

0, 684.302.686.071 x 10 ' 0.608.451.994.353 x 10 ' 0,224.409.469.674 x 10 *  0.638.260.792.041 x 10 ~*

0.113.136 x 107" 0,100.755 x 10~ 0,451.910 x 10 M 0.200.008.171.26 x 10 7

opdvrudwa)duy ap saypiaqg s0SD) 3p Opnysy
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Tabela 4.9: Tempo de Execuciio, em segundos, com tolerincia de 10 ~ !,
Exemplo 4.3 — Matriz Pascal

Gauss Gauss - Jordan ESOLVE: Gauss Aritmética Residual EXACT: Gauss -Jordan Aritmética Residual
MAXPRM: 4 PRIMOS: 4

29 30 33 A7

opdpjusma|dul] ap sayp1a :SOSD) ap OpnIsy
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Foram analisadas nos testes, trés tipos de matrizes: a Matriz Banda
Simétrica, em que resolvemos o sistema linear Ax = b, para n = 150 equacdes. Com
0s métodos diretos (Eliminacdo de Gauss e Gauss-Jordan), as solu¢des foram aproxi-
madas (ver Tabela 4.1), cujos erros absolutos cometidos se encontram na Tabela 4.2.
Com os algoritmos 406 (EXACT) e 522 (ESOLVE), utilizando a Aritmética Residual,
verificou-se que a solucgdo foi exata nos racionais. Com a Matriz Simétrica, resolve-
mos o sistema linear Ax = b até n = 200 equagoes, com excecao de ESOLVE (até
n = 140 equagoes). Para Gauss e Gauss-Jordan as solucoes foram aproximadas (ver
Tabela 4.4), seus respectivos erros absolutos estdo na Tabela 4.5. Em ESOLVE e EX-
ACT as solugoes foram exatas (nos inteiros). Em ESOLVE, para n > 140, ndo foi
possivel encontrar a solucdo esperada, devido a lista de primos conter um total de
100 nimeros (KPRIME = 100). Podemos solucionar esse problema ampliando essa
lista, ou seja, KPRIME > 100. Nossa ultima matriz analisada, foi a Matriz de Pascal
(mal-condicionada) para n = 6. Verificamos que com os métodos diretos as solugoes
foram aproximadas (ver Tabela 4.7), os erros absolutos se encontram na Tabela 4.8.

Em ESOLVE e EXACT as solugdes foram exatas (nos inteiros).



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Apés estudar os métodos diretos com a aplicacao da Aritmética Residual,

chegamos as conclusoes a seguir:

e ESOLVE [CABAY & LAM, 1977], possui c6digo fonte mais legivel, visto que se
encontra melhor estruturado, uma vez que EXACT [HOWELL, 1971], ndo foi

escrito levando em consideragdo essa metodologia de programagao;

e ESOLVE utiliza a Eliminacao de Gauss (triangularizacio), uma vez que EXACT
usa Gauss-Jordan (diagonalizacdo). O método de Eliminagdo de Gauss, nas
operagdes de multiplicacio é proporcional a O(n* %R) e Gauss-Jordan a O(3n"E)

?

veja [BAREISS, 1972];

e EXACT dispensa maus primos, isto é, primos pelos quais | det A|,;, = 0. Desde
que y = A*b possa ainda ser encontrado neste caso **, ESOLVE ¢ capaz de

reter todos os primos. EXACT ndo pode precomputar a lista JPRIME (lista de

2Veja [SHAPIRO, 1963] ou [CABAY, 1971
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nimero primos), nem o nimero de primos requeridos para determinar unicamente

a solucao;

e Tanto ESOLVE quanto EXACT usam a Desigualdade de Hadamard, para obter
um limite para d e y. Vale salientar que em ESOLVE é usada de forma mais

rigorosa;

e EXACT e ESOLVE (se RTEST = .FALSE.), resolvem o sistema |AX|,,, = |b|m,,
para todo ¢, 1 < 1 < MAXPRM, em que MAXPRM ¢é o nimero maximo
de primos para representar d e y na forma de base mista. Por outro lado, se
no ESOLVE, RTEST = .TRUE., continua a repetir somente até um ou outro
MAXPRM ou até os coeficientes consecutivos zero - TR na representagiao de

base mista de d e y serem encontrados, o que acontecer primeiro.

Para resolver um sistema linear nao singular, utlizando a Aritmética
Residual, os elementos da matriz ampliada do sistema linear devem ser niimero inteiros.
A vantagem da utilizagdo da Aritmética Residual em relagio aos métodos diretos é a
auséncia de divisdes com resultados nao exatos, implicando na eliminagao dos erros de
arrendondamento. Isso favorece a aplicacdo da Aritmética Residual na obtencao da

solucdo exata do sistema linear, veja Tabelas 4.1, 4.4 e 4.7.

Em nossos estudos, observamos que a Aritmética Residual apresenta

duas dificuldades:

e O residuo de uma operacao de divisao nao é bem definido: para superarmos esta
dificuldade, evita-se a execucdo da operacdao de divisao trabalhando no campo

dos racionais ou algoritmicamente evitando a operacao de divisao.
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e Tendo o resultado de uma operacao em Aritmética Residual usando um médulo,
nao € possivel recuperar univocamente o resultado da mesma operacio em arit-
mética inteira com os dados originais: para evitarmos esta dificuladade, pre-

cisamos trabalhar com dois ou mais mddulos.

Segundo Chung e Yau 2 “A Aritmética Residual tem a vantagem de ndo
gerar transporte (carry-free) nas operagies de adi¢do, subtracdo e multiplicacdo. Desta
maneira usando o Sistema de Numero Residual podemos, em principio, aumentar a

velocidade das operacdes no computador”.

Observamos que a Aritmética Residual tem algumas restrigoes: os ele-
mentos da matriz ampliada devem ser inteiros e o tempo de processamento é maior
que o tempo obtido pelos métodos diretos: Eliminacdo de Gauss e Gauss-Jordan (veja

Tabelas: 4.3, 4.6 e 4.9).

Neste sentido, verificamos que a Aritmética Residual é um método vidvel
para resolver Sistemas de Equagoes Lineares corretamente, sendo este fato de grande
importancia para os profissionais envolvidos em ciéncia e tecnologia, apesar das restri-

goes vistas anteriormente.

Como proposta para trabalhos futuros, sugerimos:

e A aplicacdo da Aritmética Residual para Sistema de Equagdes Lineares Superde-
terminados e a expansao dos algoritmos 406 e 522, para resolver sistemas lineares

acima de 200 equacdes.

24Veja [SODERSTRAND & JENKINS, 1986].
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