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Cesar, que estiveram me acompanhando e incentivando durante toda essa jornada.

Agradeço também a Silmara, uma grande amiga que esteve ao meu lado durante todos
os momentos dessa jornada.
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Resumo

Neste trabalho estudamos a álgebra com involução (M1,1(E), ∗), onde ∗ é a involução
induzida pela superinvolução transposição da superálgebra das matrizes de ordem 2 sobre
um corpo, suas identidades polinomiais e seus polinômios centrais com involução. Nosso
objetivo é determinar um conjunto finito de geradores do ideal das identidades polinomi-
ais com involução e também um conjunto de polinômios que, junto com as identidades,
geram o espaço dos polinômios centrais com involução para M1,1(E), sobre um corpo de
caracteŕıstica zero.

Palavras chave: Álgebras com involução, identidades polinomiais, polinômios centrais.



Abstract

In this dissertation, we study the algebra with involution (M1,1(E), ∗), where ∗ is the
involution induced by the transposition superinvolution of the superalgebra of matrices
of order 2 over a field, their polynomial identities and their central polynomials with in-
volution. Our goal is to determine a finite set of generators of the ideal of polynomial
identities with involution and also a set of polynomials that, together with the identities,
generate the space of the central polynomials with involution to M1,1(E), over a field with
characteristic zero.

Key words: Algebras with involution, polynomial identities, central polynomials.
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3.1 Polinômios Centrais ∗-Próprios de M1,1(E) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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Introdução

Um anel com identidades polinomiais (PI-ring) é um anel R que satisfaz uma identidade
polinomial f(x1, x2, · · · , xn) = 0 para qualquer substituição das indeterminadas xi por
elementos de R. Os primeiros resultados nessa área aparecem no trabalho Ober die Grun-

dlagen der projektiven Geometrie und allgemeine Zahlsysteme de Dehn, publicado em
1922 ([3]). A introdução moderna foi iniciada por Kaplansky em 1948 com seu trabalho
Rings with a polynomial identity, baseado nos métodos introduzidos por Jacobson, em
1945, e Levitzki, em 1946.

Existem três principais ráızes da teoria de identidades polinomiais: a base da geometria
projetiva, a teoria de equações e a comutatividade de anéis.

Dehn se interessou na lacuna apresentada entre os teoremas de Desargue e de Pap-
pus, que são dois dos principais teoremas da geometria projetiva (linear). Em [9], seu
trabalho de 1922, Dehn prova que qualquer teorema que leva a uma relação polinomial∑

αik
xi

1x2x
k

1 = 0 (em caracteŕıstica zero) em um anel com divisão D, implica comutati-
vidade e isso significa que o teorema de Pappus é válido nessa geometria.

Os resultados de Dehn em 1922 levaram para o próximo trabalho em PI-teoria, Ober die
Grundlagen der projektiven Geometrie and allgemeine Zahlsysteme de Wagner, publicado
em 1936. Este trabalho é estruturado de forma parecida com trabalhos mais modernos
de PI-teoria, inclusive, nele Wagner trabalha com matrizes genéricas, uma ferramenta
importante no estudo da PI-teoria.

O próximo trabalho com resultados da PI-teoria e ráızes na geometria é o trabalho
de Hall, publicado em 1943, Projective planes. Esse trabalho de Hall fala sobretudo de
geometria, mas apresenta alguns resultados introdutórios da PI-teoria moderna. Acredi-
tamos que o longo espaço de tempo entre os três trabalhos citados é devido a falta de
uma teoria abstrata de anéis na época.

Outra fonte importante da PI-teoria foi a generalização da lei comutativa: Em 1947,
F.W. Levi afirmou que a lei comutativa x1x2 − x2x1 tem uma generalização natural nas
identidades Sn(x1, · · · , xn) =

∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1) · · · xσ(n), onde (−1)σ é o sinal da permu-
tação sigma, conhecidas como identidades standard. Um anel R teria posto de comu-
tatividade (Roc) ≤ n se satisfazia Sn[X], e Levi provou que Roc[Mn(K)] ≤ n2 − 1.
Independentemente, Kolchin trouxe para Kaplansky que o menor rn tal que Srn [X] = 0
em Mn(K) deve ser tal que 2n ≤ rn ≤ n2 + 1. Isso imediatamente levantou a conjectura
que rn = 2n, o que foi provado em 1950 em [2], no que hoje conhecemos como o teorema
de Amitsur-Levitzki.

Por fim, uma terceira fonte para a PI-teoria pode ser encontrada no trabalho Equa-

tions over a division algebra de Richardson, publicado em 1928, cujos problemas foram
depois abordados por Littewood em seu trabalho Identical relations in algebra de 1931.
Seus pontos de vista levaram para a noção generalizada de identidades polinomiais, que
surpreendentemente, se tornaram uma importante ferramenta ao tratar de relações raci-
onais.
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Polinômios centrais são utilizados na demonstração de certos resultados, por exemplo,
em [18], Rowen mostra que todo PI anel semiprimo qualquer ideal não nulo intersecta o
centro de forma não trivial. Por sua vez, esse resultado é utilizado na prova do Teorema de
Posner (ver seção 1.11 de [12]). O problema de sua existência para álgebra de matrizes foi
levantando por Kaplansky em [15], sendo resolvido de forma independente por Formanek
em 1972 e Razmyslov em 1973. Entretanto, geradores para os polinômios centrais são
conhecidos em poucos casos. Para a álgebraM2(K), os conjuntos geradores dos polinômios
centrais foram determinados, quando K é um corpo de caracteŕıstica zero, por Okhitin em
1988, e quando K é um corpo infinito com caracteŕıstica p ̸= 2 por Colombo e Koshlukov
em 2004.

Atualmente, pesquisadores buscam estender resultados conhecidos para álgebras com
alguma estrutura suplementar, como involuções. Por exemplo, em [22], Sviridova apre-
senta resultados análogos aos de Kemer para álgebras associativas com involução. Assim,
a busca por identidades ∗-polinomiais satisfeitas por uma álgebra e a busca de uma base
para o espaço dos polinômios ∗-centrais são tarefas importantes da teoria de anéis. Para
a álgebra Mn(K) são conhecidas uma forma concreta dos geradores do T∗-ideal para os
casos quando n = 1 (trivial) e n = 2 (para charK = 0 isto foi feito por Levchenko em 1982
em [16], e para o caso de um corpo infinito com caracteŕıstica positiva, ver [8]). Já para as
álgebras de matrizes triangulares superiores UTn(F ), em [14], Ioppolo e Matino descrevem
conjuntos finitos de geradores das ∗-identidades polinomiais de UT2(F ) e UT3(F ), onde
F é um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica zero.

Neste trabalho, focamos na álgebra

M1,1(E) =

{(

a b

c d

) ∣

∣

∣

∣

a, d ∈ E0 b, c ∈ E1

}

.

A involução com a qual trabalhamos é induzida por uma superinvolução de M2(K) apre-
sentada em [13]. Ademais, em [17], Racine descreve as superinvoluções para álgebras de
matrizes, e tais superinvoluções podem ser utilizadas, de modo análogo ao que é feito para
M1,1(E), para obter involuções em Mp,q(E).

Aqui, nossos objetivos são determinar, em caracteŕıstica zero, bases para o T∗-ideal de
M1,1(E) e para o subespaço dos polinômios ∗-centrais satisfeitos por tal álgebra.

O presente trabalho é organizado em três caṕıtulos: no primeiro caṕıtulo trazemos
conceitos básicos importantes para o desenvolvimento dos caṕıtulos seguintes. No segundo
caṕıtulo, provamos a existência de um conjunto finito de geradores para o T∗-ideal de
M1,1(E), em caracteŕıstica zero. Por fim, tendo em mente o que foi desenvolvido nos
caṕıtulos anteriores, obtemos uma base para o subespaço dos polinômios ∗-centrais de
M1,1(E), também em caracteŕıstica zero.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Prévios

Neste caṕıtulo, apresentamos os conceitos básicos necessários para o desenvolvimento dos
caṕıtulos seguintes. Utilizamos como referência para este caṕıtulo [5], [6], [11] e [19].
Lembramos que é necessário um conhecimento prévio de conceitos da Álgebra Linear no
decorrer do texto e, para isso, indicamos [4] e [21] como referências.

Em todo este caṕıtulo, K denotará um corpo.

1.1 Álgebras

Definição 1.1. Uma K-álgebra é um par (A, ·), onde A é um K-espaço vetorial e · é uma
operação em A que é bilinear, ou seja, · : A× A → A satisfaz:

(i) a · (b+ c) = (a · b) + (a · c)

(ii) (a+ b) · c = (a · c) + (b · c)

(iii) (λa) · b = a · (λb) = λ(a · b),

para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ K.

Observação 1.2. (i) · é chamada de produto ou multiplicação;

(ii) Para simplificar a notação, denotaremos a K-álgebra (A, ·) apenas por A, e o produto
a · b por apenas ab; também por simplicidade, usaremos a expressão álgebra em vez
de K-álgebra;

(iii) Definimos a1a2a3 por (a1a2)a3, e assim, indutivamente,

a1a2 · · · an = (a1a2 · · · an−1)an,

para n ∈ N, ai ∈ A;

(iv) Dizemos que um subconjunto β é uma base da álgebra A se β é uma base de A como
espaço vetorial. Similarmente, a dimensão de A é a dimensão do espaço vetorial A;

(v) Sendo B1 e B2 subespaços vetoriais da álgebra A, definimos B1B2 como sendo o
subespaço vetorial de A gerado pelo conjunto {xy | x ∈ B1, y ∈ B2}.

12



Definição 1.3. Dizemos que uma álgebra A é:

a) Associativa, se

(ab)c = a(bc), ∀a, b, c ∈ A.

b) Comutativa, se

ab = ba, ∀a, b ∈ A.

c) Unitária (ou com unidade), se existe elemento 1 ∈ A tal que

1a = a1 = a, ∀a ∈ A.

Vejamos alguns exemplos de álgebras a seguir:

Exemplo 1.4. Consideremos K um corpo qualquer e E uma K-álgebra associativa e uni-
tária que possui um subconjunto enumerável {ei|i ∈ N} tal que:

(i) e2i = 0 para todo i ∈ N;

(ii) eiej = −ejei, para quaisquer i, j ∈ N;

(iii) O conjunto {1, ei1ei2 · · · eik |i1 < i2 < · · · < ik, k ≥ 1} é uma base de E.

Esta álgebra E é chamada de álgebra de Grassmann (ou álgebra exterior) de dimensão
infinita. Destacamos em E os subespaços vetoriais E0, gerado pelo conjunto
{1, ei1ei2 · · · eim |m é par}, e E1, gerado pelo conjunto {ei1 · · · eik |k é ı́mpar}. Claramente,
E = E0 ⊕ E1 como espaço vetorial. De eiej = −ejei segue que

(ei1 · · · eim)(ej1 · · · ejk) = (−1)mk(ej1 · · · ejk)(ei1 · · · eim),

para quaisquer m, k ∈ N, e assim, podemos concluir que ax = xa para quaisquer a ∈ E0 e
x ∈ E, e bc = −cb para quaisquer b, c ∈ E1. Tal álgebra existe, e sua construção pode ser
encontrada no Exemplo 6.7 de [7].

Observa-se que E = E0 ⊕ E1 define uma Z2-graduação (ver Seção 1.5), então, para
quaisquer i, j ∈ {0, 1}, tem-se EiEj ⊆ Ei+j, onde i+ j denota a adição módulo 2.

Exemplo 1.5. Seja K um corpo. Temos que o conjunto Mn(K) das matrizes n × n com
entradas em K, munido do produto usual de matrizes, é uma álgebra associativa e unitária.
Em Mn(K) definimos as matrizes unitárias Eij, a matriz que tem 1 na entrada (i, j) e
zero nas demais.

Sendo A uma álgebra qualquer, temos Mn(A), o conjunto das matrizes n × n com
entradas em A, n ∈ N, munido do produto usual de matrizes, também é uma álgebra.
Caso A seja unitária, podemos, de modo análogo, definir as matrizes unitárias Eij para
Mn(A). Ademais,

(i) A associativa ⇔ Mn(A) associativa;

(ii) A unitária ⇔ Mn(A) unitária.

Exemplo 1.6. Produto tensorial de álgebras. Sejam A e B duas álgebras. O produto
tensorial dos espaços vetoriais A e B, que denotamos por A ⊗ B, é o espaço vetorial
consistindo dos elementos

∑
ui ⊗ vj, onde ui ∈ A e vj ∈ B. Temos que, para quaisquer

a, b ∈ A, c, d ∈ B e λ ∈ K os elementos a ⊗ c (tensores), satisfazem as seguintes
propriedades:
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(i) (a+ b)⊗ c = a⊗ c+ b⊗ c;

(ii) a⊗ (c+ d) = a⊗ c+ a⊗ d;

(iii) a⊗ (λc) = (λa)⊗ c = λ(a⊗ c).

Ademais, é um fato conhecido que, se β1 e β2 são bases de A e B, respectivamente,
então o conjunto β1 ⊗ β2 = {u⊗ v | u ∈ β1, v ∈ β2} é uma base de A⊗B. Além disso, se
V é um espaço vetorial e f : A×B → V é uma aplicação bilinear, então existe uma única
transformação linear ϕ : A ⊗ B → V que satisfaz ϕ(a ⊗ b) = f(a, b); essa propriedade é
chamada de propriedade universal.

Para definirmos uma estrutura de álgebra em A ⊗ B, fixadas bases β1 e β2 de A e
B, respectivamente, definimos (u1 ⊗ v1)(u2 ⊗ v2) = u1u2 ⊗ v1v2. Temos que A ⊗ B,
munido desse produto, é uma álgebra; caso A e B sejam associativas, A ⊗ B também
será. Ademais, se as álgebras A e B forem unitárias, então 1A ⊗ 1B será a unidade de
A⊗ B.

Para mais detalhes sobre o produto tensorial de álgebras, ver o Caṕıtulo 4 de [7].

Observação 1.7. Sejam A uma álgebra, a, b, c ∈ A e λ1, λ2 ∈ K. Valem:

a) 0a = a0 = 0;

b) (λ1a)(λ2b) = (λ1λ2)ab;

c) (−a)b = a(−b) = −ab e (−a)(−b) = ab;

d) a(b− c) = ab− bc e (a− b)c = ac− bc;

e) Se A possui unidade, então (−1)a = a(−1) = −a e (−1)(−a) = a;

f) Se A ̸= 0 e A possui unidade, então 1 ̸= 0.

Definição 1.8. Sendo A associativa e a, b ∈ A, definimos o comutador [a, b] e o produto
de Jordan a ◦ b como sendo

[a, b] = ab− ba e a ◦ b = ab+ ba.

Definimos indutivamente o comutador de comprimento n como sendo

[a1, · · · , an−1, an] = [[a1, · · · , an−1], an],

para ai ∈ A.

Observação 1.9. Sendo A uma álgebra associativa, é fácil ver que, para quaisquer a, b, c ∈
A, vale

[ab, c] = a[b, c] + [a, c]b. (1.1.1)

Ademais, usando indução e (1.1.1), segue que

[a1a2 · · · an, c] =
n∑

i=1

a1 · · · ai−1[ai, c]ai+1 · · · an. (1.1.2)

Uma outra igualdade muito importante válida em álgebras associativas é a identidade
de Jacobi:

[a1, a2, a3] + [a2, a3, a1] + [a3, a1, a2] = 0. (1.1.3)

14



Definição 1.10. Seja A uma álgebra. Dizemos que:

a) Um subespaço vetorial B de A é uma subálgebra de A se B é multiplicativamente
fechado, isto é, se b1b2 ∈ B para quaisquer b1, b2 ∈ B.

b) Um subespaço vetorial I de A é um ideal (bilateral) de A, se ax, xa ∈ I para
quaisquer x ∈ I e a ∈ A.

Observa-se que toda subálgebra é por si uma álgebra. Seguem abaixo alguns exemplos
de subálgebras:

Exemplo 1.11. O subespaço E0 definido no Exemplo 1.4 é uma subálgebra de E.

Exemplo 1.12. O subespaço

M1,1(E) =

{(

a b
c d

)
∣

∣

∣

∣

a, d ∈ E0 e b, c ∈ E1

}

é uma subálgebra de M2(E).

Exemplo 1.13. Sendo A uma álgebra, o conjunto

Z(A) = {a ∈ A | ax = xa, ∀x ∈ A}

é chamado centro de A, e é um subespaço vetorial de A. No caso de A ser associativa,
tem-se que Z(A) é uma subálgebra de A.

Observação 1.14. Sejam A uma álgebra e S um subconjunto não vazio de A. Definimos
a subálgebra (resp. ideal) gerada por S como sendo a interseção de todas as subálgebras
(resp. ideais) de A que contêm S.

Caso A seja uma álgebra associativa, temos que a subálgebra gerada por S coincide
com o subespaço de A gerado pelo conjunto {s1s2 · · · sk | k ∈ N, si ∈ S}. Já o ideal gerado
por S coincide com o subespaço gerado por {s, as, sb, asb | s ∈ S, a, b ∈ A}.

Vamos agora definir álgebra quociente. Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Con-
sideremos o espaço vetorial quociente A/I. Para cada a ∈ A, vamos denotar o elemento
a + I de A/I por a. Temos que as operações de soma e produto por escalar em A/I são
definidas por

a+ b = a+ b e λa = λa

para a, b ∈ A e λ ∈ K. Consideremos agora o produto

· : A/I × A/I −→ A/I

(a, b) 7−→ a · b = ab
.

Este produto está bem definido e é bilinear, logo A/I munido dele é uma álgebra,
chamada álgebra quociente de A por I.

Observação 1.15. Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Vale que:

a) Se A é associativa, então A/I também é.

b) Se A é comutativa, então A/I também é.

c) Se A possui unidade 1, então o elemento 1 é unidade em A/I.
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d) Sendo B um subespaço de A, com I ⊆ B, tem-se que B é subálgebra (resp. ideal)
de A se, e somente se, B/I é subálgebra (resp. ideal) de A/I.

Definição 1.16. Sejam A e B duas álgebras. Uma transformação linear ϕ : A → B é um
homomorfismo de álgebras se ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) para quaisquer x, y ∈ A.

Um homomorfismo de álgebras bijetivo é chamado de isomorfismo; um endomorfismo

de uma álgebra A é um homomorfismo de A em A (caso este seja bijetivo, ele é chamado
de automorfismo). Dizemos que duas álgebra A e B são isomorfas (e denotamos por
A ≃ B) quando existe algum isomorfismo de A em B.

Se ϕ : A → B é um homomorfismo de álgebras, o conjunto kerϕ = {a ∈ A | ϕ(a) = 0},
o núcleo de ϕ, é um ideal de A, e o conjunto Imϕ = {ϕ(a) | a ∈ A}, imagem de ϕ, é uma
subálgebra de B. Tem-se que a aplicação

ϕ :
A

kerϕ
−→ Imϕ

a 7−→ ϕ(a) = ϕ(a)

é bem definida e é um isomorfismo de álgebras.

1.2 PI-Álgebras

Definição 1.17. Seja X = {xi | i ∈ N} um conjunto cujos elementos chamaremos de
variáveis. A álgebra K⟨X⟩ com base consistindo de todas as palavras sobre X

xi1 · · · xin , xij ∈ X, n = 0, 1, 2, · · · ,

e multiplicação definida por

(xi1 · · · xim)(xj1 · · · xjn) = xi1 · · · ximxj1 · · · xjn , xik , xjl ∈ X,

é chamada de álgebra associativa livre unitária, livremente gerada pelo conjunto X. Cha-
mamos os elementos de K⟨X⟩ de polinômios nas variáveis associativas e não-comutativas
de X.

O número de variáveis que formam uma palavra é chamado de tamanho da palavra,
sendo a palavra vazia aquela de tamanho 0 (vamos denotar esta palavra por 1). Observa-
se que a palavra vazia é a unidade da álgebra K⟨X⟩. Um elemento de K⟨X⟩ (ou seja, um
polinômio) tem a forma

f =
∑

αmm

onde αm ∈ K, cada m é uma palavra sobre X, o somatório corre sobre as palavras e o
conjunto {m | αm ̸= 0} é finito. Cada termo da forma αm é chamado de monômio.

O lema a seguir traz a propriedade universal das álgebras associativas livres.

Lema 1.18. Sejam R uma álgebra associativa e unitária e ϕ0 : X → R uma aplicação
qualquer. Existe um único homomorfismo ϕ : K⟨X⟩ −→ R que satisfaz ϕ(1) = 1R e
estende ϕ0, isto é, ϕ|X = ϕ0.

Demonstração. Consideremos a transformação linear ϕ : K⟨X⟩ −→ R tal que

ϕ(1) = 1R e ϕ(xi1 · · · xin) = ϕ0(xi1) · · ·ϕ0(xin).
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Temos que ϕ é um homomorfismo de álgebras e que estende ϕ0.
Suponha que existe ψ : K⟨X⟩ → R um homomorfismo de álgebras que também satisfaz

ψ(1) = 1R e que também estende ϕ0. Para qualquer gerador xj1 · · · xjm de K⟨X⟩, segue
que

ψ(xj1 · · · xjm) = ψ(xj1) · · ·ψ(xjm) = ϕ0(xj1) · · ·ϕ0(xjm) =

= ϕ(xj1) · · ·ϕ(xjm) = ϕ(xj1 · · · xjm).

Portanto ψ = ϕ. ■

Seja R um álgebra associativa e unitária. Fixados ri ∈ R, para cada i ∈ N, sabemos
que existe um único homomorfismo ϕ : K⟨X⟩ −→ R de álgebras tal que ϕ(1) = 1R e
ϕ(xi) = ri, para i ∈ N. Sendo f(x1, . . . , xn) ∈ K⟨X⟩, denotamos ϕ(f(x1, · · · , xn)) por
f(r1, · · · , rn). Observe que obtemos f(r1, . . . , rn) substituindo em xi por ri em f .

Definição 1.19. (i) Sejam f = f(x1, · · · , xm) ∈ K⟨X⟩ e R uma álgebra. Dizemos que
f = 0 é uma identidade polinomial para R se

f(r1, · · · , rm) = 0, para quaisquer r1, · · · , rm ∈ R.

Normalmente dizemos apenas que f é uma identidade polinomial para R.

(ii) Se a álgebra R satisfaz uma identidade polinomial não trivial f (isto é, f é um
elemento não nulo de K⟨X⟩), chamamos R de PI-álgebra.

Exemplo 1.20. Uma álgebra R é comutativa se, e somente se, satisfaz a identidade poli-

nomial

f(x1, x2) = [x1, x2].

Não é dif́ıcil ver que o conjunto T (R) de todas as identidades polinomiais da álgebra
R é um ideal de K⟨X⟩. Além disso, Se f(x1, · · · , xm) é uma identidade polinomial de
R, então para quaisquer w1, · · · , wm ∈ K⟨X⟩, o polinômio f(w1, · · · , wm) é também uma
identidade polinomial de R. Como todo endomorfismo de K⟨X⟩ é definido pela imagem
de X, segue que T (R) é invariante por todos os endomorfismos de K⟨X⟩.

Definição 1.21. Dizemos que um ideal J da álgebra K⟨X⟩ é um T-ideal se ϕ(J) ⊆ J para
todo endomorfismo ϕ de K⟨X⟩.

Assim, dizer que um ideal J de K⟨X⟩ é um T -ideal significa dizer que f(w1, · · · , wm) ∈
J para quaisquer f(x1, · · · , xm) ∈ J e w1, · · · , wm ∈ K⟨X⟩. Temos então que o conjunto
T (R) de todas as identidades polinomiais da álgebra R é um T -ideal de K⟨X⟩, chamado
de T-ideal de R.

Definição 1.22. Um polinômio g(x1, · · · , xm) = 0 é chamado de consequência dos po-
linômios fi(x1, · · · , xmi

) = 0, i ∈ J , se qualquer álgebra satisfazendo as identidades
fi(x1, · · · , xmi

) = 0 também satisfaz a identidade g(x1, · · · , xm) = 0.

Denotamos por

(fi(x1, · · · , xmi
) | i ∈ I)T
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o menor T -ideal U contendo todos os polinômios fi(x1, · · · , xmi
), i ∈ I (isto é, U é a

interseção de todos os T -ideais de K⟨X⟩ que contêm todos esses polinômios). Esse T -
ideal coincide com o conjunto de todas as consequências das identidades fi = 0, i ∈ I, e
seus elementos são da forma

∑
uiwfi(w1, · · · , wmi

)viw

com w1, · · · , wmi
, uiw , viw ∈ K⟨X⟩. O ideal (fi(x1, · · · , xmi

) | i ∈ I)T é chamado de
T -ideal gerado pelos polinômios fi(x1, · · · , xmi

), i ∈ I.
O conjunto {fi(x1, · · · , xmi

) | i ∈ I} é chamado uma base do T -ideal U , mesmo se não
for um conjunto gerador minimal. Dois conjuntos de polinômios são ditos equivalentes se
geram o mesmo T -ideal.

Sendo xi ∈ X, definimos o grau de um monômio de K⟨X⟩ em xi como sendo o número
de vezes que xi aparece no monômio. Sendo f ∈ K⟨X⟩, definimos o grau de f em xi,
denotado por degxi

f , como sendo o máximo dos graus dos monômios de f em xi.

Definição 1.23. O polinômio

f(x1, · · · , xm) =
∑

αixi1
· · · xidi

∈ K⟨X⟩, αi ∈ K,

é chamado

(i) homogêneo de grau d em xi se todo monômio de f com coeficiente não nulo tem o
mesmo grau d em xi;

(ii) multi-homogêneo de multigrau (d1, · · · , dm) se cada variável xi aparece o mesmo
número di de vezes em todos os monômios (ou seja, se f é homogêneo de grau di
em cada variável xi);

(iii) multilinear de grau m se é linear (isto é, homogênea de grau 1) em cada variável
x1, · · · , xm.

Observe que se f(x1, · · · , xm) é multilinear, então é escrito na forma

f(x1, · · · , xm) =
∑

σ∈Sm

βσxσ(1) · · · xσ(m), βσ ∈ K,

onde Sm é o grupo simétrico.

Proposição 1.24. Seja

f(x1, · · · , xm) =
d∑

i=0

fi ∈ K⟨X⟩

onde fi é a componente homogênea de f de grau i em x1.

(i) Se o corpo K for infinito, então os conjuntos de polinômios {fi = 0 | i = 0, 1, · · · , d}
e {f} são equivalentes, ou seja, geram o mesmo T -ideal.

(ii) Se o corpo K for infinito, então todo T -ideal de K⟨X⟩ é gerado por seus polinômios
multi-homogêneos.
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(iii) Se K tem caracteŕıstica zero, então f = 0 é equivalente a um conjunto de identidades
polinomiais multilineares. Consequentemente, todo T -ideal de K⟨X⟩ é gerado por
seus polinômios multilineares.

Demonstração. (i) Primeiramente, como f = f0 + f1 + . . . + fd, é imediato que f é
consequência dos polinômios f0, f1, . . . , fd.

Seja U = (f)T o T -ideal de K⟨X⟩ gerado por f . Tomemos d+1 elementos diferentes
λ0, λ1, · · · , λd de K. Como U é um T -ideal,

f(λjx1, x2, · · · , xm) =
d

∑

i=0

λi
jfi(x1, · · · , xm) ∈ U, j = 0, 1, · · · , d.

Segue então que










f(λ0x1, x2, · · · , xm)
f(λ1x1, x2, · · · , xm)

...
f(λdx1, x2, · · · , xm)











=











1 λ0 · · · λd
0

1 λ1 · · · λd
1

...
...

. . .
...

1 λd · · · λd
d





















f0(x1, · · · , xm)
f1(x1, · · · , xm)

...
fd(x1, · · · , xm)











Como a matriz










1 λ0 · · · λd
0

1 λ1 · · · λd
1

...
...

. . .
...

1 λd · · · λd
d











é uma matriz de Vandermonde, e os λi’s são dois a dois distintos, segue que ela é
inverśıvel. Logo, cada fi(x1, · · · , xm) pertence a U , isto é, as identidades polinomiais
fi = 0 são consequências de f = 0.

(ii) Basta usar a ideia do item (i) para cada polinômio fi, i = 0, 1, . . . , d, e cada uma
das variáveis.

(iii) Usamos o processo de linearização. Por (i), podemos assumir que f é homogênea em
cada uma de suas variáveis. Seja degx1

f = d. Escrevemos f(y1 + y2, x2, · · · , xm) ∈
U = (f)T da forma

f(y1 + y2, x2, · · · , xm) =
d

∑

i=0

fi(y1, y2, x2, · · · , xm),

onde fi é a componente homogênea de grau i em y1. Dáı, fi ∈ U , para i = 0, 1, · · · , d.
Além disso, essas identidades são equivalentes a f = 0, pois

fi(y1, y1, x2, · · · , xm) =

(

d

i

)

f(y1, x2, · · · , xm),

e o coeficiente binomial é não nulo, pois charK = 0.

Como degyj fi < d, para i = 1, · · · , d− 1 e j = 1, 2, usando um argumento indutivo
e repetindo o processo para cada variável, obtemos um conjunto de identidades
multilineares equivalentes a f = 0.

■

19



1.3 Álgebras com Involução

Nesta seção, apresentaremos o conceito de involução, junto com algumas definições e
propriedades que serão necessárias no decorrer do desenvolvimento dos próximos caṕıtulos.

Sejam K um corpo infinito de caracteŕıstica diferente de 2, e a menos de menção
contrária, A uma álgebra associativa e unitária.

Definição 1.25. Dizemos que uma aplicação ∗ : A → A dada por a 7→ a∗ é uma involução

de A, se satisfaz, para quaisquer a, b ∈ A:

(i) (a∗)∗ = a;

(ii) (a+ b)∗ = a∗ + b∗;

(iii) (ab)∗ = b∗a∗.

Escrevemos ∗ para denotar uma dada involução de uma álgebra, e as K-álgebras com
involução formam uma classe. Essas álgebras serão chamadas de ∗-álgebras sobre o corpo
K. Uma álgebra A com involução ∗ é denotada por (A, ∗).

Observação 1.26. Note que:

(i) Sendo ∗ uma involução em A, onde A é uma álgebra associativa com unidade, segue
que

a · 1∗ = (1 · a∗)∗ = a = (a∗ · 1)∗ = 1∗ · a

para todo a ∈ A. Logo, 1∗ = 1.

(ii) Uma involução ∗ em A é uma transformação linear se, e somente se, ∗ restrita ao
corpo K (isto é, ao conjunto {λ1A | λ ∈ K}) é a aplicação identidade. Ademais,
se ∗ for uma transformação linear, ela é dita involução do primeiro tipo; caso
contrário, é dita do segundo tipo.

Seja Z(A) o centro da álgebra A. Definimos o conjunto

Z(A, ∗) = {a ∈ Z(A); a∗ = a}.

Os elementos de Z(A, ∗) são chamados de ∗-centrais.
Agora, vejamos alguns exemplos de álgebras com involução.

Exemplo 1.27. A aplicação t : Mn(K) → Mn(K), definida por At = a transposta de A,
é uma involução do primeiro tipo em Mn(K).

Exemplo 1.28. Considerando a C-álgebra M2(C), segue que ∗ : M2(C) → M2(C), definida
por

(

z1 z2
z3 z4

)

∗

=

(

z1 z3
z2 z4

)

é uma involução do segundo tipo.

Exemplo 1.29. A aplicação s : M2n(K) → M2n(K), definida por
(

A B

C D

)s

=

(

Dt −Bt

−Ct At

)

,

com A,B,C,D ∈ Mn(K) é uma involução do primeiro tipo em M2n(K), chamada invo-

lução simplética.
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Exemplo 1.30. Consideremos a álgebra

M1,1(E) =

{(

a b

c d

)
∣

∣

∣

∣

a, d ∈ E0 e b, c ∈ E1

}

.

Temos que a aplicação ∗ : M1,1(E) → M1,1(E) dada por
(

a b

c d

)

∗

=

(

d b

−c a

)

é uma involução do primeiro tipo de M1,1(E).

De fato, para quaisquer

(

a1 b1
c1 d1

)

,

(

a2 b2
c2 d2

)

∈ M1,1(E),

[(

a1 b1
c1 d1

)

∗
]

∗

=

(

d1 b1
−c1 a1

)

∗

=

(

a1 b1
c1 d1

)

;

[(

a1 b1
c1 d1

)

+

(

a2 b2
c2 d2

)]

∗

=

(

d1 b1
−c1 a1

)

+

(

d2 b2
−c2 a2

)

=

(

a1 b1
c1 d1

)

∗

+

(

a2 b2
c2 d2

)

∗

;

[(

a1 b1
c1 d1

)(

a2 b2
c2 d2

)]

∗

=

(

a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2
c1a2 + d1c2 c1b2 + d1d2

)

∗

=

(

c1b2 + d1d2 a1b2 + b1d2
−(c1a2 + d1c2) a1a2 + b1c2

)

=

(

d2d1 − b2c1 d2b1 + b2a1
−c2d1 − a2c1 −c2b1 + a2a1

)

=

(

d2 b2
−c2 a2

)(

d1 b1
−c1 a1

)

=

(

a2 b2
c2 d2

)

∗
(

a1 b1
c1 d1

)

∗

.

De agora em diante, o termo involução significará sempre involução do primeiro tipo.
Seja (A, ∗) uma álgebra com involução. Dizemos que um elemento a ∈ A é simétrico

quando a∗ = a; dizemos que a é antissimétrico quando a∗ = −a. Denotaremos por A+

o conjunto dos elementos simétricos, isto é, A+ = {a ∈ A | a∗ = a}. Já o conjunto dos
elementos antissimétricos de A será denotado por A− = {a ∈ A | a∗ = −a}. É fácil ver
que A+ e A− são subespaços de A, e que A+ ∩ A− = {0}.

Ademais,

(a+ a∗)∗ = a∗ + (a∗)∗ = a∗ + a = a+ a∗

(a− a∗)∗ = a∗ − (a∗)∗ = a∗ − a = −(a− a∗).

Logo, a+ a∗ ∈ A+ e a− a∗ ∈ A−. Como charK ̸= 2, segue que

a =
a+ a∗

2
+

a− a∗

2
.

Portanto, A = A+ ⊕ A−.
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Exemplo 1.31. Considere a álgebra M1,1(E) com a involução definida no Exemplo 1.30.
Temos que

M1,1(E)+ =

{(

a b

0 a

) ∣

∣

∣

∣

a ∈ E0, b ∈ E1

}

M1,1(E)− =

{(

a 0
b −a

)
∣

∣

∣

∣

a ∈ E0, b ∈ E1

}

De fato, consideremos os conjuntos A1 =

{(

a b

0 a

) ∣

∣

∣

∣

a ∈ E0, b ∈ E1

}

e

A2 =

{(

a 0
b −a

) ∣

∣

∣

∣

a ∈ E0, b ∈ E1

}

. Note que

(

a b

0 a

)

∗

=

(

a b

0 a

)

e

(

a 0
b −a

)

∗

=

(

−a 0
−b a

)

= −

(

a 0
b −a

)

.

Logo, A1 ⊆ M1,1(E)+ e A2 ⊆ M1,1(E)−.

Por outro lado, se γ =

(

a b

c d

)

∈ M1,1(E)+, então

γ∗ = γ ⇒
(

a b

c d

)

∗

=

(

a b

c d

)

⇒

(

d b

−c a

)

=

(

a b

c d

)

.

Dáı, a = d e c = 0, e assim, γ ∈ A1.
Se supormos γ ∈ M1,1(E)−, segue que

γ∗ = −γ ⇒
(

a b

c d

)

∗

= −

(

a b

c d

)

⇒

(

d b

−c a

)

= −

(

a b

c d

)

.

Logo, d = −a e b = 0. Assim, γ ∈ A2.
Portanto, M1,1(E)+ = A1 e M1,1(E)− = A2.

Proposição 1.32. Sejam (A, ∗) uma álgebra com involução, a ∈ A+ e b1, b2,

· · · , bn ∈ A− quaisquer. Segue que

(i) [a, b1, · · · , bn] ∈ A+ para todo n ∈ N;

(ii) [b1, b2] ∈ A−;

(iii) b1 ◦ b2 ∈ A+.
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Demonstração. (i) Façamos indução sobre n. Note que

[a, b1]
∗ = (ab1 − b1a)

∗

= b∗1a
∗

− a∗b∗1
= −b1a+ ab1

= [a, b1].

Logo, [a, b1] ∈ A+. Supondo agora que [a, b1, · · · , bn] ∈ A para algum n ∈ N, segue
que

[a, b1, · · · , bn, bn+1]
∗ = [[a, b1, · · · , bn], bn+1]

∗

= b∗
n+1[a, b1, · · · , bn]

∗

− [a, b1, · · · , bn]
∗b∗

n+1

= −bn+1[a, b1, · · · , bn] + [a, b1, · · · , bn]bn+1

= [a, b1, · · · , bn, bn+1].

Portanto, [a, b1, · · · , bn] ∈ A+ para todo n ∈ N.

(ii) Ora,

[b1, b2]
∗ = (b1b2 − b2b1)

∗

= b∗2b
∗

1 − b∗1b
∗

2

= b2b1 − b1b2

= −[b1, b2].

Logo, [b1, b2] ∈ A−.

(iii) Note que

(b1 ◦ b2)
∗ = (b1b2 + b2b1)

∗

= b∗2b
∗

1 + b∗1b
∗

2

= b2b1 + b1b2

= b1 ◦ b2.

Portanto, b1 ◦ b2 ∈ A+. ■

Definimos um homomorfismo de álgebras com involução

ϕ : (A1, ∗) → (A2, η)

como um homomorfismo de álgebras ϕ : A1 → A2 que satisfaz ϕ(a∗) = ϕ(a)η, para todo
a ∈ A1.

Quando existe um isomorfismo nas condições acima, dizemos que as álgebras com
involução (A1, ∗) e (A2, η) são isomorfas, denotando por (A1, ∗) ≃ (A2, η).

Definição 1.33. Dizemos que I ⊆ A é um ideal de (A, ∗) se I é um ideal de A e I∗ ⊆ I.

Quando I é um ideal de (A, ∗), também dizemos que I é um ∗-ideal de A. Ademais,
sendo I um ∗-ideal, claramente ele induz uma involução sobre A/I, pondo (a+I)∗ = a∗+I.
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Observe que a aplicação canônica A→ A/I é um ∗-homomorfismo sobrejetivo, cujo núcleo
é o ∗-ideal I. Não é dif́ıcil ver que o núcleo de todo ∗-homomorfismo é um ∗-ideal.

Apresentados esses conceitos básicos, podemos começar a falar sobre identidades po-
linomiais e polinômios centrais com involução. Para isso, entretanto, primeiramente pre-
cisamos introduzir a ideia de álgebra associativa livre com involução.

Sejam Y = {yi; i ∈ N} e Z = {zj; j ∈ N} conjuntos enumeráveis disjuntos de variáveis
e tomemos a álgebra associativa livre unitária K⟨Y ∪Z⟩. Consideremos a aplicação linear
∗ : K⟨Y ∪ Z⟩ → K⟨Y ∪ Z⟩ que satisfaz 1∗ = 1, y∗i = yi e z

∗

i = −zi para todo i ∈ N, e

(x1x2 · · · xk)
∗ = x∗k · · · x

∗

2x
∗

1

para quaisquer x1, x2, · · · , xk ∈ Y ∪Z. Sendo m1 = x1 · · · xl e m2 = xl+1 · · · xn monômios
quaisquer de K⟨Y ∪ Z⟩, note que

(m1m2)
∗ = x∗n · · · x

∗

l+1x
∗

l · · · x
∗

1 = m∗

2m
∗

1.

Além disso, é fácil ver que m∗∗

1 = m1. Logo, ∗ é uma involução e K⟨Y ∪ Z⟩ é chamada
de álgebra associativa livre com involução, sendo Y o conjunto das variáveis simétricas
e Z o conjunto das variáveis antissimétricas. Um endomorfismo ϕ de K⟨Y ∪ Z⟩ é dito
um ∗-endomorfismo se ϕ(yi) é simétrico e ϕ(zi) é antissimétrico, para todo i ∈ N; isto é
equivalente a dizer que ∗ comuta com ϕ.

Sendo (A, ∗) uma álgebra com involução, não é dif́ıcil ver que se ϕ : K⟨Y ∪ Z⟩ −→ A
é um homomorfismo de álgebras com involução, então ϕ(yi) ∈ A+ e ϕ(zi) ∈ A− para
todo i ∈ N. Por outro lado, considerando ai ∈ A+ e bi ∈ A− para i ∈ N, sabemos que
existe um único homomorfismo ψ : K⟨Y ∪ Z⟩ −→ A de álgebras tal que ψ(1) = 1A,
ψ(yi) = ai e ψ(zi) = bi, para i ∈ N. Não é dif́ıcil ver que ψ é um homomorfismo
de álgebras com involução. Ademais, sendo f(y1, · · · , yn, z1, · · · , zn) ∈ K⟨Y ∪ Z⟩, de-
notamos ψ(f(y1, · · · , yn, z1, · · · , zn)) por f(a1, · · · , an, b1, · · · , bn). Observe que obtemos
f(a1, · · · , an, b1, · · · , bn) substituindo yi por ai e zi por bi em f , e essas substituições
preservam a simetria e a antissimetria.

Agora, vamos definir identidades polinomiais e polinômios centrais para uma álgebra
com involução.

Definição 1.34. Sejam f(y1, · · · , yn, z1, · · · , zm) ∈ K⟨Y ∪ Z⟩ e (A, ∗) uma álgebra com
involução. Dizemos que f é uma identidade polinomial com involução de (A, ∗) (ou ∗-
identidade polinomial), se f(a1, · · · , an, b1, · · · , bm) = 0, para quaisquer a1, · · · , an ∈ A+

e b1, · · · , bm ∈ A−.

Dada (A, ∗) uma álgebra com involução, definimos

T∗(A) = {f ∈ K⟨Y ∪ Z⟩ | f é uma identidade para (A, ∗)}

o conjunto de todas as identidades com involução da álgebra (A, ∗). De modo análogo ao
caso das identidades ordinárias, é fácil verificar que T∗(A) é um ideal bilateral deK⟨Y ∪Z⟩.

Exemplo 1.35. Considere a álgebra M2(K) com a involução transposta (veja o Exem-
plo 1.27). Se A1 e A2 são elementos antissimétricos e B é um elemento simétrico de
(M2(K), t), então [A1, A2] = 0 e [A2, A1 ◦ B] = 0 (note que (A1 ◦ B)t = −A1 ◦ B, logo
esse produto resulta numa matriz antissimétrica). Logo,

0 = [A2, A1 ◦B] = A1 ◦ [A2, B]− [A1, A2] ◦B = A1 ◦ [A2, B].

Logo, os polinômios f(y1, z1, z2) = z1 ◦ [z2, y1] e g(z1, z2) = [z1, z2] são ∗-identidades de
(M2(K), t).
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Definição 1.36. Um ideal (resp. subespaço) J deK⟨Y ∪Z⟩ é um T∗-ideal (resp. T∗-espaço)
se ϕ(J) ⊆ J , para todo ∗-endomorfismo ϕ de K⟨Y ∪ Z⟩.

Observe que dizer que ϕ(J) ⊆ J , para todo ∗-endomorfismo ϕ de K⟨Y ∪ Z⟩, equivale
a dizer que f(g1, · · · , gn, h1, · · · , hm) ∈ J para quaisquer f(y1, · · · , yn, z1, · · · , zm) ∈ J

e g1, · · · , gn elementos simétricos e h1, · · · , hm elementos antissimétricos de K⟨Y ∪ Z⟩.
Claramente, todo T∗-ideal é um T∗-espaço.

Definição 1.37. Sejam f = f(y1, · · · , yn, z1, · · · , zm) ∈ K⟨Y ∪Z⟩ e (A, ∗) uma álgebra com
involução. Diz-se que f é um polinômio central com involução (ou polinômio ∗-central)
para (A, ∗) se f(a1, · · · , an, b1, · · · , bm) ∈ Z(A, ∗), para quaisquer a1, · · · , an ∈ A+ e
b1, · · · .bm ∈ A−.

Temos que o conjunto T∗(A) é um T∗-ideal, enquanto o conjunto C(A, ∗) dos polinômios
centrais da álgebra (A, ∗) é um T∗-espaço.

Dado S = {fj(y1, · · · , ynj
, z1, · · · , znj

) | j ∈ Λ} um subconjunto de K⟨Y ∪ Z⟩, defi-
nimos o T∗-ideal e o T∗-espaço de K⟨Y ∪ Z⟩ gerados por S como sendo os subespaços
de K⟨Y ∪ Z⟩ gerados por {pjfj(g1, · · · , gnj

, h1, · · · , hmj
)qj | fj ∈ S, pj, qj ∈ K⟨Y ∪ Z⟩,

gl ∈ K⟨Y ∪ Z⟩+, hs ∈ K⟨Y ∪ Z⟩−} e {fj(g1, · · · , gnj
, h1, · · · , hmj

) | fj ∈ S,

gl ∈ K⟨Y ∪ Z⟩+, hs ∈ K⟨Y ∪ Z⟩−}, respectivamente.
A demonstração de que todo T∗-espaço e todo T∗-ideal podem ser gerados por um

conjunto de polinômios multi-homogêneos (caso K seja infinito) ou multilineares (caso
charK = 0) é análoga àquela apresentada na Proposição 1.24.

1.4 Polinômios ∗-Próprios

Nesta seção, abordaremos os conceitos de polinômios ∗-próprios e posto de um polinômio.
Definimos um comutador de grau 1 como sendo simplesmente uma variável de Y ∪ Z.

Definição 1.38. Um polinômio f ∈ K⟨Y ∪ Z⟩ é dito ∗-próprio se f é constante ou é
uma combinação linear de produtos de variáveis antissimétricas por comutadores (cujas
entradas estão em Y ∪ Z) de grau maior ou igual a 2.

Assim, o conjunto de todos os polinômios ∗-próprios de K⟨Y ∪ Z⟩ é exatamente a
subálgebra de K⟨Y ∪ Z⟩ gerada pelo conjunto

{1} ∪ Z ∪ {[x1, x2, . . . , xn] | n ≥ 2, xj ∈ Y ∪ Z}.

Denotaremos por BY a subálgebra dos polinômios ∗-próprios de K⟨Y ∪ Z⟩.
Seja L(Y ∪Z) o subespaço de K⟨Y ∪Z⟩ gerado por Y ∪Z e pelos comutadores cujas

entradas são variáveis em Y ∪ Z, e consideremos uma base ordenada de L(Y ∪ Z) (ver
seção 1.4 de [5]) formada por

y1, y2, y3, · · · z1, z2, z3, · · · , u1, u2, u3, · · ·

onde ui = [xi1 , xi2 , · · · , xik ], com xij ∈ Y ∪ Z e k ≥ 2. Temos então, pelo Teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt, que existe uma base de K⟨Y ∪ Z⟩ formada pelos elementos

yn1

i1
yn2

i2
· · · y

np

ip
zm1

j1
zm2

j2
· · · z

mq

jq
ul1ul2 · · · ulk p, q, k, ni,mj ≥ 0.
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Definição 1.39. Seja f um polinômio multi-homogêneo em K⟨Y ∪ Z⟩. Escrevendo

f =
∑

a

αay
a1

1
ya2
2
· · · yan

n
ga

onde ga é um polinômio ∗-próprio, definimos o posto de f , denotado por r(f), como sendo
a maior n-upla a = (a1, a2, · · · , an) na ordem lexicográfica, entre as que possuem escalar
αa diferente de zero.

Como f possui uma única expressão na forma acima, temos que r(f) está bem definido.
De acordo com essa definição, f é ∗-próprio se, e somente se, r(f) = (0, 0, · · · , 0). É
importante observar também que a ordem lexicográfica é uma boa ordem no conjunto
N

n

0
= N0 × · · · ×N0 e assim o prinćıpio da indução é válido, sendo portanto posśıvel fazer

indução em r(f).
Vejamos agora uma propriedade importante dos polinômios ∗-próprios. Considere um

polinômio multi-homogêneo

f(y1, · · · , yn, z1, · · · , zm) = αyb1
1
yb2
2
· · · ybn

n
g +

∑

a

αay
a1

1
ya2
2
· · · yan

n
ga (1.4.1)

onde α, αa ∈ K − {0}, g e ga são próprios e a = (a1, a2, · · · , an) < (b1, b2, · · · , bn) = r(f),
na ordem lexicográfica. Primeiramente, observe que quanto maior a entrada a1 na n-upla
a, menor é o grau de y1 em ga. Por outro lado, como em g e ga não aparecem variáveis
simétricas fora de comutadores, a substituição de yi por yi+1 não altera esses polinômios,
e assim

f(y1 + 1, y2, · · · , yn, z1, z2, · · · , zm) = α(y1 + 1)b1yb2
2
· · · ybn

n
g+

+
∑

a

αa(y1 + 1)a1ya2
2
· · · yan

n
ga.

Observe que a componente de menor grau em y1 deste polinômio é

f1 = αyb2
2
· · · ybn

n
g +

∑

a

αay
a2

2
· · · yan

n
ga

onde o somatório é sobre todos os a’s tais que a1 = b1. Observe também que quando
a1 = b1 temos (b2, · · · , bn) > (a2, · · · , an).

Consideremos agora o polinômio f1(y1, y2 + 1, y3, · · · , yn, z1, · · · , zm) e tomemos a sua
componente de menor grau em y2, que é

f2 = αyb3
3
· · · ybn

n
g +

∑

a

αay
a3

3
· · · yan

n
ga

onde o somatório é sobre todos os a’s tais que a1 = b1 e a2 = b2. Temos que, para a1 = b1
e a2 = b2 vale (b3, · · · , bn) > (a3, · · · , an). Continuando esse mesmo racioćınio, vamos
chegar ao polinômio fn = αg. A partir dessas ideias, temos o resultado a seguir.

Proposição 1.40. Sejam V um T∗-espaço de K⟨Y ∪ Z⟩ e f ∈ V como escrito em (1.4.1),
onde K é um corpo infinito. Então g ∈ V . Ademais, se V é um T∗-ideal, então os
polinômios ga’s também estão em V . Consequentemente, todo T∗-ideal é gerado pelos
seus polinômios ∗-próprios.
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Demonstração. Como 1 é simétrico, temos que y1 + 1 é simétrico, e dáı o polinômio
f(y1 + 1, y2, · · · , yn, z1, · · · , zm) pertence a V . Como K é infinito, temos que f1 ∈ V e
assim, como y2+1 também é simétrico, temos que f1(y1, y2+1, y3, · · · , yn, z1, · · · , zm) ∈ V .
Novamente pelo fato de K ser infinito, temos que f2 ∈ V . Seguindo esse racioćınio,
chegamos que fn pertence a V , e assim g ∈ V .

Se V é um T∗-ideal, temos αyb1
1
yb2
2
· · · ybnn g ∈ V e portanto o somatório em (1.4.1)

também pertence a V . Repetindo esse processo no somatório, conclúımos que os ga’s
também estão em V , donde segue a última afirmação. ■

Observe que esse processo de“eliminação”de variáveis simétricas fora dos comutadores
usado na proposição acima não funcionaria para variáveis antissimétricas, pois a substi-
tuição de zi por zi + 1 não define um ∗-endomorfismo de K⟨Y ∪ Z⟩, uma vez que zi + 1
não é antissimétrico.

Dados l e m inteiros não negativos, denotemos por Pl,m o espaço dos polinômios
multilineares de K⟨Y ∪ Z⟩ nas variáveis y1, · · · , yl, z1, · · · , zm. Consideremos agora o
espaço

Γl,m = Pl,m ∩ BY , onde l,m ≥ 0

de todos os polinômios ∗-próprios multilineares em y1, · · · , yl, z1, · · · , zm na álgebra
K⟨Y ∪ Z⟩. Já vimos que se I é um T∗-ideal de K⟨Y ∪ Z⟩, então o conjunto BY ∩ I
gera I como T∗-ideal.

Supondo agora que que K tem caracteŕıstica zero, com base no que foi visto na Pro-
posição 1.24, observamos que I pode ser gerado como T∗-ideal pelos seus polinômios
∗-próprios multilineares. Assim, sendo I e J T∗-ideais de K⟨Y ∪ Z⟩, tem-se que

I = J ⇐⇒ I ∩ Γl,m = J ∩ Γl,m para todos l,m ≥ 0.

Denotaremos por Γl,m(I) o espaço vetorial quociente Γl,m/(I ∩ Γl,m).
Sendo (A, ∗) uma álgebra (associativa e unitária) com involução, escreve-se simples-

mente Γl,m(A) ao invés de Γl,m(T∗(A)). Se K tem caracteŕıstica zero, as identidades
polinomiais com involução de A são determinadas pelas suas identidades ∗-próprias mul-
tilineares, isto é, são determinadas pelos subespaços Γl,m ∩ T∗(A), com l,m ≥ 0.

Para finalizar esta seção, mostraremos que Γl,m(A) é um Sm-módulo. Mas para isso,
primeiramente definimos módulo e submódulo sobre uma álgebra.

Definição 1.41. Seja A uma álgebra associativa com unidade. Definimos um A-módulo
(ou módulo sobre A) como sendo um espaço vetorial M , munido de um produto

· : A×M → M
(a,m) 7→ a ·m

que, para quaisquer a, a1, a2 ∈ A, m,m1,m2 ∈ M e λ ∈ K, satisfaz:

(i) (a1 + a2) ·m = a1 ·m+ a2 ·m;

(ii) a · (m1 +m2) = a ·m1 + a ·m2;

(iii) (λa) ·m = a · (λm) = λ(a ·m);

(iv) a1 · (a2 ·m) = (a1a2) ·m;

(v) 1A ·m = m.
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Dizemos que um subespaço vetorial N de M é um submódulo (ou A-submódulo) de
M , se a · n ∈ N , para quaisquer a ∈ A e n ∈ N .

Consideremos agora G um grupo e a álgebraKG (para mais detalhes sobre tal álgebra,
ver [6]). Dizemos que um espaço vetorialM é um G-módulo, quandoM é umKG-módulo.
Sendo assim, um Sm-módulo é um módulo da álgebra KSm.

Definimos então a operação

· : KSm × Γl,m → Γl,m

tal que
∑

σ∈Sm

ασσ · f(y1, · · · , yl, z1, · · · , zm) =
∑

σ∈Sm

ασf(y1, · · · , yl, zσ(1), · · · , zσ(m)),

ασ ∈ K.
Temos que, para quaisquer

∑

σ∈Sm

ασσ,
∑

σ∈Sm

βσσ ∈ KSm, f = f(y1, · · · , yl, z1, · · · ,
zm), g = g(y1, · · · , yl, z1, · · · , zm) ∈ Γl,m e λ ∈ K,

(

∑

σ∈Sm

ασσ +
∑

σ∈Sm

βσσ

)

· f =

(

∑

σ∈Sm

(ασ + βσ)σ

)

· f

=
∑

σ∈Sm

(ασ + βσ)f(y1, · · · , yl, zσ(1), · · · , zσ(m))

=
∑

σ∈Sm

ασ · f +
∑

σ∈Sm

βσ · f ;

(

∑

σ∈Sm

ασσ

)

· (f + g) =
∑

σ∈Sm

ασ[f(y1, · · · , yl, zσ(1), · · · , zσ(m))+

+ g(y1, · · · , yl, zσ(1), · · · , zσ(m))]

=

(

∑

σ∈Sm

ασσ

)

· f +

(

∑

σ∈Sm

ασσ

)

· g;

(

λ
∑

σ∈Sm

ασσ

)

· f =

(

∑

σ∈Sm

λασσ

)

· f

=
∑

σ∈Sm

λασf(y1, · · · , yl, zσ(1), · · · , zσ(m))

= λ
∑

σ∈Sm

ασf(y1, · · · , yl, zσ(1), · · · , zσ(m))

= λ

[(

∑

σ∈Sm

ασσ

)

· f

]

.

Ademais,
∑

σ∈Sm

λασf(y1, · · · , yl, zσ(1), · · · , zσ(m)) =
∑

σ∈Sm

ασλf(y1, · · · , yl, zσ(1), · · · , zσ(m))

=

(

∑

σ∈Sm

ασσ

)

· (λf).
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Por fim,

(

∑

σ∈Sm

ασσ

)

·

[(

∑

σ∈Sm

βσσ

)

· f

]

=

(

∑

σ∈Sm

ασσ

)

·

(

∑

σ∈Sm

βσf(y1, · · · , yl, zσ(1), · · · , zσ(m))

)

=

∑

σ∈Sm

∑

γ∈Sm

ασβγf(y1, · · · , yl, zσ(γ(1)), · · · , zσ(γ(m))) =

(

∑

σ∈Sm

∑

γ∈Sm

ασβγσγ

)

· f =

[(

∑

σ∈Sm

ασσ

)(

∑

γ∈Sm

βγγ

)]

· f,

e, diretamente da definição de “ ·”, segue que Id · f = f . Portanto, Γl,m é um Sm-módulo.
Agora, observe que, se f(y1, · · · , yl, z1, · · · , zm) é uma ∗-identidade polinomial para

uma álgebra A, então
(
∑

σ∈Sm

ασσ
)

·f(y1, · · · , yl, z1, · · · , zm), também é uma ∗-identidade.
Assim, Γl,m∩T∗(A) é um subespaço de Γl,m fechado para a operação “·”, logo, Γl,m∩T∗(A)
é um Sm-submódulo. Dáı, segue que a operação ⋆ : KSm × Γl,m(A) → Γl,m(A), dada por

(

∑

σ∈Sm

ασσ

)

⋆ f(y1, · · · , yl, z1, · · · , zm) =
∑

σ∈Sm

ασf(y1, · · · , yl, zσ(1), · · · , zσ(m))

está bem definida, e munido dela, o espaço Γl,m(A) é um Sm-módulo.

1.5 Superálgebras e Superinvoluções

Seja A uma álgebra associativa e unitária. Uma Z2-graduação em A é um par (A0, A1)
de subespaços de A tais que

A = A0 ⊕ A1 e AiAj ⊆ Ai+j

onde i+ j é a adição módulo 2. Uma superálgebra ou álgebra Z2-graduada é uma álgebra
munida de uma Z2-graduação.

Sejam E a álgebra de Grassmann de dimensão infinita, com sua Z2-graduação E =
E0 ⊕E1 e A uma superálgebra. Definimos o envelope de Grassmann E(A) como E(A) =
E0 ⊗ A0 ⊕ E1 ⊗ A1, onde A = A0 ⊕ A1 é a Z2-graduação de A.

Exemplo 1.42. Considere a álgebra M2(K). Os subespaços

A0 =

{(

a 0
0 d

)

| a, b ∈ K

}

e A1 =

{(

0 b

c 0

)

| b, c ∈ K

}

constituem uma Z2-graduação em M2(K) (chamada de Z2-graduação usual). Vamos de-
notar por M1,1(K) a álgebra M2(K) munida desta Z2-graduação.

Consideremos então o envelope de Grassmann E(M1,1(K)) = E0 ⊗ A0 ⊕ E1 ⊗ A1.
Temos que a álgebra M1,1(E) é isomorfa ao envelope de Grassmann E(M1,1(E)).
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Sendo A = A0⊕A1 uma superálgebra, uma superinvolução em A é uma transformação
linear ◦ : A → A Z2-graduada (isto é, (Ai)

◦ ⊆ Ai para i = 0, 1) tal que (a◦)◦ = a para
todo a ∈ A e (ab)◦ = (−1)∥a∥∥b∥b◦a◦ para quaisquer a, b ∈ A0 ∪ A1, onde

∥x∥ =

{

0, se a ∈ A0

1, se a ∈ A1

.

Segue do Teorema 3.2 de [13] que existem apenas duas superinvoluções em M1,1(K),
a saber, as aplicações ◦, ⋄ : M1,1(K) −→ M1,1(K), definidas por

(

a b

c d

)◦

=

(

d b

−c a

)

e

(

a b

c d

)⋄

=

(

d −b

c a

)

.

Ademais, esse resultado é generalizado em [17].
Considerando as aplicações ◦ e ⋄ acima, definamos agora ∗ : M1,1(E) −→ M1,1(E) e

♯ : M1,1(E) −→ M1,1(E):

(

a b

c d

)∗

= a(E11)
◦ + b(E12)

◦ + c(E21)
◦ + d(E22)

◦ =

(

d b

−c a

)

e
(

a b

c d

)♯

= a(E11)
⋄ + b(E12)

⋄ + c(E21)
⋄ + d(E22)

⋄ =

(

d −b

c a

)

.

Temos que essas aplicações são involuções na álgebra M1,1(E), induzidas pelas superinvo-
luções ◦ e ⋄ em M1,1(K). Observe que ∗ é a involução definida no Exemplo 1.30.

Considerando agora a transformação linear ϕ definida por

ϕ

((

a b

c d

))

=

(

d c

b a

)

tem-se que ϕ é um isomorfismo das álgebras com involução entre (M1,1(E), ∗) e
(M1,1(E), ♯). Assim, essas álgebras satisfazem o mesmo T∗-ideal de identidades polinomi-
ais com involução.

Esta ideia apresentada acima de definir uma involução em M1,1(E) a partir de uma
superinvolução emM1,1(K), faz parte de um contexto mais geral no qual, partindo de uma
superinvolução numa superálgebra, e de uma superinvolução em E = E0 ⊕ E1, podemos
definir uma involução no envelope de Grassmann desta superálgebra. Mais precisamente,
sendo A = A0⊕A1 uma superálgebra, seja • uma superinvolução em A. Considerando em
E uma superinvolução ⋆ (observemos que a aplicação identidade é uma superinvolução
em E), temos que a aplicação linear ∗ : E(A) → E(A) tal que (a ⊗ e)∗ = a• ⊗ e⋆, onde
a ∈ A0 ∪ A1 e e ∈ E0 ∪ E1, é uma involução em E(A).

Para uma leitura mais aprofundada a respeito de superinvoluções e identidades po-
linomiais com involução em álgebras de matrizes sobre a álgebra exterior indicamos as
referências [1] e [10] (seções 1 e 3).
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Caṕıtulo 2

Identidades Polinomiais com Involução

de M1,1(E)

Este caṕıtulo tem como objetivo determinar uma base para o T∗-ideal da álgebra com
involução M1,1(E). Para ele, usamos como referência [10].

Como visto anteriormente,

M1,1(E) =

{(

a b

c d

)

; a, d ∈ E0, b, c ∈ E1

}

e a involução ∗ é definida como

(

a b

c d

)

∗

=

(

d b

−c a

)

(veja o Exemplo 1.30). No

decorrer do caṕıtulo, K é um corpo de caracteŕıstica zero.
Já vimos que os subespaços dos elementos simétricos deM1,1(E) em relação à involução

∗ é

M1,1(E)+ =

{(

a b

0 a

)

; a ∈ E0, b ∈ E1

}

,

enquanto o subespaço dos elementos antissimétricos é

M1,1(E)− =

{(

a 0
b −a

)

; a ∈ E0, b ∈ E1

}

.

Lema 2.1. (M1,1(E), ∗) satisfaz as seguintes ∗-identidades polinomiais:

(a) [y1, y2]

(b) z1z2z3 − z3z2z1

(c) [z1, z2][z3, z4]

Demonstração. Considere yi =

(

ai bi
0 ai

)

e zj =

(

cj 0
dj −cj

)

, i = 1, 2, j = 1, 2, 3, 4,

elementos simétricos e antissimétricos quaisquer de M1,1(E), respectivamente.

(a)

[y1, y2] =

(

a1a2 a1b2 + b1a2
0 a1a2

)

−

(

a2a1 a2b1 + b2a1
0 a2a1

)

= 0.
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(b)

z1z2z3 − z3z2z1 =

(

c1c2c3 0
d1c2c3 − c1d2c3 + c1c2d3 −c1c2c3

)

−

−

(

c3c2c1 0
d3c2c1 − c3d2c1 + c3c2d1 −c3c2c1

)

= 0.

(c) Note que

[z1, z2] =

(

c1c2 0
d1c2 − c1d2 c1c2

)

−

(

c2c1 0
d2c1 − c2d1 c2c1

)

=

(

0 0
2(d1c2 − c1d2) 0

)

e, analogamente,

[z3, z4] =

(

0 0
2(d3c4 − c3d4) 0

)

.

Logo, [z1, z2][z3, z4] = 0. ■

Proposição 2.2. Os seguintes polinômios pertencem ao ideal T∗(M1,1(E)):

(i) [y1, z1, z2, z3]− 2(z1 ◦ z2)[y1, z3];

(ii) [z1, z2]y1[z3, z4] + [z3, z4]y1[z1, z2];

(iii) 2z1[y1, z2, z3] + [y1, z1, z2, z3] + [z1, z2][y1, z3] + [z1, z3][y1, z2] + [z2, z3][y1, z1];

(iv) 2[z1, z2]z3[y1, z4] + [z1, z2][y1, z3, z4];

(v) [y1, z1][y2, z2] + [y1, z2][y2, z1];

(vi) [y1, z1][y2, z2, z3]− [y1, z2, z1][y2, z3];

(vii) [z1, z2][y1, z3][y2, z4]− [z1, z4][y1, z2][y2, z3]−[z2, z3][y1, z1][y2, z4]+[z3, z4][y1, z1][y2, z2].

Demonstração. É suficiente e necessário considerar a avaliação das indeterminadas yi e zi
nos elementos simétricos e antissimétricos

yi =

(

αi βi

0 αi

)

= αi(E11 + E22) + βiE12

e

zi =

(

ai 0
ci −ai

)

= ai(E11 − E22) + ciE21

de M1,1(E), respectivamente (Lembre que E0 = Z(E) e ab = −ba para quaisquer a, b ∈

E1). Lembremos que Eij é a matriz de M2(K) tendo 1 na entrada (i, j) e zero nas demais.
Primeiramente, observe que, pela Proposição 1.32, [zi, zj] é antissimétrico, enquanto

zi ◦ zj e [yi, zj1 , · · · , zjn ] são simétricos. Ademais,

[zi, zj] = aiaj(E11 + E22)− aicjE21 + ciajE21 − ajai(E11 + E22) + ajciE21 − cjaiE21

= 2(ciaj − aicj)E21
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e

zi ◦ zj = aiaj(E11 + E22)− aicjE21 + ciajE21 + ajai(E11 + E22)− ajciE21 + cjaiE21

= 2aiaj(E11 + E22).

Por outro lado, segue que

[yi, zj] = αiaj(E11 − E22) + αicjE21 − βiajE12 + βicjE11 − ajαi(E11 − E22)−

− ajβiE12 − cjαiE21 − cjβiE22

= βicj(E11 + E22)− 2βiajE12.

Ademais, por indução em n ≥ 1, segue que

[yi, zj1 , · · · , zjn ] = (−2)n−1βiaj1 · · · ajn−1
cjn(E11 + E22) + (−2)nβiaj1 · · · ajnE12. (2.0.1)

De fato, para n = 1, segue do que foi visto anteriormente que [yi, zj1 ] = βicj1(E11+E22)−
2βiaj1E12.

Supondo que a igualdade (2.0.1) vale para algum k ≥ 1, segue que

[yi, zj1 , · · · , zjk , zjk+1
] = [[yi, zj1 , · · · , zjk ], zjk+1

]

= [(−2)k−1βiaj1 · · · ajk−1
cjk(E11 + E22), ajk+1

(E11 − E22)]+

+ [(−2)kβiaj1 · · · ajkE12, ajk+1
(E11 − E22)]+

+ [(−2)k−1βiaj1 · · · ajk−1
cjk(E11 + E22), cjk+1

E21]+

+ [(−2)kβiaj1 · · · ajkE12, cjk+1
E21]

= −(−2)kβiaj1 · · · ajkajk+1
E12 − (−2)kajk+1

βiaj1 · · · ajkE12+

+ (−2)kβiaj1 · · · ajkcjk+1
E11 − (−2)kcjk+1

βiaj1 · · · ajkE22

= (−2)kβiaj1 · · · ajkcjk+1
(E11 + E22) + (−2)k+1βiaj1 · · · ajkajk+1

E12.

Portanto, pelo prinćıpio da indução, a igualdade (2.0.1) vale para todo n ≥ 1.

(i) Observe que

[y1, z1, z2, z3] = (−2)2β1a1a2c3(E11 + E22) + (−2)3β1a1a2a3E12

e

(z1 ◦ z2)[y1, z3] = 2(a1a2)(E11 + E22)(β1c3(E11 + E22)− 2β1a3E12).

Logo,

[y1, z1, z2, z3]− 2(z1 ◦ z2)[y1, z3] = (−2)2β1a1a2c3(E11 + E22) + (−2)3β1a1a2a3E12−

− 4β1a1a2c3(E11 + E22) + 8β1a1a2a3E12

= 0.

(ii) Note que

[z1, z2]y1[z3, z4] = 2(c1a2 − a1c2)E21[α1(E11 + E22) + β1E12]2(c3a4 − a3c4)E21

= 2[(c1a2α1 − a1c2α1)E21 + (c1a2β1 − a1c2β1)E22]2(c3a4 − a3c4)E21

= 4(c1a2β1c3a4 − c1a2β1a3c4 − a1c2β1c3a4 + a1c2β1a3c4)E21,
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e, de modo análogo,

[z3, z4]y1[z1, z2] = 4(c3a4β1c1a2 − c3a4β1a1c2 − a3c4β1c1a2 + a3c4β1a1c2)E21.

Dáı,

[z1, z2]y1[z3, z4] + [z3, z4]y1[z1, z2] = 4(c1a2β1c3a4 − c1a2β1a3c4 − a1c2β1c3a4+

+ a1c2β1a3c4)E21 + 4(c3a4β1c1a2 − c3a4β1a1c2−

− a3c4β1c1a2 + a3c4β1a1c2)E21

= 0.

(iii) Note que

z1[y1, z2, z3] = [a1(e11 − e22) + c1E21](−2β1a2c3(E11 + E22) + 4β1a2a3E12)

= −2a1β1a2c3(E11 − E22) + 4a1β1a2a3E12 − 2c1β1a2c3E21+

+ 4c1β1a2a3E22

= −2a1a2β1c3(E11 − E22) + 4a1a2a3β1E12 − 2a2c1β1c3E21+

+ 4a2a3c1β1E22;

[y1, z1, z2, z3] = 4β1a1a2c3(E11 + E22)− 8β1a1a2a3E12

= 4a1a2β1c3(E11 + E22)− 8a1a2a3β1E12;

[z1, z2][y1, z3] = 2(c1a2 − a1c2)E21[β1c3(E11 + E22)− 2β1a3E12]

= 2c1a2β1c3E21 − 2a1c2β1c3E21 − 4c1a2β1a3e22 + 4a1c2β1a3E22

= 2a2c1β1c3E21 − 2a1c2β1c3E21 − 4a2a3c1β1E22 + 4a1a3c2β1E22;

[z1, z3][y1, z2] = 2a3c1β1c2E21 − 2a1c3β1c2E21 − 4a2a3c1β1E22 + 4a1a2c3β1E22;

[z2, z3][y1, z1] = 2a3c2β1c1E21 − 2a2c3β1c1E21 − 4a1a3c2β1E22 + 4a1a2c3β1E22.

Logo,

2z1[y1, z2, z3] + [y1, z1, z2, z3] + [z1, z2][y1, z3] + [z1, z3][y1, z2] + [z2, z3][y1, z1] = 0.

(iv) Note que:

[z1, z2]z3[y1, z4] = 2(c1a2 − a1c2)E21[a3(E11 − E22) + c3E21][β1c4(E11 + E22)−

− 2β1a4E12]

= 2(c1a2a3 − a1c2a3)E21[β1c4(E11 + E22)− 2β1a4E12] =

= 2(c1a2a3β1c4 − a1c2a3β1c4)E21 − 4(c1a2a3β1a4 − a1c2a3β1a4)E22

= 2(a2a3c1β1c4 − a1a3c2β1c4)E21 − 4(a2a3a4c1β1 − a1a3a4c2β1)E22.

Por outro lado,

[z1, z2][y1, z3, z4] = 2(c1a2 − a1c2)E21[−2β1a3c4(E11 + E22) + 4β1a3a4E12] =

= 8(a2a3a4c1β1 − a1a3a4c2β1)E22 − 4(a2a3c1β1c4 − a1a3c2β1c4)E21.

Logo,

2[z1, z2]z3[y1, z4] + [z1, z2][y1, z3, z4] = 4(a2a3c1β1c4 − a1a3c2β1c4)E21−

− 8(a2a3a4c1β1 − a1a3a4c2β1)E22+

+ 8(a2a3a4c1β1 − a1a3a4c2β1)E22−

− 4(a2a3c1β1c4 − a1a3c2β1c4)E21

= 0.
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(v) Note que:

[y1, z1][y2, z2] = [β1c1(E11 + E22)− 2β1a1E12][β2c2(E11 + E22)− 2β2a2E12]

= β1c1β2c2(E11 + E22)− 2β1c1β2a2e12 − 2β1a1β2c2E12

= β1c1β2c2(E11 + E22)− 2a2β1c1β2E12 − 2a1β1β2c2E12;

[y1, z2][y2, z1] = β1c2β2c1(E11 + E22)− 2a1β1c2β2E12 − 2a2β1β2c1E12.

Logo,

[y1, z1][y2, z2] + [y1, z2][y2, z1] = 0.

(vi) Segue que:

[y1, z1][y2, z2, z3] = [β1c1(E11 + E22)− 2β1a1E12][−2β2a2c3(E11 + E22)+

+ 4β2a2a3E12]

= 4β1c1a2a3β2E12 − 2β1c1a2β2c3(E11 + E22) + 4β1a1a2β2c3E12

= 4a2a3β1c1β2E12 − 2a2β1c1β2c3(E11 + E22) + 4a1a2β1β2c3E12.

Por outro lado,

[y1, z2, z1][y2, z3] = [−2β1a2c1(E11 + E22) + 4β1a2a1E12][β2c3(E11 + E22)−

− 2β2a3E12]

= −2β1a2c1β2c3(E11 + E22) + 4β1a2c1β2a3E12 + 4β1a2a1β2c3E12

= −2a2β1c1β2c3(E11 + E22) + 4a2a3β1c1β2E12 + 4a1a2β1β2c3E12.

Logo,

[y1, z1][y2, z2, z3]− [y1, z2, z1][y2, z3] = 4a2a3β1c1β2E12 − 2a2β1c1β2c3(E11 + E22)+

+ 4a1a2β1β2c3E12 − [−2a2β1c1β2c3(E11 + E22)+

+ 4a2a3β1c1β2E12 + 4a1a2β1β2c3E12]

= 0.

(vii) Note que:

[z1, z2][y1, z3][y2, z4] = 2(c1a2 − a1c2)E21[β1c3(E11 + E22)− 2β1a3E12][β2c4(E11+

+ E22)− 2β2a4e12]

= 2c1a2β1c3β2c4E21 − 4c1a2β1c3β2a4E22 − 2a1c2β1c3β2c4E21+

+ 4a1c2β1c3β2a4E22 − 4c1a2β1a3β2c4E22 + 4a1c2β1a3β2c4E22

= 2a2c1β1c3β2c4E21 − 4a2a4c1β1c3β2E22 − 2a1c2β1c3β2c4E21+

+ 4a1a4c2β1c3β2E22 − 4a2a3c1β1β2c4E22 + 4a1a3c2β1β2c4E22.
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Por outro lado,

[z1, z4][y1, z2][y2, z3] = 2a4c1β1c2β2c3E21 − 4a4a3c1β1c2β2E22 − 2a1c4β1c2β2c3E21+

+ 4a1a3c4β1c2β2E22 − 4a4a2c1β1β2c3E22 + 4a1a2c4β1β2c3E22

= 2a4c1β1c2β2c3E21 − 4a3a4c1β1c2β2E22 − 2a1c4β1c2β2c3E21+

+ 4a1a3c4β1c2β2E22 − 4a2a4c1β1β2c3E22 + 4a1a2c4β1β2c3E22;

[z2, z3][y1, z1][y2, z4] = 2a3c2β1c1β2c4E21 − 4a4a3c2β1c1β2E22 − 2a2c3β1c1β2c4E21+

+ 4a2a4c3β1c1β2E22 − 4a1a3c2β1β2c4E22 + 4a2a1c3β1β2c4E22

= 2a3c2β1c1β2c4E21 − 4a3a4c2β1c1β2E22 − 2a2c3β1c1β2c4E21+

+ 4a2a4c3β1c1β2E22 − 4a1a3c2β1β2c4E22 + 4a1a2c3β1β2c4E22;

[z3, z4][y1, z1][y2, z2] = 2a4c3β1c1β2c2E21 − 4a4a2c3β1c1β2E22 − 2a3c4β1c1β2c2E21+

+ 4a3a2c4β1c1β2E22 − 4a1a4c3β1β2c2E22 + 4a1a3c4β1β2c2E22

= 2a4c3β1c1β2c2E21 − 4a2a4c3β1c1β2E22 − 2a3c4β1c1β2c2E21+

+ 4a2a3c4β1c1β2E22 − 4a1a4c3β1β2c2E22 + 4a1a3c4β1β2c2E22.

Logo,

[z1, z2][y1, z3][y2, z4]− [z1, z4][y1, z2][y2, z3]− [z2, z3][y1, z1][y2, z4]

+ [z3, z4][y1, z1][y2, z2] = 0.

Portanto, os polinômios (i)-(vii) são ∗-identidades polinomiais de M1,1(E). ■

2.1 Um T∗-Ideal Gerado por ∗-Identidades Polinomiais de

M1,1(E)

Seja I o T∗-ideal gerado por

[y1, y2], z1z2z3 − z3z2z1, [z1, z2][z3, z4]

e pelos polinômios listados na Proposição 2.2. O principal objetivo deste caṕıtulo é provar
o seguinte teorema:

Teorema 2.3. Em caracteŕıstica zero, o T∗-ideal das ∗-identidades polinomiais da álgebra
com involução M1,1(E) é gerado, como T∗-ideal, pelos polinômios

[y1, y2], z1z2z3 − z3z2z1, [z1, z2][z3, z4]

e pelos polinômios (i),. . . ,(vii) da Proposição 2.2. Em outras palavras, I = T∗(M1,1(E)).

Como os geradores de I são ∗-identidades polinomiais de M1,1(E), temos que I ⊆
T∗(M1,1(E)). Para mostrar a inclusão contrária, primeiramente serão deduzidas algumas
consequências dos geradores de I. Denotaremos por (−1)ρ o sinal da permutação ρ.

Observação 2.4. Para quaisquer permutações σ, τ ∈ Sl, o ideal I contém o polinômio

[yσ(1), zτ(1)][yσ(2), zτ(2)] · · · [yσ(l), zτ(l)]− (−1)στ [y1, z1][y2, z2] · · · [yl, zl].

De fato, sendo f1 e f2 elementos simétricos de K⟨Y ∪Z⟩, temos que [f1, f2] ∈ I e assim
f1f2 ≡I f2f1 (onde ≡I significa congruência módulo I). Como qualquer comutador da
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forma [yi, zj] é simétrico, logo, módulo I, podemos reorganizar os comutadores de forma
a ordenar os yi’s. Assim:

[yσ(1), zτ(1)][yσ(2), zτ(2)] · · · [yσ(l), zτ(l)] ≡I [y1, zτ(σ−1(1))] · · · [yl, zτ(σ−1(l))].

Ora, mas segue da identidade (v) que [y1, z1][y2, z2] ≡I −[y1, z2][y2, z1]. Logo,

[yσ(1), zτ(1)][yσ(2), zτ(2)] · · · [yσ(l), zτ(l)] ≡I (−1)τσ
−1

[y1, z1][y2, z2] · · · [yl, zl].

Como (−1)σ
−1

= (−1)σ, segue o resultado.

Lema 2.5. Para qualquer permutação σ ∈ Sk, o ideal I contém o polinômio

[y1, zσ(1), · · · , zσ(k), zk+1]− [y1, z1, · · · , zk, zk+1].

Demonstração. Primeiramente, note que o comutador [yi, zj1 , · · · , zjm ] é simétrico (veja a
Proposição 1.32). Além disso, segue da identidade (i) que

[y1, z1, z2, z3] ≡I 2(z1 ◦ z2)[y1, z3] = 2(z2 ◦ z1)[y1, z3] ≡I [y1, z2, z1, z3]. (2.1.1)

Dado então qualquer k > 2 e σ ∈ Sk, como

[y1, zσ(1), zσ(2), · · · , zσ(k), zk+1] = [[y1, zσ(1), · · · , zσ(k−2)], zσ(k−1), zσ(k), zk+1]

e [y1, zσ(1), · · · , zσ(k−2)] é simétrico, usando a igualdade (2.1.1) e indução, os zi’s podem
ser organizados, ou seja,

[y1, zσ(1), · · · , zσ(k), zk+1] ≡I [y1, z1, · · · , zk, zk+1].

Portanto, [y1, zσ(1), · · · , zσ(k), zk+1]− [y1, z1, · · · , zk, zk+1] ∈ I. ■

Lema 2.6. O seguinte polinômio

2z2[y1, z1] + 2z1[y1, z2] + [y1, z1, z2] + [y1, z2, z1]

é um elemento de I.

Demonstração. Para quaisquer a1, a2 e a3 numa álgebra associativa, tem-se que

[a1, a2 ◦ a3] = [a1, a2] ◦ a3 + a2 ◦ [a1, a3].

Como z1 ◦ z2 é simétrico (veja Proposição 1.32), segue que

[y1, z1] ◦ z2 + z1 ◦ [y1, z2] = [y1, z1 ◦ z2] ∈ I.

Note então que,

[y1, z1, z2] + z2[y1, z1] = [y1z1 − z1y1, z2] + z2(y1z1 − z1y1)

= y1z1z2 − z1y1z2 − z2y1z1 + z2z1y1 + z2y1z1 − z2z1y1

= [y1, z1]z2.

Dáı,

2z2[y1, z1] + 2z1[y1, z2] + [y1, z1, z2] + [y1, z2, z1] = z2[y1, z1] + [y1, z1]z2 + z1[y1, z2]+

+ [y1, z2]z1

= [y1, z1] ◦ z2 + z1 ◦ [y1, z2]

= [y1, z1 ◦ z2].

e portanto segue o resultado. ■
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Lema 2.7. O ideal I contém o polinômio

4z1z2[y1, z3]− 2[z1, z2][y1, z3]− [y1, z1, z2, z3].

Demonstração. Primeiramente, lembre que 2(z1 ◦ z2)[y1, z3]− [y1, z1, z2, z3] ∈ I, pela iden-
tidade (i) da Proposição 2.2. Por outro lado, note que

4z1z2[y1, z3]− 2[z1, z2][y1, z3] = 4z1z2(y1z3 − z3y1)− 2(z1z2 − z2z1)(y1z3 − z3y1)

= 4z1z2y1z3 − 4z1z2z3y1 − 2z1z2y1z3 + 2z1z2z3y1+

+ 2z2z1y1z3 − 2z2z1z3y1

= 2z1z2y1z3 − 2z1z2z3y1 + 2z2z1y1z3 − 2z2z1z3y1

= 2z1z2(y1z3 − z3y1) + 2z2z1(y1z3 − z3y1)

= 2(z1 ◦ z2)[y1, z3].

Portanto, 4z1z2[y1, z3]− 2[z1, z2][y1, z3]− [y1, z1, z2, z3] ∈ I. ■

Lema 2.8. O seguinte polinômio pertence a I:

[z2, z3][y1, z1, z4]− [z1, z3][y1, z2, z4] + [z1, z2][y1, z3, z4].

Demonstração. Considere f = [z2, z3][y1, z1, z4]−[z1, z3][y1, z2, z4]+[z1, z2][y1, z3, z4]. Segue
da identidade (iv) da Proposição 2.2, que, módulo I,

[z2, z3][y1, z1, z4] ≡ −2[z2, z3]z1[y1, z4];

[z1, z3][y1, z2, z4] ≡ −2[z1, z3]z2[y1, z4]; e

[z1, z2][y1, z3, z4] ≡ −2[z1, z2]z3[y1, z4].

Logo, módulo I,

f ≡ −2[z2, z3]z1[y1, z4] + 2[z1, z3]z2[y1, z4]− 2[z1, z2]z3[y1, z4].

Já da identidade (b) do Lema 2.1, segue que z1z2z3 ≡I z3z2z1. Dáı,

f ≡I −2([z2, z3]z1 − [z1, z3]z2 + [z1, z2]z3)[y1, z4]

= −2(z2z3z1 − z3z2z1 − z1z3z2 + z3z1z2 + z1z2z3 − z2z1z3)[y1, z4]

≡I 0.

Portanto, f ∈ I. ■

Lema 2.9. O ideal I contém o polinômio

[z1, z4][y1, z3, z2]− [z1, z4][y1,z2, z3] + [z2, z3][y1, z4, z1]− [z1, z3][y1, z2, z4]+

+ [z1, z2][y1, z3, z4].

Demonstração. Seja

f = [z1, z4][y1, z3, z2]− [z1, z4][y1, z2, z3] + [z2, z3][y1, z4, z1]−

− [z1, z3][y1, z2, z4] + [z1, z2][y1, z3, z4].
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Pelo Lema 2.8, segue que, módulo I,

[z1, z2][y1, z3, z4]− [z1, z3][y1, z2, z4] ≡ −[z2, z3][y1, z1, z4].

Logo, módulo I,

f ≡ [z1, z4][y1, z3, z2]− [z1, z4][y1, z2, z3] + [z2, z3][y1, z4, z1]−

− [z2, z3][y1, z1, z4].

Ora, note que:

[y1, z3, z2]− [y1, z2, z3] = [y1z3 − z3y1, z2]− [y1z2 − z2y1, z3]

= y1z3z2 − z3y1z2 − z2y1z3 + z2z3y1−

− y1z2z3 + z2y1z3 + z3y1z2 − z3z2y1

= y1[z3, z2]− [z3, z2]y1

= [y1, [z3, z2]].

Analogamente, [y1, z4, z1]− [y1, z1, z4] = [y1, [z4, z1]]. Logo, módulo I,

f ≡ [z1, z4][y1, [z3, z2]] + [z2, z3][y1, [z4, z1]]

= [z1, z4]y1[z3, z2] + [z2, z3]y1[z4, z1]− [z1, z4][z3, z2]y1 − [z2, z3][z4, z1]y1

≡ 0

pela identidades (c) (Lema 2.1) e (ii) (Proposição 2.2), lembrando que [zi, zj] = −[zj, zi].
■

2.2 Os Geradores do Espaço Γl,m(I)

O espaço vetorial de todos os polinômios ∗-próprios multilineares nas variáveis y1, · · · , yl
e z1, · · · , zm na álgebra F ⟨Y ∪ Z⟩/I é o quociente (Γl,m + I)/I. Temos

Γl,m(I) =
Γl,m

I ∩ Γl,m

≃
Γl,m + I

I
.

No restante deste caṕıtulo, um circunflexo sobre uma variável significa que ela está
faltando na expressão. Ademais, se f ∈ Γl,m, a sua imagem em Γl,m(I) também será
representado por f (ao invés de f).

Primeiramente, será feito o estudo do subespaço Γ0,m. Nesse caso, são considerados
apenas polinômios f(z1, · · · , zm) nas variáveis antissimétricas.

Lema 2.10. O espaço Γ0,m(I) é gerado pelos polinômios

z1 · · · zm e z1 · · · ẑi · · · zm−1[zi, zm], i = 1, · · · ,m− 1.

Demonstração. Note que [zi, zj] ◦ zk = [zi, zj]zk + zk[zi, zj] ∈ I, pois

[zi, zj]zk + zk[zi, zj] = zizjzk − zjzizk + zkzizj − zkzjzi

e z1z2z3 − z3z2z1 ∈ I. Logo, módulo I,

[zi, zj]zk ≡ −zk[zi, zj]. (2.2.1)
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Observe então que

z1z2z3 · · · zn[za, zb] = z2z1z3 · · · zn[za, zb] + [z1, z2]z3 · · · zn[za, zb]

e

[z1, z2]z3 · · · zn[za, zb] ≡I (−1)n−2z3 · · · zn[z1, z2][za, zb].

Como o segundo membro dessa congruência pertence a I (identidade (c) do Lema 2.1),
segue que

[z1, z2]z3 · · · zn[za, zb] ∈ I

e dáı

z1z2z3 · · · zn[za, zb] ≡I z2z1z3 · · · zn[za, zb].

Logo, para qualquer σ ∈ Sn,

zi
σ(1)

zi
σ(2)

· · · zi
σ(n)

[za, zb] ≡I zi1zi2 · · · zin [za, zb]. (2.2.2)

Sejam σ ∈ Sm − {id} e i ∈ {2, . . . ,m} tal que σ(i− 1) > σ(i). Então

zσ(1) . . . zσ(i−1)zσ(i) . . . zσ(m) = zσ(1) . . . zσ(i)zσ(i−1) . . . zσ(m) + zσ(1) . . . [zσ(i−1), zσ(i)] . . . zσ(m).

Agora, segue das congruências (2.2.1) e (2.2.2) que

zσ(1) . . . [zσ(i−1), zσ(i)] . . . zσ(m) ≡I ±zσ(1) . . . ˆzσ(i) . . . ˆzσ(i−1) . . . zσ(m)[zσ(i−1), zσ(i)].

Aplicando esta ideia repetidamente, conclúımos que Γ0,m(I) é gerado pelo monômio
z1z2 · · · zm e pelos polinômios z1 · · · ẑa · · · ẑb · · · zm[za, zb], 1 ≤ a < b ≤ m.

Suponha a, b ̸= m. Note que

zm[za, zb] + za[zb, zm]− zb[za, zm] = zmzazb − zmzbza + zazbzm − zazmzb − zbzazm + zbzmza

pertence a I, pela identidade (b) do Lema 2.1. Logo, Γ0,m(I) é gerado pelo monômio
z1 · · · zm e pelos polinômios z1 · · · ẑi · · · zm−1[zi, zm], i = 1, · · · ,m− 1. ■

Observação 2.11. Observando a identidade (a) do Lema 2.1 e observando que um comu-
tador da forma [yi1 , zj1 , · · · , zjm ] é simétrico, podemos concluir que qualquer comutador
[r1, · · · , rh] ∈ F ⟨Y ∪ Z⟩/I não nulo (onde cada ri é uma variável) possui no máximo
uma variável simétrica. Ademais, podemos supor que tal variável sempre aparece na pri-
meira entrada. De fato, é posśıvel mostrar que em uma álgebra associativa, o comu-
tador [x1, · · · , xn, a] pode ser escrito como combinação linear de comutadores da forma
[a, xσ(1), · · · , xσ(n)], σ ∈ Sn. Para n = 2, esse resultado é consequência direta da iden-
tidade de Jacobi (veja a Observação 1.9). Supondo que o resultado é válido para algum
n ≥ 2, segue que

[x1, · · · , xn, xn+1, a] = [[x1, · · · , xn], xn+1, a]

= −[xn+1, a, [x1, · · · , xn]]− [a, [x1, · · · , xn], xn+1]

= [[a, xn+1], [x1, · · · , xn]] + [[x1, · · · , xn, a], xn+1]

= −[x1, · · · , xn, [a, xn+1]] + [[x1, · · · , xn, a], xn+1].

Fazendo agora y = [a, xn+1] e usando a hipótese de indução em [x1, · · · , xn, y] e em
[x1, · · · , xn, a], segue o resultado.
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Temos que a Observação 2.11 implica que

Γl,m(I) = 0, para todo l > m ≥ 0.

Em outras palavras, Γl,m ⊆ I, para todo l > m ≥ 0.

Lema 2.12. O espaço Γl,l(I) é gerado pelo polinômio [y1, z1] · · · [yl, zl].

Demonstração. Como as variáveis simétricas só aparecem dentro de comutadores e em
cada comutador só aparece no máximo uma variável simétrica, é fácil ver que Γl,l(I) é
gerado pelos polinômios

[yσ(1), zτ(1)] · · · [yσ(l), zτ(l)], σ, τ ∈ Sl.

Mas, da Observação 2.4, segue que

[yσ(1), zτ(1)] · · · [yσ(l), zτ(l)] ≡I (−1)στ [y1, z1] · · · [yl, zl].

Portanto, Γl,l(I) é gerado por [y1, z1] · · · [yl, zl]. ■

Agora, considere m = l + k, k ≥ 0. Para qualquer permutação σ ∈ Sl+k, define-se

pσ = [y1, zσ(1), · · · , zσ(k+1)][y2, zσ(k+2)] · · · [yl, zσ(l+k)]. (2.2.3)

Se m = l + 1, para σ ∈ Sl+1, define-se os polinômios

fσ = zσ(1)[y1, zσ(2)][y2, zσ(3)] · · · [yl, zσ(l+1)]. (2.2.4)

Se m = l + k > l + 1 (ou seja, k > 1), para σ ∈ Sl+k, definem-se

gσ = [zσ(1), zσ(2)][y1, zσ(3), · · · , zσ(k+1)][y2, zσ(k+2)] · · · [yl, zσ(l+k)]. (2.2.5)

Lema 2.13. Seja l > 0 e k ≥ 2, segue que:

(1) O espaço Γl,l+1(I) é gerado pelos polinômios pσ e fτ , para σ, τ ∈ Sl+1.

(2) O espaço Γl,l+k(I) é gerado pelos polinômios pσ e gτ , para σ, τ ∈ Sl+k.

Demonstração. Seja m ≥ l + 1. Os elementos de Γl,m(I) são combinações lineares de
polinômios c1 · · · cn (n ≥ l), onde ci ou é uma variável antissimétrica ou é um comutador
do tipo [y, zi1 , · · · , zin ], com y ∈ Y e zi1 , · · · , zin ∈ Z. Como

[y, zi1 , · · · , zin , z] = [[y, zi1 , · · · , zin ], z]

= [y, zi1 , · · · , zin ]z − z[y, zi1 , · · · , zin ],

segue que

[y, zi1 , · · · , zin ]z = [y, zi1 , · · · , zin , z] + z[y, zi1 , · · · , zin ].

Dáı, qualquer elemento de Γl,m(I) é combinação linear de polinômios wc′1c
′

2 · · · c
′

l, onde

w = zβ(1)zβ(2) · · · zβ(t)

é um monômio de grau t ≥ 0 em variáveis antissimétricas e

c′i = [yρ(i), zβ(t+h1+···+hi−1+1), · · · , zβ(t+h1+···+hi)]
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é um comutador de comprimento hi+1 ≥ 2, para permutações ρ ∈ Sl, β ∈ Sm e l+1-uplas
de inteiros (t, h1, · · · , hl).

Como [y1, y2] pertence ao ideal I e cada c′i é simétrico, podemos supor ρ(i) = i,
i = 1, · · · , l. Ademais, a identidade (vi) permite supor que hi = 1 para qualquer i ≥ 2.
Em outras palavras, Γl,m(I) é gerado pelos polinômios

Pt,β = zβ(1) · · · zβ(t)[y1, zβ(t+1), · · · , zβ(m−l+1)][y2, zβ(m−l+2)] · · · [yl, zβ(m)]

com 0 ≤ t ≤ m− l e β ∈ Sm. Observe que P0,β = pβ.
Se m = l + 1, então t ∈ {0, 1}, assim,

P0,β = [y1, zβ(1), zβ(2)][y2, zβ(3)] · · · [yl, zβ(l+1)] = pβ

P1,β = zβ(1)[y1, zβ(2)][y2, zβ(3)] · · · [yl, zβ(l+1)] = fβ.

Agora, assuma m ≥ l+2. Será denotado por Wm o subespaço de Γl,m(I) gerado pelos
polinômios pσ e gτ , σ, τ ∈ Sm. Será provado, por indução em m, que Wm = Γl,m(I).
Mas, Wm é um Sm-submódulo de Γl,m(I) com respeito à ação natural do grupo simétrico
Sm, permutando as variáveis z1, · · · , zm (veja no final de Seção 1.4). Assim, é suficiente
mostrar que Wm contém os polinômios Pt,Id para qualquer 1 ≤ t ≤ m− l.

Se m = l + 2, considere os polinômios P1,Id = z1[y1, z2, z3][y2, z4] · · · [yl, zm] e P2,Id =
z1z2[y1, z3][y2, z4] · · · [yl, zm]. Note que, pela identidade (iii),

2P1,Id = (−[y1, z1, z2, z3]− [z1, z2][y1, z3]− [z1, z3][y1, z2]−

− [z2, z3][y1, z1])[y2, z4] · · · [yl, zm]

= −[y1, z1, z2, z3][y2, z4] · · · [yl, zm]− [z1, z2][y1, z3][y2, z4] · · · [yl, zm]−

− [z1, z3][y1, z2][y2, z4] · · · [yl, zm]− [z2, z3][y1, z1][y2, z4] · · · [yl, zm]

= −pId − gId − gγ1 − gγ2 ∈ Wm

onde γ1 = (2 3) e γ2 = (1 2 3).Logo, P1,Id ∈ Wm.
Já pelo Lema 2.7, segue que

4P2,Id = (2[z1, z2][y1, z3] + [y1, z1, z2, z3])[y2, z4] · · · [yl, zm]

= 2[z1, z2][y1, z3][y2, z4] · · · [yl, zm] + [y1, z1, z2, z3][y2, z4] · · · [yl, zm]

= 2gId + pId ∈ Wm.

Logo, P2,Id ∈ Wm.
Se m = l + k > l + 2, então note que pela hipótese de indução,

z2z3 · · · zt[y1, zt+1, · · · , zk+1][y2, zk+2] · · · [yl, zk+l]

é combinação linear dos polinômios

[y1, zσ(2), · · · , zσ(k+1)][y2, zσ(k+2)] · · · [yl, zσ(m)] e

[zτ(2), zτ(3)][y1, zτ(4), · · · , zτ(k+1)][y2, zτ(k+2)] · · · [yl, zτ(m)],

onde σ e τ são permutações do conjunto {2, 3 · · · ,m}. Logo, Pt,Id é combinação linear
dos polinômios

z1[y1, zσ(2), · · · , zσ(k+1)][y2, zσ(k+2)] · · · [yl, zσ(m)] e

z1[zτ(2), zτ(3)][y1, zτ(4), · · · , zτ(k+1)][y2, zτ(k+2)] · · · [yl, zτ(m)]
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onde σ e τ são permutações do conjunto {2, 3 · · · ,m}.
Como [y1, zσ(2), · · · , zσ(k+1)] é simétrico, substituindo y1 na identidade (iii) por este

polinômio, e também substituindo, na mesma identidade, z2 por zσ(k) e z3 por zσ(k+1), e
depois multiplicando por [y2, zσ(k+2)] · · · [yl, zσ(m)], obtemos o primeiro como combinação
linear de polinômios de Wm.

Já para o segundo polinômio, como visto na prova do Lema 2.10, z1[zτ(2), zτ(3)] ≡I

−[zτ(2), zτ(3)]z1. Assim, usando a identidade (iv),

z1[zτ(2), zτ(3)][y1, zτ(4), · · · , zτ(k+1)][y2, zτ(k+2)] · · · [yl, zτ(m)] =

− [zτ(2), zτ(3)]z1[y1, zτ(4), · · · , zτ(k+1)][y2, zτ(k+2)] · · · [yl, zτ(m)] =

1

2
[zτ(2), zτ(3)][y1, zτ(4), · · · , zτ(k), z1, zτ(k+1)][y2, zτ(k+2)] · · · [yl, zτ(m)] ∈ Wn

pois é múltiplo escalar de algum gγ.
Portanto, Γl,m(I) = Wm. ■

Proposição 2.14. O espaço Γl,l+1(I) é gerado pelos polinômios

❼ f = z1[y1, z2] · · · [yl, zl+1];

❼ p1 = [y1, z1, z2][y2, z3] · · · [yl, zl+1];

❼ pi = [y1, zi, z1][y2, z2] · · · [yi, zi+1] · · · [yl, zl+1] para i = 2, · · · , l + 1.

Demonstração. De acordo com o Lema 2.13, Γl,l+1(I) é gerado pelos polinômios pσ =
[y1, zσ(1), zσ(2)][y2, zσ(3)] · · · [yl, zσ(l+1)] e fτ = zτ(1)[y1, zτ(2)][y2, zτ(3)] · · · [yl, zτ(l+1)], onde
σ, τ ∈ Sl+1. A Observação 2.4 permite assumir σ(2) < σ(3) < · · · < σ(l + 1) e τ(2) <

τ(3) < · · · < τ(l + 1). Assim, os geradores são f, pi (i ≥ 1) e zj[y1, z1] · · · [yj, zj+1] · · ·
[yl, zl+1], para j > 1. Finalmente, pelo Lema 2.6, o polinômio zj[y1, z1] é combinação linear
(módulo I) dos polinômios z1[y1, zj], [y1, zj, z1] e [y1, z1, zj]. Dáı, usando a Observação
2.4, segue o resultado. ■

Assuma m = l + k ≥ l + 2, e considere os subespaços Ul,m e Vl,m de Γl,m(I) gerados
pelos polinômios pσ e gτ , respectivamente (σ, τ ∈ Sm):

Ul,m =
〈

[y1, zσ(1), · · · , zσ(k+1)][y2, zσ(k+2)] · · · [yl, zσ(m)]; σ ∈ Sm

〉

Vl,m =
〈

[zτ(1), zτ(2)][y1, zτ(3), · · · , zτ(k+1)][y2, zτ(k+2)] · · · [yl, zτ(m)]; τ ∈ Sm

〉

.

Segue do Lema 2.13 que

Γl,m(I) = Ul,m + Vl,m, m ≥ l + 2. (2.2.6)

Proposição 2.15. O espaço Ul,m é gerado pelos polinômios

P(j1,··· ,jl) = [y1, zi1 , · · · , zik , zj1 ][y2, zj2 ] · · · [yl, zjl ]

onde {1, · · · ,m} = {i1, · · · , ik} ∪ {j1, · · · , jl} com m = k + l e

❼ i1 < · · · < ik,

❼ j1 < · · · < jl.
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Demonstração. Ora, pela Observação 2.4, segue que, módulo I,

[y1, zσ(1), · · · , zσ(k+1)][y2, zσ(k+2)] · · · [yl, zσ(m)] ≡

(−1)γ
[

[y1, zσ(1), · · · , zσ(k)], zj1
]

[y2, zj2 ] · · · [yl, zjl ]

onde γ é a permutação do conjunto {σ(k+1), σ(k+2), · · · , σ(m)} que organiza-o de modo
a obter j1 < j2 < · · · < jl.

Pelo Lema 2.5, segue que, módulo I,

[y1, zσ(1), · · · , zσ(k), zj1 ] ≡ [y1, zi1 , · · · , zik , zj1 ]

com i1 < · · · < ik. Portanto, vale o resultado. ■

Consideramos agora o espaço Vl,m. A argumentação será iniciada com o caso mais
fácil: l = 1, e assim m ≥ 3.

Lema 2.16. O espaço V1,m é gerado pelos polinômios

❼ G = [z1, zm][y1, z2, · · · , zm−1];

❼ G2;(i,j) = [z1, zi][y1, · · · , ẑi, · · · , ẑj, · · · , zm, zj] (2 ≤ i < j ≤ m);

❼ G3;(i) = [z2, zi][y1, z3, · · · , ẑi, · · · , zm, z1] (3 ≤ i ≤ m).

Demonstração. Sejam V o subespaço de V1,m gerado pelos polinômios do enunciado e gσ =
[zσ(1), zσ(2)][y1, zσ(3), · · · , zσ(m)]. O objetivo aqui é mostrar que gσ pertence a V . Pode-se
assumir σ(1) < σ(2). Pelo Lema 2.5, é posśıvel reorganizar as variáveis zσ(3), · · · , zσ(m−1)

em qualquer ordem. Logo, suponha σ(3) < · · · < σ(m−1). Assim, 1 ∈ {σ(1), σ(3), σ(m)}.
Suponha 1 = σ(m), então ou temos gσ = [z2, zi][y1, z3, · · · , ẑi, · · · , z1] = G3;(i) ∈ V ou

gσ = [zi, zj][y1, z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj, · · · , z1], com 3 ≤ i < j ≤ m. Nesse último caso, obtemos
pelo Lema 2.5,

gσ = [zi, zj][y1, · · · , ẑi, · · · , ẑj, · · · , z2, z1].

Pelo Lema 2.8, vemos claramente que gσ é combinação linear dos polinômios

[z2, zi][y1, · · · , ẑi, · · · , z1] e [z2, zj][y1, · · · , ẑj, · · · , z1]

que são G3;(i) e G3;(j), respectivamente. Logo, se σ(m) = 1, então gσ ∈ V .
Da mesma forma, se 1 = σ(3), então

[zi, zj][y1, z1, · · · , ẑi, · · · , ẑj, · · · , zσ(m)] =[zi, zj][y1, · · · , ẑi, · · · , ẑj, z1, zσ(m)]

que é claramente combinação linear dos polinômios

[z1, zi][y1, · · · , ẑi, · · · , zσ(m)] e [z1, zj][y1, · · · , ẑj, · · · , zσ(m)].

Logo, se σ(3) = 1, então gσ ∈ V .
Por fim, analisaremos o caso em que 1 = σ(1). É suficiente mostrar que

[z1, zi][y1, · · · , ẑi, · · · , zσ(m)] ∈ V.

Isso é claramente verdade se m = 3 (basta olhar o polinômio G2;(i,j)). Logo, assumindo
que m ≥ 4, a prova é feita através de indução inversa sobre σ(m). Se σ(m) = m, então o
polinômio é um elemento de V , pois obtém-se o polinômio G2;(i,m).
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Então, para um certo j ≥ 2, assumimos que a hipótese é verdadeira para σ(m) ≥ j+1.
Considerando agora o polinômio g = [z1, zi][y1, · · · , ẑi, · · · , zj], claramente, se i < j, está
feito, pois g = G2;(i,j), que é um gerador de V . Suponha então i > j e seja h = σ(m− 1).
Se j > h, então 2 ≤ σ(3) < . . . < σ(m − 1) = h < j < i e dáı i = m, j = m − 1 e
h = m− 2 (observe que o conjunto {σ(3), . . . , σ(m− 1), j, i} tem m− 1 elementos). Neste
caso, g = [z1, zm][y1, · · · , zm−1] = G, o primeiro gerador de V .

Assuma então j < h. Neste caso, pelo Lema 2.9, segue que, módulo I,

[z1, zi][y1, · · · , ẑi, · · · , zh, zj] =
[

[y1, · · · , ẑi, · · · , zσ(m−2)], zh, zj
]

= [z1, zi][y1, · · · , ẑi, · · · , zj, zh]− [zj, zh][y1, · · · , zi, z1]+

+ [z1, zh][y1, · · · , zj, zi]− [z1, zj][y1, · · · , zh, zi].

A última parcela é o gerador G2;(j,i) de V ; a segunda parcela pertence a V pelo primeiro
caso (σ(m) = 1). Por fim, a primeira e a terceira parcelas pertencem a V pela hipótese
de indução. ■

Proposição 2.17. O espaço Vl,m (m = l + k com l ≥ 2 e k ≥ 2) é gerado pelos seguintes
polinômios:

(1) G = [z1, zk+1][y1, z2, · · · , zk][y2, zk+2] · · · [yl, zl+k];

(2) G2;(j1,··· ,jl+1) = [z1, zj1 ][y1, zi1 , · · · , zik−2
, zj2 ][y2, zj3 ] · · · [yl, zjl+1

]
onde 2 ≤ j1 < · · · < jl+1 ≤ m e 2 ≤ i1 < · · · < ik−2 ≤ m;

(3) G3;(j1,··· ,jl) = [z2, zj1 ][y1, zi1 , · · · , zik−2
, z1][y2, zj2 ] · · · [yl, zjl ]

onde 3 ≤ j1 < · · · < jl ≤ m e 3 ≤ i1 < · · · < ik−2 ≤ m;

(4) G4;(j1,··· ,jl−1) = [z2, zik−1
][y1, zi1 , · · · , zik−2

, z1][y2, zj1 ] · · · [yl, zjl−1
]

onde 3 ≤ j1 < · · · < jl−1 ≤ m e 3 ≤ i1 < · · · < ik−1 ≤ m com j1 < ik−1.

Demonstração. Seja W o subespaço de Vl,m gerado pelos polinômios do enunciado. Es-
creva n = k+1 e, para qualquer A ⊂ {1, · · · ,m} de cardinalidade n, considere o subespaço
VA de Vl,m gerado pelos polinômios gσ (polinômio (2.2.5)) tais que σ(i) ∈ A para todo
i = 1, 2, · · · , n. O objetivo é provar que VA ⊆ W para todo A.

Sejam A = {a1, · · · , an} e B = {b1, · · · , bn} subconjuntos de {1, · · · ,m}, onde a1 <

· · · < an e b1 < · · · < bn. Diremos que A ≤ B se (a1, · · · , an) ≤ (b1, · · · , bn) na ordem
lexicográfica. Assim, a prova da afirmação VA ⊆ W é feita através de indução sobre A.
Primeiro, considere o conjunto A = {1, · · · , n}. Se gσ ∈ VA, então, pela Observação 2.4,
pode-se assumir σ(n+ 1) < · · · < σ(m), isto é,

gσ = [zσ(1), zσ(2)][y1, zσ(3), · · · , zσ(n)][y2, zn+1] · · · [yl, zm].

Pelo Lema 2.16, [zσ(1), zσ(2)][y1, zσ(3), · · · , zσ(n)] é uma combinação linear (mod I) dos
polinômios

[z1, zn][y1, z2, · · · , zn−1];

[z1, zi][y1, z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj, zn, zj] (2 ≤ i < j ≤ n);

[z2, zi][y1, z3, · · · , ẑi, · · · , zn, z1]; (3 ≤ i ≤ n).

Assim, gσ é uma combinação linear dos geradores de G, G2;(i,j,n+1,n+2,··· ,m) e
G3;(i,n+1,n+2,··· ,m) de W , e dáı V{1,··· ,n} ⊆ W .
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Agora, seja A ̸= {1, · · · , n} e assuma que VB ⊆ W para qualquer B < A. Se gσ ∈ VA,
então A = {σ(1), · · · , σ(n)}. Como acima, é posśıvel assumir σ(n + 1) < · · · < σ(m).
Assim, se 1 /∈ A, então 1 = σ(n+ 1). Aplicando a Observação 2.4 em

[

[y1, zσ(3), · · · , zσ(n−1)], zσ(n)
]

[y2, z1][y3, zσ(n+2)] · · · [yl, zσ(m)]

segue que

gσ = −[zσ(1), zσ(2)][y1, zσ(3), · · · , zσ(n−1), z1][y2, zσ(n)][y3, zσ(n+2)] · · · [yl, zσ(m)]

pois apenas permutamos 1 e σ(n). Isto significa que existe algum subconjunto B de
{1, · · · ,m} tal que 1 ∈ B e gσ ∈ VB. Como 1 ∈ B, temos B < A. Logo, gσ ∈ VB ⊆ W .

Agora será analisado o caso onde 1 ∈ A. Seja A = {1, a2, · · · , an}. Então, pelo Lema
2.16 e Observação 2.4, qualquer elemento de VA é uma combinação linear (mod I) dos
polinômios

(α) [z1, zan ][y1, za2 , · · · , zan−1
][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1

];

(β) [z1, zai ][y1, za2 , · · · , zan , zaj ][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1
] (2 ≤ i < j ≤ n);

(γ) [za2 , zai ][y1, za3 , · · · , zan , z1][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1
] (3 ≤ i ≤ n),

onde b1 < · · · < bl−1 e {1, · · · ,m} = {1, a2, · · · , an} ∪ {b1, · · · , bl−1}.
Agora, cada um dos polinômios anteriores será considerado separadamente.
Caso (α):

g = [z1, zan ][y1, za2 , · · · , zan−1
][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1

].

Se an−1 > b1, então pela Observação 2.4,

g = −[z1, zan ][y1, za2 , · · · , zb1 ][y2, zan−1
] · · · [yl, zbl−1

].

Isso implica que g ∈ VB, onde B = {1, a2, · · · , an−2, b1, an} < A, e assim g ∈ W por
indução.

Se an−1 < b1, então, como 1 < a2 · · · < an−1 < b1 < · · · < bl−1 e an−1 < an, segue que
{1, a2, · · · , an−1} = {1, 2, · · · , n− 1}, pois

1 < a2 < · · · < an−2 < an−1 ≤ m− l = k = n+ 1.

Assim,

g = [z1, zan ][y1, z2, · · · , zn−1][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1
].

Claramente, pode-se assumir que an > n, pois caso contrário teŕıamos
A = {1, a2, · · · , an} = {1, 2, . . . , n} e dáı g = G, o gerador de W listado em (1) no
enunciado. Logo, n ∈ {b1, · · · , bl−1} e dáı b1 = n. Usando a identidade (vii) (Proposição
2.2), segue que g − g2 − g3 + g4 ∈ I, onde

❼ g2 = [z1, zn][y1, z2, · · · , zn−2, zan ][y2, zn−1] · · · [yl, zbl−1
];

❼ g3 = [zan , zn−1][y1, z2, · · · , zn−2, z1][y2, zn] · · · [yl, zbl−1
];

❼ g4 = [zn−1, zn][y1, z2, · · · , zn−2, z1][y2, zan ] · · · [yl, zbl−1
].
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Nesse caso, escreve-se g = g2 + g3 − g4 (módulo I).
Mas g2 = −[z1, zn][y1, z2, · · · , zn−1][y2, zan ] · · · [yl, zbl−1

], e assim g2 ∈ V{1,··· ,n} ⊆ W . De
modo análogo, g4 ∈ V{1,··· ,n} ⊆ W .

Pelo Lema 2.5, g3 = [zan , zn−1][y1, z3, · · · , zn−2, z2, z1][y2, zn] · · · [yl, zbl−1
]. Assim,

usando a identidade do Lema 2.8, segue que

g3 =([zan , z2][y1, z3, · · · , zn−1, z1] + [z2, zn−1][y1, z3, · · · , zn−2, zan , z1]) [y2, zn] · · · [yl, zbl−1
].

Note que [z2, zan ][y1, z3, · · · , zn−1, z1][y2, zn] · · · [yl, zbl−1
] é um gerador de W do tipo (4) e

[z2, zn−1][y1, z3, · · · , zn−2, zan , z1][y2, zn] · · · [yl, zbl−1
] é um gerador do tipo (3). Isso conclui

o caso (α).
Caso (β):

g = [z1, zai ][y1, za2 , · · · , zan , zaj ][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1
].

Se aj < b1, então o polinômio g é um gerador de W do tipo (2). Considere então aj > b1.
Pela Observação 2.4, g = −[z1, zai ][y1, za2 , · · · , zan , zb1 ][y2, zaj ] · · · [yl, zbl−1

]. Isso implica
que g ∈ VB para B = {1, a2, · · · , aj−1, b1, aj+1, · · · , an} < A. Assim, g ∈ W , por indução.

Caso (γ):

g = [za2 , zai ][y1, za3 , · · · , zan , z1][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1
].

Se ai < b1, então b1 ≥ 3 e 2 ∈ A. Logo, a2 = 2 e g é um gerador de W do tipo (3).
Agora, suponha ai > b1 e assuma também a2 > b1, isto é, b1 = 2. Usando a identidade
(vii) (Proposição 2.2) segue que h1 − h2 − h3 + g ∈ I, onde

❼ h1 = [z1, z2][y1, za3 , · · · , zan , za2 ][y2, zai ] · · · [yl, zbl−1
];

❼ h2 = [z1, zai ][y1, za3 , · · · , zan , z2][y2, za2 ] · · · [yl, zbl−1
];

❼ h3 = [z2, za2 ][y1, za3 , · · · , zan , z1][y2, zai ] · · · [yl, zbl−1
].

Assim, pode-se escrever g = −h1 + h2 + h3. Claramente h1, h3 ∈ VB, onde B =
{1, 2, a2, · · · , âi, · · · , an}. Dáı, como B < A, segue por indução que h1, h3 ∈ W . Analoga-
mente, h2 ∈ V{1,2,a3,··· ,an}, e assim h2 ∈ W , pois {1, 2, a3, · · · , an} < A.

A última possibilidade a considerar é o caso a2 < b1. Então a2 = 2 e g =
[z2, zai ][y1, za3 , · · · , zan , z1][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1

]. Lembremos que estamos assumindo ai >

b1. Se i = n, então o polinômio g é um gerador de W do tipo (4). Sendo i < n, então,
usando a identidade (vii) (Proposição 2.2), segue que g = −H1 +H2 +H3, onde

❼ H1 = [z1, zb1 ][y1, za3 , · · · , zan , z2][y2, zai ] · · · [yl, zbl−1
];

❼ H2 = [z1, zai ][y1, za3 , · · · , zan , zb1 ][y2, z2] · · · [yl, zbl−1
];

❼ H3 = [zb1 , z2][y1, za3 , · · · , zan , z1][y2, zai ] · · · [yl, zbl−1
].

Como acima, H1 e H3 são elementos de VB para B = {1, 2, a3, · · · , ai−1, b1, ai+1, · · · ,
an} < A. Assim, por indução, H1, H3 ∈ W . Ademais, pela Observação 2.4,

H2 = −[z1, zai ][y1, za3 , · · · , zan , z2][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1
].

Dáı, H2 é uma combinação linear dos polinômios

47



❼ q1 = [z1, zai ][y1, za3 , · · · , z2, zan ][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1
];

❼ q2 = [z2, zan ][y1, za3 , · · · , zai , z1][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1
];

❼ q3 = [z1, zan ][y1, za3 , · · · , z2, zai ][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1
];

❼ q4 = [z1, z2][y1, za3 , · · · , zan , zai ][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1
];

pois, pelo Lema 2.9, tem-se que −H2 − q1 + q2 − q3 + q4 ∈ I. Pela Observação 2.4, segue
que

q1 = −[z1, zai ][y1, za3 , · · · , z2, zb1 ][y2, zan ] · · · [yl, zbl−1
]

isto é, q1 ∈ VB, onde B = {1, 2, a3, · · · , an−1}∪{b1}. Analogamente, os polinômios q3 e q4
pertencem a VC , onde C = {1, 2, a3, · · · , âi, · · · , an} ∪ {b1}. Como B,C < A, segue por
indução que q1, q3, q4 ∈ W . Finalmente, pelo Lema 2.5,

q2 = [z2, zan ][y1, za3 , · · · , zan−1
, z1][y2, zb1 ] · · · [yl, zbl−1

]

isto é, q2 é um gerador de W do tipo (4), o que conclui a prova. ■

2.3 A Independência Linear

Agora será provado que os geradores dos espaços Γl,m(I) dados nos resultados anteriores
são linearmente independentes módulo T∗ (M1,1(E)). Para isso, consideremos as seguintes
matrizes em M1,1(E):

Yi =

(

ui ζi
0 ui

)

e Zi =

(

vi 0
ηi −vi

)

onde ui = e6(i−1)+1e6(i−1)+2, ζi = e6(i−1)+3, vi = e6(i−1)+4e6(i−1)+5 e ηi = e6i, para i ∈ N.
Observe que Yi é um elemento simétrico e Zi é um elemento antissimétrico na álgebra
com involução (M1,1(E), ∗).

Não é dif́ıcil ver que dois produtos de elementos distintos pertencentes ao conjunto
{ui, ζi, vi, ηi | i ∈ N} são iguais na álgebra exterior se têm exatamente os mesmos fatores
(não necessariamente na mesma ordem). Logo, as matrizes que definimos acima serão
ideais para o que faremos a seguir.

Ademais, considere o seguinte resultado de Álgebra Linear:

Lema 2.18. Sejam V um F -espaço vetorial e W, U subespaços de V , com U ⊆ W . Se
S ⊂ V é um conjunto linearmente independente módulo W e gera V módulo U , então
W = U .

Demonstração. De fato, se w ∈ W , então existem a1, · · · , an ∈ F , s1, · · · , sn ∈ S e u ∈ U

tais que

a1s1 + · · ·+ ansn + u = w.

Logo, a1s1 + · · · + ansn = w − u ∈ W . Mas, como o conjunto S é LI módulo W, temos
que cada ai é nulo, i = 1, · · · , n. Assim, w = u ∈ U .

Portanto, W = U . ■
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Nos lemas a seguir, será provado que os geradores do espaço Γl,m(I) são linearmente
independentes módulo T∗(M1,1(E)), e assim, com aux́ılio do Lema 2.18, será provado que
Γl,m ∩ I = Γl,m ∩ T∗(M1,1(E)).

Lema 2.19. Os seguintes polinômios

❼ z1 · · · zm;

❼ qi = z1 · · · ẑi · · · zm−1[zi, zm] (i = 1, · · · ,m− 1),

são linearmente independentes módulo as ∗-identidades de M1,1(E).

Demonstração. Observe que a entrada (1, 1) da matriz Z1 · · ·Zm é igual a v1 · · · vm, a
entrada (2, 2) é igual a (−1)mv1 · · · vm e a entrada (1, 2) é igual a zero. De fato, note que,
para n = 2,

Z1Z2 =

(

v1v2 0
η1v2 − v1η2 v1v2

)

.

e para n qualquer o resultado segue por indução.
Por outro lado, note que

[Zi, Zm] =

(

vi 0
ηi −vi

)(

vm 0
ηm −vm

)

−

(

vm 0
ηm −vm

)(

vi 0
ηi −vi

)

=

(

vivm 0
ηivm − viηm vivm

)

−

(

vmvi 0
ηmvi − vmηi vmvi

)

=

(

0 0
2(ηivm − viηm) 0

)

.

Como as entradas (2, 2) e (1, 2) de Z1 · · · Ẑi · · ·Zm−1 são ±v1 · · · v̂i · · · vm−1 e zero,
respectivamente, segue que

Z1 · · · Ẑi · · ·Zm−1[Zi, Zm] = ±2v1 · · · v̂i · · · vm−1(ηivm − viηm)E21.

Logo, z1 · · · zm não é combinação linear módulo T∗(M1,1(E)) dos demais polinômios, pois
a entrada (1, 1) de Z1 · · ·Zm é um monômio não nulo de E.

Por fim, fixado i ∈ {1, · · · ,m}, note que o monômio v1 · · · v̂i · · · vm−1ηivm vai aparecer
na entrada (2, 1) apenas do elemento Z1 · · · Ẑi · · ·Zm−1[Zi, Zm]. Como esses monômios são
distintos em E, e portanto linearmente independentes, os polinômios correspondentes são
linearmente independentes módulo T∗(M1,1(E)). ■

Segue então dos Lemas 2.10, 2.18 e 2.19 que

Γ0,m(I) = Γ0,m(T∗(M1,1(E))). (2.3.1)

Lema 2.20. O polinômio [y1, z1] · · · [yl, zl] não pertence a T∗(M1,1(E)).

Demonstração. Segue que em M1,1(E)

[Yi, Zi] = ζiηi(E11 + E22)− 2ζiviE12.

Logo, a entrada (1, 1) de [Y1, Z1] · · · [Yl, Zl] é o monômio ζ1η1 · · · ζlηl, que não é nulo em
E. ■
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Logo, os Lemas 2.12, 2.18 e 2.20 implicam que

Γl,l(I) = Γl,l(T∗(M1,1(E))). (2.3.2)

Lema 2.21. Os seguintes polinômios

❼ f = z1[y1, z2] · · · [yl, zl+1];

❼ p1 = [y1, z1, z2][y2, z3] · · · [yl, zl+1];

❼ pi = [y1, zi, z1][y2, z2] · · · [yi, zi+1] · · · [yl, zl+1], para i = 2, · · · , l + 1,

são linearmente independentes módulo as ∗-identidades de M1,1(E).

Demonstração. Inicialmente, serão calculados os polinômios f, pi, i ≥ 1 nas matrizes Yi

e Zi. De forma análoga a prova do Lema 2.20, segue que [Yi, Zj] = ζiηj(E11 + E22) −
2ζivjE12. Deste modo, a entrada (1, 1) de [Y1, Z2][Y2, Z3] · · · [Yl, Zl+1] é ζ1η2ζ2η3 · · · ζlηl+1,
enquanto sua entrada (2, 1) é zero. Assim, a entrada (2, 1) de Z1[Y1, Z2] · · · [Yl, Zl+1] é
η1ζ1η2ζ2η3 · · · ζlηl+1.

Por outro lado, note que a entrada (2, 1) de [Y1, Z1, Z2] é zero, assim como a de
[Y1, Zi, Z1] (veja a prova da Proposição 2.2). Deste modo, usando um argumento análogo
ao usado anteriormente, pi(Y1, · · · , Yl+1, Z1, · · · , Zl+1) tem entrada (2, 1) nula, para todo
i = 1, · · · , l + 1. Assim, o polinômio f não é combinação linear módulo T∗(M1,1(E)) dos
polinômios pi, i ≥ 1.

Agora, a entrada (1, 1) de pi(Y1, · · · , Yl+1, Z1, · · · , Zl+1) é ±2viζ1 · · · ζlη1 · · · η̂i · · · ηl+1.
Logo, para i = 1, · · · , l + 1, os monômios obtidos são distintos em E. Portanto, os
polinômios pi são linearmente independentes módulo T∗(M1,1(E)). ■

Segue do lema anterior, junto com o Lema 2.18 e a Proposição 2.14 que

Γl,l+1(I) = Γl,l+1(T∗(M1,1(E))). (2.3.3)

Proposição 2.22. Os seguintes polinômios de Γ1,m, m ≥ 3:

(1) G = [z1, zm][y1, z2, · · · , zm−1];

(2) G2;(i,j) = [z1, zi][y1, z2, · · · , ẑi, · · · , ẑj, · · · , zm, zj], 2 ≤ i < j ≤ m;

(3) G3;(i) = [z2, zi][y1, z3, · · · , ẑi, · · · , zm, z1], 3 ≤ i ≤ m;

(4) P(j) = [y1, z1, · · · , ẑj, · · · , zm, zj], 1 ≤ j ≤ m,

geram Γ1,m(I). Ademais, eles são linearmente independentes módulo as ∗-identidades de
M1,1(E).

Demonstração. Como m ≥ 3, segue que

Γ1,m = U1,m + V1,m.

Pela Proposição 2.15 junto com o Lema 2.16, os polinômios do enunciado geram
Γ1,m(I). Basta então provar a independência linear.

Como feito anteriormente, serão calculados os polinômios dos enunciado nas matrizes
Yi e Zi. Denota-se por G, G2;(i,j), G3;(i), P(j) os elementos correspondentes em M1,1(E).
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Primeiramente, observe que a entrada (1, 1) de P(j) = P(j)(Y1, Z1, · · · , Zm) é
(−2)m−1ζ1v1 · · · v̂j · · · vmηj. De fato, de modo análogo à prova da Proposição 2.2, segue
que

P(j) = [Y1, Z1, · · · , Ẑj, · · · , Zm, Zj] = (−2)m−1ζ1v1 · · · v̂j · · · vmηj(E11 + E22)+

+ (−2)mζ1v1 · · · vmE12.

Logo, a entrada (1, 1) de P(j) é não nula em E. Como os monômios ζ1v1 · · · v̂j · · · vmηj são
todos distintos, segue que os polinômios P(j), j = 1, · · · ,m, são linearmente independentes
módulo T∗(M1,1(E)).

Por outro lado, qualquer combinação linear dos polinômios G, G2;(i,j) e G3;(i) calculada
nas matrizes Yi e Zi só tem como entradas possivelmente não nulas os coeficientes de E21 e
E22 (observe na prova do Lema 2.19 que um comutador do tipo [Zi, Zj] só tem o coeficiente
de E21 não nulo). Logo, uma combinação linear não nula das matrizes P(j) não pode ser
combinação linear das matrizes dos tipos G, G2;(i,j) e G3;(i).

Resta agora mostrar que os polinômios G, G2;(i,j) e G3;(i) são linearmente independen-
tes módulo T∗(M1,1(E)). Para isso, considere uma combinação linear desses polinômios
com coeficientes α, α2;(i,j) e α3;(i), respectivamente. Assuma que isto é uma ∗-identidade
polinomial de M1,1(E). Assim, quando computado nas matrizes Yi e Zi, segue que

αG+
∑

2≤i<j≤m

α2;(i,j)G2;(i,j) +
m∑

i=3

α3;(i)G3;(i) = 0.

Note que, usando um racioćınio análogo ao visto na prova do Lema 2.19 e o cálculo
de P(j), as entradas (2, 1) de G, G2;(i,j) e G3;(i) são, com o mesmo coeficiente 2(−2)m−1,
os seguintes elementos de E:

❼ G̃ = (η1vm − v1ηm)ζ1v2 · · · vm−2ηm−1;

❼ G̃2;(i,j) = (η1vi − v1ηi)ζ1v2 · · · v̂i · · · v̂j · · · vmηj;

❼ G̃3;(i) = (η2vi − v2ηi)ζ1v3 · · · v̂i · · · vmη1,

respectivamente.
Analisando os monômios onde a variável η1 não aparece, segue que

αv1ηmζ1v2 · · · vm−2ηm−1 +
∑

2≤i<j≤m

α2;(i,j)v1ηiζ1v2 · · · v̂i · · · v̂j · · · vmηj = 0.

Dáı, para cada par (i, j) com i < m− 1, segue que α2;(i,j) = 0. Assim,

αv1ηmζ1v2 · · · vm−2ηm−1 + α2;(m−1,m)v1ηm−1ζ1v2 · · · vm−2ηm = 0.

Logo, α = α2;(m−1,m), já que ηm−1, ηm e ζ1 são elementos anticomutativos e v1, v2, · · · ,
vm−2 são elementos centrais em E.

Considere β := α2;(m−1,m), logo α = β e

αG̃+ βG̃2;(m−1,m) +
m∑

i=3

α3;(i)G̃3;(i) = 0. (2.3.4)
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Sendo m > 3, se 3 ≤ i ≤ m − 2, então o monômio v2ηiζ1v3 · · · v̂i · · · vmη1 aparece
apenas no polinômio G̃3;(i). Dáı, α3;(i) = 0 para qualquer i = 3, · · · ,m − 2, e assim a
equação (2.3.4) vira

αG̃+ βG̃2;(m−1,m) + α3;(m−1)G̃3;(m−1) + α3;(m)G̃3;(m) = 0.

Portanto,

0 = α(η1vm − v1ηm)ζ1v2 · · · vm−2ηm−1 + β(η1vm−1 − v1ηm−1)ζ1v2 · · · vm−2ηm+

+ α3;(m−1)(η2vm−1 − v2ηm−1)ζ1v3 · · · vm−2vmη1 + α3;(m)(η2vm − v2ηm)ζ1v3 · · · vm−1η1.

Ora, como os elementos η1, η2, ηm−1, ηm e ζ1 são anticomutativos e os elementos
v1, · · · , vm são centrais na álgebra exterior, e α = β segue que

α3;(m) = −α3;(m−1) , α = −α3;(m) e α = −α3;(m−1).

Segue das duas primeiras igualdades que α = α3;(m−1) e assim conclúımos que α = β =
α3;(m−1) = α3;(m) = 0.

Por outro lado, se m = 3, observe que a equação (2.3.4) fica da forma

αG̃+ βG̃2;(2,3) + α3;(3)G̃3;(3) = 0

isto é,

α(η1v3 − v1η3)ζ1η2 + β(η1v2 − v1η2)ζ1η3 + α3;(3)(η2v3 − v2η3)ζ1η1 = 0.

Agora, é fácil ver que α = β = α3;(3) = 0, o que conclui a demonstração. ■

Como consequência desta última proposição e do Lema 2.18, segue que

Γ1,m(I) = Γ1,m(T∗(M1,1(E))), m ≥ 3. (2.3.5)

Observação 2.23. Seja f(y1, . . . , yl, z1, . . . , zm) ∈ K⟨Y ∪ Z⟩ tal que

f(y1, . . . , yl, z1, . . . , zm)[yl+1, zm+1]

é uma ∗-identidade polinomial de M1,1(E). Então f(y1, . . . , yl, z1, . . . , zm) é também uma
∗-identidade polinomial de M1,1(E). De fato, considerando em f uma qualquer substi-
tuição das variáveis por elementos de M1,1(E) (preservando simetria e antissimetria),

denotemos por

(

a b

c d

)

o elemento obtido. Fazendo agora as substituições

yl+1 =

(

1 ei
0 1

)

e zm+1 =

(

1 0
ej −1

)

onde i ̸= j e ei e ej não aparecem nos elementos a, b, c e d, temos

(

aeiej −2aei + beiej
ceiej −2cei + deiej

)

=

(

a b

c d

)

[yl+1, zm+1] =

(

0 0
0 0

)

donde conclúımos que a = c = 0 e também b = d = 0.

Proposição 2.24. Seja m = l + k. Se l ≥ 2 e k ≥ 2, então os polinômios de Γl,m:
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(1) G = [z1, zk+1][y1, z2, · · · , zk][y2, zk+2] · · · [yl, zl+k];

(2) G2;(j1,··· ,jl+1) = [z1, zj1 ][y1, zi1 , · · · , zik−2
, zj2 ][y2, zj3 ] · · · [yl, zjl+1

], onde
2 ≤ j1 < · · · < jl+1 ≤ m e 2 ≤ i1 < · · · < ik−2 ≤ m;

(3) G3;(j1,··· ,jl) = [z2, zj1 ][y1, zi1 , · · · , zik−2
, z1][y2, zj2 ] · · · [yl, zjl ], onde 3 ≤ j1 < · · · <

jl ≤ m e 3 ≤ i1 < · · · < ik−2 ≤ m;

(4) G4;(j1,··· ,jl−1) = [z2, zik−1
][y1, zi1 , · · · , zik−2

, z1][y2, zj1 ] · · · [yl, zjl−1
], onde 3 ≤ j1 <

· · · < jl−1 ≤ m e 3 ≤ i1 < · · · < ik−1 ≤ m com j1 < ik−1;

(5) P(j1,··· ,jl) = [y1, zi1 , · · · , zik , zj1 ][y2, zj2 ] · · · [yl, zjl ], onde
j1 < · · · < jl ≤ m e i1 < · · · < ik ≤ m,

são os geradores de Γl,m(I). Ademais, esses polinômios são linearmente independentes
módulo as ∗-identidades polinomiais de M1,1(E).

Demonstração. Como na proposição anterior, a primeira parte da afirmação é uma con-
sequência simples da decomposição

Γl,m = Ul,m + Vl,m,

junto com os resultados das Proposições 2.15 e 2.22. Assim, resta provar a independência
linear dos polinômios dados módulo as ∗-identidades polinomiais de M1,1(E).

Calculando um polinômio Q nas matrizes Yi e Zi, denota-se por Q o elemento corres-
pondente de M1,1(E). Como na Proposição 2.22, primeiro provamos que polinômios do
tipo (5) são linearmente independentes módulo T∗(M1,1(E)), e também que o subespaço
gerado por esses polinômios é independente (módulo T∗(M1,1(E))) do subespaço gerado
pelos demais polinômios do enunciado. Para isso, como

[Y1, Zi1 , · · · , Zik , Zj1 ] = (−2)kζ1vi1 · · · vikηj1(E11 + E22)+

+ (−2)k+1ζ1vi1 · · · vikvj1E12

e [Yr, Zjr ] = ζrηjr(E11 + E22) − 2ζrvjre12, r = 2, · · · , l, observe que a entrada (1, 1) de
P (j1,··· ,jl) é o elemento (−2)kζ1vi1 · · · vikηj1ζ2ηj2 · · · ζlηjl não nulo de E. Do fato desses
monômios serem dois a dois distintos em E conclúımos a independência linear (módulo
T∗(M1,1(E))) dos polinômios P(j1,··· ,jl).

Por outro lado, em qualquer combinação linear dos elementos G, G2;(j1,··· ,jl+1),

G3;(j1,··· ,jl), G4;(j1,··· ,jl−1), as posśıveis entradas não nulas são apenas os coeficientes de
E21 e E22 (análogo à proposição anterior). Logo, temos a independência dos subespaços
gerados pelos polinômios do tipo (5) e pelos polinômios dos demais tipos.

Mostremos agora a independência linear (módulo T∗(M1,1(E))) dos polinômios dos
tipos (1), (2), (3) e (4). Note que, usando um racioćınio análogo ao cálculo de P (j1,··· ,jl) e
à prova do Lema 2.19, segue que as entradas (2, 1) das matrizes G, G2;(j1,··· ,jl+1), G3;(j1,··· ,jl)

e G4;(j1,··· ,jl−1), com mesmo coeficiente 2(−2)k−2, são, respectivamente,

❼ G̃ = (η1vk+1 − v1ηk+1)ζ1v2 · · · vk−1ηkζ2ηk+2 · · · ζlηk+l;

❼ G̃2;(j1,··· ,jl+1) = (η1vj1 − v1ηj1)ζ1vi1 · · · vik−2
ηj2ζ2ηj3 · · · ζlηjl+1

;

❼ G̃3;(j1,··· ,jl) = (η2vj1 − v2ηj1)ζ1vi1 · · · vik−2
η1ζ2ηj2 · · · ζlηjl ;
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❼ G̃4;(j1,··· ,jl−1) = (η2vik−1
− v2ηik−1

)ζ1vi1 · · · vik−2
η1ζ2ηj1 · · · ζlηjl−1

,

onde os ı́ndices satisfazem as mesmas condições apresentadas no enunciado da proposição.
Denote por G(i) o conjunto de todos os geradores do tipo (i), para i = 2, 3, 4, do enunciado
da proposição. Assuma que uma combinação linear

αG+
∑

H∈G(2)

αHH +
∑

H∈G(3)

αHH +
∑

H∈G(4)

αHH (2.3.6)

é uma ∗-identidade polinomial de M1,1(E). Logo, segue que em E

αG̃+
∑

H∈G(2)

αHH̃ +
∑

H∈G(3)

αHH̃ +
∑

H∈G(4)

αHH̃ = 0. (2.3.7)

Na Equação (2.3.7), considerando os monômios em que η1 não aparece, segue que

αw +
∑

H∈G(2)

αHwH = 0,

onde
w = v1ηk+1ζ1v2 · · · vk−1ηkζ2ηk+2 · · · ζlηk+l

e wH = v1ηj1ζ1vi1 · · · vik−2
ηj2ζ2ηj3 · · · ζlηjl+1

se H = G2;(j1,··· ,jl+1) ∈ G(2). Dáı, para qualquer
H ∈ G(2), segue que αH = 0 se H ̸= G2;(k,··· ,k+l) := G2. Sendo β = αG2 , a equação (2.3.7)
se torna

αG̃+ βG̃2 +
∑

H∈G(3)

αHH̃ +
∑

H∈G(4)

αHH̃ = 0. (2.3.8)

Agora, fixada uma sequência (j1, · · · , jl), com 3 ≤ j1 < · · · < jl ≤ m − 1, e conside-
rando os polinômios envolvidos na Equação (2.3.8), observe que o conjunto dos elemen-
tos η1, ηj1 , · · · , ηjl aparece somente na parcela H̃ = G̃3;(j1,··· ,jl). Para ver, por exem-
plo, que este conjunto de elementos não aparece nas parcelas correspondentes ao G(4),
basta observar que, nas condições do enunciado para os polinômios de tipo (4), tem-se
m ∈ {j1, · · · , jl−1}, pois {i1, · · · , ik−1, j1, · · · , jl−1} = {3, · · · ,m} e ik−1 ou jl−1 é o maior
elemento deste conjunto.

Assim, o coeficiente αH , com H = G3;(j1,··· ,jl), é nulo, e dáı

αG̃+ βG̃2 +
∑

3≤j1<···<jl−1<m

α(j1,··· ,jl−1)G̃3;(j1,··· ,jl−1,m) +
∑

H∈G(4)

αHH̃ = 0 (2.3.9)

onde α(j1,··· ,jl−1) = αH para H = G3;(j1,··· ,jl−1,m).
Agora, fixada a sequência de inteiros (j1, · · · , jl−1), com 3 ≤ j1 < · · · < jl−1 ≤

m−1, considere os polinômios envolvidos na equação (2.3.9). Observe que o conjunto dos
elementos η1, η2, ηj1 , · · · , ηjl−1

aparece apenas no polinômio H̃ = G̃4;(j1,··· ,jl−1). Logo seu
coeficiente deve ser zero, donde a combinação linear em (2.3.6) vira

αG+ βG2 +
∑

3≤j1<···<jl−1<m

α(j1,··· ,jl−1)G3;(j1,··· ,jl−1,m)+

+
∑

3≤j1<···<jl−2<m

α(j1,··· ,jl−2)G4;(j1,··· ,jl−2,m)

(2.3.10)

onde α(j1,··· ,jl−2) = αH para H = G4;(j1,··· ,jl−2,m).
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Mostremos agora a independência linear dos polinômios por indução em l (resta apenas
mostrar que os coeficientes envolvidos na combinação linear (2.3.10) são nulos, pois isso
já foi visto para os demais). Note que se l = 2, então o último somatório da combinação
linear (2.3.10) some, e ela vira

αG+ βG2 +
∑

3≤j1<k+2

αj1G3;(j1,k+2).

Temos então uma combinação linear dos polinômios

❼ G = [z1, zk+1][y1, z2, · · · , zk][y2, zm];

❼ G2 = [z1, zk][y1, z2, · · · , zk+1][y2, zm];

❼ G3;(j1,m) = [z2, zj1 ][y1, z3, · · · , ẑj1 , · · · , zm−1, z1][y2, zm], onde 3 ≤ j1 ≤ m− 1;

que é uma ∗-identidade polinomial de M1,1(E). Colocando o termo [y2, zm] em evidência
e usando a observação anterior, chegamos a uma ∗-identidade polinomial de M1,1(E) que
é combinação linear de polinômios dentre aqueles listados no enunciado da Proposição
2.22. Assim, o caso l = 2 está feito.

Supondo agora l > 2 e observando que (2.3.10) é uma combinação linear dos polinômios

❼ G = [z1, zk+1][y1, z2, · · · , zk][y2, zk+2] · · · [yl−1, zm−1][yl, zm];

❼ G2 = [z1, zk][y1, z2, · · · , zk+1][y2, zk+2] · · · [yl−1, zm−1][yl, zm];

❼ G3;(j1,··· ,jl−1,m) = [z2, zj1 ][y1, zi1 , · · · , zik−2
, z1][y2, zj2 ] · · · [yl−1, zjl−1

][, yl, zm], onde 3 ≤

j1 < · · · < jl−1 ≤ m− 1 e 3 ≤ i1 < · · · < ik−2 ≤ m− 1;

❼ G4;(j1,··· ,jl−2,m) = [z2, zik−1
][y1, zi1 , · · · , zik−2

, z1][y2, zj1 ] · · · [yl−1, zjl−2
][yl, zm], onde 3 ≤

j1 < · · · < jl−2 ≤ m− 1 e 3 ≤ i1 < · · · < ik−1 ≤ m− 1 com j1 < ik−1;

que é uma ∗-identidade polinomial de M1,1(E), basta colocar o termo [yl, zm] em evidência
e usar a observação anterior para chagar a uma ∗-identidade polinomial de M1,1(E) que
é combinação linear de polinômios dos tipos (1), (2), (3) e (4) do enunciado, para l − 1.
Por indução, conclúımos que todos os coeficientes são nulos.

Portanto, os polinômios (1)–(5) apresentados no enunciado são linearmente indepen-
dentes módulo as ∗-identidades polinomiais de M1,1(E). ■

Segue da Proposição acima e do Lema 2.18 que

Γl,m(I) = Γl,m(T∗(M1,1(E))), m = l + k, l ≥ 2, k ≥ 2. (2.3.11)

Portanto, as equações (2.3.1)–(2.3.3), (2.3.5), e (2.3.11) implicam que I = T∗(M1,1(E)),
já que o corpo K tem caracteŕıstica zero. Assim, o Teorema 2.3 fica provado.
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Caṕıtulo 3

Polinômios Centrais com Involução para

M1,1(E)

Neste caṕıtulo, temos como objetivo encontrar uma base para o espaço dos polinômios
centrais com involução de M1,1(E). Utilizamos como referência para ele [20]. No decorrer
do caṕıtulo, K é um corpo com charK = 0.

Seja (A, ∗) uma álgebra associativa e unitária com involução. Lembramos que

C(A, ∗) ={f(y1, · · · , ym, z1, · · · , zn) ∈ K⟨Y ∪ Z⟩|f(a1, · · · , am, b1, · · · , bn) ∈

Z(A, ∗), ∀ ai ∈ A+, bj ∈ A−},

e um elemento de C(A, ∗) é chamado de polinômio central com involução, ou simplesmente
polinômio ∗-central para (A, ∗). Ademais, lembre que C(A, ∗) é um T∗-espaço deK⟨Y ∪Z⟩,
chamado de espaço dos polinômios ∗-centrais para (A, ∗), e T∗(A) ⊆ C(A, ∗). No caṕıtulo
anterior determinamos os geradores de T∗(M1,1(E)) (veja o Teorema 2.3). Neste caṕıtulo
temos como objetivo determinar um conjunto finito de geradores para os polinômios ∗-
centrais para M1,1(E).

Neste caṕıtulo, ∗ indica a involução apresentada no Exemplo 1.30, R = (M1,1(E), ∗) e
I = T∗(R). Observemos que

Z(M1,1(E)) = Z(M1,1(E), ∗) =

{(

a 0
0 a

)

; a ∈ E0

}

.

Dado um polinômio f de K⟨Y ∪ Z⟩, escrevemos f = fs + fk, onde fs é a componente
simétrica de f , enquanto fk é a componente antissimétrica, ou seja,

fs =
f + f ∗

2
e fk =

f − f ∗

2
.

Observação 3.1. Seja f(y1, · · · , ym, z1, · · · , zn) ∈ K⟨Y ∪Z⟩ e suponha (A, ∗) uma álgebra
com involução.
1) Se Z(A, ∗) = Z(A), então f ∈ C(A, ∗) se, e somente se, [x, f ] é uma ∗-identidade
polinomial de (A, ∗) para toda x ∈ Y ∪ Z.
2) Se f ∈ C(A, ∗), então f − f ∗ é uma ∗-identidade polinomial de (A, ∗). De fato, temos
2f = (f + f ∗) + (f − f ∗), sendo a primeira parcela simétrica e a segunda antissimétrica.
Substituindo yi por ai ∈ A+ e zi por bi ∈ A−, temos que 2f e f+f ∗ resultam em elementos
de A+ (lembrando que Z(A, ∗) ⊆ A+), enquanto f−f ∗ resulta num elemento de A−. Logo,
f − f ∗ deve resultar em 0, o que nos dá a afirmação.
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Proposição 3.2. Seja f = fs + fk ∈ K⟨Y ∪ Z⟩. Se f ∈ C(A, ∗), então fs ∈ C(A, ∗) e
fk ∈ T∗(A).

Demonstração. Se f = fs + fk, então f ∗ = fs − fk. Como f − f ∗ é uma ∗-identidade

polinomial (Observação 3.1), e f − f ∗ = 2fk, segue que fk =
f − f ∗

2
é uma ∗-identidade

polinomial. Dáı, fk ∈ C(A, ∗), e portanto fs = f − fk pertence a C(A, ∗). ■

Proposição 3.3. Os seguintes polinômios pertencem a C(R, ∗):

(a) z1 ◦ z2;

(b) [y1, z1, z2]− 2(z1 ◦ z2)y1;

Demonstração. De fato, sejam Y1, Z1, Z2, Y + Z ∈ R, sendo Y1 simétrico, Z1 e Z2 antis-
simétricos e Y + Z um elemento qualquer (lembre que R = R+ ⊕ R−). Note que, como
Z1 ◦ Z2 é simétrico,

[Z1 ◦ Z2, Y + Z] = [Z1 ◦ Z2, Y ] + [Z1 ◦ Z2, Z]

= Z1 ◦ [Z2, Z] + [Z1, Z] ◦ Z2

= Z1[Z2, Z] + [Z2, Z]Z1 + [Z1, Z]Z2 + Z2[Z1, Z]

= Z1Z2Z − Z1ZZ2 + Z2ZZ1 − ZZ2Z1+

+ Z1ZZ2 − ZZ1Z2 + Z2Z1Z − Z2ZZ1

= 0,

pelas identidades (a) e (b) do Lema 2.1.
Por outro lado,

[[Y1, Z1, Z2]− 2(Z1 ◦ Z2)Y1, Y + Z] = [Y1, Z1, Z2, Y ] + [Y1, Z1, Z2, Z]−

− 2([(Z1 ◦ Z2)Y1, Y ] + [(Z1 ◦ Z2)Y1, Z]).

Como [Y1, Z1, Z2] e Z1 ◦Z2 são simétricos, segue que [Y1, Z1, Z2, Y ] = 0 = [(Z1 ◦Z2)Y1, Y ],
pela identidade (a) do Lema 2.1 e pela Observação 1.9. Assim,

[[Y1, Z1, Z2]− 2(Z1 ◦ Z2)Y1, Y + Z] = [Y1, Z1, Z2, Z]− 2[(Z1 ◦ Z2)Y1, Z]

= [Y1, Z1, Z2, Z]− 2(Z1 ◦ Z2)[Y1, Z]−

− 2[(Z1 ◦ Z2), Z]Y1

= 0,

pelas identidades (a) do Lema 2.1 e (i) da Proposição 2.2, e por Z1 ◦ Z2 ser central.
Portanto, os polinômios (a) e (b) pertencem a C(R). ■

Seja então V o T∗-espaço em K⟨Y ∪ Z⟩ gerado por I junto com os polinômios (a) e
(b) da Proposição 3.3, ou seja, V é a soma de I com o T∗-espaço gerado por esses dois
polinômios. Assim, temos V ⊆ C(R). Mostraremos no fim deste caṕıtulo que V = C(R).
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3.1 Polinômios Centrais ∗-Próprios de M1,1(E)

Nesta seção, estudaremos os polinômios centrais ∗-próprios para R.

Lema 3.4. Seja H = s1 · · · sn ∈ K⟨Y ∪Z⟩, onde cada si é simétrico. Temos que Q = H+H∗

2

é simétrico e Q ≡ H(mod I).

Demonstração. É imediato que Q é simétrico. Como [y1, y2] ∈ I e H∗ = sn · · · s1, segue
que H∗ ≡ H(mod I). Portanto, Q ≡ H(mod I). ■

Proposição 3.5. Se f(y1, · · · , yl, z1, · · · , zm) é um polinômio central ∗-próprio multilinear

para R que depende das variáveis em Y , então f é congruente módulo I a uma combinação

linear dos polinômios

P(j1,··· ,jl) = [y1, zi1 , · · · , zik , zj1 ][y2, zj2 ] · · · [yl, zjl ],

onde i1 < i2 < · · · < ik, j1 < · · · < jl e {i1, · · · , ik, j1, · · · , jl} = {1, · · · ,m}.

Demonstração. Primeiramente, estamos supondo m ≥ l, pois no caso contrário temos
f ∈ I. Note que, se m = l, então, pelo Lema 2.12, f é um múltiplo escalar (módulo I) de
[y1, z1] · · · [yl, zl].

Se m = l+1, então, pela Proposição 2.14, f é uma combinação linear (módulo I) dos
polinômios

g = z1[y1, z2] · · · [yl, zl+1],

p1 = [y1, z1, z2][y2, z3] · · · [yl, zl+1] e

pi = [y1, zi, z1][y2, z2] · · · [yi, zi+1] · · · [yl, zl+1], para i = 2, · · · , l + 1.

Como consequência da Proposição 3.2, temos f ≡I (f+f ∗)/2 e assim f é uma combinação
linear (módulo I) dos polinômios (g+g∗)/2 e (pi+p∗i )/2, para i = 1, 2, · · · , l+1 . Segue do

Lema 3.4 que (pi+ p∗i )/2 ≡I pi, para i = 1, 2, · · · , l+1. Resta então analisar gs =
g + g∗

2
.

Segue que

gs =
z1[y1, z2] · · · [yl, zl+1] + [yl, zl+1] · · · [y1, z2](−z1)

2

gs ≡I

z1[y1, z2] · · · [yl, zl+1]− [y1, z2] · · · [yl, zl+1]z1
2

gs = −
[[y1, z2] · · · [yl, zl+1], z1]

2
.

Note que

[[y1, z2] · · · [yl, zl+1], z1] =
l∑

i=1

[y1, z2] · · · [yi, zi+1, z1] · · · [yl, zl+1].

Dáı, pela Observação 2.4 e a identidade (vi) (Proposição 2.2), o comutador
[[y1, z2] · · · [yl, zl], z1] é uma combinação linear, módulo I, dos polinômios pi, i = 2, · · · , l+
1. Assim, gs é uma combinação linear (módulo I) dos polinômios pi, e o caso m = l + 1
está feito.
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Por fim, se m = l + k, k ≥ 2, segue do Lema 2.13 que f é uma combinação linear
(módulo I) dos polinômios

pσ = [y1, zσ(1), · · · , zσ(k+1)][y2, zσ(k+2)] · · · [yl, zσ(m)],

gσ = [zσ(1), zσ(2)][y1, zσ(3), · · · , zσ(k+1)][y2, zσ(k+2)] · · · [yl, zσ(m)]

com σ ∈ Sm. De modo análogo ao que foi feito acima, conclúımos que f é uma combinação
linear (módulo I) dos polinômios (pσ + p∗σ)/2 e (gσ + g∗σ)/2. Segue do Lema 3.4 que
(pσ + p∗σ)/2 ≡I pσ. Quanto a (gσ + g∗σ)/2, temos.

gσ + g∗σ
2

≡I −
[[y1, zσ(3), · · · , zσ(k+1)][y2, zσ(k+2)] · · · [yl, zσ(m)], [zσ(1), zσ(2)]]

2

uma vez que [zσ(1), zσ(2)] é antissimétrico.
Observemos agora que

[[y1, z1, · · · , zn], [za, zb]] = [zb, za, [y1, z1, · · · , zn]]

= [y1, z1, · · · , zn, za, zb]− [y1, z1, · · · , zn, zb, za]

sendo a última igualdade consequência da identidade de Jacobi. Usando então as Obser-
vações 1.9 e 2.4, e a identidade (vi) (Proposição 2.2), conclúımos que f ∈ Ul,m, e assim
usamos a Proposição 2.15. ■

Consideremos agora l ≥ 1 um número natural, e os polinômios

P1(y2, · · · , yl+1, z1, · · · , zl+1) = [y2, z1, z2][y3, z3] · · · [yl+1, zl+1]

e

Pi(y2, · · · , yl+1, z1, · · · , zl+1) = [y2, zi, z1] · · · [yi, zi−1][yi+1, zi+1] · · · [yl+1, zl+1],

para 1 < i ≤ l + 1.
Para l ≥ 1, vamos considerar também os seguintes polinômios

Cl =
l+1∑

n=1

(−1)nPn e Dl = y1Cl − [y1, z1] · · · [yl+1, zl+1]. (3.1.1)

Observemos que Cl = Cl(y2, · · · , yl+1, z1, · · · , zl+1).

Lema 3.6. O ∗-espaço V contém os polinômios

Gn(z1, · · · , z2n) = (z1 ◦ z2)(z3 ◦ z4) · · · (z2n−1 ◦ z2n)

e os polinômios Cl, Dl definidos em (3.1.1).

Demonstração. Claramente, G1 pertence a V . Façamos então indução sobre n. Considere
então H = (z3 ◦ z4) · · · (z2n−1 ◦ z2n). Como zi ◦ zj é simétrico (Proposição 1.32), segue do
Lema 3.4 que Q é simétrico e Q ≡ H (mod I), onde Q = H+H∗

2
. Assim, podemos escrever

Q = H + s, onde s ∈ I. Substituindo y1 por Q no polinômio (b) da Proposição 3.3, segue
que

[Q, z1, z2]− 2(z1 ◦ z2)Q ∈ V.
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Dáı,

[H + s, z1, z2]− 2(z1 ◦ z2)(H + s) = [H, z1, z2]− 2(z1 ◦ z2)H + r ∈ V,

onde r = [s, z1, z2]− 2(z1 ◦ z2)s ∈ I.
Ora, H ∈ V , pela hipótese de indução, e dáı [H, z1, z2] ∈ I. Logo, −2(z1 ◦ z2)H ∈ V ,

e assim Gn pertence a V , para todo n.
Resta provar que Cl e Dl pertencem a V . O polinômio

C1 = [y2, z2, z1]− [y2, z1, z2] (3.1.2)

pertence a V , pois é consequência do polinômio (b) (Proposição 3.3), já que

[y2, z2, z1]− [y2, z1, z2] = [y2, z2, z1]− 2(z2 ◦ z1)y2 + 2(z1 ◦ z2)y2 − [y2, z1, z2].

Note que podemos substituir z1 por (y1 ◦ z1) (que é antissimétrico) em (3.1.2), obtendo,
pela identidade de Jacobi,

[y2, z2, y1 ◦ z1]− [y2, y1 ◦ z1, z2] = −[z2, y2, y1 ◦ z1]− [y2, y1 ◦ z1, z2]

= [y1 ◦ z1, z2, y2].

Dáı, o polinômio

[y1 ◦ z1, z2, y2] = [y1 ◦ [z1, z2] + [y1, z2] ◦ z1, y2]

= [y1, y2] ◦ [z1, z2] + y1 ◦ [z1, z2, y2] + [y1, z2] ◦ [z1, y2]+

+ [y1, z2, y2] ◦ z1

pertence a V . Segue das identidades (a) (Lema 2.1) e (v) (Proposição 2.2) que

[y1 ◦ z1, z2, y2] ≡I y1 ◦ [z1, z2, y2] + 2[y1, z1][y2, z2]

lembrando que [y1, z2] e [z1, y2] são simétricos. Novamente pela identidade de Jacobi e
pela identidade (a) do Lema 2.1

[y1 ◦ z1, z2, y2] ≡I y1 ◦ (−[z2, y2, z1]− [y2, z1, z2]) + 2[y1, z1][y2, z2]

≡I 2y1 ([y2, z2, z1]− [y2, z1, z2]) + 2[y1, z1][y2, z2].

Assim, como I ⊆ V , conclúımos que

D1 = y1 ([y2, z2, z1]− [y2, z1, z2]) + [y1, z1][y2, z2] (3.1.3)

pertence a V . Para l > 1, substitúımos y1 por Q1 =
Y+Y

∗

2
, onde Y = [y3, z3] · · · [yl+1, zl+1]

em (3.1.3), e de modo análogo ao que foi feito acima, obtemos que

Q1 ([y2, z2, z1]− [y2, z1, z2]) + [Q1, z1] [y2, z2] ∈ V

e dáı
Y ([y2, z2, z1]− [y2, z1, z2]) + [Y, z1] [y2, z2] ∈ V (3.1.4)

pois Q1 = Y + s1, com s1 ∈ I. Como Y = Q1 − s1 e Q1 é simétrico, conclúımos que

Y ([y2, z2, z1]− [y2, z1, z2]) ≡I ([y2, z2, z1]− [y2, z1, z2])Y = P2 − P1
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e
[Y, z1][y2, z2] ≡I [y2, z2][Y, z1].

Temos [Y, z1] =
∑l+1

i=3
[y3, z3] · · · [yi, zi, z1] · · · [yl+1, zl+1]. Ademais, para 3 ≤ i ≤ l + 1,

[y2, z2][y3, z3] · · · [yi−1, zi−1][yi, zi, z1] · · · [yl+1, zl+1] ≡I

[y2, zi, z2][y3, z3] · · · [yi−1, zi−1][yi, z1] · · · [yl+1, zl+1]

usando a identidade (vi) da Proposição 2.2. Usando agora a Observação 2.4, permutando
z1 em sequência com zi−1, · · · , z3 e z2, conclúımos que

[y2, zi, z2][y3, z3] · · · [yi−1, zi−1][yi, z1] · · · [yl+1, zl+1] ≡I

(−1)i−2[y2, zi, z1][y3, z2] · · · [yi, zi−1][yi+1, zi+1] · · · [yl+1, zl+1] = (−1)iPi.

Logo,

[Y, z1][y2, z2] ≡I

l+1∑

n=3

(−1)nPn

e assim segue de (3.1.4) que Cl ∈ V .
Agora, para mostrar que Dl ∈ V , observemos primeiramente que

[y2, y1 ◦ z1, z2] = [[y2, y1] ◦ z1, z2] + [y1 ◦ [y2, z1], z2] ≡I

2[y1[y2, z1], z2] = 2[y1, z2][y2, z1] + 2y1[y2, z1, z2] ≡I −2[y1, z1][y2, z2] + 2y1[y2, z1, z2]

e
[y2, zi, y1 ◦ z1] = [y2, z1, y1] ◦ z1 + y1 ◦ [y2, zi, z1] ≡I 2y1[y2, zi, z1]

devido às identidades (a) do Lema 2.1 e (v) da Proposição 2.2. Logo, substituindo z1 por
(y1 ◦ z1) em P1 e Pi, obtemos

P1(y2, · · · , yl+1, y1 ◦ z1, · · · , zl+1) ≡I 2y1P1 − 2[y1, z1][y2, z2] · · · [yl+1, zl+1]

e
Pi(y2, · · · , yl+1, y1 ◦ z1, · · · , zl+1) ≡I 2y1Pi

e assim 2Dl é congruente módulo I ao polinômio obtido de Cl pela substituição de z1 por
(y1 ◦ z1). Portanto, Dl pertence a V . ■

Sejam W1 o subespaço de K⟨Y ∪ Z⟩ gerado pelos polinômios multilineares do tipo

Gn(zi1 , · · · , zi2n)

e W2 o subespaço de K⟨Y ∪ Z⟩ gerado pelos polinômios multilineares do tipo

Cl([yt1 , zi1 , · · · , zik1 ], yt2 , · · · , ytl , zik , zj1 , · · · , zjl).

Observemos que W1 e W2 estão contidos em V (e portanto em C(R)) e que os elementos
de W1 ∪W2 são polinômios ∗-próprios.

O lema a seguir lida com os polinômios ∗-centrais para R que dependem apenas das
variáveis em Z.

Lema 3.7. Se f(z1, · · · , zm) é um polinômio multilinear (não-constante) ∗-central para R,
então f é congruente módulo I a um polinômio do subespaço W1. Em particular, f é
congruente módulo I a um polinômio de V .
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Demonstração. Note que z1z2z3 − z3z2z1 é uma ∗-identidade polinomial de R, logo
zi1 · · · zi2n+1

é congruente módulo I a um polinômio antissimétrico. De fato, como
zi1zi2zi3 ≡I zi3zi2zi1 , temos que (zi1zi2zi3)

∗ = −zi3zi2zi1 e dáı

zi1zi2zi3 ≡I (zi1zi2zi3 − (zi1zi2zi3)
∗)/2,

sendo este último antissimétrico. Agora, sendo n ≥ 1 e supondo zi1 · · · zi2n+1
≡I p, com p

antissimétrico, temos que

zi1 · · · zi2n+1
zi2n+2

zi2n+3
≡I pzi2n+2

zi2n+3

sendo este último congruente módulo I a um polinômio antissimétrico, pelo racioćınio
anterior.

Assim, se f tem grau ı́mpar, temos que f(z1, · · · , zm) ≡I f1(z1, · · · , zm), onde f1 é um
polinômio antissimétrico e f1 ∈ C(R). Pela Proposição 3.2, conclúımos que f1 pertence a
I, e assim f ∈ I.

Agora, assumimos que f tem grau 2n. Usando a igualdade

zi1zi2 =
1

2
(zi1 ◦ zi2 + [zi1 , zi2 ])

e a ∗-identidade polinomial [z1, z2][z3, z4], temos

zi1zi2 · · · zi2n−1
zi2n =

1

2
(zi1 ◦ zi2 + [zi1 , zi2 ]) zi3 · · · zi2n

=
1

2
(zi1 ◦ zi2)zi3zi4 · · · zi2n +

1

2
[zi1 , zi2 ]zi3zi4 · · · zi2n

=
1

2
(zi1 ◦ zi2)

1

2
(zi3 ◦ zi4 + [zi3 , zi4 ])zi5 · · · zi2n +

1

2
[zi1 , zi2 ]

1

2
(zi3 ◦ zi4+

+ [zi3 , zi4 ])zi5 · · · zi2n

=
1

4
(zi1 ◦ zi2)(zi3 ◦ zi4)zi5 · · · zi2n +

1

4
(zi1 ◦ zi2)[zi3 , zi4 ]zi5 · · · zi2n+

+
1

4
[zi1 , zi2 ](zi3 ◦ zi4)zi5 · · · zi2n +

1

4
[zi1 , zi2 ][zi3 , zi4 ]zi5 · · · zi2n

≡I

1

4
((zi1 ◦ zi2)(zi3 ◦ zi4)zi5 · · · zi2n + (zi1 ◦ zi2)[zi3 , zi4 ]zi5 · · · zi2n+

(zi3 ◦ zi4)[zi1 , zi2 ]zi5 · · · zi2n)

pois z1 ◦ z2 ∈ C(R). Assim, continuando com o mesmo racioćınio, conclúımos que

zi1zi2 · · · zi2n−1
zi2n ≡I

1

2n
(zi1 ◦ zi2) · · · (zi2n−1

◦ zi2n) + g (3.1.5)

onde

g =
n∑

k=1

1

2n
(zi1 ◦ zi2) · · ·

̂(zi2k−1
◦ zi2k) · · · (zi2n ◦ zi2n−1

)[zi2k−1
, zi2k ],

onde o śımbolo ̂ sobre o polinômio (zi2k−1
◦ zi2k) significa que ele não aparece no produto.

Como z1 ◦ z2 é simétrico e central, e [z1, z2] é antissimétrico, temos g∗ ≡I −g e dáı

g ≡I

1

2
(g − g∗), sendo este último polinômio antissimétrico. Dáı, f ≡I f1 + g1, onde

f1 ∈ W1 (e portanto f1 é central) e g1 é um polinômio antissimétrico.
Como f e f1 são centrais, segue que g1 é central e a Proposição 3.2 implica que

g1 ∈ I. ■
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O próximo lema lida com os polinômios ∗-centrais para R que dependem apenas das
variáveis em Y .

Lema 3.8. Seja g(y1, · · · , ym) um polinômio central não constante para R. Temos que g
pertence a I.

Demonstração. Consideramos yi =

(

1 ei
0 1

)

. Como o corpoK é infinito, podemos supor

g multi-homogêneo, e dáı, módulo I, g ≡ λyk11 · · · ykmm . Como

yi
ki =

(

1 kiei
0 1

)

temos que

y1
k1 · · · ym

km =

(

1 k1e1 + · · ·+ kmem
0 1

)

.

Dáı, como este elemento está em Z(M1,1(E)) e charK = 0, devemos ter k1λ = · · · =
kmλ = 0. Sendo g não constante, segue que λ = 0. Portanto, g ∈ I. ■

Lema 3.9. Se f(y1, · · · , yl, z1, · · · , zm) é um polinômio central ∗-próprio multilinear para

R que depende das variáveis em Y e em Z, então f é congruente módulo I a um polinômio

do subespaço W2. Em particular, f é congruente módulo I a um polinômio em V .

Demonstração. Denotamos por J o conjunto de l-uplas j = (j1, · · · , jl) com 1 ≤ j1 <
· · · < jl ≤ m. Sendo j = (j1, · · · , jl) ∈ J , consideramos o polinômio

Pj = P(j1,··· ,jl) = [y1, zi1 , · · · , zik , zj1 ][y2, zj2 ] · · · [yl, zjl ]

apresentado na Proposição 2.15 (onde k = m− l). Pela Proposição 3.5, segue que

f ≡I

∑

j∈J

αjPj.

e observemos que 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m.
Fixada uma l-upla (j1, · · · , jl), sem ∈ {j1, · · · , jl}, então jl = m e dáı [yl, zjl ] = [yl, zm].

Agora, se m /∈ {j1, · · · , jl}, então ik = m e dáı

P(j1,··· ,jl) = [y1, zi1 , · · · , zik−1
, zm, zj1 ][y2, zj2 ] · · · [yl, zjl ].

Como Cl =
∑l+1

n=1(−1)nPn ∈ V , temos que

P1(y2, · · · , yl+1, z1, · · · , zl+1) ≡V

l+1
∑

n=2

(−1)nPn(y2, · · · , yl+1, z1, · · · , zl+1).

Substituindo yi por yi−1, para 3 ≤ i ≤ l + 1, y2 por [y1, zi1 , · · · , zik−1
], z1 por zm e zi

por zji−1
, para 2 ≤ i ≤ l + 1, nesta congruência e usando a Observação 2.4 para “jogar”

a variável zm para o último comutador, conclúımos que P(j1,··· ,jl) é congruente módulo
W2 + I a uma combinação linear de produtos de comutadores, com o comutador [yl, zm]
como último fator de cada produto.

63



Assim, existe um polinômio g tal que g[yl, zm] é multilinear e f − g[yl, zm] pertence a
W2 + I. Neste caso, g[yl, zm] é um polinômio central para R. Vamos provar então que
g ∈ I.

Primeiramente, observe que, como g[yl, zm] é multilinear, temos que zm e yl não
aparecem em g. Suponha então que ao fazer uma certa substituição em g, obtemos

g =

(

a b

c d

)

, a, d ∈ E0 e b, c ∈ E1. Considerando agora as substituições

yl =

(

1 ei
0 1

)

e zm =

(

1 0
ej −1

)

onde ei e ej são distintos e não aparecem em a, b, c nem d, obtemos o elemento

γ = [yl, zm] =

(

eiej −2ei
0 eiej

)

.

Logo,

gγ =

(

a b

c d

)(

eiej −2ei
0 eiej

)

=

(

aeiej −2aei + beiej
ceiej −2cei + deiej

)

∈ Z(M1,1(E)).

Note que se c ̸= 0, como ei e ej não aparecem em c, segue que ceiej ̸= 0, o que contradiz
o fato de gγ ser central. Logo, c = 0, e dáı aeiej = deiej, ou seja, (a− d)eiej = 0. Como
ei e ej não aparecem em a nem em d, conclúımos que a− d = 0, ou seja, a = d.

Por fim, devemos ter −2aei + beiej = 0 e dáı (−2a − bej)ei = 0 (lembrando que
eiej = −ejei). Segue então que −2a = bej e assim, como ej não aparece em a nem em b,
devemos ter a = b = 0. Logo, g = 0, e portanto g ∈ I. ■

Corolário 3.10. Se w(y1, · · · , yl, z1, · · · , zm) é um polinômio central ∗-próprio para R e w

é não constante, então w é congruente módulo I a um polinômio em V . Em particular,

conclúımos que w pertence a V .

Demonstração. Como charK = 0, podemos assumir que w é multilinear. O resultado é
então direto dos Lemas 3.7 e 3.9. ■

3.2 Polinômios ∗-Centrais para M1,1(E)

Conforme foi dito na Seção 1.4, todo polinômio multi-homogêneof(y1, · · · , yl, z1, · · · , zm)
em K⟨Y ∪ Z⟩ pode ser escrito de forma única como

f =
∑

ya1
1
· · · yall wa (3.2.1)

onde a = (a1, · · · , al) é uma l-upla de números inteiros não negativos e wa é um polinômio
∗-próprio, e o posto de f , denotado por r(f), é a maior n-upla a = (a1, · · · , an), na ordem
lexicográfica, tal que wa ̸= 0. Observe que se f é multilinear, então cada wa é também
multilinear e ai = 0, 1.

Seja A uma álgebra associativa e unitária com involução. Sabemos que se escrevemos
f como em (3.2.1), então f pertence a T∗(A) se, e somente se, cada wa pertence a T∗(A)
(veja a Proposição 1.40). Isso não vale para polinômios ∗-centrais. Um contra-exemplo
simples é o polinômio central (b) de R. Entretanto, nós temos a seguinte proposição.
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Proposição 3.11. Seja f(y1, · · · , yl, z1, · · · , zm) como em (3.2.1). Se f é um polinômio
∗-central de posto a para uma álgebra com involução A, então o polinômio wa é um
polinômio ∗-central para A.

Demonstração. É imediato da Proposição 1.40, uma vez que C(A, ∗) é um T∗-espaço de
K⟨Y ∪ Z⟩. ■

O Lema a seguir nos ajudará na prova do Lema 3.13.

Lema 3.12. Seja f um polinômio ∗-central para R. Temos que

[fy1, z1, · · · , zn] ≡I f [y1, z1, · · · , zn].

Demonstração. De fato, para n = 1, temos que

[fy1, z1] = f [y1, z1] + [f, z1]y1.

Como f é ∗-central, segue que [f, z1] ∈ I. Logo, [fy1, z1] ≡I f [y1, z1].
Supondo que a congruência é válida para algum n ≥ 1, segue que

[fy1, z1, · · · , zn, zn+1] = [[fy1, z1, · · · , zn], zn+1]

= [fy1, z1, · · · , zn]zn+1 − zn+1[fy1, z1, · · · , zn].

Dáı,

[fy1, z1, · · · , zn, zn+1] = [fy1, z1, · · · , zn]zn+1 − zn+1[fy1, z1, · · · , zn]

≡I f [y1, z1, · · · , zn]zn+1 − zn+1f [y1, z1, · · · , zn]

≡I f [y1, z1, · · · , zn]zn+1 − fzn+1[y1, z1, · · · , zn]

= f [y1, z1, · · · , zn, zn+1],

pois f é ∗-central. ■

Lema 3.13. Sejam w(y1, · · · , yl, z1, · · · , zm) ∈ W1 ∪ W2 e ya11 · · · yal
l

um monômio. Se o
produto ya11 · · · yal

l
w não pertence a V , então é congruente módulo V a um polinômio de

posto menor que a = (a1, · · · , al).

Demonstração. Se w ∈ W1, então só precisamos considerar o caso w = Gn. Note que

(z1 ◦ z2)y1 −
1

2
[y1, z1, z2] pertence a V . Suponha que, para algum n ≥ 1,

Gny1 −
1

2n
[y1, z1, z2, · · · , z2n] ∈ V.

Substituindo zi por zi+2, para i = 1, · · · , 2n no polinômio acima, segue que

(z3 ◦ z4) · · · (z2n+1 ◦ z2n+2)y1 −
1

2n
[y1, z3, z4, · · · , z2n+2] ∈ V.

Note que, como o polinômio (z1 ◦ z2) ◦ y1 é simétrico, o polinômio

(z3 ◦ z4) · · · (z2n+1 ◦ z2n+2) ((z1 ◦ z2) ◦ y1)−
1

2n
[(z1 ◦ z2) ◦ y1, z3, z4, · · · , z2n+2]

também pertence a V .
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Como z1 ◦ z2 é central, segue que [z1 ◦ z2, y1] ∈ I ⊆ V . Por outro lado, note que

2(z1 ◦ z2)y1 = (z1 ◦ z2) ◦ y1 + [z1 ◦ z2, y1].

Logo, 2(z1 ◦ z2)y1 ≡I (z1 ◦ z2) ◦ y1. Segue então que

[(z1 ◦ z2) ◦ y1, z3, z4, · · · , z2n+2] ≡I 2[(z1 ◦ z2)y1, z3, z4, · · · , z2n+2].

Ora, mas segue do Lema 3.12 que

[(z1 ◦ z2)y1, z3, z4, · · · , z2n+2] ≡I (z1 ◦ z2)[y1, z3, z4, · · · , z2n+2],

logo,

2Gn+1y1 ≡V

2

2n
(z1 ◦ z2)[y1, z3, z4, · · · , z2n+2]. (3.2.2)

Substituindo no polinômio acima z1 por z2n+1, z2 por z2n+2 e zi por zi−2, para i =
3, · · · , 2n+ 2, como zi ◦ zj é ∗-central e I ⊆ V , temos

Gn+1y1 ≡V

1

2n
(z2n+1 ◦ z2n+2)[y1, z1, z2, · · · , z2n].

Como (z2n+1 ◦ z2n+2)y1 −
1

2
[y1, z2n+1, z2n+2] ∈ V e [y1, z1, · · · , z2n] é simétrico, segue

que

(z2n+1 ◦ z2n+2)[y1, z1, · · · , z2n]−
1

2
[y1, z1, · · · , z2n+2] ∈ V.

Assim,

Gn+1y1 −
1

2n+1
[y1, z1, · · · , z2n+2] ∈ V.

Logo, por indução,

Gny1 −
1

2n
[y1, z1, z2, · · · , z2n] ∈ V. (3.2.3)

Como Gn ∈ C(R), temos Gny1 ≡I y1Gn e dáı

y1Gn −
1

2n
[y1, z1, z2, · · · , z2n] ∈ V. (3.2.4)

Substituindo y1 por y
a1
1 · · · y

al
l nesse polinômio, conclúımos que ya11 · · · y

al
l Gn é congru-

ente módulo V a

f =
1

2n
[ya11 · · · y

al
l , z1, z2, · · · , z2n].

Temos que

[ya11 · · · y
al
l , z1] ≡I

l∑

i=1

laiy
a1
1 · · · y

ai−1

i−1 yai−1

i y
ai+1

i+1 · · · y
al
l [yi, z1]. (3.2.5)

Como ya11 · · · y
al
l w não pertence a V , segue que f não é uma ∗-identidade. Dáı, usando

(3.2.5), segue que ya11 · · · y
al
l w é congruente módulo V a um polinômio de posto menor que

a.
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Suponha agora que w ∈ W2. Nesse caso, só precisamos considerar w = Cl. Substi-
tuindo y1 por ya11 · · · y

al

l
em

Dl = y1Cl − [y1, z1] · · · [yl+1, zl+1]

como Dl pertence a V , temos que ya11 · · · y
al

l
Cl é congruente módulo V a

f = [ya11 · · · y
cl

l
, z1] · · · [yl+1, zl+1].

Como no caso anterior, f é congruente módulo I a um polinômio de posto menor que
a. ■

Teorema 3.14. O ∗-espaço C(R) é gerado por T∗(R) junto com os polinômios z1 ◦ z2 e

[y1, z1, z2]− 2(z1 ◦ z2)y1. Em outras palavras, C(R) = V .

Demonstração. Já temos a inclusão V ⊆ C(R). Assim, só precisamos provar a inclu-
são inversa. Como o corpo tem caracteŕıstica zero, consideraremos apenas polinômios
multilineares.

Seja f um polinômio ∗-central multilinear para R. Pelo Lema 3.8, podemos supor
que f depende de variáveis em Z. Seja a = (a1, · · · , an) o posto de f e escrevamos f

como em (3.2.1). Temos que wa é multilinear e, pela Proposição 3.11, wa é um polinômio
∗-central para R. Neste caso, os Lemas 3.7 e 3.9 implicam que wa pertence a W1 + I ou
a W2 + I, e usando o Lema 3.13 conclúımos que ou ya11 · · · yan

n
wa ∈ V ou ya11 · · · yan

n
wa (e

consequentemente f) é congruente módulo V a um polinômio de posto menor que a.
Repetindo esse argumento se necessário, conclúımos que f é congruente módulo V a

um polinômio ∗-próprio central, e portanto o resultado segue do Corolário 3.10. ■
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