-UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA

CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE SISTEMAS E COMPUTAGAO

PROBLEMAS ”FLOW-SHOP” E " JOB-SHOP”. COMPLEXIDADE DOS PROBLE-
MAS. METODOS DE SOLUGAO.

MARTITA SONIA NOGUETIRA

'CAMPINA GRANDE,  margo de 1980




DIGITALIZACAO:

SISTEMOTECA - UFCG

PROBLEMAS FLOW-SHOP E JOB-SHOP. COMPLEXIDADE DOS PROBLEMAS.

METODOS DE SOLUGAOQ.

MARTITA SONIA NOGUETIRA

Tese submetida ao Corpo Docente do Programa de Pos-Graduacao
i em Engenharia de Sistemas - Opggo Pesquisa Operacional do '
Centro de Ciencias e Tecnologia da Universidade Federal da
Paraiba, como requesito parcial para a obtenggo do Grau de '

Mestre em Engenharia de Sistemas.

Aprovado por:

COMISSAO EXAMINADORA

Bl

Prof. Ph.D. Peter Joachim Siegfried 3rucker

Presidente

< S e

Prof. Ph.D. Hans Hermann Weber
Examinador

/g-»[m.h "J-L\.S)p[ " / < ,-.4.!-«;/_/5\

Prof. Dr. Rubens Leao de Andrade

Examinador




A meus pais: Samuel e Joanita
A meu esposo: Carlos Augusto

A minha sogra: M. Carmo



AGRADECIMENTOS

A autora agradece:

A todos aqueles que contribuiram, de alguma forma, para

a realizacao deste trabalho e em particular;

Ao seu orientador, Prof. Peter Brucker, pelo carinho e

dedicaggo demonstrados durante todo o desenvolvimento do trabalho;

A Universidade Federal da Paraiba, especialmenterao cor
po docente, pela importante Funqgo que desempenhou em parte de sua

formagao profissional;

Aos colegas e amigos Victor e Regina, pelo apoio, cari-

o ’ - -
nho e sugestoes uteis ao aprimoramento deste trabalho;

* . - -
A srta. ldelausi de B. Medeiros, pelo paciente e esmera

do trabalho datilografico;

A Secretaria do Curso de Pés-Graduagso em Engenharia de
Sistemas da UFPb, Ana Lﬁcia, pelas inumeras inFormagSes dadas sempre

que solicitadas.



R E & U MW 0

Este trabalho consta de um estudo detalhado dos proble
mas "Flow-Shop” e "Job-Shop”.

Algorftmos exatos sao dados para estes problemas.

Dentre os aigorftmos exatos, tem-se alguns algoritmos
polinomiais para problemas muito particulares e alguns algorftmos
enumerativos para problemas gerais. Estes problemas pertencem a clas
se NP-Completa, uma classe de problemas muito compliéados e que ago
ra nao foram escritos aigorftmos mais simples que os algorftmos mais
simples que os algorftmos enumerativos para solucionar tais problemas.

Devido ao crescimento exponencial com o numero de jobs
e méqdinas dos algor;tmos enumerativos, outros algorftmos serao ana-
li sados. Estes sao chamados Heurfsticos, muito importantes na teoria

"

"schedule” devido a simplicidade e viabilidade das solugses.
Finalmente, e feito um estudo sobre a pior soiugso de

problemas "“Flow-Shop” atraves de alguns metodos heuristicos.



ABSTRACT

This work is about a study in details on “Flow-Shop”

and "Job-Shop” problems.

Some of exact algorithms were studied for these pro-

blems.
. Among these exact algorithms, we have some polynomial?
algorithms for particular problems and some enumerative algorithms

for general problems. These problems belong to the NP-Complete class.

This is a class of problems very difficult for which we don’t have
simpler algorithms than those enumerative algorithms to solve such
problems.

Due to exponencial growth with the number of jobs and
machines of these enumeratives algorithms, some other algorithms ’
will be analysed. These algoritms are called Heuristics and they are
very important in"Schedule"theory due their simplicity and viability
of solutions.

Finally a study has been done on the worst solution of

"Flow-Shop” problems through some heuristic methods.
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I NTRODUCGCAO

I "
Os problemas ”"Flow-Shop” e "Job—Shop"2 sao temas de destaque

neste trabalho. Estes problemas sao dos mais importantes na teoria '

ﬂ3

"schedul ing como também dos primeiros a serem discutidos. A grande
importancia destes, se deve ao fato da aplicabilidade dentro do pro -
cesso industrial, preocupaggo natural dos ultimos tempos. Johnson{|3]

foi o primeiro cientista a dar resultados concretos deste problemas.

Um problema “Flow-Shop” envolve um conjunto de maquinas e

1,2 - Os termos “Flow-Shop” e “Job-Shop” sao utilizados durante todo
o contexto por falta de uma palavra em portuguées que os tradu-

za adequadamente.

3 - 0 termo "scheduling” e utilizado por falta de uma palavra que’
o traduza de maneira completa. Durante todo este trabalho, ele
, - . s ” .
e definido como alocagcao de maquinas sobre tempo para execu -

tar uma colegcao de tarefas.



4

’
"Jobs” . Cada "Job” e formado de tarefas, sendo cada uma delas execu

”

tada por uma diferente méquina. E importante salientar que em um pro
blema "Flow-Shop” o_conjuhto de maquinas devera ser ordenado e que o
numero de cada tarefa dos ”Jobs” coincida com o numero da méquiha
que a executara. Uma possivel aplicabilidade do problema “Flow-Shop”

, - . & 4 ¥
e na Industria Automobilistica.

Define-se "Job-Shop” como um conjunto de "Jobs” que devem
’ . ,
ser executados por maquinas. Cada "Job” e composto de tarefas, as
~ " » ’
quais serao processadas pelas maquinas. Aqui pode-se ter um numero

” ” ‘ -
de tarefas diferente do numero de maquinas podendo ocorrer diferen -
enci d "Jobs" I aqui P i
tes sequencias no processamento dos obs” pelas maquinas. Por isso
. . z
"Job-Shop” e um problema mais geral que "Flow-Shop”. Uma possivel '
o ’ - .
aplicagao para ele e em oficinas para reparo de carros.

O capitulo | deste trabalho, trata dos problemas “Flow-Shop”
e "Job-Shop”, deFinigBes das diversas variaveis que os compSem, como
também, do diagrama de Gantt, utilizado na representaggo gréfica des
tes problemas.

Nos éépftulos 2 e 3 serao desenvolvidos algorftmos polinomi-
ais paré a determinaggo de Qma “schedule” otima para alguns proble -
mas “Flow=Shop” e “"Job-Shop”. Entretanto, estes algorftmos so se ve-
rificam para problemas muito especificos.

No capitulo 4 trabalha-se com algoritmo “Branch and Bound” ’
para os problemas "Flow-Shop” e 7Job—Sho§". Estes algorftmos sao al
goritmos enumerativos, por isso, computacionalmente, nao sao aconse-

o . . . . # . Lt r
lhaveis, pois exigem muita memoria e tempo de computagao.Em geral

4 - Neste trabalho o termo “Job” representa um conjunto de tarefas ou

~ ~ 2 .
operacees que deverao ser processadas por maquinas.



- ; # . La .
eles crescem exponencialmente com o numero de jobs e maquinas.

Existe uma classe de problemas chamados problemas NP-Comple-
tos muito complicados e que serao tratados no capftulo 5 Estesr pro
blemas sao todoé polinomialmente equivalentes, isto e, se exisitr unm
algorftmo polinomial para um destes problemas, e possivel construir’
a|gor7tmos polinomiais para outros problemas NP—Complctos; Durante
muiﬁos anos, éientistas tentaram escrever algorftmos mel hores para
solucionar os problemas desta classe nao alcangando grande sucesso ,
por isso eles pensam da nao existencia de tais algoritmos. Tambem se
ra mostrado neste capftulo, que problemas “Flow-Shop” e "Job-Shop” '
mais gerais pertence a esta classe e, daf, provavelmente os melhores
algorftmos para solucionar varios problemas sejam os algor?tmos enu-
merativos.

0 capftulo 6, trata de algoritmos heuristicos de grande im -
portancia na teoria "“scheduling” devido a sua simpljcidade e viabili
dade nas solugses, especialmente para problemas NP-Completos.

[ p = . . &
No capitulo 7, analisa-se o pior caso para algoritmo de pro-

’, ” " .
blemas "Flow-Shop” atraves de alguns metodos heuristicos.



CAPTTULD |

PROBLEMAS “"FLOW-SHOP” E "J O3-S HOP”
l.1 - O PROBLEMA “FLOW-SHOP”

Define-se "Flow-Shop” como sendo um conjunto de n
Jobs J!""'Jn e um conjunto ordenado de m (m2» 1) maquinas MI,...,Mm
Cada job consiste de m operagaes, de modo que a i-esima operagao de
cada job seja executada pela maquina Mi.Notando-se por Oji a i-esima
operaggo do job JJ’ tji representa o tempo de pirocessamento desta

operagao na maquina M..
|

Uma “schedule” é definida como sendo uma Funggo X
que especifica o tempo de inicio de cada operagSO. Se X5 e o tempo’
de inicio do Jjob JJ na méquina Mi' isto é, o tempo de inicio da = i-
-esima operaggo do job JJ' entao as propriedades seguintes devem se
verificar numa “schedule”: |

a) Cada operaqgo deve ser processada inin -
terruptamente;

I d 3 ~
b) Uma maquina nao pode processar, em um '



mesmo instante, mais de uma operagao;
c) O processamento de uma operagao 0. -
Jr!
o ” . - . L [ 4
so podera ser iniciado apos concluida a

execucao da operagao Oji'

Formalmente, uma “schedule” pode ser definida pela

seguinte Funggo:

24 [x.i, % .. +tji) N [in' xk.i +tki)= Q.k%J

g -
Exemplo I.|l - Este problema sera ilustrado com um “

exemplo onde m=3, n=2 e com os valores

tji dados na tabela |.!| abaixo.
. T o
MI | 5
M, 5 |
M3 5 3
Tabela |.1

Determina-se uma "schedule” para este problema me-

diante uma representag;o gréFica conhecida por diagrama, de Gantt '

» ~ ” %
que e a alocagao de maquinassobre o tempo.



F.
o

v

v

Y

Fig. 1.l - Uma possivel "schedule” para o exemplo I|.1

Na determinacao de uma "schedule” para um problema "Flow

Shop”, tem-se em mente determinados objetivos que serao executados '/

de acordo com o interesse deste problema. Antes de explanar-se estes

objetivos (funcoes objetivas), serao vistas algumas variaveis adicio

nais a este problema.

W., J

=l,.00s,n

tempo em que o job JJ esta disponfvel pa

ra ser processado.

tempo previsto para a conclusao do Jjob

R T
J

tempo de conclusao do job Jj’ isto é,teﬂ
po em que a ultima operagso do job JJ £

foi conclu:da; assim C . =x. +t. .
J Jn Jn

peso atribuido ao job Jj de acordo com

. Lo a ~
sua importancia. Neste trabalho serao es



tudados os casos particulares w.=| e w.=
J

1/n. )

As quantidades que avaliam uma ”scheduling” sao usualmente

FungSes de Cj' Serao vistas algumas delas:

Lj' J=l,...,n - estabelece a diferenca entre o tempo de con

clusao e o tempo previsto de conclusao . do

Job J., isto e, L.=C.-d..
J J J J

Assim, Lj> 0 sempre que o Job JJ for con -
cluido apos o tempo previsto. LJ=0 sempre '
que o Job Jj for concluido antes do tempo
previsto e LJ< 0 sempre que o Job Jj for con

cluido antes do tempo previsto.

T., j=l,...,n - Detecta de quanto o Job JJ atrasou seu proces

samento. T .=max {0, C.-d.} . E claro que T.=0
J J o J J

sempre que o Job .Jj for processado antes ou

na data prevista.

u., j=I,...,n - Detecta quando o Job Jj atrasou no seu proces

samento. U.=[0 se C. < d.
3 J J

| caso contrario
r rd % ~
Com base nestas variaveis, pode-se agora destacar as fungoes

objetivas de maior interesse para os problemas "Flow-Shop”:

e n = = .
i) F(CI,...,Cn) - ?gf{CJ} Cmax’ Nesta fungao, tem-se como

” - - - - . .
proposito, minimizar o maior tempo de conclusao de todos os Jobs.

- _ n _ WP : :
ii) F(CI,.,.,Cn) = ?27 {LJ} Lmax' Objetiva-se aqui, mi_



nimizar a maior diferenca ocorrida no processamento dos jobs.
' n

iii) f(¢,,...,C.) = Z_ w.C.. Partindo-se do pr‘inci’pio de
I n 71 "3 )

que wJ representa o custo proporcional ao tempo de conclusao de cada

Job JJ, tem-se como objetivo para esta fungao, minimizar o custo to

tal de processamento.
n

iv) F(CI,...,Cn) = 2 v

- T.. Considerando-se que wJ repre
j= £

v .

J J

senta o custo proporcional ao atraso ocorrido em cada job J., tem-se
’ J

como objetivo para esta Funggo, minimizar o custo total de penalida-

de pelo atraso de todos os jobs.
n

v) F(CI,...,C ) = 2’; w.U.. Tomando-se w. como custo por
n =1} J J

atraso do job Jj’ entao tem-se como objetivo para esta Funggo, mini-

n
mizar o custo fixo total de atraso. Se w.=l, V., entao z; w. U.
J J J=1 d

representa o nimero de Jjobs atrasados.

Exemplo |.2 - Dar um exemplo para cada uma destas FungSes,
utilizando os dados do exemplo |.|l e a "schedule” da figura |.1.

Obs: Nada garante que a "schedule” da figura |.| & otima
para cada Fungao objetiva abaixo, entretanto, objetiva-se neste !
exemplo, apenas mostrar como utilizar estas Fungaes. Para a determi-

nagao do otimo, tem-se que usar algoritmos ou encontrar todas as pos
¢ . Eac
siveis "schedules” para entao escolher-se a melhor.

Anal isando-se a "schedule”

da figura |.l, tem-se:
i) F(CI,C2)= max{CI,C2=i4 que representa o tempo minimo’

~ , .
de conclusao apos o processamento dos jobs.
Para as fungoes objetivas seguintes, toma-se como tempo

previsto para a conclusao dos jobs d|=|2 e d2=l3.

ii) F(Cl,Cz)== max {lj} = | que representa o maior atraso



ocorrido .entre os jobs.

iii) Considerando-se que wi=w2=| representa o cus%o propor

cional ao tempo de conclusao de cada job, entao F(Cl,C2)= PN w.CJ=25
' ) J J

que representa o custo total de processamento dos jobs JJ B e

2

iv) Considerando-se agora que o custo proporcional ao

atrasd pelo job JI e W= e pelo job J2 e Ny = 3 entao‘F(Cl,CZ) =
2 -

%= 2; W, 1. =3,
= d

=| como custo fixo por atraso do job

v) Tomando-se w e

. 2
= 3 do job J entao F(CI',C2 = jgle Uj=3 representa o custo Tixo

Yo 2
total pelo atraso dos jobs.

Por simplicidade,os problemas “Flow-Shop” serao represen

tados na forma n/m/F/1/f onde:

s .
n = representa o numero de jobs.
m = representa o numero de maguinas.
F = por se tratar de um problema "Flow-Shkop”

| = representa o valor de rJ.

f = representa a funcao objetiva em questao.

Exemplo 1.3 - Um problema “Flow-Shop” com 3 jobs, 2 ma-
quinas, com os jobs disponiveis para serem processados no tempo g 7

(zero) e com objetivo Cmax' pode ser representado do seguinte modo

3/2/F/PJ= O/Cmax para j=I,2,3.

Na secgao seguinte, serao tratados problemas mais gerais,

denominados problemas "Job-Shop”.

ookt



1.2 - O PROBLEMA " JOB-SHOP"”

Define-se “Job-Shop”, como sendo um conjunto de n Jobs

: %
JI,..., Jn que devem ser processados por m maquinas MI""' Mm. 0

Job Jj (j=!,...,n) consiste de n‘j operaQSes 0. onde 0J represen
J =

ki

ki
» - Lo - ” - -
ta a k-esima operacao (k=|,...,nj) do j-esimo job que deve ser execu

requer um tempo de pro

tada pela i-ésima maquina. Cada operacao Ojku

cessamento t. ..
Jki

Uma “schedule” para um problema “Job-Shop” ¢ definida do

mesmo que para "Flow-Shop”.

~

= (2 5 - =
o tempo de inicio da k-esima operagao '

Hota-se por x .

Jki

. . Ls - ” .
do job JJ na i-esima maquina. Formalmente uma “schedule” para um pro

blema ”"Job-Shop” pode ser definida pela Funggo.

X I e Sl T com
Jki Jki
I ; . . = L.
R bkt j 2 %ikl ikl
. e a.x T ¥ . 2 =
2 [xJkl, xJkl Jki )0 [xihl' Ihi lhi ) v
i fer o " O s 5
para diferentes operacgoes OJkl e 0.
0 problema "Job-Shop” sera ilustrado com o exemplo 1.2 a
seguir:
Exemplo 1.2 - As tabelas 1.2 a seguir determinam os da-

dos para um problema ”Job-Shop” de 4 jobs, 3 maquinas e os seguintes

numeors de operacgoes: .

| = 5, n, - 2. n3 = 4, n4 = 3

n



Tabela 1.2

Oper. Oper*
Job | 2 3 4 5 e I 2 3 4 5
JI 2 1 5 3 1 JI I 3 2 3 |
JZ 2 3 - - - J2 2 3 - - -
i e | .
o v 32 3 | 2 3 2
J4 4 3 5§ = = J4 3 2 1 - -
_ (a) Tempo de processamento (b) Maquinas onde as operagges se-
das operacoes. rao executadas.

Nota: Uma maneira mais formal e simplificada de represen

tar-se os dados deste exemplo seria:

BT 2 b3 Tt 70 Ylaa ™3 Ysi T
ta1p T 2 By = 3
Eaig =1ty T3 tg33 T L t342 = 2
t4i3 = 4, thog =3ty =5
Determina-se uma "“schedule” para este problema - exemplo

mediante o diagrama de Gantt.



Jm W, 2~ 0 =N
Mol 212 3E 132 3202077 a2z |

72
st e 223 B3¥ a3 | 413
67 8 10 S 2 13

v

h 4

v

FIGURA 1.2 - Uma possivel “schedule” para o exemplo |.2

~ - - . - 4 -
As funcoes objetivas e demais variaveis de um problema

" Job-Shop” sao definidas como no”Flow-Shop”.

Os problemas “Job-Shop” podem ser expressos

na forma
n/m/y/1/f onde n, m, f sao definidos como no "Flow-Shop”, J indica
que se trata de um problema "Job-Shop” e | pode representar restri -
oes para r. n. e ; R
. P 4 Jki

Nota: Por simplicidade de notagao poderia-se usar em cada

bloco do diagrama de Gantt, apenas o numero do jab.

12



CAPTTULO 11

ALGORTTMOS POLINOMIAIS PARA PROBLEMAS
" FLOW-SHOP”

2.1 - "SCHEDULES” PERMUTACKO

(1)

A maioria dos "papers” que desenvolvem algorftmos para
probleﬁas "Flow-Shop”, evidenciam as "schedules” permutaggo, isto é,
"schedules” com a mesma sequencia de Jobs em todas as maquinas, devi
do a sua participagao em busca da solucao otima. Entretanto, serao
vistos atraves de exemplos, que nem sempre estas “schedules” dao uma
solug50 6tima, a menos que se tratem de problemas muito especfficos,
os quais serao discutidos nos exemplos e teoremas seguintes.

Exemplo 2.1 - Verificar se uma schedule otima para o pro

blema 2/4/F/PJ=0/Cmax.coh os dados da tabela 2.1 a seguir, ocorre '

em uma "schedule” permutagao.

(1) trabalhos publicados.



4 -
Algumas das possiveis

das a seguir:

Tabela 2.1

¥ S o
Lt - 3 8
M, 8 2
M3 8 2
M, 2 8

"schedules”

para o problema sao da

A
. —>
Mz}%%%ﬁ T P .
"4 '// ”"/ 7 27:7”/,/,-’;'///" /// / ©w,)H P .
18 20 28 :
A ‘ (a)
MI J2 JI .
\
7 {; 7 ':;Y:t’ 2 J1 "
M3 3/}{4?7 c;é 2 L2000 I ,
N7/ 7 A I S s N B
I
& 12 18 20 26 28
(b)
UNIEF Iy ;
M Wi 7] T2 \
N ), R T .
" /////”W./.'///J i":’f’/z 7 Tl N
10 12 14( 22 24 N
c)

FIGURA 2.1


http://To.be

Portanto na figura 2.1(c), tem-se uma “schedule” melhor

4 3 Lo -~
que as duas possiveis “schedules” permutacao mostradas nas figuras

_z.l(a) e (b).

TEOREMA 2.1 - Para minimizar-se um problema do tipo n/

m/F/1/f onde f e qualquer funcao objetiva definida no capitulo |,bas

ta considerar as “schedules” nas quais a mesma sequencia de jobs !

-~ ” .
ocorrera nas maquinas MI e M

2"

= Bl
Prova: Se uma “schedule” nao tem a mesma sequencia de

- , - il . - - . -
Jobs nas duas primeiras maquinas, entao existirao dois jobs Jk e Jl

de modo que o job J ¢ imediatamente posterior ao Job J, na maquina’

I k

MI enquanto o job Jk e posterior ao job J1 (possivelmente com jobs *

intermediarios) na maquina M2 (ver figura 2.2)

MI . Iy Jl e
J J
M, R . K :
FIGURA 2.2

»

£ obvio que se pode trocar a ordem destes dois jobs, na

”

4 " : - . . { .
maquina MI sem acarretar qualquer acrescimo no tempo de inicio dos
- - ’ .
Jobs na maquina M2 e consequentemente nas maquinas subsequentes. Des
Ld -

~ -, T -
te modo, nao havera acrescimo no tempo de conclusao dos jobs e portan

to em qualquer Funggo objetiva.

I'5



~ - - L4 ”
Observacao: Na realidade o que podera ocorrer apos g tro

’ . . 4 . . - . <
ca, e um decrescimento no tempo de inicio dos jobs da maquina M, daj,

2

’, . . i~ -
nas maquinas subsequentes e portantg um decrescimento na fungao obje

tiva. Este fato e ilustrado pela figura 2.3.

<

tempo ocioso

FIGURA 2.3

TEOREMA 2.2 - Em um problema do tipo n/m/F/l/Cmax, basta

’ ~ -
considerar-se as "schedules” com a mesma ordenacao dos jobs nas ma -

uin M e M .
kL m
Prova: Se uma “schedule” nao tem a mesma sequéncia de
Jobs sobre as duas altimas méquinas, e porque existirao dois jobs Jk
e JI com Jk imediatamente posterior a JI na maquina Mm enquanto o
Job J e posterior do job J, (possivelmente com jobs intermediarios)

rd
na maquina M
m

k
| (ver figura 2.4).



FIGURA 2.4

Obviamente a posigao destes dois jobs pode ser trocada na
maquina Mm de modo que o max {Ck,CI} nao seja aumentado e consequente
mente o tempo de conclusao dos demais Jjobs.

Observagso: Na realidade o que podera ocorrer apos a tro
ca e uma diminuigso em max {Ck,CI} e consequentemente uma diminui -
qgo no valor Cmax' Uma justificativa para este Gltimo fato é dada na

figura 2.5 a seguir:

M"]" i - = o Jk . aw " s n J I - " =
M e T 5
m il 7 | k :
H.—...ul

tempo ocioso

FIGURA 2.5



No exemplo 2.1 viu-se que uma “schedule” otima para um
problema “Flow-Shop” de 4 maquinas e com objetivo Cmax' pode nao '
ser uma "schedule” permutaggo. Portanto, da uniao dos tcoremas 2. |
e 2.2, conclui-se que-o va]or'Cmax mfnimo, ocorre em uma ”scheduie”
permutaggo quando tratar-se de um problema "Flow-Shop” com m £ 3.

Quando tratar-se de um problema de 3 méquinas com Funggo
objetiQa @iFerente de Cmax' a "schedule” otima tambem podera nao ’

ser uma “schedule” permutagao. Para ilustrar este fato, desenvolve-

-se o exemplo abaixo:
2
Exemplo 2.2 - Verificar se o problema 2/3/F/rj=0/.za CJ
J= :

. o - -
com os dados da tabela 2.2 abaixo tem solucao otima em uma “schedule”

permutagso.

M, LT Y5
M, 8 2
M2 2 8

M 2 8

3




A

" I g
7
o g8 10 12 28 . '
(a) "Schedule” permutaggo
Milds d
My ’\
M3 5] R
' |8 20 5
2
(b) ”Schedule” permutaggo ;: Cj=36
A d
MI J2 JI .
.J2 N
I 4 22 5
(c) "schedple".que nao e uma “schedule” permutaggo.jz

FIGURA 2.6

19
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Viu-se portanto, que a “schedule” da figura 2.6(c) é melhor que

as duas possfveis "schedules” permutaggo da figura 2.6(a) e (b).

-Do Teorema 2.! e exemplo 2.2, conclui-se que -a solucao '

’ . o . . ” -
otima de um problema com uma funcao objetiva qualquer so ocorre em

uma "schedule” permutacao quando tratar-se de um problema com m=2.



2.2 - 0 PROBLEMA n/2/F/ ro=0/¢
. m

ax

Johnson [ I4 1 foi o primeiro cientista a dar resultados
’
concretos para problemas “Flow-Shop”. Ele escreveu um algoritmo, atra
Lo - bad . s - - :
ves do qual, determina-se uma sequencia otima para os jobs de um pro-
i . . . [4

blema de 2 maquinas e n jobs na ordem de nlogn passos, dai, ser chama
€ . . . &£ € . a *
do algoritmo polinomial, isto e, um algoritmo cuja ordem de complexi-
” Cd » » i ~ - 4
dade (numero de passos) e limitada por um polinomio que depende do nu

mero de jobs.

ALGORITMO 2.1 (ALGORITMO DE JOHNSON)

. . ~
Os dados e variaveis deste algoritmo sao os seguintes:

n - NGmero de jobs
X = {JI,...,Jn} - Conjunto de jobs do problema
tji' J=l,...,n ; i=l,2 - representa o tempo de processamento requeri

do pelo job JJ na méquina Mi'

SI - Sequéncia de jobs cujo tempo de processamento na méquina M, e me

|

, -
nor que o tempo de processamento na maquina’

M

, 5 ~ .
9" Em caso contrario, tem-se a sequencia 32

L= S|52 - representa a sequéncia otima para o problema.

0 desenvolvimento deste algoritmo se da do seguinte modo:

4 A
Procura-se o minimo tempo de processamento de todas as

21



operagoes dos jobs. Sc este valor ocorrer em uma operacao executada
pela maquina MI respectivamente Mz, entao o job em questao sera o
primeiro elemento da pesquisa SI respectivamente 32 e elimina-se es
te Jjob do conjuﬁto X. Prossegue-se com a pesquisa ate eliminar-se ’

todos os Jobs:de X e tal que cada job em S ¢ colocado a-direita '

= -~ ~ . td . ¥ * U d
dos demais e em S, a esquerda. A sequencia otima para o problema e

2
a sequencia L formada pela concatenagao das sequencias Sl c 82 na
ordem em que se encontram.
I (Inicializaggo) X 6—4JI,..., Jn& ; SIG—-ﬁ ; Szf——ﬁ ;
2. While X # @ do
begin
3 if t.., =min {t../J.€ X,i=1,2 } then
Jrl Jit ]
&y Slt——-SI JJ%
' else
5. if t..., =min {t../J.€ X,i=1,2 }  then
J*2 Ji 'y :
6 Sze-— JJ“ 52 2
7 Xe— X N {JJ_),(}
8 end »
10. end alg. 2.1,
Papa efeito de programaggq e facil notar que este algo -

ritmo nao esta definido de maneira unica porque nos passos 3 e 5 po
dem ocorrer que o valor min {tji/{je X,i = 1,2} nao seja unico. Pa

” ’ . - - L . -
ra torna-lo unico, certas regras de prioridade deverao ser introduzi
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"das no programa, como por exemplo:

i) Set,. =t,. =min {t. /J.eX; i=l,2) com jhek

i) Se 1:JJ",_I tk“l min { tJ‘ / JJ€.X, i=1,21 com j¥<¢ k¥* 4
processar JJ% antes de Jk_,,r

ii) Se tj%i = tJ%Z colocar o job Jj no inicio da sequen

cia 52.

. £ £
A ordem de complexidade para este algoritmo e nlogn con-
siderando-se que os valores t.. devem ser ordenados. Existe uma es -
“ i

trutura de dados que executa o while-loop deste algoritmo na 0(n) [I].

Exemplo 2.3 - Utilizando-se cbalgorftmo 2.1, encontrar '

- A - ” - ” - - -
uma sequencia otima para o problema de 2 maquinas e 5 jobs cujos da-

dos estao na tabela 2.3 a seguir:

tabela 2.3 maqop O R
MI 4 3 3 I 8
M, 8 3 4 4 7
Nota: Determinar a sequéncia otima com base nas regras '

de prioridade descritas apos o algoritmo 2l
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. — . .
Xh{“'lf le J3f J4I JS} V r SI ¢ r 82‘—¢ r
tj*i = min tji =-t4l' Como i=| entao colocar o Job d o & J4 na pri
meira posigSO da sequanpia, isto e, SI+—J4.
- -
Agora X TJI, J2, J3, JS}
o= min Lt JeX, =18 b= &5,

Como i=2 entao colocar o‘jobAJJ%=J2 na Gultima posicao da sequencia ,
82, isto e, 82*‘J2. Neste passo foram aplicadas as duas regras de
prioridade. ’

Agora X<—{J|, J3, JS} . tj*i = min ltji, Jj c X, i=l,21} =t3|.
Como i=| entao colocar o job Jj%=J3 a direita do Job J4, logo Slt—J4J3

Continuando-se com o processo, tem-se a sequencia L agbaixo:

N, My

JI 7 o)

" 3 3

J 2 A

3 J b=

l J4 } 4+

v v 33 8 7 ¥ v
SI<—— J4 J3 JI JS JZ-—-——-)Sz

L = S|52 = J4J3JIJ5J2 cuja Pepresentaggo gréFica sera:
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7 IR )] o |

v

1 45 89 16 17 19 24 27

FIGURA 2.7

v

Gupta, apos analisar o algoritmo de Johnson(alg.2.1),verifi -

[ 3 » "
cou que era possivel descreve-lo do seguinte modo:

ALGORTTMO 2.2

// Dados: os mesmos do algbr?tmo 2l £f

i Variéveis:-S(JJ) - uma quantidade relativa ao job JJ e a partir da

qual sera determinada a posiggo do job JJ na se

quencia otima //.

l. (Iniciacao) X +~{J1,...,J } -

n°r

2. For j=I to n do

begin
. ) <
3 i tj*l tj*Z then
4.. S(Jj*)‘_i/tj%l
el se
: StJ..)Je=l/t. ... &
5 ( J'l\‘) / J"f\-2
6. end;

7. Ordenar Jj de maneira nao crescente dos S(JJ);

8. end alg 2.2 .
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€ ’ ~ i # . . v, - o .
Este algoritmo tambem nao esta definido de mancira unica,pois

pode ocorrer o caso de S(Jk)=S(J|), k#1 e J J, € X. Para efeito

k* 71
de pPOQPamaggo, colocar Jg antes de JI somente quando k < |,
Obviamente este-algoritmo determina a mesma sequéncia do algo
ritmo 2. 1.
A ordem de complexidade deste algoritmo e tambem nlogn. 0 do

-loop de 2 ate 6 e executado na 0(n) e o passo 7 na ordem nlogn [ | ].

Exemplo 2.4 - Aplicando-se o algorftmo 2.2 nos dados da tabe-
la 2.3, tem-se:

entao S(Ji)=.EL— = Os outros valores de

Como | < t, - {r :
S(JJ) sao:
S(J,) = -1/3
S(4;) = 173
S(J4) = |
S(JS) = -1/7

Ordenando-se os valores de S(Jj) de maneira nao crescente,tem

-se a sequencia otima J,J.J J que ¢ a mesma obtida pelo algorit-

£

mo 2.l
Agora, a otimalidade das sequéncias obtidas pelo algor{tmo 2.1

serao provadas mediante os |lemas e teorema seguintes:

Lema 2.! - seja L=L(Jj)...L (Jn) a lista (sequencia) construif-
da pelo algoritmo 2.1. Se min {til . tjz}'< mln{'tJ|, tiz} entao o

Jjob Ji precede o job JJ na lista (sequéncia) L.

Prova: A prova deste lema consiste de dois casos:

i) ¢,

lI< min {t. , t

Jl’

iZ} entao tii< tiz l ogo Ji esta em SI,

como tiI <t entao Ji precedera Jj' Se JJ estiver em 82, como a

Jl
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A - . i ~ . - ~ -
sequencia dos jobs de 82 sao colocados a direita da sequencia dos '

Jobs de_SI na sequéncia L entao obviamente Ji precedera J ..

ii) t., & mi 70 t..< : _ esta em S,
ii) th min {tJ', t12} gntao th tji logo JJ esta em 82
Se Ji tambem estiver em Sz} como tj2ﬁ< tiZ “entao Ji ¢ predecessor’

. de Jj' Se Ji estiver emASI por maior razao Ji precede Jj visto que a
sequencia Si precede a sequencia S2 em L.

Lema 2.2 - Seja M uma lista (sequencia) arbitraria e Jj su -

cessor imediato de Ji em k.

. : < . ) ) o 2 4
Se min {tji' t|2} S min { t||, th} entao e possivel tro

car a ordem de J.e J. sem crescer o valor da funcac cbjetiva.
! J

” g .
Prova: Se Jj e um sucessor de Ji entao um dos seguintes casos

.
podera ocorrer.

Jj

&Q\\

. "
tempo ocioso

—
—

7 J; 4
iempo ocioso

(b)

&

\‘\\
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FIGURA 2.8

Portanto o tempo de proceséamento W.j dos Jjobs J. e J. se J
I |
é um sucessor de Ji e:

ol B b B Bk F €)=

ij = o+t
WIJ max sltl' tJl _]2' ll er i2 Jz

= ..+ + ) '
max {Lll t max {tJI, tiz}, x+ t., + t..}

J2 12 J2° s

Simi larmente,

\ = + - A+ e
Hji max {tjl ti2 max {til . tjzl, % ti2 + th} . Ve-se quec em
ambos os casos, x independe dos jobs Ji ; JJ
Da condicao do lema,

i } < min {4 = - -
min {tjl ) 'ti2 min {til i th} l ogo, max { tjl tiz}'z,max\
- - t. ] ici - i TR+t L.
_til' th} Adicionando-se aos dois membros t., t., tJl th,
obtem-se:

<
t; b, + max {5 tJZL_tiI ttgy max{tjl, tiz} ,

ou seja Wjis.wi.‘ . Portanto, & sempre possivel processar JJ antes '

J

de J. (onde t k=1,2 satisfazem a condigao do lema 2.2) visto

. s
gk’ ik’
que, o tempo de processamento wji dos jobs nesta ordem e menor ou igual



a wij ( tempo de processamento dos jobs Ji, Jj onde J. e predecessor
i

de J.).
e J)

TEOREMA 2.3 - A lista (sequéncia) L=L(1)...L(n) construfda-’

pelo algoritmo 2.1 e otima.

- ~ - # - -
Prova: Seja S uma sequencia otima e L o conjunto de todas as

~ ~ £ ‘ ¢
sequencias que podem ser construidas a.partir de S mediante a opera-

cao de trocar jobs consecutivos sem que o valor da funcao objetiva '

seja aumentado. Portanto,se L €-'¥D entao L e uma sequéncia otima.
Supor que L ¢ 5 , entao existe uma sequencia K 6.29 com L(i)

=K(i) para i=1,...,s-1 e L(s)#K(s) (s<n), onde K escolhido desta

manecira ¢ a sequéncia, que possui o maior numero de elementos comuns,

isto e, s e méximo. Se ja K(s)=JJ ¢ L(s)=Ji, entao Ji ¢ um sucessor '

de Ji em K. Pelo lema 2.1 cada job de Jk de L entre Ji e JJ inclusi-
ve Jk=JJ e tal que
. . ’
. { . " . -
min tkl’ ti2} 2 min {th' til} pois em caso conthgrlo Jk

seria um predecessor de J..
Pelo lema 2.2 pode se trocar em K o job J. por todos os jobs
i
J. sem crescer o valor da funcao objetiva, gerando-se assim uma se-

k.

quéncia K" € L com K'(i)= L(i) para i=l,...,s, chegando-se deste ’
modo a contradigao da maximalidade de s. Logo LlEiB portanto ¢  uma
sequéncia ot ima.

Na secgao seguinte serao tratados alguns problemas especiais

. . ¢ 2 :
de 3 maquinas, para os quais o algoritmo Jonhnson™ pode ser aplicado.

2 - 0 algoritmo dado na unidade 2.2

29



2.3 - EXTENSAO DO PROBLEMA n/2/F/r .=0/C
J max

30

Viu-se na unidade | deste capitulo que em um problema do tipo

n/3/F/r'J.=O/Cmax , o otimo ocorre sempre em uma “schedule” permutagao.

Johnson [14] mostrou que e possivel utilizar o algoritmo 2.1 (median-

te algymas modiFicagSes) em certos problemas bem particulares de 3 mé

quinas.

le) O algorftmo 2.1 pode ser aplicado em um problema do

n/3/F/r'J=O/Cmax [I4] sempre que os tempos de processamento dos

forem tais que mkn'{tkl} Y mEx {tkz} ou

‘m|i<n {tk3}>/ mgx { th}

fere do algoritmo 2.1 nos seguintes passos:

ALGORTTMO 2.3

. if t., +t... =minit. +t J. e x} then
e g J*2 J 13 / J
S«S J s
| I J¥
else
f t..,+t.,.=minit. + t, J.e X} then
! J* 3 %3 J J3 / J
Sze—-JJ% SZ'
Os outros passos e as restrigses para este algorftmo sao

iguais ao algoritmo 2.1, assim como, sua ordem da complexidade.

Exemplo 2.5 - Utilizando o aigorftmo 2.3, encontrar uma se

tipo

Jjobs

[14]. Neste caso, o algor?tmo 2.3 a seguir di-

r

quencia otima para os jobs de um problema de 3 maquinas, 4 jobs,cujos

dados estao na tabela 2.4 a seguir:



Tabela 2.4 Job '
i Jy S, J3 J4
M| 5 4 6 8
M, 2 | 3 2
M3 6 5 2 7

o T Big T g
- 7 g
3 5 4
2 ~ =4
= 9 5
3 =4
-+ RS 0 ;
4 i
v Jf l
Sle—Jle J4J3-——+ S2
A sequéncia otima encontrada foi L=J2JIJ4J3 cuja representa
gao grafica sera:
A
MI J2 JI J4 J3 R
M 2 PR PP e VY = oy 1
7477 M7 W A 2
240 7AWV Y, 4/{///5/”/2 '3 "
M s oz v e |
s 724 . Pl 7 4 Y .
4 5 9 10 11 17 19 23 26 28

FIGURA 2.9 - "Schedule” otima para o exemplo 2.5



Gupta expressou a Extensao do'problema de Johhson atraves do

algoritmo 2.2 mediante a modificagao nos seguintes passos.

ALGORTTMO 2.4

3o if t <t then

. S(J.. )—1/(t ., + t.,

4 (It ey + )
else

) S(J. . )e==1/(t ... +t.. )

5 (3 ) 1 g o)

22) Dado um problema do tipo n/3/F/rJ=O/Cmax, se apos aplicar
I
|’ MZ e MZ' M3

constatar-se que ocorreu a mesma sequencia otima para os dois sub -

’ 2 .
-se o algoritmo 2.1 separadamente para as maquinas M

-problemas, entao esta sequencia sera otima ara o problema global.
’ q 9

Exemplo 2.5 - Utilizando-se o algorftmo 2.1, encontrar uma
sequéncia otima para o problema de 3 méquinas, 4 jobs, cujos dados es

tao na tabela 2.5

Tabela 2.5 Job
maq> J| J2 J3 J4
MI | 4 6 2
M2 3 2 4 5
I 6
M3 4 3
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Aplicando-se o algorftmo 2.1 para as méquinas'MI e M2 e de-
pois pafa MZ e M3, tem-se:
maq. maq.
. M M
job | MMy Job 2 3
JI | = JI 3 74
1 i 0. 1 s ] 1l
J2 [4n P4 J2 Z T
J3 6 4 J3 4 3
—d 2 5 3 % o
l 4 v . 1 4 lr
S J.d S—> J J «S —J)_J
714 3~ J3da 174" I S33d9
Viu-se que ocorreu a mesma sequéncia otima para os Jobs nos
dois sub.problemas, dai uma sequéncia otima para o problema global. A

representagao grafica sera:

1&
M, U 3 4 J3 Jo N
M, b - 7 ] '
S ' 4 a 3 |2 >
| 34 89 13 !5 18 19

FIGURA 2.10 - "Schedule”

otima para o exemplo 2.5
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‘cAPfTULO 111

ALGORTTMOS POLINOMIAIS PARA PROBLEMAS
"J OB-SHOP”

0 problema geral "Job-Shop” tem sido um constante desafio pa

- . . - . - - . o~
ra os cientistas. Apesar da facil exposicao e visualizacao do gue se
~ rd ’ . . £ -
pretende dele, uma solucao otima e muito dificil de ser alcangada.
7 4 . € ¥ . . . et
Ate agora, pouquissimos algoritmos polinomiais para a determinacgao

i - - - L -
de uma solugao otima foram desenvolvidos e alem do mais, para proble

mas muito particulares. Dois deles serao vistos a seguir.

3.1 = O PROBLEMA n/2/J/n. % 2/C
J ma

X

Jackson [13] mostrou que o problema n/2/J/nJ..<.E2/Cmax

#: - .
pode ser solucionado usando o algoritmo desenvolvido por ele,median-

te algumas alteracoes:
0 procedimento inicia particionando-se os n jobs em

4 diferentes conjuntos do seguinte modo:



- . - . n ~
II - conjunto dos jobs com uma unica operagao e que

” .
deve ser executada pela maquina MI'

I2 - conjunto dos jobs com uma Unica operaggo c que
devé ser executada pela méquina M2. |
|||2 - conjunto dos jobs com duas operagaes de modo que
a primeira seja executada pela méquina MI e a se
gunda pela maquina MZ'
1,1 : . 4 ~
2 | - conjunto dos jobs com duas operacoes de modo que

. - . : Le -
a primeira seja executada pela maquina M2 e a se

gunda pela maquina MI.

Agora, ordenar cada conjunto separadamente. Para ordenar os

4 st <
conjuntos |, 1, e | !I, usa-se o algoritmo 2.1 (Algoritmo de Johnson).

|/ 2

A disposiggo para estes conjuntos e que e fundamental na de-

~ Y ' o - . ¥
terminagao da “Schedule” otima e deve ser feita do seguinte modo:

Para a maquina Mi: as operagaes de '1[2' seguidas das de ll,

seguidas das de 12I|.

Para a méquina M2: as operagaes de IZ!I’ seguidas das de 12,

seguidas das de lllz.

TEOREMA 3.1 - O algoritmo descrito acima, e otimo para todo

i <
problema do tipo n/2/J/nJ-\ z/cmax'

PROVA:

~ , .
12 caso: Quando nao existir tempo ocioso nas maquinas.

- >
Neste caso a “schedule” e otima.

35

L i” (4 . "
22 caso: E claro que nao e possivel ociosidade nas duas

L - - -
maquinas ao mesmo tempo, visto que, podem ocorrer somente uma das si



tuagoes abaixo com relagao aos jobs III2 e Izll.
i) 0 tempo de processamento dos jobs de lle pela ma -
quina Ml'e maio? (ou igual) que o tempo de processamento dOs Jobs de

|2|I pela maquina M2 (ver figura 3.1 abaixo).

[x]
A 4

FIGURA 3.1

” - ~ -, 2 5
Neste caso a maquina M, nao tera ociosidade.

ii) Em caso contrario (ver figura 3.2 abaixo), nao

’ - - ” -
havera ociosidade na maquina MZ'

Y

FIGURA 3.2



" Neste caso, o valor C

foi alcangado unicamente pelos jobs

max
s ~ . - ” I 2 2 .

de ]IIZ' cuja sequencia foi obtida pelo algoritmo de Johnson.Eobvio,

Lo . f 2 7 . - - .

que nao seria possivel processar mais cedo os jobs de III2 na maqui

na Mz(por exemplo no lugar dos jobs de 12), visto que ja existe ocio
sidade na maquina MZ' apos-os jobs de 12 (entreJi'e Jj)' Porisso i §

” 'f ~ .
e o menor valor possivel para o tempo de conclusao dos jobs do

pro
” rd rd &
blema geral, logo esta “schedule” tambem e otima.
g ’ g
s, .
Este problema sera ilustrado a seguir:
Exemplo 3.1 - Representar, atraves do diagrama de Gantt, uma

"schedule” otima para um problema "Job-Shop” de 2 méquinas, 10 jobs,

- £ - Lot i -
cada job com no maximo 2 operagoes e com os dados das tabelas abaixo:

TABELA 3.1
Job
.. JE J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9 J[0
| | | 2 2 2 | 2 | | |
2 - 2 | - - 2 | - 2 2

(b) tempos de processamento requeridos pelas operagaes.

Particionando-se os jobs em seus respectivos conjuntos,

37



tem-se:

Aplicando-se o algoritmo 2. | para a ordenagao dos jobs

de lll2 e IZII' tem-se:

i) Para o conjunto ||12 :

% MM,
igb
3 o~ 2
2
J6 (o] 1
3t
3 4 }
10
, Jr l’
si— g 3,9, 0d6S,

Sequeéncia otima J_J_J

92 IO 6
ii) Para o comjunto I2II
maq| M M
Job | 2
- 4 3
3
—&7 3 = -
S __’g w J
e——S
& sy oy

Sequéncia otima J, J


file:///rnaq

Sem perda de generalidade, vai-se considerar o caso em que ’
. - ’ . ~ .
ocorre ociosidade na maquina MZ' Neste caso podem ocorrer as seguin-

tes situagoes:

M) T, » BIN
: »
% m
I ~ . 0L,
II|2
FIGURA 3.3 (a)
Pela figura 3.3 (a), e claro que esta “schedule” & 6ti
ma, visto que, T=Cmax foi dado pela maquina Ml' na qual nao houve '

ociosidade.

ii) I,
A L2
M, NP {121 \
77,
3 I g '%ﬁ >
L » -

FIGURA 3.3 (b)



N ~ o, . i A )
iii) Para II c '2' serao tomadas as seguintes sequencias arbi-

k4 .
trarias:

Representando-se estes conjuntos graficamente, conforme a '

disposicao porposta por Jackson, tem-se a seguinte “schedule” otima:

M9 "2 J10 J5 iR EEE BN
T T

3 I3 R L R Rl u //Z//////AJS >

3 4 7 9 1011 i4 16 17 23 24 25 27 30 32

FIGURA 3.5 -~ ”Schedule” otima para o problema

' Z ]
IO/Z/J/nJ.~ “/Cmax
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3.2 - 0 PROBLEMA n/2/J/t . .=1/C
_ Jki max

Viu-se na unidade 3.1,0 algoritmo sugerido por Jackson
para o problema n/2/J/nJ.€:2/Cmax e agora sera discutido um algoritmo
para o problema n/Z/J/thi=I/Cmax que embora sendo tambem polinomial
_é bem mais dificil que o anterior.

0 ?roblema n/z/J/tjki=l/cmax ¢ formado de n Jjobs J],
...,Jn e 2 méquinas MI'MZ' Cada job JJ consiste de nJ operagaes, as
quais deverao ser processadas alternadamente pelas 2 méquinas.

Como neste problema, se for conhecida a maquina que

- . T~ - . ” ~
processa a primeira operagao de cada job, as demais tambem o serao ,

usa-se, por simplicidade, a notagcao 0. em vez de O :

Jk Jki”
Uma operagao Ojk precede uma operaggo Ojl se k < l.Uma
operaggo esta disponivel para ser processada quando-todas as opera -
gSes precedentes a ela-jé o foram.

. As operagoes dos jobs deste problema serao processadas

de acordo com o algoritmo a seguir:

ALGORTTMO 3.2

| - Rotular cada operagao 0. segundo a formula

Jk
‘:"C(O‘ik)=n‘j - k+1 ( OL(OJk) e o rotulo da k-esima operagao do

job J.).
jo J)

. ’ - . ~ - 4
2 - Processar primeiro a operagao de mais alto rotulo’
# . . . . £
na maquina requerida pela mesma e no tempo mais cedo possivel. (No ’
~ . ” . .
caso de operagoes com o mesmo rotulo, escolher arbitrariamente a ope

-~ ” . .
ragao que sera processada primeiro).
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3 - Remover do problema, a operagao processada. Retor-
r
nar ao passo 2 ate que todas as operagoes sejam processadas.

Pare.

4

e emewso. o - - Este algoritmo pode ser implementado em O(N) passos / . . . .

» . . ” ..
atraves de uma estrutura de dados apropriada. Aqui N ¢ o numero de
n

operaQGes dg todos os jobs Jj J=l,eee,n (N= i:nj) [ 4,||J.

J=1
Se jam:
tmax + | o tempo de processamento da”schedule”’
do algorftmo 3.2,
A(O)""'A(tmax) as operagges dos Jabs JJ ’
J=h,eea,n processadas pela méquinarMI.
B(O)""'B(tmax) as opcracgocs dos jobs Jj '

J=1,...,n processadas pela maquina M,.

(A,B) a"schedule”construida pelo algoritmo 3.2.

Se jam: A(t)=¢ respectivamente B{(t)=¢ sec nenbhum job

L4

e processado no tempo t peclas méquinas MI' respectivamente M2 e Tl

» ~ .
respectivamente T, o numero de operagoes dos jobs para serem proces

2

sadas pela méquinas Ml respectivamente MZ'

TEOREMA 3.2 - A“Schedule (A,B) & otima.

PROVA:

1 - Se A(t)# @ e B(t)# @ para todo t=0,...,t , en

max -



.t-v ='=' +' I ”» -, , -
ao tI t2 tmax ogo (A,B) e otima.
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2 - Se A(0)=¢ e A(t)#0, B(t)#0 para t=I,...,t , tem .

- . . max
-se B(0)## e portanto T2=tmax+l, logo (A,B) e otima. Similarmente '

(A,B) & otima para o caso em que B(0)=¢ e A(t)#8, B(t)#ﬁm - para

t=lont .

Considerar agora o caso onde:

3 - A(t)=F ou B(t)ﬂ@ para algum | £ £ & tmax' Escolher
o minimo t z | que satisfaz 3. Sem perda de generalidade supor que

A(t)=@. Deste modo, 2 casos devem ser considerados:
caso |: A(t+1)=§.

Mostra-se neste caso que A(Y )=8 para todo

-+ - -
)=I, pois caso contrario Q.

Vv > t. Seja B(t)=0hi " ik

K’ entao M(OJ

seria processada pela méquina M no tempo t+!. Seja agora A(t+2)# @

K
entao B(t+1) e A(t+2) devem pertencer ao mesmo job pois em caso con-
trério, A(t+2) deveria ser processada mgis cedo. Assim o (B(t+1))22
que e uma contradiggo com ©¢ (Ojk)=|' Logo tem-se A(£+2)=@. Da mesma
maneira obtem-se A{Y)=@ para todo P> t+2 e portanto B(¥ )# @ para to

do ¥ =t,...,t .
. max

Qualquer schedule neste caso toma uma das duas formas mostra

das na figura 3.4 a seguir:




4
M|
7
M2 .
(a)
v B}
(b)
FIGURA 3.4
No caso (a), cada job requer para execugao- de sua primeira
operaggo a maquina MI. Assim o tempo de processamento 1é+| ¢ otima
No caso (b) tem-se como tempo de processamento 1é que também & otima.
CASO 2: A(t+1)7#p
Neste caso Job Jj e processado ininterruptamente do

tempo 0O (zero) ate tmax e assim a schedule (A,B) e otima (ver prova’
a seguir:

A(t+1) e B(t) devem pertencer ao mesmo Job JJ’ pois em
caso contrério, A(f+|) seria processada mais cedo. E claro que B(t-1)
nao tera um sucessor, porque em caso afirmativo esta seria processa-
da pela méquina Ml,no tempo t. Assim oL (B(t-1))=I. Também‘i(B(tbsz.
A(t-1) deve pertencer-também ao Job Jj' pois em caso contrario B(t)”’
deveria ser processada no lugar de B(t-1).

Tem-se tgmbéﬁ oL (B(t+1)) € |, porque em caso contrario

B(t+l1) seria processada no tempo t-1. Finalmente A(t+2)=@, pois um

44



Job para ser processado pela méquina MI no tempo t+2," nem pode per -
tencer ao job JJ' nem pbde ser um sucessor de B(t+l) e consequente-
mente seria processada pela méquina MI' no tempo t. E agora surge
uma situaggo identica a situégao do tempo t em MI’ ou seja B(t+2) e
A(t+1), devem pertencer ao mesmo job, pois em caso contrario B(t+2),
seria processado antes. Assim o raciocinio empregado em t e t+2 deve
_ré ser repetido ate tmax e o job JJ sera processado ininterruptamen-

te ate t +1.
max

Por outro lado, tem-se okt (A(t-2)) £ 2, pois em caso con 4
trério, existiria uma operaggo deste job para ser processada pela mé
quina MI no tempo t e ®%(A(t-1)) » 3, porque viu-se que este job se
ra processado nos tempos t,t+|l e t+2 respectivamente pelas méquinas'

MZ’ MI’ MZ' Da desigualdade X (A(t-1)) 2> 3 segue-se que B(t-2)
deve pertencer a Jj e portanto ~&(B(t-2)) = 4. Confinuando—se com

. £ s o . ” e .
este raciocinio, conclui-se que o job JJ e processado ininterrupta -

mente do tempo 0 (zero) até o tempo t +1, dai, t i
max max j’
0 aigor?tmo 3.2 sera ilustrado com o exemplo a seguir:
Exemplo 3.2 - Utilizar o a!gorftmo 3.2 na determinaggo de '

uma "schedule” otima para o problema do tipo 3/2/J/tjki=|/cmax ERE

. ~ PR
n|=6, n2=|, n3=l e com as operacgoes OII e 02I executada na maquina '

M e a operaggo 0

|

| na maquina MZ'

3

Rotulando-se cada operacao, tem-se

04(0||)=n| - 1+l = n;=6; Anal ogamente,
oL(0,,)=5, o0 ;) =4, (0,,)=3, =(0,.)=2, *(0,)=2
2 (0,,)=!

oL(o3|)=|

45



L4 - . .
rotulos, encontra-se a “schedule” otima mostrada na tabela a seguir:

Processando-~-se as operacoes na ordem nao crescente de scus

r

Tabela 3.2 - Esquema utilizado na determinaqgo da “schedule” otima '

para o ekemplp 3.2

RV
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Rotul os (OJh) Operacoes corres|{indice da
asSsS0s ordeﬁados~ ©|pondentes ao ro-imiq. para Schedules' parciais
|maneira nao ' |{tulo (O.k) estas ope
crescente J ragoes. -
. A . it
| 6 OII I || g
2 5 0 2 ay ,
2 AT
3 4 i | V] !
it N
‘T i r —>
4 3 0IA, 2 i Vi ! >
- Sy P ;
AT AT
V) .
M .
\ V1 Tk ,
6 ‘ O I T -
31 3 V| >
7 | 02| I | %«ﬂl /ﬁ” I =
3Tz [0
>
4 25
8 | 0 2 /iR ;
16 sz A
’ ra

» ]
"Schedule” otima
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CAPIT TULDO |V

ALGORTTMOS ENUMERATIVOS PARA PROBLEMAS
“FLOW-SHOP” E ”JOB-SHOP”

Em capftulos anteriores Fofam desenvolvidos.algorftmos polino
miais para problemas "Flow-Shop” e " job-Shop”. Entretanto estes algo-
ritmes so se verificam para problemas de 2 méquinas e para alguns’ pro
blemas ”“Flow-Shop” muito particulares de 3 maquinas. Portanto,neste ’
.capftulo, serao desenvolvidos algoritmos para problemas mais gerais .
Estes algoritmos sao chamados algoritmos “Branch and Bound” e consis-
tem de um proceséo enumerativo.

Como todo algoritmo enumerativo, estes tambem tem uma inevita
vel desvantagem: O tempo computacional e a memoria requerida crescem
exponencialmente com o numero de jobs e méquinas.

Ld

¢ . . ’

No capitulo 2 viu-se que uma ”“schedule” otima so ocorrera em

uma”schedule”permutagao quando se tratar de um problema "Flow-Shop” *
- -

com m 3. 0 procedimento “Branch and Bound” e aplicado em problemas

mais gerais (m 3)e determina a sequencia de jobs,para a qual, a ”sche

dule” permutacao embora nao sendo a “schedule” otima para o problema



esta muito préxima desta. E importante salientar que na prética sem-

. " ~
pre estar-se interessados em schedules"permutagao.
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4.1 - ALGORTTMO “BRANCH AND BOUND” PARA PROBLEMAS "FLOW-SHOP”

Os primeiros cientistas a desenvolverem o‘procedimento
"Branch and Bound” para problemas "Flow-Shop” foram Ignall e Schrage.
Este procedimento consiste na determinaggo de uma érvore, onde cada
nodo e representada por uma éequéncia parcial de jobs. Para cada no
do desta arvore e associado uﬁ limite inferior para o valor Cmax' Es
‘te depende da sequéncia dos jobs jé processados e dos tempos de pro
cessamentos dos demais jobs. O procedimento termina quando for encon
trada uma seqUéncia de todos os jobs, de modo que o limite inferior
desta, seja menor ou igual aos demais |imites das sequéncias parci -
ais dos nodos finais.

Este algorftmo_seré desenvolvido para un problema

"Flow-Shop” de m maquinas M ...,Mm e n Jobs JI,...,Jn. 0 nodo ini

l I
cial ¢ representado pela letra A e significa que a sequencia de
- L - - o~ - Liad - .

Jobs e vazia. A partir desta, serao determinadas sequencias mediante

a bperaggo 62—Gui onde Ji e um job do conjunto ainda nao presente na

~ - - - - - o
sequencia 0. O limite inferior para o valor C de cada sequen -
max

cia @ & denotado por B¢ onde By = max (bi(d')) etn( ¢ ) e calcu
1= N

lado como segue:

u (6 ) =1dltimo elemento da sequéncia
c (0 ) = sequéncia excluindo-se o ultimo elemento
(c(o)=0~u(6))
6, = conjunto de todos os jobs do problema e que

” - & 1
nao estao na sequencia 6 .(6 = 1

al(6)=1 t.
jer J'
na maquuna_M!.

i

e o tempo de conclusao dos jobs de 6

..,Jr}\’b‘).
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qi( ¢ ) =max q,(c(5)), a,_,(6) + & te)i ¢ o tem-

po de conclusao dos jobs de § na maquina Mi ;

. ” L4 . - .
No valor de q.(@6 ) e necessario verificar-se
: i

' . . . - T~ r
o maximo, porque duas possibilidades podem ocorrer com relagao ao

processamento'dos jobs de 6 (ver figura 4.1 (a) e (b)).

A
M| JJ,jEC(a‘) . Jugay - >
Mi Ji,jEc(J) Juer .
| a, (c(6)) q,(6)
(a)
A
Mi-_l Ji + J € ele ) Ju () >
M. I € e(e) ' V////é Jute) >
(b)
FIGURA 4.1
Portanto i

bi(tf) =qi(o')+ Z AT min{ ) . tjk}

JEQ-‘ J‘eu-, k=i+|
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onde bi (6 ) representa um limite inferior para C baseado nos jobs
max
Ja processado na méquina Mi'

Este fato pode ser mostrado na figura 4.2 abaixo

a
A JS, sk
r A \
M. Jip (BT wee [E .
q: 4
% py
Mk 74 o kil sy
Ti+1
M ; ; s %l tl
m km -
a, ;JE «)
FIGURA 4.2
0 algorftmo usa uma lista L formada pelas sequencias

. . . . (=
parciais criadas durante o desenvolvimento do algoritmo.

Com base nestes resultados, pode-se agora, escrever o

algoritmo de Ignall e Schrage.

10%/5‘1?: '.":‘”..r,;f\__’,_;_.j-



ALGORTTMO 4.1
. L e—A
2. B&«—®
3. while L # B do

Begin

4. Remova de L a sequéncia 6 com o menor valor By 7
5. ' If ¢ tem n elementos

then
6. ' Saia com a seqguencia otima

else
T Adicione em L, para cada Jie 6 a sequencia
. G'Ji e calcule o correspondente valor BG.Ji ;

8. end.

0 numero de passos deste algoritmo cresce exponencial-
mente com o numero de Jobs.
Para ilustrar o algoritmo 4.1, sera desenvolvido o exem
plo seguinte:
Exemplo 4.1 - Utilizando-se o algoritmo 4.1, determinar
" ‘

n ~ r 3 s -
a schedule permutacao otima para um problema “Flow-Shop” de 3 maqui -

nas, 4 jobs com objetivo Cmax e cujos tempos de processamento das ope

ragcoes sao dados na tabela 4.! - abaixo:
Tabela 4.1 Jl Jz J3 J4
MI 2 8 10 Il
My 3 9 | 13
M3 9 14 4 3

Aplicando-se o algoritmo 4.1 nestes dados, tem-se:

51
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Le—J, J, J. J, onde para 6 =J,, tem-se 6= 1] } . 0 valor de

" gndardls

B e calculado do seguinte modo:

a(4) =+, =2

%un=mx1mﬁ+t 2+3=5

|2

q3(Ji)= max 10,5} + ¢ 5+9=14

I3

b, (3.) =g d,) + &, + % +d&, +min Th.. +t. V= =
|( |) ql( l) 21. 3] Al ?22, 2 tJ3 2+29+5=36

Anal ogamente bZ(JI) = 31 e b3(J|) = 395
Logo B, = max §36, 31, 35}= 36. Procedendo-se deste modo, tem-se:

os]
I

47 B = 43 By, =354
2 3 4

~ s ’ = -, -~ =
A sequencia que devera ser removida de L e a sequencia

5=Jlmms

J e o minimo, e portanto a lista L tem as seguintes
|

~
sequencias parciais.

; ”
Continuando-se com o processo, tem-se a arvore mostra-
. ~ . ” . - - - » .
da a seguir, na qual a sequencia otima sera indicada. 0 numero aci

ma de cada nodo, representa o limite inferior BG , onde 6 e a sche-



dule parcial do nodo em questao.

36
JI
— 38 47 57
=t J1J3 J|J4
57 51
J|J2.J4
41

i

S

JIJ2J4_ b
Squencia otima. Cmax = 41

53
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4.2 - ALGORTTMO “BRANCH AND BOUND” PARA PROBLEMAS " JOB-SHOP”

Os primeiros cientistas a darem resultados concretos ’

na determinacao de algoritmos enumerativos para problemas ”Job-Shop”,

: ) ¢ ¢ o
foram Giffler e Thompson que construiram um algoritmo de enumeracao’

total [ 2 ] .

Neste trabalho, foram feitas modificagoes tornando es-
T . . (3
te algoritmo da mesma linha do Algoritmo de Ignall e Schrage, ou se
) ~ ” N
Ja, construcao de uma arvore onde cada nodo representa uma “Schedu -

n

. - » . - - -
le” parcial S e associado a cada um deles esta um limite inferior pa
ra o tempo de processamento.
l’ L N ”
Este algoritmo e desenvolvido para um problema de m ma

: . . ,
quinas MI,...,Mm e n jobs JI,...,Jn onde cada job JJ consta de nJ

opevagses Ojki' 0 numero total de operagaes do problema e dado por

N (N= iﬁ nJ).

4=
Se ja Giki o tempo mais cedo no qual a operaggo OJki pPo

(4 td % g 5
dera ser processada. Este tempo e determinado pelo maximo entre o

~ ~ - ”~ =
tempo de conclusao das operagoes OJ onde Or . e aultima '
: " si

k-1,1

operaggo processada pela méquina Mi. Nota-se por gjki o tempo mais

cedo possfvel no qual a operaggo Ojki pbderé ser concluida, isto e,
g. . = G  ++t..ondet. . éo tempo de processamento requerido
Jki Jki Jki Jki
pela operagao O'Li' Para aclarar estes fatos, o seguinte exemplo se-
jk

o .
ra anal isado:

Considerar a Schedule”’ parcial abaixo

b 4

Y
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Seja 0, .=0 ’ oz
eJa 0, 7059 com 5,2 a operagao para ser processada
nesta ”SCthUIe"' entgo 0’22I=max {2'3\=3’ ou Se_ja, o processamients da

~ £ . . . 4
operagao 022I devera ser iniciado no tempo 3 e concluido no tempo .

B9 =325, . S -

€ . ~ .
0 algoritmo usa uma lista L formada por uma sequencia de
"schedulef na ordem nao decrescente de seus limites inferiores BS pa-

ra tempo de processamento e 0(S) o conjunto das operaqaes 0. proces

ki
> -
saveis em cada uma destas "schedules” S.

A inicializagao deste algoritmo se da do seguinte modo

Coloca-se na lista L a "schedule” vazia e associado a

n.
A o valor Bl = maxI‘Zf t. 1.
N y=I Jy

Em um passo geral, este algoritmo se comporta do seguin-
te modo:
Remove-se de L a primeira “schedule” S. Se S tiver N ope

~ ~ ; s ” n ~
ragoes processadas, entao esta e a “schedule” otima; se nao, para ca-

L

I onde g-ﬁ,, Y min
, €0(S) com G, <H g B 0, €S

da opehaggo 0.

Jki
{ ¢Jki}, sera criada uma nova ”“schedule” parcial S mediante o proces-

samento desta operacao no tempo 0. Determinar seu correspondente
J

ki” °

valor BS%. Inserir estas “schedules” em L atentando para os valores '

& . - e - Lo . - -
BSW, apos ter verificado a nao existencia de "Schedules” parciais

iguais em L.

| - B representa o limite inferior para o tempo de conclusao da "sche

dule” A.
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Nota: Viu-se que a condigao para se criar uma

"schedul & parcial e que Sjki ,< ¢
* ~
fato de que se § > g

ki L entao existe uma outra operagao !

nova

ki . Isto se explica pelo

-~ 5 ”~ - 4
que devera ser processada neste espago, pois em caso contrario, a ma
quina Mi' ficaria ociosa durante este tempo. Para melhor esclareci -

mento, ver o exemplo abaixo:

Considerar a”schedule parcial S abaixo e seja 0(S) =

= { 03|2,0|23,0222} com t3|2=2 " tl23=3 e t222=2
A
L T .
AMIE N
M
3
—_
| 3
FIGURA 4.3 - SCHEDULE S
Obviamente, 6‘3|2 Ly 123 i 292 3 e
% .
Portanto: ¢J’k’i' = min. (3,4,5} = 3 logo i'=2

~ . " "ot
como 63‘2=| < 3 entao criar uma nova schedule S

processando na Schedule”da figura 4.3, a operaggo 03|2 no tempo ! s
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h 4

FIGURA 4.4 -"SCHEDULE"S .

.%. = .
Como @ =3 =0, ., nao se deve processar esta ope-
222 3 ngklll p p
ragao, pois em caso contrario, teria-se a”schedule”(ver fig. 4.5)com

. . ¢ g
um espago vazio no qual seria possivel processar a operagao 03|2

"
" a1 >
wWo ¥ % | N
My L

FIGURA 4.5 —'%chedule"impossfve! de ser '

criada pelo alg 4.2

0 algorftmo em.questgo pode ser formalizado do seguinte modo:



ALGORTTMO 4.2

12,

14.

L < A . h,
B)‘+——- max { E
v=|

While L'f g do
begin

Remova de L a

nor valor das

52

£ /4=|,L..Tn}

. . "” ", . =
primeira“schedule”S. (obviamente B_ e o me -

"schedules”S de L)

if S tem N elementos

then

Saia com a”scheduld otima S.

else

begin

Forme o conjunto 0 (S) com todas as operagoes

Ojki processéveis em S;
g‘jfkfil’ min { g‘jki};
<
0. € 0(s)

While 0 (S) # @ do
begin

esc9lher ojki'e' 0(s) 2
< g%r

i £ crjki' then

begin

Jl‘kfi’

. " -
criar uma nova”schedule”parcial
3

S onde a operagso 0J e pro

ki’

cessada no tempo O . =

Jki’
B *—max{ B. G-‘jki"’t't
=)

S v=k JVL(”);
*
Inserir as schedules S na lis

ta ordenada L;



15 _ end;

16. end;
i ' - end;
18. ) end.
Para efeito de programaggo, e facil notar.que este al-
goritmo nao esta.definido de modo unico. No passo 8 pode ocorrer de

min { gjki} nao ser unico. Neste caso, a seguinte regra de priorida-

de poderé ser implantada:

=¢  =nminlg. . de 0 € <
Se qur quv min ‘kaI} onde - e Osuv 0(S) e rev
entao escolher primeiro 0 .
A pqr

Para ilustrar este algoritmo, o seguinte exemplo sera
desenvolvido.

Exemplo 4.2 - Utilizando o algorftmo 4.2, determinar a

"schedule "ot ima para o problema "Job-Shop” de 3 méquinas, 3 Jobs,n|=3

=2 e com os dados das tabelas 4.2 (a) e 4.2 (b) abaixo:

n2=!, n3
Tébela 42 %l | ) 3 ' op | 5 3
job Job

JI 2 3 I JI | 4 2
J2 I - - J2 3 - -
| - 2 "

33 2 J3 4

a) Méquinas onde as ope b) Tempos de processamento

ragges serao proces- " das opepagges,

sadas. -



‘ sl
ls L— A > ;
B?\ =7 - G—'Schedule"\fazia S
o(a)=0()=1o0 0

12 “a2it’ 03!2}
gl'j:ktir == ﬂlln{gllz;gzili ¢3|2} = min ‘113:2} =l

T
&

para OIIZ' tem-se

.7 R
¢ .=o0<¢g logo S = 0113 ”
112 J'ki! >
| >
Bs? =7
para 03I2 , tem-se 7 t >
;,,f 0312 .
312=0 Q’IIZ logo S = .
L
A
71 - 3 IS
" 0312 | , 014 s
2 ¥ .
Remove-se a primeira”schedule”S de L
‘ 5
o312 | .

2

0 (8) =105, 0y s O3y

¥ . ' _ . -
gj'k’i' = min {gilzf QZII ’ ¢32|}“ min \3:3:6]_ 3
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para i’ = |, tem-se a operagao OZII e
A
6‘ =0< gﬁ:r s |090 S*= 02” [ A:
211 J'k"i ~CEl "
2 '3
%-)(- '-._-.‘7"' =
4
para i’ = 2, tem-se a operacao 0IIZ e - 4
5 i Oyiz [911h
= 2 < e = h >
# =
BS 9
J 4 4
0 > > >
. 0312 | > [rel , |03tz _Pud —
N N T > 23

- rd . -
Continua-se com o processo ate ser removida uma sche

dule com N operagoes processadas.

rd
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A arvore resultante e a scguinte:
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caPiTUuULO W

- COMPLEXIDADE DOS PROBLEMAS “F L OW -S HOP” E "JORB-SHOP”

5.1 - TEORIA DOS PROBLEMAS NP-COMPLETOS.

Nos capitulos 2 e 2 foram desenvolvidos alguns algorfz
mos polinomiais para problemas”Flow-Shop’ e®Job-Shop’ bem particulares
e no capftulo 4, analisou-se alguns algoritmos enumerativos para pro
blemas mais gerais. Estes algor?tmos sao tambéem chamados ALGORTTMOS!
DETERMINISTICOS por gozarem da propriedade de cada operaggo ser uni-
camente definida. Todos os algor?tmos que podem ser escritos numa

'
linguagem acessivel a um computador comum sao ditos detcrminfsticos.

A classe de todos os problemas que podem ser soluciona
dos atraves de um algoritmo deterministico em tempo polinomial e cha
mada classc "P”.

Sabe-se que os algorftmos enumerativos crescem exponen
cialmente com o numero de jobs e méquinas, tornando-se as vezes, in
trataveis em computadores comuns. A seguinte pergunta poderia ser

d
langada: Existe algum algoritmo capaz de resolver estes problemas em
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tempo polinomial num computador comum? Durante décadas}cientistas ten
taram dar uma resposta éFirmativa para csta pergunta nao alcangando ’
bom resultado, dai, eles acreditarem na nao existencia destes a]gOP;E
mos, principalmente pelo fato da existencia de uma teoria chamada NP-
-Completa na qual argumentos mais fortes sao dados. para tal aFirmagSo.
Antes de se desenvolver a teoria NP-Completa, vai-se introduzir o con
cetto de um algorftmo “NAO DETERMINISTICO” muito importante nesta teo
ria. Para isto, eles pensaram em uma méquina Fictfcia, isto é, uma mé
quina nao determiﬁfstica capaz de resolver problemas atraves de algq—
ritmos nao deterministicos em tempo polinomial.

Un algoritmo & dito NAQ DETERMINISTICO quando se fizerem
presentes; as seguintes FQngaes:

i) Choice (¢ ) onde G & um conjunto finito. Esta opera-
ggo choice (G ) escolhe arbitrariamente um elemento de 0 . Seja por

exemplo o conjunto 0 = %Ji,..., Jn!. Esta operaggo pode ser represen-

tada do sequinte modo: Xe— choice {JI,... Jn} .

ii) Success, se a conclusao foi bem sucedida.

iii) Failure, se a conclusao foi mal sucedida.

” . ~ . & . - - . . . & .
Uma maquina nao deterministica e uma maquina ficiticia ’
V [ -~ . ¢ . .
que .executa algoritmos nao deterministicos do seguinte modo:
Se dentre os elementos das fungoes “choice” existir uma
"~ . ~ 4 - .
sequencia que conduz para um sucesso, entac o algoritmo devera seguir
N . . T
esta sequencia para concluir o problema com sucesso. 0 algoritmo ter-
mina com insucesso, se nao existir tal sequencia. Para melhor entendi
4 ~ . 4 N
mento de um algoritmo nao deterministico e consequentemente de uma '
- ~ . T . . . .
maquina nao deterministica, o problema de Knapsack, definido a seguir,
- * .
sera discutido.

O problema de Knapsack e definido do seguinte modo:

Dados inteiros positivos b, n, a, para i= l,...,t encon
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“trar xi€{0,l} para i=l,...,t de tal maneira que a + ....+a,x, =b.

*y "t

I

Um algoritmo para este problema seria:
begin

l. For ie— 1| to t do

x ¢choice {O,I} : _
' ) L

' PR - L o
9. if ?El.ai xi b then
3. Success
else
4. Failure;

5. end.

Obviamente neste algoritmo, todas as fungoes de um al-
Ee ~ - ¢ - . ~
goritmo nao deterministico, dadas anteriormente, cstao presentes ne-

le.

' 4 .
Tomando-se como base este algoritmo, vai-se agora ex-

plicar com mais detalhes uma maneira de encontrar os resultados de um

”

4 ~ . k2 . . ~ . £ -
algoritmo nao deterministico em uma maquina nao decterministica:

Para i=l, a funcao “choice” tem duas possibilidades '
. ~ - . . ~ R ~ .
QO ou | para o valor de x| entac duas magquinas identicas sao criadas.
”» - . -~
Numa o numero O (zero) e o escolhido e na outra o numero |. Ambas co

.

megam a trabalhar paralelamente executando o mesmo algoritmo.Para '
-, . . ~

1=2, cada uma das duas maquinas criadas no passo | tem novamente '

duas possibilidades, sendo criadas portanto neste passo, 4 maquinas.

s’ - 4 . ~
0 atgoritmo continua ate que uma das maguinas execute a fungao '
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. s T ) T . - . s .
"success”. Se nenhuma maquina executar tal funcao, o algoritmo termi
na apos todas as maquinas terem executado a funcao "failure”, Este

. ’ . -
procedimento podera ser representado pela seguinte arvore:

FIGURA 5.1
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. . t -
Obviamente no passo i=t tem~-se 2 maquinas trabalhando
. 14 . ~ .
em paralelo. Deste modo tem-se todas as possiveis sequencias dos va-

lores de X verificando-se aquela (se¢ existir) que tornara
t

E a.x.=b .
. I I -
1= , o o ) N _
- ) I d ”
A complexidade deste algoritmo e definido por t (n? de
. t - .
passoQ mais o tempo gasto pelas 2~ maquinas, trabalhando em paralelo,
~ - - .
para determinar a sequencia otima. Consequentemente, trata-se de um
s -~ . 4 . - . .
algoritmo nao deterministico soluvel em tempo polinomial.
' £,
Genericamente, a ordem de complexidade de um algoritmo
~ . ‘f . rd rd -~ .
nao deterministico e dada pelo menor numero de passos necessarios pa
ra atingir uma solugcao "success”. Se nao exisitir uma sequencia que
~ . rd - ”
conduza a tal solugao, a complexidade e dada pelo maior numero de pas
sos empregados na determinagao de todas as solugoes “failure”.
A classe de todos os problcmas que poderem ser resolvi
- k3 ~ . L4 - . . -
dos atraves de um algoritmo nao deterministico em tempo polinomial e

chamada "classe NP”. Como exemplo de um problicma NP, tem-se o proble

ma de Knapsack, visto acima. Outro problema NP ¢ o problema "satisfi

ability” o qual determina se uma expressao boolean e verdadeira.
Um conceito de vital importancia na teoria da complexi
dade e o conceito da redutibilidade definido a seguir:

PI e redutivel para PZ

4 . .
ritmo A que resolve PI com as seguintes propriedades:

se ¢ somente se existir um algo

1. 0 algor;tmo,A usa como subrotinas, um algoritmo que

resolve P2.

2. A complexidade do algoritmo A e polinomial sem se
contar o trabalho utilizado pelas subrotinas que re
solvem P_.

ervem T

Portanto se for possivel rcsolver P2 em tempo polino -

mial, a complexidade de A sera tambem polinomial.



. - . L -
Qutro conceito importante desta teoria € o conceito da

equivalencia. Dois problcmas Pl [ P2 sao ditos cquivalentes (notagao

PNPZ)sePor:P e P CC P .,

I | 2 2 I
A partir destes conceitos, pode-se agora definir os
problemas fundamentais da teoria da complexidade que Sa0 chamados

“NP-Completos”. Todos os problemas equivalentes ao problema “satisfi
ability”, definido anteriormente, sao chamados “NP-Completos”.Os pro
blemas "NP-Completos” sao todos equivalentes entre si, isto e, sé
exisitir um algoritmo poltnomial para um de[cs,_é possivel construir
a|gorftmos tambem polinomiais para cada um, mas como foi dito ante -
riormente, os cientistas acreditam na nao existencia destes algorft—
mos.

| 0 tcorema a seguir € o mais importante da teoria NP-

-Completa. Este tcorema foi formulado por S.A Cook [ 5 ].

TEOREMA 5.1 - Todos os problemas em NP sao redutiveis

-

para o problema "satisfiabiiity”, (ver demonstragao [+ ], Ts 7).
| A partir deste Teorema, surge o importante corolario.
Corolario 5.1 - Um problema P & NP-Completo se e somen
te se: i) P € Np
i) Existe um problema NP-Completo P’
com P'o¢ P.

_EEZJ P & NP-Completo entao P & “satis-
| fiabi lity”. Portanto P satisfaz i)

& ii)
EEEEJ Partindo-se do principio de que i) e ii)
sao satisFeitoq,entso por i) e teorema '
5.1, PcSatisfiability” ¢ por ii) “satis-
Fiability"w PP, logo P N “satisfiabili

ty” entao P ¢ NP-Completo.
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Nesta unidade, os problemas ate agora discutivos foram pro -
blemas de decisao ou seja problemas que tem como soluggo uma das res
postas “success” ou”failure”. Este fato e justificavel visto que es
tar-se interessados principalmente na classe NP cujos problemas sao
solucionados por algorftmos ngo determinfsticos,os quais tém estas
palavras como-palavras chave. A seguir serao tratados problemas !
"Flow-Shop” e "Job-Shop” que comumente sao formulados como problemas
de otimizagao. Aqui eles deverao ser formulados como problemas de dé
cisgo, para poder-se demonstrar certos fatos de interesse deste tra-
balho. Esta Formulaggo pode ser feita do seguinte modo:

Dado um problema de minimizaggo f (x)e—min, o problema de ’
decisao correspondente seria: existe um X possivel, tal que f(x) ¢ YI

Na unidade 2 a seguir, serao relacionados alguns probelmas

“Flow-Shop” e “Job-Shop” pertencentes as classes P e NP-Completa«

Tambem nesta unidade alguns problemas "Flow-Shop” e "Job-Shop”

com diferentes fungoes objetivas sao demonstrados serem NP-Completos.

Para isto, usa-se o fato de que Knapsack e redutivel neles. A demons
traggo de que Knapsack e um problema e NP-Completo [15] sera omiti-

da desté trabalho.

5.2 - RESULTADOS DA COMPLEXIDADE DE PROBLEMAS "FLOW-SHOP” E
"JOB-SHOP”.

” ) ” 3
Aqui sera listada uma serie de problemas “"Flow-Shop” e

"Job-Shop” pertencentes as classes P e NP-Completa. De acordo com a
lista a seguir, de todos os problemas "Flow-Shop” mais importantes ,

o problema n/Z/F/r'J.=O/Cma-X e o unico pertencente a classe P.Qualquer

~ . ~ ’
alteragao em um dos seus parametros o tornara NP-Completo.

| = ¥Ye um limite superior para f(X).
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Quanto aos problemas ”Job-Shop”, tambem sao poucos os
- ~ ”
pertencentes a classe P e pequenas alteragoes tambem os transforma -
~ -~ ~
rao em problemas NP-Completos. As referencias para cada problema sao

dadas ao lado deles.

Classe P Classe NP-Completa
n/Z/F/rJ=O/Cmax [14] n/z/F/rJ 0/crnax (18]
n/3/F/r = 0/C [18]
n/Z/F/rj= O/zCJ [ 7]
n/2/F/r = 0/, T [18]
n/2/F/rJ= O/Lmax [18]
n/2/F/r = O/ U [18]
n/2/3/r =0,n. < 2/C [13]| n/2/3/r.=0, n.< 3/C [18]
J @ J max J J max
n/3/J/PJ=O, nJ.S z/cmax [18]
n/2/3/r =0t 5 =10 i ] n/2/3/r =0t =1,2/C [19]
n/3/J/rJ=0,thi=|/Cmax [19]
2/m/J/rj=0/Cmax [20]

Agora vai-se escolher os problemas "Flow-Shop”e "Job-
. " — . S = d
Shop n/?,/F/r“j O/Cmax' n/IZ/J/n‘i 3/Cmax e n/2/F/r-J O/Lmax a

lista NP-Completa para demonstrar-se tal fato.
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Nota: Por conveniencia vai-se representar estes proble

mas pela letra P.

Esta demonstragao envolve 2 provas:

i) P e Mp. -
ii) Existe um problema P’ NP-Completo com P‘c P.

Prova de i) E possivei construir um algorftmo de enume
raggo total para.resolver P. Como jé fot visto antes, no desenvolvi-
mento de um algorftmo énumerativo para problemas "Flow-Shop” e “Job-
~-Shop” e geﬁada uma érvorg onde cada nodo representa uma “Schedule”
parcial. Pensando-se em termos de um algoritmo nao determinfstico,sg
be-se que estes problemas sao sollGveis em tempo polinomial conforme’
definicao dada para ordem de complexidade de algoritmos nao determi-

(4 .
nisticos.

Prova ii) Considerando-se o problema NP-Completo P’ co
mo sendo o problema de Knapsack, entao deve-se provar que Knapsack e

redutivel para os seguintes problemas:

) n/2/4/n; € 3/C

X

b) n/3/F/r'J ?O/Cma

X

c) n/Z/F/r*‘j = O/Lma

A ideia desta demonstraggo consiste em para cada pro -
blema "Flow-Shop” e "Job-Shop” acima, formular um correspondente pro
blema particular P baseado nos dados do problema de Knapsack e deter
minar tambem um |imite superior ¥ para a Fungao objetiva f de P. En

tao Knapsack tem soluggc:’@ P tem uma solugz\o S com f(S)<LY.

t

Seja A= ‘Iaj' onde aJ e definido no problema de Kna
J

psack na unidade 5.1.
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Para simplificar a notagao, vai-se considerar o conjun
to dos j’s tais gue XJ=| como sendo um conjunto Ue o conjunto de to

dos os j's como sendo T(TzlJl,...,Jt\ ).

a) Knapsack oc n/2/J/n.< 3/C .
el R T max

Se jam n =t + |
= | €
to a. (j€T)
tha T bt Tt TAD
y = A+ |

~ " I )
' ::i>| Se Knapsack tem solucao, uma schedulc otima

para este problema sera a”schedule”da fig. 5.2 com valor Cmax =A+1=Yy

ﬁ\
M| .JJE U I JJE ™ N |
M, Ja ) In >
| b b+l A+l )
FIGURA 5.2

SR ansd ISe Knapsack nao tem solugao entao nao exis-—

te uma“schedul & com valor C £y.
max

Consider. uma ‘6chedulc otima e seja U o
conjunto dos jobs processados pela maquina MI antes do job Jn,cntao

Z a\j # b logo Zaj—b=c?€0 e portanto :
JEU JEU
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caso | : ¢c>0

Coaxy 2511 * tngy * togg bretitAboAterl >y .
jeu

-caso 2 : ¢c<0

G = % + t + Z tjl |=b+|+A-b—c o

max~ nl2 n2l
J € T-U
=A-c+1>Y
b) Knapsack ¢ n/3/F/r .=0/C
J max
Sejam n=t+I|
t.=l, t..=ta., t..=I (JET
Jl J2 4 43 (JET)
t | = tb, tn2=l, tn3 = t (A-b)

y =1t (A+1) + 1.

: ﬁl Se Knapsack tem solugao , uma “schedule” otima pa

ra este problema sera a ”"schedule” da figura 5.3 com valor C

" max
t(A+1 )+ I=Y
4&
Ml Jieu- Jn JjeT\u N
M, & 7 ‘
2 / J; e u J, JJ.e:T\u N
M o ' -
sz iev | 1geT -1 !
lu| th+{U]+1  tA+|U]+I t(A+1)+1=Y

FIGURA 5.3
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- : w " 4 :
<_—:,Knapsack nao tem solugao, entao nao existe uma “sche-

dule” com valor C < Y.
max

- s » . . -
Considere uma “schedule” otima e seja U o conjunto '

dos iobs processados pela méquina M2 antes de Jn, entao:

Z aj%b l ogo Zaj—b=c7‘0 e portanto:
je u jel

caso | : ¢>0

+ = » =
cmax?fz ta t b, FE =t (b+c) + 1+ t(A-b)
J €u
=t(A+c) +1 = V.

caso 2 : ¢ <0

C >t . ++t . +Y,ta. =tb+l+1+t(A-b-c)=t(A-c)+I>Y.
max nl n2 i _
JET-U
c¢) Knapsack cc n/2/F/r =0/L
J max
Se jam n=t+l| b>» 1 (para b=l o problema e trivial)
tJ|=|, 'CJ.2=1:aﬁj 5 dJ,= t(A+1) + 1 j €T
By - tb, tn2=l, d = t(b+1)+1
¥y=0

:ﬂ Se Knapsack tem solugao, entao uma “schedule” otima

para este problema sera a "schedule” da figura 5.4

A
M| J;EU & - J5E TsU
77 ' ;
N I J I, € T~ X
lu| tb+[U| tb+|U [+ tA+|U |+

FIGURA 5.4



Para J , tem-se C = Z: t 4+t
. n n n n

= | U] +tb+] £ t+tb+l=d
jeu n

! 2

P J., tem- & . + =
ara i em-se CJ Z,tJI-!—tnIH:nz E tJ.z lu | +tb+l+

: il JET-U
+t(A-b) £ t+tb+I+t(A-b)= t+I + tA = t(A+l) + I=d ..
i J:

<:::|Se Knapsack nao tem solugao, entao nao existe uma

"Schedule” com LJ.'S 0,i=l,ass:n

Considere uma “schedule” otima e seja U o conjunto’

dos jobs processados antes de Jn na méquina M2’ entao Z aj—b=c?‘0
e dai’, JEU
caso | : ¢ > 0
= >
Z:-tjl+tn|+tn2 t(b+c)+tb+l 2 t(b+l)+22>dn

JEU
logo Ln>-0 - contradicao
caso 2 : c<0 e U# ¥
thji+th|+tn2+«Z:tJ2= |y |+tb+1+E(A-b-c) > 1+

Jeu JET-U

+b+1+t(A-b-c)=t(A-c)+2 >d. para todo j
: J

entao Lj> 0 - contradigao
Se U =@ nao exisitira nenhuma “schedule” otima, visto
que,para qualquer ordem em que os jobs Jj forem processados tem-se’
sempre uma "“schedule” (ver figd.5onde Cj=tb+|+£A = t(A+b)+|>dJ pa

ra algum j € T.

M, J J.ET

n 1

Y

Yy % [P |

n ]
tb tb+! tb+t tb+1+tA

v

FIGURA 5.5
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CAPTTULO VI

APROX IMACOES HEURIST{CAS

6.1 - METODOS HEURISTICOS PARA PROBLEMAS ”FLOW-SHOP”.

No capftulo 4, viu-se o método enumerativo “Branch and
Bound” e com ele, vitais desvantagens.

Aqui, serao tratados os metodos Heuristicos para pro -
blemas “"Flow-Shop”, os duais evitam tais desvantagens, contudo apre-
sentam outras, como por exemplo, a incerteza quanto a qualidadé da
soluggo. Aqui so se estar interessado nas “Schedules” permutaggo.

Serao abordados nesta unidade, tres algoritmos heuris-
ticos. O primeiro foi desenvolvido por Palmer. 0Os dois ultimos se ba
seam no algorftmo 2.1, sendo que o segundo foi abordado por Gupta e
o terceiro por Campbell, Dudek e Smith, tambem conhecido por algorfg
mo CDS.

i) Palmer seguiu a seguinte linha na descrigcao de seu

£ . . . -~
algoritmo: associar a cada job JJ um peso a partir da expressao

m
s(§) = 22 (m+|—2k)tj 1 -k onde j=I,...,n
k=1 2



Fi

sao os numeros dos Jobs e m a QUantidade de méquinas.'Apés determinar
S(j) para cada job JJ’ sequencia-los utilizando os valores de S(j) de
maneira nao crescente. Este algorftmo nao esta definido de maneira ’
Gnica, pois podé ocorrer de S(k)=S(1)k#l. Para tor&é—lo Gnico,deve;se
colocar o joijk na sequéncia-anteé-do Job JI’ somente quando kk b

A determinacao de todos os valores S(j) é feita em ’
O(mtn) operagSes. A ordenaggo dos jobs em 0(nlogn) operagaes e portan
to a complexidadg deste algorftmo e da-ordem max{m.n, nlogn} .

Este algor{tmo sera ilustrado atraves do exemplo 6.1
abaixo:

Exemplo 6.1 - Utilizando-sedo algoritmo de Palmer,deter
minar uma soiuggo para os problemas com os dados especificados na ta-

bela 6.1 abaixo:

. Job
TABELA 6. 1 mag | 't Y2 I3 4 Js
My |4 3 1 3 5
Mil2 2 3 2 5
My 5 3 4 s

Como m=4, S(j) toma a seguinte forma:

4
S(j)= géi (S_Zk)tj,S-k e portanto para j=l,...,5,

tem-se:

s(|)=3t|4+tI —t|2—3tl|=|0

3
Analogamente,

S(2)=-4, S(3)=8, S(4)=-4 e S(5)=-6
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A sequencia otima ¢ t lo e j
q a para este exemplo e J'J3J2J4J5 cuja

~ r'd L4
representacao grafica e mostrada na figura 6.] abaixo:

" ’ o o

My Bl R] Y - Jy Js

£ BN BN AR

v

v

s v/ ST 331 i I | -
“s WA o [ 93 [ 9a Ve
I 3 567 10 1213 15 18 19 21 24 206 27
FIGURA 6.1 - ”Schedule” construida a partir da sequéﬂ

cia obtida pelo algorftmo de Palmer.

.. ‘4 . . + # £

ii) 0 algoritmo aqui discutido e o algoritmo de Gupta.

% £ £ 2 .

Gupta aplicou seu algoritmo e o algoritmo de Palmer em um numero mui
- . 2

to grande de problemas, e na maioria dos casos seu algoritmo demons -

trou maior eficiencia.
[ 7 .
Gupta para desenvolver seu algoritmo heuristico, tomou
~ I L .
como base a extensao do algoritmo 2.4 para 3 maquinas.

Com base neste fato, Gupta generalizou o aigoritmo 2

do seguinte modo:

s(j) = ej onde
|£mki‘2‘m—| {tjk+ tj,l<+l}
=1 se t., < t.
Jl Jm
-1 se tjl > tjm =gy i



A sequencia dos jobs e obtida utilizando-se os valores
de S(j) de maneira nao crescente

As restricoes para a ordenacao dos
S(j) sao as mesmas feitas no algoritmo de Palmer

A ordem de complexidade deste algorftmo, tambem e dada
por max (m.n,nlogn).

Exemplo 6.2 - Aplicando-se o algoritmo de Gupta nos da
dos da tabela 6.1 tem-se

s(1) = €|

=L
5
m.n{t||+ tigr t1ot tigr t13 7t t|4}
Analogamente,
s(2) = -1/5, s(3)=1/3, s(4)=-1/5 e s(5)=-1/6.
) ’ ’ A sequéncia para os jobs e J3J J5 294 cuja representa-
cao grafica e:

M5 J, Js Jo Ja 3
My W | 35 19 F Y, ;
// ki 2//'%'1 . ' o [ 94| .
, >
o N /R 4
790 T2 Lk En o 2

v

27

FIGURA76.2v— "Schedule” construida a partir da sequen

cia obtida pelo algorftmo de Gupta.
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iii) O terceiro e Gitimo algor:tmo heuristico para proble
mas " Flow-Shop” que sera discutido neste trabalho,é o algoritmo CDS.
Talvez este e o mais eficiente algoritmo heuristico para problemas ’
"Flow~-Shop”. Isto érbem racional devido aos dois fatos abaixo:

i) 0 uso da regra de Jphnsonl cada vez que o-algorftmo’
e ativado.
ii) Durante a execugao do algoritmo, muitas “Schedules”’

sao criadas podendo-se escolher a melhor.

Algor:tmo CDS (Algorftmo de Campbell, Dudek e Smith)

Para clarificarn, usa-se SJ' em vez de.t.i como sendo o
[}

tempo de processamento do job Jj na maquina Mi

l. For i «— | to m-1 do
begin i
2. txé_'z; S.. .
gl k=1 7k
T
e—-— -
o tid = O ket
&s Calcular a sequéncia Si e o valor da funcao objetiva f. com o
algorftmo 2.1 de Johnson, usando os valores tji;
end;
5. Escolher a melhor sequencia Si*.

| - ver unidade 2.2
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. £ ‘ -
A ordem de complexidade deste algoritmo e m vezes a or-

dem de complexidade do algoritmo de Johnson, ou seja m.nlogn.

Campbell, Dudek e Smith aplicaram o algorftmo.CDS em um

- . " . ”
numero muito grande de problemas e apos compararem estes resultados’

com os resultados obtidos pelo algoritmo de Palmer, concluiram que

‘1 il - - - .
seu algoritmo e mais eficiente tanto para problemas grandes (muitas’

”,
maquinas) como para problemas pequenos.

e ” P .
Este algoritmo sera ilustrado no exemplo a seguir:

Exemplo 6.3 - Aplicar o algoritmo CDS nos dados da tabe

la 6.1
Para i=l, tem-se: jl tJZ
¢1 I L4
4 4 3
L 2 A
4444 6 5
- 3 }
'f v Y ;
3 J3 J2 5
S|=JIJ3J4J2J5 com C ax 28
Para i=2, tem-se t. .
Jl J2
JI 5 7
Jz 7 5
33 3 7
54 -5 7
3 S &
,V ¥ 5 | l X
ds 4 J. 4.
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32=J3J|J4J5J2 com Cmax=27

Para 1=3, tem-se

tjl . tj2
JI T H -
519 8
J3 0 8-
__J4 [ e
| 2 1 :
Jv v E - - l h 4
J3 JI JS J4 J2
83= J.3J1J5J4J2 com Cmax = 29

A melhor sequgncia foi a 32 cu.ja representagao :

) .
grafica, segue- se:

J

¥

=
4

Y EE N BN W Jo1
AWVza 3. 1 3 1 I A Y Y.

23 S5 7 910 12 14151617 20 223 24 21

A 4

FIGURA 63 ”Schedule” construida a partir da sequég

cia SZ obtida pelo algoritmo CDS.

0 . . 3
Analisando-se as sequencias determinadas pelo 3 algoritmos,’

.constata-se que neste exemplo, toda deram o mesmo resultado.
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6.2 - METODOS HEURTSTICOS PARA PROBLEMAS “JOB-SHOP”.

Viu-se na unidade 4.2 que os metodos enumerativos para’
problemas “Job-Shop” nao sao aconselhéveis,'dada o seu crescimento ex
~ponencial com os dadoszvdo problema, tornando-se as vezes, impossfveis
de serem solucionados. Nesta unidade, serao tratados os metodos heu -
risticos que evitam tais problemas.

.Enquanto no metodo enumerativo “Branch and Bound” em
!

e ’ - . . - -
cada passo sao criadas varias "“schedules” parciais para atingir-se

- P ”
aquela com N elementos e Cma minimo, no procedimento heuristico aqui
X

rd $ - -~
desenvolvido, e criada apenas uma,ou seja,aquela que conduz a solucgao

” . - - .
viavel atentando-se para uma das regras de prioridade dadas abaixo:

SPT (Shortest Processing Time) - selecionar a operaggo de me-

nor tempo de processamento.

MWK (Most Work Remaining) - selecionar a operagso do job que
tiver o maior trabalho res -

tante para ser processado.

MOPNR (Most Operation Remaining) - selecionar a operagao que
tiver o maior numero de su -

cessores.

LWKR (Lest Work Remaining) - selecionar a operaggo do job que
tiver o menor tempo de traba
lho restante para ser proces

sado.

RANDOM (randon) - escolher a operagao aleatoriamente.

” = ” 3
2 - numero de jobs e maquinas.



NOTA: existem outras regras de prioridade mas sao de

menor interesse e por isso serao omitidas deste

trabalho.

" T“Jeremiah Lalchandani e Schrage fizeram um éstudo de to
~ das estas regras de prioridade para a escolha da mais eFiéiente.EIes
observaram que com o .objetivo Cmax'é impossivel determinar precisa -
mente a melhor, muito embora tenham observado que na maioria dos pro
blemas, a melhor “schedule” e obtida atraves da regra de prioridade’
MWKR ou uma de suas variagoes.

Estes cientistas tambem analisaram outros tipos de fun
gSes objetivas as quais nao serao tratadas aqui .

0 algoritmo heuristico que sera aqui discutido, e apli
cado para o mesmo tipo de problema descrito na unidade 4.2. Todas as
variéveis, que serao usadas neste algor{tmo, ja foram definidas no '
algorftmo 4.2 com‘excessso de n(S) que significa o ﬁﬁmero de opera -

coes processadas em S.
ALGORTTMO 6.2

S 4= X
While n(S) £ N do
begin
Forme o conjunto 0(S) com todas as operacoes ’

Ojki processaveis em S;

Pirkrir *“om'"eo( Lot
. T
While 0(S)## do
begin
Escolher 0. ., € 0(S)
Jki
if 6, ., <@g then

kit P ki

84
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Utilizar uma regra de prioridade especifica
da, para a escolha da operaggo que devera '

~
ser acrescentada a “schedule” S;
end;

end.

As restrigSes para efeito da programagao,se comportami
exatamente como no algorftmo.4.2 .

Exemplo 6.4 - Aplicar este algoritmo heuristico nos da
dos das tabelas 4.2(a) e (b) e utilizar a regra de prioridade MWKR
para a escolha da operaggo que devera ser processada em cada passo.
Em caso de operagSes com a mesma prioridade, utilizar (somente nestes

casos) a regra de prioridade SPT.



86

Passos MWKR (JJ) "Schedule parcial”'S
0 0I|2 7* 1 >
Oy ) Oy ;
0312 6 | >
e X =
%123 g
I 0 3 >
211 . D112 0312 .
0 6 "
%123 0211 ’
2 0 *
214 3 P112] 0312 5
0z9) - B
I 3 -
0 6_)(- A
123 i
3 . 021 "
321 B Opz2| 0312 -
7 0123 [ .
1 3 g
A
0131 . a
4 " 0211 032] %
032| 4 0” O3|2 -
7. 0123 .
| 3 5 7
0 2')(- A >
; Kl O21 0321 %13 |
Orp| 032 5
(L dbx >
: 3 5 7
FIGURA 6.4

Como a "schedule” S de L no passo 5 tem N elementos, entao

o £ . * .
de acordo com este algoritmo heuristico esta devera ser aescolhida.
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CAPITULO VI I

ANALISE DO PIOR CASO PARA PROBLEMAS “FLOW-SHOP” COM OBJETIVOS Cm

E 2.C..
J

ax

Em capitulos anteriores estudou-se os problemas "Flow-
Shop”, sua complexidade, algorftmoé exatog para casos especiais, al
goritmos enumerativos e suas respectivas desvantagens, soluqSés f
aprcximadas de um problema ”“Flow-Shop” medfante metodos heuristicos
e agora analisar-se-ao as piores ”"schedules” obtidas mediante sim -
ples algoritmos de aproximagao (algoritmos heuristicos). Para isto,
serao estabelecidos limites superiores para a razao entre o valor '

da funcao objetiva de uma ”schedule” obtida por um processo heuris-
¢

tico qualquer e o valor da Funggo objetiva da “schedule” otima do

problema.
- - - -

Por simplicidade, na analise da pior ” schedule ” se-
rao consideradas apenas as " busy schedules ”, isto e, " schedu
~ - - 3 =
les ” onde nao ocorre ociosidade em pelo menos uma maquina . do

” ". ” ~ ~
problema. Tambem nesta analise so serao tratadas as funcoes ob-

r

Jetivas Cma e E:Cj definidas no capitulo |I. Uma schedule”
X

”

' ” 3 I
qualquer e notada por S e a schedule ” otima por S . Tambem

por conveniencia de notaggo FT (S) (finish time)representa o tempo’
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de conclusao do ultimo job do problema na "schedule” S (FT:Cmax) e

MFT(S) (mean flow time) representa a media entre os témpos de conclu
sao de todos os jobs na “schedule” S (MFT =.%r Jgﬂ CJ)'

Durante este capitulo certas heuristicas sao-utiliza -
das e bor isso devem ser definidas aﬁui. Para isto prééisa-se defi -
nir tempo de processamento de um job. Define-se tempo de processamen

to de um job JJ como sendo a soma dos tempos requeridos por cada ope
. bl

racao deste job, isto e"k=|_tjk'

E importante lembrar que neste capitulo so se estar Iﬁ
teressado nas “schedules” permutagao.

Define-se “LPT - “Schedule” (Largest Processing Time’
First) como sendo a heuristica que executa primeiro o job com maior’/
tempo de processamento i'SPT - "Schedule” (Shortest Processing time
First) aquela que processa os jobs na ordem nao decrescente de seus’

tempos de processamento.

. Nos teoremas seguintes, serao discutidos os limites su

periores para as razoes FT(S)/FT(S') e MFT(S)/MFT(S").

7.1 - ANALISE DO PIOR CASO ATRAVES DE HEURISTICAS PARA PRO -
BLEMAS COM OBJETIVO C .
max

TEOREMA 7.1 - Sejam S-;‘L uma “Schedule” otima para um '’
problema do tipo n/m/F/rJ=0/Cmax, (m>2) e S uma "busy schedule” ’

qualquer para este problema. Entao FT(S)/FT(S%) £ .

Prova: Sejam RJ o tempo requerido por todas as opera -

m n
gaes do job J. J<l,:..,n, isto e, R. = _ZI . e R= Z; R..
J J i=l  Ji J=
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Para qualquer “busy-schedule” S tem-se que FT(S) £ R.
Logicamente a “schedule” otima S% e tal que FT(S%) > R e assim FT(S)/
/FT(S) € m. " |
| | Um procédimgﬁto'particular de "busy schedule” o o LPT
\" = "schedule”. Portanto este teorema tambem e valido para o processa-
' mento heuristico LPT - “Schedule”.

Para ilustrar este algoritmo e para mostrar que este ’
Ifmite e 6 mehor-possfvel, usa-se o exemplo particular abaixo:

Exemplo 7.| - Considere o problema "Flow-Shop” de m mé

quinas, n jobs e tempos de processamento dados por:

t.. =k ' | £ i £ n

iJ

tJ.i =£J | € j€n l€i<m i # .
£ D . para | €j €m - | e £ < < k.

J J+Ii I

A "schedule” S obtida pelo LPT- ”schedule” e dada na
figura 7.1 (a)

A “schedule” otima S e dada na figura 7.1 (b):

1 K €2 |€; €

v

=
o
5
v N
m
-~
m
+J
Y

WU 2 e Ve KI5 En >

FIGURA 7.1 (a) "Schedule” (permutagao) obtida atraves
da heuristica LPT-"Schedule”.
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A
M) lenln c .. o K -
My Pl - Tall s >
Ms%m%sm- ;s K € !¢, -
. s
[ — 1,

FIGURA 7.1 (b) - "Schedule” otima para o exemplo 7.1

Nota: Esta “schedule” é otima porque os jobs dispostos desta

. ~ . 4
mane:ra dao o menor espaco oCci10so possnve| - m=| )

0 tempo de conclusao da “schedule” S & FT(S)=mk+ }Z; EJ

. 3 L
da “schedule” otima S e FT(S ) = E £ + k + (m=1) e |
| = I -

k+ 2 &,
portanto FT(S)/FT(S*) £ lim " = = N

P02l € +k + (m-1) €

=2 J

g — V. ~
Como | 0 ® .EI < EJ VJ>I entao EJ. —> 0 para qualquer ¥

» - .
Em se tratando da analise do pior caso para problemas

" "Flow-Shop” que objetivam Cmax e possfvel utilizar um outro procedi-



: 4 . o . :

mento heuristico de modo que a razao entre a “schedule” determinada’
4 . - 3 5

por esta heuristica e a "schedule” otima do problema seja menor ou

|
i I L.
igual o [

. £ . o s .

- Este procedimento heuristico e denotado por Particiona
£ . . 5 - . e -
mento-Heuristica e consiste em dividir as maquinas em grupos tal que
2k+l e 2k+2, k € {0,..., [ m/21} pertengcam ao mesmo ‘grupo; no ca
l . ¢ i . * . ” . * .

so de um numero impar de maquinas a ultima maquina sera analisada so

; g ) ¢ 2 :
zinha. Depois aplicar o algoritmo de Johnson” para cada grupo e fi -

" = . .

nalmente concatenar as”schedules” Obviamente esta “schedule” final S

~ » . ~
geralmente nao e uma "schedule” permutacao. Com base nestas defini

coes, pode-se agora demonstrar o teorema seguinte:

TEOREMA 7.2 - Sejam S uma “schedule” otima para um ’
problema do tipo n/m/F/r‘JFO/Cmax (m > 2) e S a ”"schedule” gerada pe

£ o . 4 - ~
lo algoritmo particionamento-heuristica para este problema. Entao

FT(S)FT(S)  |™/21:

Prova: Seja FT(S;) (i=l,..., [ m/2 ] ) o comprimentor
de cada "schedule” Si obtida pelb algoritmo particionamento-heur?sti
ca: Entao FT(Sw)z max { FT(S;)} pois cha "schedule” Si e obtida pa

ra o sub-problema. Por outro lado,

41 .
FT(s)§ 2 FT(s;) £ Pizal e {FT(si)B . Assim FT(S)/FT(S )£
, =

£ M2l -

m ] : ] : : | m
| - r-z representa o menor i1nteiro maitor ou i1gual a )

2 - Algorftmo desenvolvido na unidade 2.2

0l



92
Para ilustrar este teorema e para mostrar que este limi

” 5 . ’, . .
te e o menor possivel, o seguinte exemplo sera discutido:

Exemplo 7.2 - Considerando-se o problema "Flow-Shop”. de

m méquinas (m fmpar), n jobs e tempos de processamento dados por:

t,j,2|"—l - Ezr!_l A tj'zr, = k tj,m=0’ J=I,---.'r'\'-|
| r=l,...,ﬂ:l
2
b~ & t =(n-1)k i=l,...,m-| onde
ni m-1, nm
2 < € << L £ m=3
2j-1 < E2‘j+l i k = .

” . i 3 . - 2 i
Apos aplicar-se o algoritmo particionamento-heuristica’

"

para este exemplo, tem-se como resultado a "schedule” dada na figura’

7.2(a). A “schedule” otima para este problema e dada na figura 7.2(b)
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A

IEquT]”'EIIm-I[ >

22%% K L"1 K lgm:ﬂ >

e |- [E e B

vtz < 1l « el .
b e "

iy i % -l _J

[t ittt M;- K o] L3

FIGURA 7.2 (a) "Schedule” obtida atraves do Algorftmo'Particionamento-Heur;stica.= ‘J'”r'?
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F

My Enst [EJE] <o ]

MZ /57% Em-l’ K o ] s ” . ] i
iy 3 :
| K l E e

o2l ///////4///%-1/7//

4m—'%//M//////// ] s e [T R
dm / ///////////// % W% K ) K ] : “ e e % e e l ?3
i | (ntl)K )

FIGURA 7.2 (b) “Schedule” otima S* '



0 tempo de conclusao da “Schedule S e:

FT(S) = r"‘—;?‘-] ( (-1) Kk +E

3
-

oy
e da "Schedule” S e:

=
|

+ (n-1) kK +

}F“}o
m

FT(S™) = (m=1) £

-1 2 2r=1

m- |
=2
%221 ( (n-1)k + € D $ ¢ b Ul B
m= s 2_] :
(m=1)/2
€ % (m) € +(n-nk+ 3
m- | — €
m- 1 - =2 2r-|
m-2
,’-——] (n-1) k  + (n-1) k
- m-2 _ m =
J (n-1)k = %%+ 12 3 1. como g
entao todos os valores Et tendergé a 0 (zero) visto que Em-l e o maior

deles.

- £ . e . . #
O mesmo raciocinio e utilizado quando m for um numero par.
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7.2 - ANALISE DO PIOR CASO ATRAVES DE HEURTSTICAS PARA PROSLE

MAS COM OBJETIVO Cj'

TEOREMA 7.3 .

Sejam S uma ”"Schedule” otima para um pro

n
blema do tipo n/m/F/r .=0 2;(:. e S uma "busy-schedule” qualquer para
j =

este problema.

Entao MFT(S8) / MFT (8 ) £ n.

Prova: Para qualquer "busy schedule” S sabe-se que C. <R
m

n
J=l,...,n onde R = j;IRJ e R.==.Z: t.. , e portanto “FT(S) < R.

g = I

Por outro lado, para a "schedule” otima Sw, tem-se RJ (S?) < CJ(SV) e

assim N
wrT(sH =L e (s >L )2 & =B
n 4 n " i) n
J=I
Logo MFT(S)/MFT(S ) £ n.
Para ilustrar este teorema e mostrar que este limite e

£ 4 . - . .
o menor possivel para este algoritmo, o exemplo seguinte sera discuti

ldo.



Exemplo 7.3 - Considerar o problema “Flow-Shop” de 2 méqui -

nas, n jobs e tempos de processamentos dados por t_|==E, € 7¢n
J

o=k et. =% 2<j%n e Scfcel
12 42 <

Em se tratando da fungao objetiva E:C., a “schedule” *

otima S para este problema ¢ a "schedule” da figura 7.3(b). Por ou-

[ .
tro lado, quando aplicada a heuristica "busy schedule”, encontra-se’

uma “schedule” S mostrada na figura 7.3(a).

A
M[ 13 £ £ ‘ < N
. Bz ¢ 1
M2 /142 K lé é g 6 ! >

. . R I
(a) - “Schedule” S para o exemplo 7.3 com objetivo 2.7 ..

mlEle ele] - £ \
“WASYSYSYs) - [SY K N

(b)

"Schedule” otima S para o exemplo 7.3 com objeti-

VO_E:C..
J

FIGURA 7.3
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A media dos tempos de conclusao dos jbbs na "schedule”

S e dada por

[ (E+k) + (E+k+8 ) + (Efk+35 ) + ..t (FfS_f (n=1)$ 1=

3|—

MFT(S)=
= (k+E) + (n-1) 3/2 e‘PaPa a "schedule” otima S* e
MFT(S™) =1 [ (E+6) + (2 8+8) + .oot ( (n=1) €48) + (n €20) ] =

= (n+1)E/2+ § - S/n + k/n

Assim MFT(S) . lim k4 €+ (a=1) § /o
MFT(S*) o <5 1) (n+1) E/2 + S - S/n + k/n .

Como E — 0 entao s-—o Q0 pois E >8

Vale observar que a heuristica utilizada na determina-
cao da "schedule” S do exemplo 7.3 foi processar os jobs em ordem ’

nao crescente de seus tempos de processamento S t... Esta heuristi
: LR

ca e conhecida por SPT-"schedule”.

TEOREMA 7.4 - Sejam s uma “schedule” otima para um '
problema do tipo n/m/F/rJ=O/ Z:CJ e S um SPT-"Schedule” para este “

problema. Entao

MFT(S) ¢ min {m,n}.

MFT(S¥)

PROVA:
i) De acordo com o teorema o i

MFT(S)/MFT(S ) € n.



ii) Sem perda de generalidade, supor que RI$R5€ «++ <R
2 n
‘entao _ -
i I n | N i
CE(S)S‘ Z R_j e portanto MFT(S)=~; Z C;(S) B Z z R_j'
: . ) 1=] i=l =
J=l

Por outro lado, seja (Jj § Wik mig JJ ) a ordem dos Jobs de acordo com

i 2}

e - * )
seus tempos de conclusao da "schedule” otima S . Assim,

-

Rj por causa da ordem dos R.

k

|
| J m

L -

n i
Z: R. e consequentemente
= J '

. 3% |
Logo MFT(S*)2—— ).
mn | J=1

MFT(S)/MFT(S") < m.

. > ”~
Para ilustrar este teorema e mostrar que este |imite e

s . . s " - - .
O menor possivel para este algoritmo, o exemplo seguinte sera discuti

do:

99
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Exemplo 7.4 - Considerar o problema "Flow-Shop” de m méquinas

mn jobs e tempos de processamento dados por:

jl

J!

onde

J2

J2

€.
J

= £ oa Tl aaE 1 = . . =}
J2 J3 Jm | J
. = } = sas = £ -_-.E . = +I'.__'2
j2 = k tJ3 ' o J=n n
.=k t.,.=...=¢t. = E_ j=2n+1,...3n
E3 tJ3 J4 Jm 3
= t. =£,t. =k, i=(m=1)n+1,...,mn
s gm=| m Jm
. k
£, I € stm=il) E <<=,
J+l n*

L4 -~
De acordo com o algoritmo SPT, a “schedule” S sera a

"schedule” da figura 7.4(a). Por outro lado, a “schedule” otima S

‘para este problema e a ”"schedule” da figura 7.4 (b).



T % 1 - [ x (Gl lEh] - [l 5] -

101

v

n

FIGURA 7.4 (a) "Schedule S para o exemplo 7.4 com objetivo Esj..:.», moa b.i



i
m-

EL e PEdb. - Mae [e] K | € [EnalCng] - -- K sl ) [TEd k3]

102

FIGURA 7.4 (b) “Schedulc” otima s* parh o exemplo F: 4 com objetivo ,ﬁcj

5 N W R L 1 B N L R K £ - sl TR & .

v € € lnal = oo | K o E ] [€  [Epal = | K [€21E Pl A K 55 s

Y e [t lbd oo« G [E ] o=« [ ¥ T&BE] sllad | SRR I R SIEE .
e e T k] lsdiite [ cee

VT K oo - - o Teal x 16  ---" " [] £ > [x 15l [E] i

K [fm2lbd - [EL [e [zl =< E] & c--. ] K €t | Bt &, [€, .

s . 2n (m=1)n mn ?
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A media entre os tempos de conclusao dos Jobs da “sche

dule” S (Figura 7.4(a) ) e:

MFT(S)= ;%f [((m-1)E,+k) + ((m-1)E +2k+. . . +((m-1)E +nk)+
+( (n-2) EyEy + (nt1)K) + (m-2)ExHE, + (n¥2) k )+erun 4

4 ((mm2) EpEy + 20k) + ( (m-3) £y + B, + £ + (2, kbe.nt

2 2 3 n+ |

+ ( (m—3)E3+E2+83+3nk) + vuee + ( (m=4) E4+§2+53+E4 -

+ (3n+l)k)+ ...+ (EZ+ ..+Eh_| + (m=1)nk + ...+

+ (52 + 83 t ...+ E +tmn kf&=

[‘(n(m-l) E, +k + 2k + -« atnk) + (n(m—zj E, +n 52 %

z|-

+ (n+1) k + ...+ 2 nk) + n(m-3) €, + n(E, + ES) +

+ (2n+1)k +‘... + 3nk) + n(m-4) 54 + n (EZ+53+E4) -

+ (3n+1) k +,"‘ + 4nk + ... + n(E2+€3 + u. + Em) -

+((m=1) n + 1)k + veemsav... + mnk) =
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= ?#7 [ k+2k + .. +nk + ( nHl) K+ .. + 20k + <o + mnk + n/m-1)E,

+_n(m—2)€2 + nEz_+ n (m—3)53 + n(E2+E3) + n(m—4) E4 -

+ n(E2+ E3f54) + ..+ n(E2+E3 + . +Em) ] =

m=| m-2
— [ (I + . mn) mnk il E: (i) EJ + z: (j-1) Em—j+ Em) | =
: J=I

mn 2
J=i

Para os jobs da “schedule” otima & (Fig. 7.4 (b) ), tem-se
e | |
MFT(S) = — [ ((m-1) Em+k )+ (m1) E +k+E ) =

m-|

ZE.)+
J

+((m-1)€ +k+E _ + € Y # e F (mfl) € +k + <

| m=2

: m m
+ ( (m=1) E+ k4 Y E; + k) + ((m=1)E +k+ 5~ Ej+k+Em-|)+"'+
J=2 =2

.m-

'+...+((m-1)Em+k+ZE.+k+Z EJ)]+((m-|)Em+

=0 J j=I



k2 ZE +k))+...

_J=2

__+ EE +((m|)E +k+3(ZE+k))+((m—l)E+k+-

b 3(ZEJ+1<)+

=z

v 3

J=i

P ) e
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+((nI)E+k+2( ZE + k) +

J=2

J=2

N 2

m

J=2

g, + oot ((m-1) E +k+(n|)(ZE+k))+

+((m-l)e +k + (n=1) ( Ze f k) Z
+ E =

+Y.é.|
J J

|
—;; [ mk + 2 mk+..

Jj=2

= mn [ mn ((m=1) Em +k )+ mk + 2

m k

J=I

+ was

+ (n=-1)m k +

+ (n=1) mk + mnk + Z. E. 1 =
J J -

mn

+( (m=1) E ++3 ( ¥ €+
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Assim,

k(1 + mn) + 1. B, "E,

MET(S) <. lim > <J d :

3

MFT(S
(") n—> 00 k (1+n) + | Z. E,
2 mn J J
£.— 0
J
: +

|I|T| I m_n = m

I + n
n->00

Aqui, encontrou-se como limite o valor m e no exemplo

<~ . ” -
7 s o valor n, logo a solugcao final e min{m , n
’ 9 S
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CONCLUSADO

Neste trabalho foi feito um apanhado geral dos diversos métg
dos de soluggo_para problemas “Flow=Shop” e "Job-Shop”. Conforme foi
visto durante todo o contexto, estes problemas tem despertado grande
interesse entre os pesquisadores oéeracionais, devido a sua aplicabi

lidade no processo industrial e tambem a grande quantidade de proble

mas em aberto.

Quanto ao capitulo ||

' 0 unico algorftmo exato capaz de resolver problemas "Fl ow=
-Shop” em tempo polinomial, foi escrifo por Johnson e resolve todos
os problemas do tipo n/Z/F/rJ=O/Cmax. Sua otimalidade foi demonstra-
da neste trabalho.

Alguns problemas "Flow-Shop” muito particulares de 3 méquinas

com Funggo objetiva Cmax' podem ser resolvidos também em tempo poli-

. < . . . e
nomial, usando o algoritmo de Johnson mediante algumas modificagoes.



Quanto ao capftulo 1)1
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i ” " " : £ =
Os problemas “Job shop do tipo n/Z/J/nJ,Z/Cmax e n/z/J/tjki

0. diwt ¥ . .
_=|/Cmax podem ser resolvidos por algoritmos exatos em tempo polinomi-

al. Melhorou-se de maneira consideravel a demonstracao da otimalidade
deste algprftmos.
Existem outros alogrftmos exatos e polinomiais para problemas
” job-Shop”, como por exemplo o algorftmo recentemente escrito por P,
l —_ : P s, -,
Brucker para o problema do tipo n/z/J/tjki=|/Lmax' A ideia e a mesma
_do algorftmo para o problema n/z/J/tjkizl/Cmax onde as operagSes OJF'

com rotulos dados por (Ojk)=dj_nj+k devem ser processados de manei-

ra nao decrescente.

Quanto ao capitulo IV:

Conclui-se que os algorftmos "Branch and Bound” para proble -
mas “Flow-Shop” e ” job-Shop” apesar de resolverem, de maneira exata ,
problemas deste tipo, sao muitas vezes desaconselhaveis ou mesmo in-
trataveis, devido ao seu crescimento exponencial com os dados do pro-
blema.

Neste trabalho, o algorftmo "Branch and Bound” para problemas

"F|l ow-Shop” alem de ter sido generalizado, foi escrito utilizando-se’

| - Este algorftmo ainda nao foi publicado.
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uma lista, tornando deste modo,Fécil de entender e implementar. 0 al

gorftmo “Branch and Bound” para problemas ”"Job-Shop”, foi escrito a

partir do a]gorftmo de enumeragso total. Aqui também usou-se uma lis

ta para melhor entendimento.

Quanto ao capitulo V:

Este capitulo trata da teoria NP-Completa assunto de maior '
polémica entre os pesquisadores operacionais da atualidade.

A partir desta teoria tem-se argumentos contra a possibilida
de de resolver problemas NP-Completos usando algorftmos polinomiais’

em um computador comum.

Fundamentais diferengas foram dadas as classes P e NP. Tam -

- ® . " o ¢
bem foram dados varios conceitos e demonstragoes tornando-se possi -

vel verificar quando um problema e NP-Completo, conforme foi feito ’

com varios problemas "Flow-Shop” e ”“Job-Shop”.

Este capftulo esta inteiramente ligado a ordem de complexida

de de algorftmos.

Quanto ao capitulo VI

Os algorftmos heurfsticos para problemas “"Flow-Shop” e "Job-
. Shop” sao algor?tmos polinomiais e aplicaveis para qualquer tipo de
problema . Entretanto,eles apresentam certas desvantagens, como por
exemplo, a incerteza quan£o a qual idade da soluggo. Quantos aos métg
dos heuristicos para problemas ”flow-Shop” desenvolvidos neste tra-
balho, Campbell, Dudek e Smith fizeram um estudo comparativo de seus

- - ~ .
resultados constatando, na maioria dos casos, maior eficiencia no

algoritmo escrito por eles, tambem chamado algoritmos CDS.
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Melhorou-se a linguagem deste algorftmo a partir do algorft—
f)
mo de Johnson”.

~ Quanto ao capftulo Vil =

- € . <) £ » %
A partir de certas heuristicas, e possivel determinar a quali
dade da solugao de um problema determinando um |imite superior para a
razao entre o valor da fungao objetiva de uma “schedule” obtida para’
” ~
um processo heuristico qualquer e o valor da funcao objetiva da "sche
”
dule” otima do problema.
Aqui foram discutidos somente problemas “"Flow-Shop” e as fun-
coes objetivas Cma e Z:Cj com resultados muito simples. Desenvolveu
- -
i e
-se exemplos genericos para mostrar que estes limites para estes algo
3 i e z F . . 5 - .
ritmos, sao os menores possiveis. Na bibliografia so tinha-se exemplos
com m=2.
- - . s z . .
E provavel que seja possivel construir outras rotinas que tor
‘ = &
nem estes limites melhores como tambem trabalhar com outras funcoes '

objetivas e com os problemas "Job-Shop”.

2 - A|090rftmo desenvolvido na unidade 2.2
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