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Resumo

Este trabalho aplica um novo procedimento para determinar modelos analiticos
de mundos-brana hibridos. I construido através de modelos de trés campos acoplados a
gravidade em um espago-espago (4 + 1) dimensional que geralmente sao de dificil trata-
mento analitico. Aplicamos o método de extensao para construir modelos de trés campos
em cenarios de braneworld. A ideia fundamental do método é combinar trés sistemas de
campo de uma maneira nao trivial, para construir um modelo composto por tres campos
escalares efetivos. O principio subjacente ao sucesso do método nesta dissertagdo reside
no método de deformacao.

Palavras-chave: Teoria classica de campos, Campos escalares, Modelos analiticos
de trés campos, Mundos-brana, Método de deformacao, Método de extensao.
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Abstract

This work applies a new procedure to determine analytical hybrid braneworld mo-
dels. Tt is constructed via three-field models coupled with gravity in a (441) dimensional
space-time which in general is difficult to compute analytically. We apply the extension
method to construct three-field models in braneworld scenarios. The fundamental idea
of the method is to combine three-one field systems in a non-trivial way, to construct an
effective three scalar field models. The underlying principle to the success of the method
in this dissertation lies in the deformation method.

Keywords: Classical field theory, scalar fields, analytical three-field models, bra-
neworlds, deformation method, extension method.
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Capitulo 1

Introducao

A fisica e as teorias de dimensoes extras continuam a atrair enormes atengoes de
cientistas curiosos, especialmente fisicos de particulas. Essas dimensoes extras desem-
penham um papel relevante em quase todas as teorias fisicas que explicam interagoes
fisicas baseadas no modelo padrao [1-7]. A ideia de dimensoes extras foi introduzida pela
primeira vez por volta de 1920 por Kaluza e Klein [8,9], que tentaram unificar o ele-
tromagnetismo com gravidade, assumindo que o campo de fétons é originario do quinto
componente (g,;) do tensor métrico de cinco dimensées. O inicio dos anos 80 levou a novas
visOes dessas ideias com base na constatacao de que uma teoria de unificagdo consistente
necessariamente tera que incluir dimensoes extras.

Para que tais teorias com dimensoes extras nao contradigam as quatro dimensoes
espaciais observadas, devemos assumir que tais dimensoes extras estao escondidas de nos-
sas observagOes. A maneira mais precisa de conseguir isso é assumindo que a razao pela
qual ainda nao observamos as dimensdes extras é que, contrariamente as dimensoes do
espago-tempo comuns, que sao muito grandes (ou infinitas), essas dimensoes extras hipo-
téticas sao compactadas, ou seja, tratam-se de dimensoes finitas.

Um “ brana ” é um objeto semelhante a uma membrana em um espago de dimensoes
superiores, o que representa uma membrana que poderia ter dimensoes mais espaciais do
que a membrana bidimensional usual. Uma p-brane significard que a brana tem “p”
dimensoes espaciais, de modo que uma 2-brana é apenas a membrana usual, uma 1-brana
é apenas uma corda, enquanto o objeto mais importante para nds nesta revisao serd uma
3-brana , que tem 3 dimensoes espaciais, tal como o nosso mundo observado, que pode ser
incorporado em mais dimensodes. Podemos descrever “ branas ”, como defeito topoldgico
(como um soliton), que poderia ter campos localizados em sua superficie. As teorias de
cordas também contém objetos chamados D-branas (abreviatura das branas de Dirichlet).
Estas sao superficies em que uma corda aberta pode acabar. Essas cadeias abertas dao
origem a todos os tipos de campos localizados na brana.

Um “ mundo-brana ” ou braneworld, é uma configuracao fisica em que matéria e
forgas se limitam a uma brana. Os modelos de braneworld construidos com espago-tempo
distorcido tém a motivagao de serem uma solugao para o problema da hierarquia [10,11],
onde usamos um novo conjunto de métricas com uma dimensao extra. Esta métrica nao é
fatorizavel e a métrica de quatro dimensoes padrao é multiplicada por um fator de dobra
(ou warp factor), que cresce exponencialmente como uma fungao do raio de compactagao.
Este modelo Randall-Sundrum de mundo-brana da origem a um perfil de brana fino que
contém o Modelo Padrao de Particulas e Campos e, portanto, além disso, ele representa



um mecanismo para explicar a questao da hierarquia da for¢a gravitacional. Essa questao
visa descrever o porqué da intensidade da forca gravitacional ser tao baixa em pequenas
escalas comparada as intensidades das outras forcas fundamentais da natureza.

Além do modelo de Randall-Sundrum, Véarias publicagoes foram escritas sobre
como gerar modelos com branas grossas, onde a gravidade é acoplada a campos escala-
res reais e o componente espacial depende apenas da dimensao extra, como introduzido
por Bazeia e Gomes [12]. Neste artigo, eles investigaram o cendrio do mundo-brana com
referéncia especifica a brana de Bloch sendo esta uma parede de dominio com estrutura
interna. Branas como as de Bloch sao denominadas branas hibridas, ou seja, elas sao
geradas por um modelo de dois campos escalares. Em [12], os autores obtiveram um
warp-factor analitico e verificaram a localizagao da gravidade calculando o modo-zero do
graviton [13,14] conforme discutido no capitulo 4 desta dissertagao.

Os trabalhos de Lisa Randall e Raman Sundrum sobre geometria deformada [10,11]
possibilitaram a realizacao de diversas investigacoes. Em tais obras, nosso universo ob-
servavel deve ser representado por uma hipersuperficie (3, 1), chamada brana, imersa em
um espago-tempo multidimensional [15-19], onde as particulas do modelo padrao esta-
riam anexadas a brana, e a gravidade poderia viajar livremente através dela. O objetivo
principal dos modelos Randall-Sundrum (RS) é fornecer uma resposta consistente ao pro-
blema hierarquico e a constante cosmoldgica. Para remediar as dificuldades surgidas nos
modelos RS, propos-se o uso de defeitos topoldgicos semelhantes a solitons, capazes de pro-
porcionar estrutura interna & brana para melhorar sua estabilidade [20-22]. As solugdes
obtidas nesses cenarios originam diferentes tipos de defeitos topoldgicos e possibilitam o
desenvolvimento de fendmenos novos e interessantes.

Esses defeitos topoldgicos no contexto da Teoria de Campo sao configuracoes esta-
veis de matéria formadas em transicoes de fase no universo inicial. Existem varios tipos
possiveis de defeitos, como paredes de dominio, cordas cosmicas, monopolos, texturas e
defeitos “hibridos”. O tipo de defeito formado é determinado pelas propriedades simétri-
cas da matéria e pela natureza da transicao de fase. Os defeitos topoldgicos das estruturas
em fisica de altas energia despertaram um profundo interesse e, portanto, sdo objetos de
diversas investigacoes [23-25].

Os fisicos de particulas conseguiram encontrar novos métodos matematicos para
resolver problemas envolvendo defeitos topoldgicos em relagao a modelos compostos por
dois ou mais campos escalares. Uma primeira metodologia relevante ¢ o chamado mé-
todo BPS (Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield) [26,27] que nos permite determinar solugdes
analiticas para um ou mais modelos de campo escalares reais provenientes de equacoes
diferenciais de primeira ordem. Tal procedimento facilita a obtencao de solucoes analiti-
cas, uma vez que, em geral é bem mais provavel integrar equagoes diferenciais de primeira
ordem, do que as equagOes de movimento, que em sua maioria, sao equacoes diferenciais
de segunda ordem. A definicao e a aplicacdo do método BPS em modelos compostos por
um e mais campos serao abordadas nos capitulos 2 e 3.

Em cenérios construidos por um campo escalar real, novos modelos analiticos po-
dem ser gerados usando o método de deformacao proposto por Bazeia, Losano e Mal-
bouisson [28]. Este método baseia-se em uma conexao entre dois modelos de campo
Unico, através da funcdo de deformacao. Como veremos no decorrer desta dissertagao,



dado modelo analiticamente solivel de um campo, somos capazes de gerar varias familias
de novos modelos analiticos compostos por um campo escalar via diferentes funcoes de
deformagao [28-30]. Inspirado pelo método de deformagao, Bazeia, Losano e Santos [31]
introduziram o método de extensao para construir dois modelos analiticos de campo es-
calar, a partir de modelos compostos por um tnico campo. A vantagem associada a este
método é que um conjunto de solugoes possiveis para a equacao de movimento dos mode-
los de um campos também ira satisfazer as equacoes de primeira ordem do modelo efetivo
de dois campos.

Para fins pedagdgicos, esta dissertacao foi dividida da seguinte maneira: no capitulo
2 discutiremos alguns dos conceitos basicos de defeitos topoldgicos da teoria classica de
campo. No capitulo 3 estudaremos em detalhes os defeitos do método de deformagao
proposto por D. Bazeia et al [28]. O Capitulo 4 abordard o conceito de cendrios de
mundo-brana e a estabilidade da brana. O capitulo 5, que é a parte principal desta
dissertacao, sera usado para investigar o método de extensao para trés campos escalares
em mundos-brana. No capitulo 6 expomos nossas conclusoes e perspectivas.



Capitulo 2

Defeitos Topoldgicos

Nesta secao, discutiremos alguns dos conceitos basicos da teoria classica de campo,
onde a equagado de movimento para os campos sera derivada a partir do processo de
minimizagao da agdo. Veremos ainda, a implementacao do método BPS e suas implicagoes
para modelos de um campo.

2.1 Modelo de Um Campo

Muitos sistemas fisicos podem ser descritos pela dinamica de campos escalares reais
com aplicacoes que vao desde sistemas de matéria condensada até cosmologia em Fisica
de Altas Energias [32,33]. A densidade lagrangiana mais simples associada a dindmica de
um campo real escalar ¢ é dada por [34] :

L= % LGP — V(). (2.1)

onde V(¢) é o potencial, o qual satisfaz o modelo considerado.
A acao relacionada a densidade de lagrangiana anterior tem a forma

S = / L($,8,6)dt dz, (2.2)

aqui, consideramos teorias de campos relativisticas que obedecem a métrica de Minkowski
g = diag(+,—, —, —), para sistemas quadridimensionais. Trabalhamos com modelos em
(1,1) dimensoes, isto é, ¢ = ¢(x,t) cuja acao é minimizada [35] variando ambos os lados
de (2.2), resultando em

5S =6 (/ Ldi d%;) = [ardtrsc =, (2.3)
onde,
oL oL
0L = —0¢ + =———0(0,9). 24
Portanto,
oL oL
6S = [ dtdPz | =6 ——0,(00)| = 0. 2.
s=/ x[(%) 6+ 55,570 ¢>] 0 (2.5)
Da regra da cadeia, o segundo termo da equacao acima pode ser escrito como
oL oL oL
0,(00) =0, | =—=—=00| — |0, | =—=—= || 90. 2.6
00 =0 (5] - 2 ()| 2 20

4



Dessa forma,

6S:/dtd3x{—¢5¢+0 l (02))54 l < (025))154)} (2.7)

O segundo termo na integral deve ir para zero, pois (d¢) desaparece nos limites de inte-
gragao, o que nos leva a

5S = / dt &z Bg 9, (@f@}(w— (2.8)

A equagao resultante deste procedimento é denominada equacao de Euler-Lagrange ou
equacao de movimento, e sua forma explicita é

oL oL _
Y0(0u0) 09

Aplicando a lagrangiana (2.1) no primeiro termo da equagao de movimento (2.9), temos

(2.9)

oL 1
= —(OMp+ ") = 0", 2.10
S = 3 0+ 0"0) = 0% (210
resultando em
0,-2% 9 " (2.11)
P0(0u) T T '
Ja o segundo termo de (2.9) é dado por
oL av
= __ 2.12
Assim, a equacao de movimento tem a forma
av
H —_— =
(90¢+d¢ 0, (2.13)

cuja versao em (1,1) dimensdes é

520 P

ﬁ—W—F%:O. (2.14)

No caso da configuracao estatica ¢ = ¢(z), a equagao acima se torna

d? av
d¢ =—, (2.15)

dz?  do
que pode ser integrada facilmente se multiplicarmos ambos os lados por d ¢/d z, ou seja,

d¢ d2¢ dV do
— - 2.16
drdz?  do dx’ (2.16)
do av

- 2.17
2 dx <d$> dx’ ( )



resultando em

% —+V2V 1 C. (2.18)

Nesta ultima equacio, a constante de integracao C' precisa ser zero para ter energia finita.
O tensor de energia momento (T#") para o sistema descrito em (2.1), possui a seguinte
estrutura

T — 9Fod"d — ¢ L = 0P — g (%0“(;5(%(;5 - V(¢)) . (2.19)

A componente temporal do tensor energia momento, 7%, é interpretada como a densidade
de energia (¢) do sistema, que pode ser escrita como,

1 /dp\* 1 [do\’
700 _ . — - (2 il Rt V(o). 2.20
‘ 2<dt> +2<dx> V) (220
Assim, para campos estaticos, a densidade de energia e(z) se torna
2 =1 (2) 4 v (221)
Tr) = — —_— . .
‘ 2 \ dx

Este tultimo resultado pode ser integrado sobre todo o espaco, resultando na energia total
do sistema, cuja forma explicita é

o /;‘”e(x) dz = /f: E (%)va

2.1.1 Solucoes BPS

Existe um procedimento alternativo muito interessante para investigar a presenca
de defeitos topolégicos. O método foi desenvolvido de forma independente por Bogo-
mol‘nyi em 1976 [26], e por Prasad e Somerfield em 1975 [27], sendo portanto denomi-
nado método BPS. Nosso objetivo é encontrar solugdes do tipo BPS para as equagdes de
movimento, tais solucoes serao provenientes de equacoes diferenciais de primeira ordem.
O método BPS também nos permite encontrar a energia minima nao-trivial do sistema,
conhecida como energia BPS (Fgpg).

O primeiro passo para estabelecer o método BPS consiste em reescrever (2.22)

E= /:O E <%>2 +/2V(9) 2 dxi/:o <%m> dz, (2.23)

assim, dado o vinculo
d¢
= +.,/2V 2.24
- = T/2V(9), (2.24)

da. (2.22)

CcOomo

a energia total do sistema torna-se

Epps = i/:o <%\/2V(¢)> dz (2.25)

Tal processo minimiza automaticamente a energia do sistema, portanto, as solucoes que
obedecerem o vinculo (2.24) serao as prediletas do sistema fisico.



Além disso, usando (2.18) podemos reescrever V(¢) em (2.22) como

+oo | (dp\® C

e=| " IZ) -3

—o0 dzx 2

Desta maneira, para que a energia total seja finita, devemos tomar C' = 0 e, portanto, a

equagao (2.18) torna-se idéntica a (2.24).
Permita-nos agora redefinir o potencial V' como

dr = —C(o0) + L :O <%> d. (2.26)

1
Vig) = iwj, (2.27)
onde % = W (conhecido como superpotencial) é dado pela derivada da funcao W (¢)
em relagao ao campo ¢. Tal defini¢ao resulta em reescrever (2.24) segundo
d¢
— =+W,. 2.28
. b (2.28)

Uma caracteristica interessante a respeito da definicao (2.27) é que a energia BPS torna-se
+oo d¢
Bpes == [ (55 W | dv = |Wlé(+o0)] = Wo(—o0)]|. (2:20)

A partir disso, podemos concluir que a energia minima do sistema (Fppg) depende apenas
da forma do potencial W quando os campos atingem seus limites assintéticos ou valores
de vacuo [36,37].

Outra quantidade fisica importante para a caracterizagao de defeitos é a carga topoldgica.
Tal carga é obtida a partir da conservacgao de uma corrente topoldgica, cuja forma é

I =e"0,0, (2.30)

em (1,1) dimensoes, e onde ¢ é o tensor de Levi-Civita em (1,1) dimensdes, cujas com-
ponentes sdo € = ¢!t = 0 e ! = —€!? = 1. A partir da definigdo de j% podemos observar
que

0, = 0. (2.31)

Esta propriedade implica na existéncia de uma taxa topoldgica () que pode ser obtida
integrando a componente zero da corrente topologica em relacao a variacao especial, tal
procedimento resulta em

Qr=/ " Pody = / D = b(o0) — d(—o0). (2.32)

— 0

Observamos que, no que diz respeito a energia BPS, esta carga topoldgica sé depende
do comportamento assintotico das solucoes estaticas. Assim, em geral, teremos solucoes
topoldgicas, quando Qr # 0 e solugdes nao topoldgicas, quando Qr = 0.

2.1.2 Defeitos tipo Kink

O exemplo mais fundamental de teoria classica de campos, trata-se do chamado modelo
¢* [38], cujo potencial é dado por

V(g) = 5(1-¢"), (2.33)



Figura 2.1: Potencial para o modelo ¢* , para A =a =1 V(¢) = %((bz —1)2.

sendo este plotado na Fig.2.1.
A equacao de movimento relativa a este potencial possui a seguinte estrutura

¢ P 2
— - —+2 —1)=0. 2.34
20— ) (234
e para solugoes estaticas esta fica dada simplesmente por
0?¢p
— =2¢(¢" — 1). 2.35
S =205 - 1) (235)

Aqui procuramos solugoes localizadas, que possuam energia finita. Podemos verificar que
a equacao (2.35) tem duas solugoes triviais, dadas por ¢+ = +1, sendo estes os estados de
vacuo do modelo. A solucao analitica nao-trivial desta equacao de movimento é tal que

¢+(x) = + tanh(x), (2.36)

onde o sinal (+) identifica um kink e o sinal (-) identifica um anti-kink, ambos com centro
na origem, x = (. Tais solu¢oes podem ser apreciadas na Fig. 2.2. Estas solu¢oes podem
ser derivadas a partir do método BPS, se considerarmos

Wy = £(1 - ¢*) (2.37)
resultando na equagao diferencial de primeira ordem

d¢ 2

— =3(1 - ¢°). 2.38

Lot (239)

[ facil verificar que a equacdo anterior serd satisfeita pelas solucdes apresentadas em
(2.36).
Outra quantidade fisica que podemos derivar facilmente trata-se da densidade de energia,
cuja forma explicita é dada por

e(x) = sech*(z) (2.39)

e pode ser vista na Fig. 2.3. Nessa figura, verificamos que a densidade de energia é finita
e localizada, resultando em uma energia total finita.
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Figura 2.2: Graficos das solugbes para kinks e anti-kinks.

Figura 2.3: Densidade de energia do sistema.
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Figura 2.4: Potencial para o modelo invertido ¢*

2.1.3 Defeitos tipo Lump

Consideramos agora outro potencial semelhante ao descrito acima, mas invertido
e, portanto, chamado como o modelo ¢* invertido, cujo potencial é

1
V(g) = 5¢°(1 = ¢%), (2.40)
além disso, sua equacao de movimento estatica possui a forma

82

da?

= ¢ —2¢°. (2.41)

Este potencial tem apenas um minimo local, como visto em (Fig.2.4). Da equagao (2.40)
podemos reescrever a equagao (2.27) como sendo

Wy = /1 — ¢2. (2.42)

Agora, substituindo os resultados em (2.28) e integrando a equagao diferencial resultante,
tempo

¢(x) = £ sech(x). (2.43)

As solugoes deste modelo sao denominadas lump (sinal +) e anti-lump (sinal -). Po-
demos constatar, que essas solugoes (Fig.2.5) tém carga topoldgica nula, uma vez que,
d(00) = ¢(—00), ou seja, essas solugdes nao sao topoldgicas. Procedendo de forma ana-
loga ao exemplo da solugao tipo kink, determinamos que a densidade de energia para este
potencial é

e(x) = sech?(z) tanh®(z) (2.44)

cuja representagao grafica encontra-se na Fig.2.6. Observamos que a densidade de energia
da soluc¢ao tipo lump é integravel, do mesmo modo que a densidade de energia da solugao
tipo kink.
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Figura 2.5: Grafico para o lump (curva sélida azul) e anti-lump (curva roxa tracejada).

0.3 1

Figura 2.6: Densidade de energia para solucdo lump
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2.1.4 Estabilidade Linear

Nesta segao, estudaremos a estabilidade das solucgoes das equagoes de movimento
quando estas estdo sujeitas a pequenas perturbacoes. Inicialmente, assumiremos que
(2.14) suporta uma solugao estatica aumentada de uma pequena perturbagao 7n(z,t) na
forma

(;5(1‘, t) = ¢S($) + 77(%15)7 (2'45)

onde ¢, representa nossa solugdo estatica analitica. Observamos que a pequena pertur-
bacao depende do tempo, uma vez que, a ideia é monitorar sua evolugao para verificar se
a solugao é estavel ou nao.

Agora substituimos (2.45) em (2.14), resultando em

*(ps +1)  *(¢s + 1)

|, = 2.46
o2 o2 + do |¢—¢(z,t) ( )
Para o caso de uma configuragao estatica (2.46) se torna
02¢,  O*n dV
— — — + ——|¢=4. = 0. 2.47
2 2 T g 3 | o=g. (2.47)
Se expandimos % em uma série de poténcias ao redor de 77 pequeno, ficamos com
av d*V
o= 2.48
d¢|¢—¢s d¢|¢—¢>s +77d¢2 | =g - (2.48)

onde consideramos termos até primeira ordem em 7. Substituindo este resultado em
(2.47), temos

(9277 (9277 d2¢s d2
— — =0. 2.49
0t2 01,2 d{L‘2 |¢ (z)s +/’7d¢2 |¢ ¢s ( )
Lembrando que a solucao estatica obedece a equagao de movimento
d2¢s
2 T |¢> 6. =0, (2.50)
podemos reescrever (2.47) como
0%n (9277 d*V
_ =0. 2.51

Para resolver esta equacgao diferencial, podemos usar o método de separacao de variaveis.
Assim, através do Ansatz

Znn cos(wpt), (2.52)

e uma vez que, a solucao estatica depende apenas de z, reescrevemos (2.51) na forma

dznn
dx?

+ U (@), = wyn(2), (2.53)

onde U(x) = d¢2 L.
tipo Schroedinger para 7,(z). Percebemos que, para encontrar uma solugao linearmente
estavel, temos w? > 0, caso contrdrio a presenga de autovalor negativo transformara a

.- Observe que a equagao diferencial anterior trata-se de uma equagao
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fungao cosseno em hiperbdlica, vide (2.52), e tal comportamento violaria o pressuposto
de que estamos lidando com pequenas perturbagoes. Para garantir que tenhamos uma
solucao estavel, temos que assumir que o problema associado a esta equagao de autovalores
nao possui w? < 0.

Para simplificarmos ainda mais nossa equac¢do de autovalores, vamos considerar

que
4% dw
bs
s) — T~ d s — . 2 4
V(o) =5"  and W= G0 (254
e da equacao (2.1) podemos escrever ¢, = Wy, implicando assim em,
U= W<§S¢s + W¢3W¢s¢s¢s- (255)

Substituindo o dltimo resultado na equacao (2.53), observamos que esta pode ser reescrita
na forma [39] [40]
alan, = wn, (2.56)

onde

d d
a'a = <% + W¢s¢s> <—% + W¢s¢s> 5 (2.57)

Se assumirmos a existéncia de uma solucao de modo-zero, ou seja 1y para wy = 0,
e que a é andlogo a um operador de abaixamento, entdao 7y deve satisfazer a seguinte
equacao

d
ang = <—% + W¢s¢s> 9 =0, (2.58)

cuja integragao implica em
no() = Ael Wowosdz, (2.59)

onde A é uma constante de integracao usada para normalizar a funcao de onda. Perce-
bemos ainda, que

dlog(W¢s) 1
dr = W¢s W¢3W¢s¢s = W¢s¢s, (260)

Consequentemente, podemos reescrever a equagao (2.59) como

no(x) = Ael 5 loaWosdz A losWo ) (2.61)

deste modo, o autovalor do estado fundamental é 1y(z) = AW,,.

2.2 Modelos de Dois Campos

2.2.1 Solucoes BPS

Analogamente aos procedimentos adotados para modelos compostos por um unico
campo, aplicaremos o método BPS para dois campos escalares reais acoplados (¢, ).
Para esse sistema, a densidade lagrangiana pode ser escrita como

1 1
£ = 50,000 + 50,X0"X = V(,x), (2.62)
cujas equacoes de movimento para configuracoes estaticas sao dadas por
d? ov d? ov
—¢ = —; ox _ —, (2.63)
dz?  0¢ dz? Oy
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onde V = V(¢, x). Além disso, a densidade de energia correspondente deste sistema é

e(r) = % (%)2 + % (%)2 + V(¢,x). (2.64)

Consequentemente, podemos escrever a energia total do sistema como

foi /:O () da = /;OO E <%>2 +% (%)2 V(9 X)] d. (2.65)

Se assumirmos que esse potencial V (¢, x) é definido positivamente [44], entdo podemos
escrevé-lo na forma

1 1
Vg, x) = §W§ + §W§. (2.66)

Agora ao substituirmos (2.66) em (2.65) encontramos
Io 1/%0 A6\, (i 2+(W)2+(W)2 d (2.67)
== —= = x. :
2J- dx dx ¢ X

Usando o método BPS, a equacao (2.67) se torna

1 p+oo | [dg > (dy 2
B = _/ - — 4+
2J = {(dw + W¢> + <d$ WX)

Observe que a condi¢cdo que minimiza a energia do sistema é

dx

|t [d d
dz + 5/ 2 ld—¢W¢ + —XWJ dr. (2.68)
—00 X

d¢ dx
- 4 -t 2.
dx W, dx W (2.69)
e com isso nossa energia total é dada por
+oo [ dep dy
Bops =+ [ | We+ 2w, ) d 2.
BPS . <dl‘ W¢ + dr WX> €, ( 70)
ou podemos também escrevé-la como,
Epps = [Wp(+00), x(+00)] = W[p(—00), x(—00)]|. (2.71)

2.2.2 Modelo BNRT

Vejamos como podemos determinar solugoes analiticas para modelos de dois cam-
pos aplicando o chamado método das orbitas tentativas a um modelo especifico conhecido
como BNRT [41], cujo superpotencial é

1
W(¢7 X) = (/b - §¢3 - T¢X27 (272)

onde r é uma constante real. Para encontrar o potencial decorrente deste modelo, toma-
mos a derivada de (2.72) em relacdo a ¢ e x e substituindo estes resultados em (2.66),
ficamos com

V(B,x) = 51— &) + 76— Dx* + 200 + Jrix* (2.73)
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Além disso, a partir de (2.69), verificamos que as equagdes diferenciais de primeira ordem
para este modelo sao
dx

(1—¢* = rx?), — = F oy (2.74)

d
o _
dx

Essas equacoes diferenciais nao-lineares possuem solugoes topoldgicas nao triviais que sao
obtidas conectando dois estados de vacuo diferentes. Cada par de vacuo conectado por
essas solugoes com FEppg diferente de zero resulta em um setor topoldgico.

Observamos que, para esta teoria de V(¢,x) =0se xy =0—=>¢p=Flese p=0— x =
+1/4/r, ou seja, os minimos do potencial sao (£1,0) e (0,+1/+/7).

Além disso, podemos obter a energia BPS de cada setor topolédgico através de (2.71) como

Caso 1: (£1,0) — Epps = %7 um setor topoldgico.
Caso 2: (0,+1/y/r) — Egps = 0, um setor nao-topoldgico.
Caso 3: (£1,+1/\/r) —» Epps = %7 quatro setores topoldgicos.

2.2.3 Meétodo de Orbitas tentativas

O método de drbitas tentativas foi desenvolvido por Rajaraman [42] com o obje-
tivo de resolver as equacoes de movimento quando ha termos de acoplamento entre dois
campos escalares. No entanto, o método tem algumas limitagoes que estao diretamente
relacionadas ao fato das equagoes de movimento serem equagoes diferencias de segunda
ordem acopladas. Este problema foi resolvido por Bazeia e colaboradores [43], onde o
método foi adaptado ao formalismo de primeira ordem. Tal metodologia é desenvolvida
abaixo.

Para usar o método de 6rbitas tentativas, aplicamos as seguintes etapas [44]:

1° passo : Selecionamos um setor de BPS. Isso é feito assumindo que os pares de
minimos (¢, x:) € (¢r, xs) resultam em W(e;, xi) # W (dr, x7)-

2° passo: Escolhemos uma 6rbita F'(¢,x) que envolva os campos ¢ e x e que
satisfaca,

F(¢,x) =0. (2.75)

Esta 6rbita deve atender aos minimos de V (¢, x).

3° passo: Verificamos se a drbita satisfaz as equagdes diferenciais de primeira
ordem.

4° passo: Usamos a Orbita para desacoplar as equagoes diferenciais de primeira
ordem e, em seguida, integramos determinando assim as solucoes analiticas.

Para ver isso melhor, apliquemos esse método nos casos 1 e 3 do modelo BNRT
descrito acima e que correspondem aos setores topoldgicos do modelo.

Caso 1: Neste caso, escolheremos a 6rbita F(¢,x) = x = 0, a partir disso, (2.74)

se torna J J
@ _yu-¢, ad D_y (2.76)
dx dx
cujas solugoes sao dadas por
¢ = tanh(z), x=0. (2.77)



Agora usamos outra orbita dada por

F(¢,x) =¢" +ax*—1=0. (2.78)
Podemos verificar que a derivada de F(¢, x) em relagao a x implica em
dF do dx
dx ¢d$ T aax dx 0 (2:79)
Substituindo (2.74) na equagao acima, encontramos
1 —¢* —rx? = 2ary® = 0. (2.80)
Podemos reescrever a drbita proposta em (2.78) como
1 —¢% = ax*. (2.81)
Desta forma, a equacao (2.80) implica no vinculo
a=(1/r—2)"". (2.82)
Substituindo (2.78) e (2.82) em
d¢ 2 2
—=1—-0¢" - . 2.83
. ¢” —rX (2.83)
encontramos,
d¢ 2
— =2r(1 — ¢°). 2.84
(1 - ) (284

Portanto, a solugao de ¢ € obtida integrando a equagao acima, levando-nos a
¢ = tanh(2rzx), (2.85)

Além disso, a solu¢ao de x pode ser obtida substituindo ¢ na drbita dada por (2.81),
resultando em
X = £/ 1/r — 2 sech(2rz). (2.86)
Caso 3

Neste caso, permita-nos trabalhar com a érbita
F(¢,x) = ¢+ax’—1=0, (2.87)

cujos minimos sao (+1,0) e (0,+1/r).
Observamos que para ¢ = 0 (2.87) se torna y = 1/+/a que implica que a = 7.
Agora derivamos (2.87) em relacdo a z, culminando em

— +2ry—==0. (2.88)
x
Usando (2.67) e (2.74), na equacao acima, obtemos r = 1/4. Esta drbita apenas descreve

as Orbitas laterais do modelo, com o superpotencial correspondente
51,
W:¢_§_Z¢X . (2.89)
Substituindo (2.87) em (2.74), e integrando, obtemos

-1/2

b= %[1 Ttanh(z/2),  x = £V2[1 - tanh(z/2) (2.90)
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Capitulo 3

Defeitos de deformacao

No capitulo anterior, discutimos defeitos topoldgicos enfatizando algumas de suas
principais propriedades. Agora investigamos os defeitos do método de deformacao, pro-
posto por Bazeia et al. [45,46]. Este método consiste em modificar o potencial de uma
dada teoria conhecida através de uma funcao de deformacao para obter um novo modelo
a partir da teoria originalmente proposta. O método é descrito a seguir.

3.1 Método de Deformacao

A densidade lagrangiana para o campo escalar real ¢ pode ser escrita como

1
£ = 50,60°6— V(9), (3.1
e para solugoes estaticas, ¢ = ¢(z), o que resulta na equagao de movimento
d*¢  dV
— = —. 3.2
dz?  do (32)

Além disso, a equagado diferencial de primeira ordem proveniente do método BPS para

este modelo é dada por
d¢ oU (o

Permita-nos considerar outro modelo composto por um campo escalar real y, com
densidade lagrangiana

1 .
L= 5 X0 x — V(x) . (3.4)

no caso de um campo estatico, ou seja, x = x(z), a equa¢ao de movimento correspondente
fica escrita segundo .
d? av
ax_av (3.5)
dz?  dy
Como vimos anteriormente, a equagao diferencial de primeira ordem proveniente do mé-
todo BPS para este caso tem a forma

dx =
—— = 14/2 .
0 Vx)

(3.6)

Considerando ¢ como uma fungao de y, isto é, ¢ = f(x) obtemos o seguinte vinculo
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do _dfdx _ dx _ 1 ds
de  dydxr ~ dr %dw’

dx\* 1 (d¢\’ (35)
dr ) fi\dx) "’ '
onde f, = df /dx. Substituindo (3.2) e (3.6) em (3.8) encontramos
 Vip= ()
X
A fungao f(x) é chamada de fungao de deformagao. Observamos que (3.9) nos dé a
conexao entre o potencial do modelo deformado com o modelo original. Uma grande

ou ainda,

V(x) (3.9)

vantagem do método de deformacao é que as solugdes dos modelos deformados podem ser
obtidas a partir da inversa da funcdo de deformacao, isto é, usando

V(@) = fo(@). (3.10)

3.2 Estados BPS do modelo deformado

Vamos agora estabelecer a relagao entre os estados BPS em ambos os modelos.
Tomando V' (z) como positivo e (2.27), podemos escrever (3.8) como

_ 2
V(x) = % <W¢(¢f_ ﬂXD) : (3.11)
X
ou
. 1, -
(0 = 5 (W)’ (3.12)
Comparando as duas ultimas equagdes podemos verificar que
. Woldh =
Wx(X) _ ¢(¢f f(X)) , (3‘13)
X

e isso nos permite escrever as equacoes diferenciais de primeira ordem na forma

dx _, Wolo = F(x)

- T : (3.14)
onde
dw
Welo = f(x)) = d_¢|¢>=f(x)- (3.15)

Por outro lado, a energia para o defeito deformado depende diretamente da deformacao
introduzida e usando (3.10) podemos escrever os estados BPS como

- o (A e (AN (dg\?
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X

Figura 3.1: Gréfico para os potenciais deformado (curva roxa sélida) e ndo-deformado (curva
azul sélida).

A densidade de energia do modelo deformado pode entao ser escrita como:

e TS R

3.3 Aplicacao do método

Para ilustrar o método, o aplicaremos a uma solugao tipo Kink cujo potencial possa
ser escrito como

V(g)= ("~ 1) (319

Considerando a funcao deformagao f(x) = sinh(x) e usando (3.18), (3.9) se torna

V(x) = %[1 — sinhz(x)}2 sech?(). (3.19)

A Figura 3.1 representa o potencial das duas teorias cujas solucoes estaticas sao dadas
por

x(z) = £ arcsinh[tanh(z)]. (3.20)

Essas solugdes também sao chamadas de tor¢ao. O comportamento das duas solugdes pode
ser visto na Figura 3.2. Podemos seguir o mesmo procedimento usando outras fungoes
de deformacao para gerar novas solugoes de torcao estavel. Isso significa que podemos
obter uma ampla e extensa gama de solu¢oes que podem ser de interesse fisicamente. A
densidade de energia pode ser facilmente obtida a partir de (3.17) como mostrado na
Figura 3.3 como

sech?(2)

) = T T (3.21)
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0.5

0.5

Figura 3.2: Solucdes de defeito para o modelo ¢* e para o modelo deformado, retratados com
linhas sélidas e tracejadas respectivamente.

Figura 3.3: Densidades de energia para o modelo ¢* , retratados com linhas sélidas e tracejadas
respectivamente.
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3.4 Modelos usando o método de extensao

Noés vimos no capitulo 2 como o Método das Orbitas Tentativas foi usado em
modelos de dois campos escalares, para resolver as equagoes de movimento quando ha
termos de engajamento entre campos. Este método, embora tenha algumas limitagoes,
parece ser bastante eficaz quando usado para analisar os estados BPS. Na secao a seguir,
mostraremos outro procedimento [31] que nos permite investigar esses tipos de modelo. O
procedimento é baseado no método de deformacao para a construcao de modelos de dois
campos escalares a partir de um modelo mais simples descrito por um campo escalar.

3.5 Método de extensao para modelos de dois cam-
pos escalares

Consideramos os dois lagrangiana de um campo em (3.1) e (3.4) onde inicialmente toma-
mos a derivada de ¢ = f(x) em relacao a z, e encontramos

- (3.22)

onde ¢ = 2 ¢ ' = L. Além disso, usamos (3.13) e (3.22) para obter

df _ ' (x) _dé _ Ws(x)

R = = . (3.23)
dx  x'(x)  dx  Wilx)
A ideia do método é usar a fungao de deformagao para reescrever (3.23) na forma
dg _ Ws(¢, x)
N W) (3:24)

e assim obter uma orbita em relagdo a dois modelos efetivos de campo. Em primeiro
lugar, observamos que as equagoes diferenciais de primeira ordem para o campo ¢ podem
ser escritas de trés formas diferentes, mas equivalentes, dando-nos

¢ =W(d), ¢ =Welx), ¢ =Wy, x) (3.25)

Observamos que, na segunda equacao, usamos a funcao de deformacao em ¢ — f(x)
tudo em termos de W, para que obtenhamos Wy(x), uma vez que, na terceira equagao,
substituimos ¢ — f(x) em W,(¢) de uma maneira especifica, fazendo W, uma fungao do
campos ¢ e . Este dltimo passo é executado para que Wy(¢, x) nao seja simplesmente
uma combinagio de Wy(¢) com Wy(y) , ou seja, se Wy(¢) contenha um termo ¢*, por
exemplo, ele serd reescrito como ¢* = ¢ x ¢? que, por sua vez, pode ser expresso, portanto,
como ¢ x f%(x) ou ¢? x f(x), resultando em compromissos diferentes entre os campos
escalares. Podemos prosseguir de forma analoga ao campo y para obter

X =Wx), X =Wye), X =Wox). (3.26)

Agora estabelecemos os seguintes parametros a;, b; e ¢;, onde i = 1,2, 3 e com restrigoes
a1 +ay+a3=1,0,+by+b3=1¢ecy +cy+ c3=0. Essas constantes estao relacionadas
a (3.25) e (3.26), entdo mudamos Wy — a1Wy(x) + acWy(o, x) + asWy(o) e W, —
bW (x) + bW (@, x) + bsWy (¢). Através deste tltimo procedimento, podemos escrever:
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do _ Wy _ aiWs(x) + aaWe(9, x) + asWy(9) + c19(x) + c29(, x) + e39(9)
dy WX blwx(X) + b2Wx(¢7 X) + b3Wx(¢) ’

(3.27)

onde g é uma funcao extra, e g(x) = g(¢) = g(¢, x). Esta funcao é arbitraria e construida
através da funcao de deformacao, bem como Wy e W,..

A forma especifica de g para cada novo modelo de campo é obtida através de uma segunda
conexao que é dada por

Wiy = Wig. (3.28)

Substituindo Wy e W, em (3.28) e tendo seus respectivos derivativos, obtemos

b2Wx¢>(¢7 X) + b3Wx¢(¢) = a1W¢>x(X) + a2W¢>x(¢7 X) + Cng(X) + C2gx(¢7 X)- (3'29)

3.5.1 Exemplo

Este exemplo constitui o acoplamento de um modelo ¢* com um modelo invertido
x*. Inicialmente, consideramos um modelo descrito pelo campo escalar ¢, cuja solucio
topoldgica obedece a equagao:

¢ =W,y =a(l—¢*), (3.30)
e sua solucao analitica é dada por

¢(x) = tanh(ax), (3.31)

onde a é um parametro real e sem dimensao. Agora escrevemos a funcao de deformagao
como

b=1x)=/1-~ (3.32)

e b € um parametro real que controla a funcdo de deformagido. A equagao diferencial de
primeira ordem correspondente a esta funcdo de deformagao é escrita como

X X X b27 .

x(x) = bsech(ax). (3.34)

e cuja solucao analitica é

Agora, escrevemos as equacoes diferenciais de primeira ordem de trés maneiras diferentes,
mas equivalentes, como

We(p) = a(l—¢?),
Wa(x) = %Xz,

Wal6,x) = 7xv/1—¢% (3.35)
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X2
WX(X) = —ax 1_6_27

Wi(9) = —abp\/1—¢?,

Wyi(o,x) = —abx¢. (3.36)

Para evitar o potencial polinomial, tomaremos ay, = b; = b3 = 0, implicando que a; +as =
0 e by = 1. Entao, (3.29) se torna

Wio(d: X)) = arWer (X) + c1gx(x) + c29x(, X). (3.37)
Nés tomamos ¢z = 0 (implicando ¢; + ¢3 = 0) para obter g(x), portanto
1
gx(X) = C_l x¢>(¢7 X) — a1W¢>x(X)' (3.38)

Agora, substituimos os superpotenciais relevantes e seguimos os respectivos derivados e
integramos para encontrar

la a
o) = —5= (1+25) ¢, (3:39)
e, usando a funcao de deformagao, obtemos
1 ab? a
o(0) = —5 = (14255 ) (1= ), (3.40)

Assim, substituindo todos os resultados nas formas de Wy e W, como visto em (3.29),
temos

a o b? 9
W= =5 +a(1+5 ) (1=, (3.41)
e
W, = —ax¢. (3.42)

Para calcular a forma final do superpotencial efetivo, simplesmente aplicamos a integracao
em relagao aos campos ¢ e y resultando em

1 1 1
Wi(p,x)=a <1 + 562) <¢ - §¢3) - §a¢xz. (3.43)
Observamos que um dos pares de solugdes deste modelo pode ser escrito como
¢(x) = tanh(azx), x(x) = bsech(ax). (3.44)
Um caso particularmente interessante ocorre quando
1
a=2r e b=44/——2, (3.45)
r
com r € (0,1/2), levando a
1
W(¢7 X) = (/b - §¢3 - T¢X27 (346)

qual é o modelo BNRT visto no capitulo 2, e cuja dérbita analitica é dada por

¢(x) = tanh(2rx),

x(z) = j:\/% — 2sech(2rzx). (3.47)
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3.6 Método de extensao para trés campos escalares
reais

Os modelos descritos por trés campos escalares reais foram estudados nos tltimos
anos por varios pesquisadores, mas ainda ha poucos trabalhos encontrados na literatura.
Podemos mencionar o de Imani et al [44] que aplicou o método de deformagao e Bazeia
et al [45] que investigou a presenca de paredes de dominio nesses tipos de modelos. Em
outro contexto, a ideia de defeitos hexagonais existentes dentro de um defeito topoldgico
foi investigada por D. Bazeia e F.A. Brito em trés modelos reais de campo escalar [47].
Nesta secao, expandiremos o método de extensao para modelos representados por trés
campos escalares reais assim como proposto em [48].

3.7 Novo Método

Uma metodologia detalhada e anélise deste novo método envolvendo trés modelos
de campo tnico serdo exploradas no capitulo 5. Agora, para o método de extensao para
trés campos escalares reais, seguimos a mesma ideia e escreva (3.24) para se adequar ao
novo procedimento da seguinte maneira

do _ W9, x,p)
dxy  Wy(o.,x,p)

Usando funcgoes de deformacao, podemos escrever as equacoes diferenciais de primeira
ordem em ¢, um conjunto de sete maneiras diferentes, mas equivalentes, a saber, como

(3.48)

’

¢: =Ws(8), ¢ = Ws(x), ¢ = W¢(¢, X), ¢ =Wylp),
o =Ws(d.p), & =Wslx,p), & =Wsl(dx.p) (3.49)

O mesmo mecanismo pode ser usado para o campo Y, dando-nos

’

X/ = WX(X)7 X = WX(¢) ((/b? )7 X/ = WX(p)7
X =Wilx,p), X =Wy(9, ) X = Wyi(,x, p). (3.50)

Assim, definimos os seguintes parametros ay;, b;, ¢;j, onde ¢ =1,2,3 e j=1,2,3,4,5,6,7
com vinculos a1 + a9 + a3+ a4+ a5 +ag+ar =1, 01 4+bs+b3+bs+05+bs+b; =1,
C11+cCio+ci3+ciat+ci5+cigt+cir = Oe Co1+Coo+Cog+Cog+Cos+Cog+Coyr = 0. Essas constantes
podem ser relacionadas as equagoes (3.49) e (3.50), entao trocamos Wy — a1 Wy(x) +
a12W (0, x) + a13Wo (@) + a1aW(p) + a1sWs (9, p) + ars W (X, p) + arrWe (9, X, p) e Wy —
bV(x) + bW (6, X) + bs Wi () + baWi(p) + bs Wi (@, p) + bsWy (x, p) + br Wy (6, X, p); 0

que 1nos leva a escrever
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7 = la11W¢(x) + a1aWo (9, X) + a1sWe(9) + a1aWs(p) + a1sWo (¢, p) + a16Wo(x;, p)
+arrWe(9, x, p) + c119(x) + c129(9, x) + c139(8) + crag(p) + c159(9, p) + c169(x, p)
el [P+ B0 5 080 + 0, 0) + 053 6.) +

b6 Wi (X p) + bW, X, p) + e f(X) + c22f (9, X) + 23 f(9) + caf (p) + 25 [ (. p)

1
tenfxp) + e f(0x, p>] . (351)

Aqui, f e g sdo funcdes extras de conexdo. Como pode ser visto em (3.51), essas fungdes
também podem ter diferentes formas a depender das escolhas dos parametros.
O mesmo procedimento pode ser aplicado as equagdes:

dp _ Wy(@,x.) 550
dX WX((/ZS?X?p)’ ( ‘ )

do _ We(9, X, p)
—_— = 3.93
dp WP(¢7X7p) ( )

Assim, obtemos

P [os 000 + 0,50 + aW0) + 029,06 + 00, ,9) + a6
+ay Wy (d, x; p) + 319(X) + c329(¢, X) + €339(9) + c34G(p) + €35G(d, p) + c36G(X; P)
e, )| [P+ BTV 5 bV + 5 0) + 053 6.) +
bW (x, p) + br Wi, x, p) + ear [ (X) + caaf (6, x) + casf(8) + caaf (p) + cos [($,0) +

1
a6 f (00 p) + a6, x. p>] , (3.54)

com g e [ como fungoes de conexdes. Além disso, em (3.54) temos os vinculos ag + aqs +
Q23 + Qo4 + Q25 + Qg6 + az7 = 1 € c31 + 32 + €33 + €34 + €35 + c36 + c37 = 0. Além disso,
repetindo o método para conectar ¢ e p, ficamos com

3_? - lalleé(X) + a12We (b, X) + a13Ws(9) + a1aWy(p) + a1sWe(d, p) + ar6Ws(x, p)
Fa17We (@, X, p) + c119(X) + c129(®, X) + c139(¢) + c149(p) + c159(¢, p) + c169(X, p)
+c179(e, X, p)} X [angp(x) + an2W,(p, X) + a2zW,(p) + azaW, (@) + axsW,(¢, p)

FagsWo (@, X) + axgW,(d, X, p) + c31G(X) + c520(d, X) + c33G(¢) + csad(p) + c355(9, p)

-1
tesil, ) + c?,7g<¢,x,p>] | (3.55)
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Agora, para descobrir como g ou f em (3.51) estao vinculadas, podemos usar o fato de
que o superpotencial obedece a propriedade,

Wy = Wi (3.56)

Substituindo W, e W, de (3.51) e as respectivas derivadas, obtemos

a1 Wy (X) + a12Wy (9, X) + a16Wox (X p) + a1sWor (&, X, p) + 1195 (X)
+Cl2gx(¢7 X) + ClﬁgX(X~7 p) + Cl7gx(¢~7 X p) = b2YVX¢(¢7 X) + b~3WX¢(¢) + b5WX¢(¢7 p)
F0rWoo (0, %, p) + oo fs (0, X) + Cosfs (@) + o5 [5 (b, p) + oz fo(D, X, p). (3.57)

Da mesma forma, para a funcdo § ou f em (3.54) devemos recorrer a restrigao,
W = Wy, (3.58)
0 que nos leva a,

a21pr(X) + a22pr(Pa xX) + a26WpX(¢7 X) + a27WPX(¢7 Xop) + C31§X(X) + C32§X(¢7 X)
+C36§X(X7 p) + C37§x(¢7~X7 p) = b4V~pr(P) + b5VV~xp(¢a p) + bﬁer)(Xa p)
F0: Wi, (0, X, ) + coafo(p) + a5 fo(0, p) + c26fo (X, p) + cor fo(b, X, p)- (3.59)

Finalmente, para encontrar a fungao g ou g em (3.55), usamos o vinculo
Wy, = W, (3.60)
resultando em

a14W¢p(p) + a15W¢p(¢7 P) + a16W¢p(X7 P) + a17W¢p(¢7 X p) + Cl4gl)(p) + Cl5gﬂ(¢7 p)
+e169p(X, p) + €1790(0, X, p) = @2a Wi (D) + a25Wps (0, p) + a26Wie (9, X)
+a27Wp¢(¢7 X5 P) + C32§¢(¢7 X) + C33§¢(¢) + C35§¢(¢7 p) + C37§¢(¢7 X p) (361)

Como pode ser visto em (3.57), (3.59) e (3.61), temos duas possibilidades para encontrar
as fungoes extras e, consequentemente, determinar ao modelo efetivo de trés campos.
Primeiramente, a funcao g pode ser obtida a partir de (3.57) se escolhermos ¢y = o3 =
Co5 = Co7 = 0, resultando em

a1 W (X) + a1oWey (@, x) + a16Wey (X, p) + a17Woy (0, X, p) + c119¢(X)
+Cl2gx(¢7 X) + ClﬁQx(Xa p) + Cl7gx(¢7 X5 p) = b2WX¢(¢7 X) + b3WX¢(¢)
+b5Wys (9, p) + br Wy (. X, p). (3.62)

Além disso, os valores atribuidos anteriormente as constantes implicam que (3.59) torna-se

a21pr(X) + a22pr(p7 X) + a26WPX(¢7 X) + a27WpX(¢7 X p) + C31§x(X)
+C32§X(¢7 X) + C36§X(X7 p) + C37§X(¢7~X7 p) = b4IiVXp(p) + b5WXp(¢7 p)
FosWy, (X5 p) + e W p(@, X, p) + caafo(p) + ca6.fo (X p)- (3.63)

A partir da equacgado anterior podemos determinar a forma f. Para tanto, impomos que
c31 = €32 = C36 = c37 = 0, resultando em

a21pr(X) + a22pr(p7 X) + a26pr(¢7 X) + a27prE¢7 X p) = ?4pr(p)
+05 Wy (0, p) + b6Wyp(x, ) + beWio(@, X, ) + c2afp(p) + 26 fo(X: p),  (3.64)
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tais valores das constantes fazem com que (3.61) seja reescrita como

a1aWoo(p) + a15We, (0, p) + a16W, (X5 p) + a17We (0, X5 p) + €129,(p) + €159,(9, p)
+¢1695(X, p) + C179p(0, X5 p) = a2aWiop (@) + a2s W (9, p) + a26Wps (9, x)
+a27Wp¢(¢7 X p) + C33§¢(¢) + C35§¢(¢7 p) (365)

Para encontrar g nessa conexao, devemos ter ¢4 = ¢15 = c16 = c17 = 0, portanto

a1aW,(p) + a1sWep(0, p) + a16Wao(X, p) + a1:Woo(9, X, p) = a24Wg ()
a2 Wi (9, p) + a2 Wpp (0, X) + aerWos (b, X, p) + 3376 (0) + c35G4(9, p), (3.66)

deste modo, a equagao (3.62) nos conduz a

a1 W (X) + a12Wey (0, X) + a16Wer (X, p) + a17Wen (0, X, p) + 1195 (X) + 1295 (¢, X)
= b2 X¢(¢7 ) + b3 (¢) + b5WX¢(¢7 p) + b7WX¢(¢7 X p) . (367)

portanto

Assim, (3.64), (3.66) e (3.67) nos permitem determinar as formas funcionais de f, § e g,
respectivamente.

A segunda abordagem é baseada em encontrar a fungao tildef in (3.57), em vez de g.
Neste intuito, devemos tomar ci; + ¢12 + ¢4 + ¢17 = 0, resultando em

a1 Wy (X) + a12Wo (6, X) + a1s Wy (X p) + ars Wy (8, X, p) = b2 Wy (0, X)

+0sWoo () + bsWis (6, p) + br Wi (9, X, p) + c22fs(h, X) + casfo($) + cas fo(9, p)

+ear fo(, X p)- (3.68)
Assim (3.61) se torna

a1aWp(p) + a15Wep(@, p) + a16Wep(X, p) + a17Wep(@, X, p) + €149,(p) + 159,(¢: p)

= a2sWp (@) + aosWpe (9, p) + a26Wpe (9, X) + arWpe(9, X, p) + €3206(, X)

+330(P) + €35G5(0, p) + c3795(D, X, P), (3.69)
para obter a funcdo ¢ a partir da equacgao anterior, devemos considerar czs = ¢33 = €35 =
c37 = 0, 0 que implica em

a1aWp(p) + a15Wep(@, p) + a16Wep(X, p) + a17Wep(@, X, p) + €149,(p) + 159,(¢: p)

= a2uWpp (@) + aosWps (9, p) + assWps (9, X) + a2rWps(9, X, p), (3.70)
Portanto, (3.59) se torna

a21pr(X) + a22WpX(p7 X) + a26WPX(¢7 X) + a27WpX(¢a X, p) + C?:lgx(X) + CN?;(SLE]X(Xa p)
= b4pr(p) + bs Xﬂ((/bv ) + b xp(X P) + by Xﬂ((/b? X p) + C24fp(p) + C25fﬂ(¢7 p)
+casfo (X5 p) + C27fp(¢7 X5 P), (3.71)

Nesse caso, para encontrar a fungdo § tomamos coy = Co5 = o = Co7 = 0, resultando em

an Wy (X) + a22Wpy (p, X) + a26Wpy (@, X) + aoz Wy (@, X, p) + 319x(X) + 3695 (X, p)
= b4wxp(p) + b5 Xﬂ((/b? ) + bﬁ XP(X P) + b? Xﬂ((/b? X?p) (372)

Portanto,(3.68) pode ser escrita como

a11W¢X(X) + a12W¢X(¢7 X) + a16W¢X(X7 p) + a17m~/¢x(¢7 X p) :~b2WX¢(¢7 X)
+b3WX¢(¢) + b5WX¢(¢7 p) + b7WX¢(¢7 X p) + C22f¢(¢7 X) + C23f¢>(¢)' (373)

Vemos que, com esta possibilidade, as fungdes extras podem ser obtidas a partir das

equagoes (3.71), (3.72) e (3.73).
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3.8 Exemplos

Nesta secao, vamos ilustrar a aplicacao deste método em trés exemplos que sao
descritos a seguir.

3.8.1 Exemplo 1

Este primeiro exemplo consiste no acoplamento entre os modelos ¢* em conjunto com um
x* e um p*, ambos invertidos. As equacdes diferenciais de primeira ordem correspondentes
a estes modelos sao dadas por

Wy = a(l — ¢, W, = — \/i = —ap\/? (3.74)

cujas respectivas solugoes sao escritas como

¢ = tanh(az), X = bsech(ax), p = bsech(ax), (3.75)

onde a é um parametro real e sem dimensao.
As fungoes de deformacao e suas respectivas fungoes inversas, que conectam estes trés
modelos sao

2
6= )= \1- 35 = x=b/I-¢, (3.76)

2
o=fp) =15 =p=b/1-¢ (3.77)

x=[fp)=p=p=x (3.78)
Agora usamos as funcoes de deformacao e suas inversas para reescrever Wy, W, e W, em

sete maneiras diferentes, mas equivalentes, vistas a seguir

2 2
W¢(¢) = a(l - ¢2)7 W¢(X) = abig? W¢(¢7 X) =a (1 - ¢ 1 - >lj_2> 5
2

2

W¢(X,p)=a(1—\/1——\/1——), W¢(¢,x7p)=a<1—¢ 1—%)-

assim como,

2
Welx) = —ax|[1 =25, Wi(@) = —abey/1—¢%  Wi(é,x) = —axs,

p2 X2
Wilp) = —ap\[1 =75, Wilx,p) = —ap\|1 -5, (3.80)
= —aby/1 — 921~ ﬁ, Wi, p) = —aby/1 = ¢7\/1 = 2L,



2
Wilp) = —ap|[1= b5, W,(0) = —aboy/I = 6% W,(0.p) = ~apo.

X2 p2
W,(x) = —ax/1 — x W,(x,p) = —axy/1 — Ex (3.81)

2
WP(¢7 X) = _ab\/ L — ¢2 I >g_27 WP(¢7X7p) = _ab\/ L — ¢2 1 - %

Primeira Abordagem

Para evitar raizes potenciais em nosso polinémio, inicialmente tomamos a5, = a5 = a6 =
a7 = bl = bg = b4 = b5 = bﬁ = b7 =0 o] = Q9o = U9z = Q94 = Qg = Uo7 = 0. Isto lmphca
em aj; + a3+ ayy =1, by =1 e ags = 1. Assim, (3.67) pode ser reescrita como

2a

X
an? + c119x(X) + c129x(, x) = —ax. (3.82)

Para encontrar g(y), escolhemos c¢;o = 0 na equacao acima e ao integra-la em relacao a
X, determinamos

2
ax® (1 an)
==+ —=]. 3.83
900 =2 (5+ % (3.83)
Além disso, se escolhermos ¢14 = ¢15 = ¢15 = ¢17 = 0 entdo temos ¢;; = —c¢y3, e usando a
fungao de deformagao em (3.76) podemos reescrever (3.83) como
a(l — ¢?) [1?
9(¢) = Al =¢) <— + a11> - (3.84)
C11 2

Agora substituimos todos os resultados em W visto em (3.51), encontrando assim

1
W¢:—ia[—2+p2+2¢2+2¢2+262(—1+¢2)+X2]- (3.85)

Além disso, se substituimos as novas restricoes em (3.64), podemos ver que f(p) = 0,
portanto, W, em (3.51) sera dada por

W, = —ax¢. (3.86)

Agora, considerando as diferentes formas de Wy e W,, bem como novas restri¢oes em
(3.66), podemos reescrever esta ultima equagao da seguinte maneira,

2a ~ ~
a14b—f = —ap + c3396(9) + C3594(0, p), (3.87)
Para c33 = 0, temos
- 2ap
c395(¢, p) = Qa5 + ap. (3.88)
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Neste caso, iremos trabalhar com a;; = —b?/2, fazendo com que § = 0, evitando po-
téncias racionais em nosso potencial polinomial. Em seguida, substituindo todos esses
ingredientes em W, dado por (3.54), obtemos

W, = —a¢pp. (3.89)

Finalmente, a integracao doas equagoes (3.85), (3.88) e (3.89) em relagao a ¢, x e p,
respectivamente, nos leva ao superpotencial

W6 x0) = (14 P (¢ - %) Lo + ). (390

Um caso particularmente interessante ocorre quando

1

=2 b=4y/——1 3.91
a = 2r, e o (3.91)
com r € (0,1/2), resultando no superpotencial
_ ¢’ 2 2

cujas solugoes analiticas sao

1 1
¢ = tanh(2rz), X = \/—2 — 1sech(2rz), p= \/—2 — 1sech(2rz). (3.93)
T T

Este é um modelo efetivo para trés campos escalares bem conhecido na literatura, mais
detalhes sobre ele podem ser encontrados em [41,49].

Segunda abordagem

Vamos agora tomar ajo = a15 = a16 = a17 = by = b3 = by =b; = bg = by = 401 = a0 =
Q3 = Ggy = Q96 = ao7 = 0 para evitar raizes quadradas do potencial polinomial. Isso
implica diretamente nos vinculos a7 + a13 + a4 = 1, by = 1 e ao5 = 1. A partir dessas
restrigdes podemos reescrever (3.73) como sendo

an—X = —ax + 022]?¢(¢7 X) + 023]E¢(¢)- (3.94)

Ao tomarmos cy3 = 0 nesta tltima equacao, ficamos com

2ax

caafo($,X) = ax + a7y (3.95)

Assim, a0 escolhermos a;; = —b%/2 ficamos com f = 0. Portanto, W, de (3.51) pode ser
escrito como

Wy = —ax¢. (3.96)

Além disso, com todos esses ingredientes e usando (3.72), concluimos que a funcao g
também serd zero. Assim, a partir de (3.52) podemos verificar que W, tera a forma

W, = —aopp. (3.97)
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Finalmente, assumindo as restri¢goes em (3.70), temos

2pa

a14% + c1a9p(p) + c159,(9, p) = —azsap. (3.98)

Escolhendo ;5 = 0 e integrando com respeito a p, obtemos

2
__ap 2
9(p) = 5 (a2sb® + 2014) . (3.99)
Tomando ¢1; = ¢12 = ¢16 = ¢17 = 0, ficamos com o vinculo ¢14 = —cy3. Uma vez feito
isso, podemos usar a funcdo de deformacao em (3.77) para escrever
a(l = ¢*) /.
=—>=(b"+2 3.100
9(¢) Sems ( + a14) ; (3.100)
Entao, W, em (3.51) se torna
1
W¢=—§a[—2+x2+2¢2+2b2(—1+¢2)+p2}. (3.101)

Assim, a forma final do superpotencial deste modelo é dada por

P\ a
W“@xm)zﬂ+¢5aGF~§ —§¢w?+ﬁ) (3.102)
Observamos que se escolhermos
— 9 b= =1 (3.103)
a = 2r, e =\'3 , .
obtemos
_ ¢’ 2, 9

que é o mesmo resultado mostrado em (3.92). Com base neste exemplo, é claro que ambas
as possibilidades nos conduzem ao mesmo modelo.

3.8.2 Exemplo 2

Neste exemplo, combinamos os modelos ¢* com um p* e um y* invertido. Os
defeitos relativos a estes modelos sao

¢ = tanh(az), X = bsech(ax), p = tanh(ax), (3.105)

0s quais satisfazem as equacoes de primeira ordem

X2
Wy = a(l — ¢?), W&z—mﬂl—ﬁy W, = —a(l - p?). (3.106)

Para este caso, podemos escrever as func¢oes de deformacao e os suas inversas da seguinte
forma:

p=p=p=9¢, (3.107)
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2

¢ = 1—%;»X=b,/1—¢2, (3.108)

2

p= 1—6—2:>X:b 1 —p2 (3.109)
Agora, repetimos a metodologia escrevendo Wy em sete maneiras diferentes, mas equiva-
lentes, dadas por

2
Wal9) =a(l = %), Wolx) = T Waldix) = 50/1— ¢

Wylp) = a(l = p?), Wy(g,p) = a(l - pg), Wy(x,p) = %\/1 — P2
Wb, x,p) = % 1 —pg. (3.110)

Da mesma forma, podemos escrever W, e W, como

2
W) = —axy/1 - 35, wuwz—wmh—w, Wy, x) = —axe,
WX(p) = _abp V I p ’ = —apx, WX(¢7 p) = _ab(/b\/ 1 - 27

Wy (é, X p) ——ab\/l——\/l— (3.111)

Wolp) =all— %), Wy(@) =a(l— &), W,(g,p) = a(l - pg),

2
W) = 7 Woltp) = 25/L= % Wyle0) = /1= 2,
W, (¢, x,p) = % 1 — po. (3.112)

Primeiramente vamos assumir aiy = 16 = a17 = b3 = by = bs = by = a9 = A =
ase = agy = 0 para evitar potenciais racionais em nosso potencial polinomial Também
escolheremos ¢ = ¢y = ¢15 = ¢ = ¢ = 0, dessa forma ficamos com os vinculos
11+ a3+ ay+as =100 4+by+bsg =1, asz + aog + a5 =1 e ¢;3 = —c13. Os valores
adotados para estas constantes implicam que (3.67) se torna

2ax
cngx(x) = —baax — an—5, (3.113)
integrando a equagao acima em relacao a 7y, determinamos
9g\x) = bob” + 2a 3.114
(x) 262011 ( 2 11) ( )
e usando a fungao de deformagao em (3.114), nos leva a
a(l — ¢?
11

Portanto, a partir desses resultados, podemos escrever Wy como
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1
W(z) = —§a |:—2 + 2a14p2 + 2a15p¢ — 2(—1 + a4 + a15)¢2 -+ bz(_l + ¢2) + Xz} . (3116)

Agora, substituindo os valores das constantes em (3.64) podemos ver que f =0 e portanto
W, é simplesmente dado por

W, = —ag¢yx. (3.117)

Por outro lado, usando diferentes formas de W, e W,, bem como o vinculo em (3.66),
chegamos a

—2a14ap — a150p = —2a1ap + —a25ap + C3395(0) + 35950, p). (3.118)

Escolhendo c33 = 0 e integrando em relagao a ¢, obtemos

. 1 °
g(o,p) = — <—2a14ap¢ - a15a% + aga” + a25ap¢> ; (3.119)
35
e usando a funcao de deformacao em (3.113) encontramos
1 p*
g(p) = C— <—2a14ap2 — a15a5 + a24p2 + a25ap2> . (3120)
35
Portanto, tomando c3; = ¢35 = ¢35 = c37 = 0, 0 que por sua vez resulta em cg; = —c3y,

podemos observar que W, possui a seguinte forma

1
W, = 58 [2 + (=2 +dayy + ay5)p® — daypp — a15¢2} . (3.121)

Agora, usando (3.116), (3.117) e (3.121) determinamos que o superpotencial deste exemplo
é

1
W(d,x,p) = 5% l(—Q +dayy + a15)p’ — 6a14p°¢ + p(6 — 3a154%)

+¢(6 + 2(—1 4 arg + a15)¢* — V(=3 + ¢*) — 3;81 . (3.122)

Este é um novo modelo efetivo no qual varios modelos interessantes podem ser gerados a
partir das escolhas a, b, a4 e as.

3.8.3 Exemplo 3

Este exemplo foi construido combinando trés modelos idénticos ¢%, x5, p®, cujas
equagoes diferenciais de primeira ordem sao dadas por

W¢:_%(2_¢2)7 WX:__(2_X2)7 WP:_%(2_p2)’ (3123)

e suas solucoes analiticas escritas como

¢ = /1 — tanh(az), x = /1 — tanh(azx), p =+/1 —tanh(az). (3.124)
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As fungdes de deformacgao que conectam estes trés modelos sao simplesmente

=X, ¢ =p, X =p. (3.125)

O préximo passo € escrever cada uma dessas equagdes diferenciais em sete maneiras dife-
rentes, mas equivalentes. Assim, usando as fungoes de deformacao e suas inversas, temos

Wo0) = =026, Wil =~ N2, W60 =~ 22—,
Walp) =~ 22— ), Wld,p) =~ 22— p?), (3.126)
Walop) = X2 ), Waldrx) =~ 22~ xp).

W) =~ 22 ), () =~ 22— ), Walox) =~ 2 1?)
Wilp) = =42 = "), Wildp) = =52 = p?), (3.127)
Walgop) = 2@~ 1) Wil p) =~ (2~ xp).

Wy(p) =~ L@~ ), Wy(6) =~ 22— ), Wilbp) =~ 22— p?),
W0 = -5 =), Wilx.p) = =529, (3.128)
Wo(6.0) = ~ 22~ X, Wyl o) = — 2 (2~ xp).

Agora, podemos substituir as diferentes formas de W, e W, em (3.67) e, em seguida,
tomar suas respectivas derivadas, para obter

a1 a a160 ai7a
_%(2 = 3X°) + aady — %(2 - )+ 9P + gy (X) + cr29, (0, x)
baa bsa bsa bra
= 202y = B - 36) - 22— ) - 22~ x) (3.129)

Considerando ¢;5 = 0 e entao integrando com respeito a y, temos

baa X bsa 3 bsa X bra X
— 22y — 2y = B9y — — 2oy — 2y (2 — &
engln) = — 22y - ) = oy - ay) - 2oy - ) - ey - L
3 3 3
apia 3 aj2aX a160 X 170X
—(2y — — —(2y — = 1
e via deformacao, obtemos
bga ¢3 bga 3 b5a ¢3 b7a ¢3
= ——(2¢0— —) — —(2¢ — —— (20— —) — — (20 — —
engld) = — 220 - 5) - 22— ) - Lo - T - Liap- 5
apa 3 0l120l<253 a16a ¢3 0l170l¢3
—(2¢ — — —(2¢ — —) — . 3.131
+ 2% (g — ) - DT Doy T BT (3131)
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Agora podemos escrever Wy como

W, = _a112aX(2 ) - a122_a¢(2 ) - %WZS(Q ) alzap(2 )
R L ERP R LICRP . LR

00y 3y - B2y X;) Uy - X;) P, X?») S
+%(2 - X;) - a17gx3 2806 + ¢3) + —(2¢ 3¢%) + (2¢ _ ¢_3)
+b77a(2¢+ %3) ana(% ¢3) # - M(Qaﬁ— ¢ 3+ Omeg. (3.132)

Por outro lado, a partir das diferentes formas de W, e W,, a equagao (3.64) fica com a
seguinte estrutura

b
_a21G(2 - 3y° ) — M(Q - 02) + assadx + axagp = —ia(Q — 3p? )
2 2 2 2
apyx ~ -
- () + ca6fp(x, p)- (3.133)

Tomando ¢y = 0 e integrando com respeito a p, encontramos

3 3 3
i Q10 a0 P A26ap A7Gp
benf(p) = =20 (2p - ) - E2p - L) UL
2 3 3 6
bya 3 bsap®  bgap®  brap?
—(2p — — — — 3.134
e usando a funcao de deformagao, podemos reescrevé-la na forma
3 3 3
z azia 3 Q220 X Go6aX Go7aX
=——2x — - —(2x - =
caaf (X) 5 (X = x) - (2 - )+ = 5
bia bsax®  bgax®  brax?®
2y — — — — . 3.135
e e (3135)
Portanto, W, pode ser escrito como
biax oy boag oy bzag oy baap oy bsag
=— 2 — — 2 — — 2 — - —(2-
Wy= -2 02— ) - 2L - x?) - 22— ) - L - ) - 2
beax bra¢p as1a A2 p ag7ap
2 — p?) — 2 — p*) — 2—xp) — —(2p—p*) — ——(2p— =
27 - 22— ) - 02— xp) - 2 2p - ) - B op - L) 4 2
bia 3 bsap®  bgap®  brap®  agsap®  asia A2
2790 — _ _ _ 9 Zeen
+5 (20— p7) = 3 3 6 3 5 (2= x") +
3 3 3 3 3
X A26aX a27aX bsa 3 bsax bsax brax
2y — =) — - —(2x - . 3.136
(2x =) 5 T g 5 (X =x7) + 3 3 6 (3.136)

Com as vérias formas de Wy, W, e W, e considerando ¢35 = 0, podemos reescrever (3.66)
na forma

er0) = 20 (2 - ) 4 UL T OO sty g
a25a<¢—¢3> 09— 2y 4 2l %) 3137
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e usando a funcao deformacao, obtemos

3 3 3
- _ apa aisap a16ap ai7ap 240 3
2p — 2p —
casflp) = == (20— ") + —5 5t T3 @r—r)
3 3 3
ao50 p Qo260 p Qg0 p
2p— —)+ —(2 —(2p— —). 1
2y - 2y 4 B 2p - By 4 P2 - ) (3.139)
Desta maneira, finalmente encontramos
asay Q200X a230Q Q2400
W, = -2 -3 - R e - ) - 2R - ) - 2R - )
2 2 2 2
Q2500 Q2600 as7a¢0 a asag’
00— ) - P ) - P02 yp) — P2 — ) 4 12
agad®  apra (240 (950 260 3
W00y 100 O ¢3>+%<2¢—¢i+i<2¢—%>
Q270 ¢3 140 a15ap alﬁap a17ap 240
2 (¢_§)+T(2 S A e S W C
3 3 3
a0 P a260 P a7a P
—(2p—=)——2p—=) — —(2p— =). 1
e (3139

E importante notar que a partir de (3.132), (3.136) e (3.139) podemos obter um novo
modelo, que nos permitird gerar uma série de novos modelos efetivos compostos por trés
campos escalares. A aplicacdo de modelos deste tipo em cenarios de mundos-brana sera
considerada no capitulo 5.
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Capitulo 4

Mundos-Brana

Neste capitulo, consideramos os cenarios de mundos-brana descritos pela matéria
escalar acoplada a gravidade e no espaco-tempo plano. Esse modelo de matéria escalar
baseia-se em um sistema de campos escalares que suporta solucoes de parede de dominio.
No ano 2000, a ideia de modelar a dimensao extra com campos escalares foi apresentada
[50]. Este trabalho seminal serd usado com base para nossas discussoes a respeito de
mundos-brana.

4.1 Modelo de Brana com um campo escalar

Vamos considerar a a¢ao de Einstein-Hilbert em (4,1) dimensoes no espago curvo,
que descreve a gravidade acoplada ao campo escalar ¢:

S = /d%dy\/m [—%R+£(¢, 8.8 . (4.1)

onde R é a curvatura escalar (ou de Ricci) e £ é a densidade de lagrangiana associada
ao campo escalar. Nestas discussoes, usamos indices latinos para denotar o espaco-tempo
do volume, isto é, a, b =0, 1, 2, 3, 4 e os indices gregos para espaco-tempo de quatro
dimensoes, ou seja, = 0,1,2,3. Neste estudo, trabalhamos com unidades naturais por
simplicidade, de modo que 47G = 1 e g é o determinante do tensor métrico ¢, € 0
quadrado do elemento de linha é dado por

ds? = gudar®da’® = e*A(y)n,, datdr” — dy?, (4.2)
onde €24® § o fator de dobra (“warp") e 1,, = (+,—, —,—) é a assinatura da métrica

quadri-dimensional de Minkowski . Estamos trabalhando em (4,1) dimensoes, usando

2* = y para identificar as dimensoes extras. Em nossas andlises consideramos que a

funcao A(y) e o campo escalar ¢(y) s6 dependem da dimensao extra y
Inicialmente, vamos variar nossa a¢ao em relagdo a métrica, nos levando a

1{6R o/lgl\  o(/IglL) ] -
5S:/dy |:_Z (5gab\/m+R 5gab ) ‘|‘W 59 d xX. (43)

pelo principio de minima acdo, 45 = 0, resultando em

R g ab 4 1 5\/7£ ab 34
/dy{ (5g“b+\/ﬂ5g“b )] d*z /d (\/7 5 ) g-d"x. (4.4)
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Neste ponto, temos algo interessante, a esquerda da igualdade, temos termos ligados a
geometria do espago que dara origem a um tensor de Einstein andlogo G, e a direita,
temos termos relacionados a matéria. A massa é a fonte da gravidade. Portanto, é natural
que o tensor de energia-momento T,; seja o objeto geométrico que desempenha o papel
de "fonte de gravidade". Portanto, a igualdade acima deve dar origem a seguinte equacao:

Gab = 2Tab7 (45)

que é analoga as equagdes de Finstein para este cenario de mundo-brana. Vamos calcular
agora os parametros G, e Ty, O tensor de Riemann é definido como

dap = Oalhq + 10 Thq — (0154 + T5.T54), (4.6)

onde I'j, sao os simbolos de Christoffel, tais que

1 dg 0geyr  OGpe
a _ — af fb f
T 29 <0xe + Ox? (9xf> ’ (4.7)

A derivada covariante que atua sobre a variacao da conexao é
V.(6T5,) = 0.(0T5,) + T5,0TY, — TLoTS, — T.T}, (4.8)
Além disso, podemos escrever a variacao do tensor de Riemann como
0 Ry = Va(0Tpq) — Vi (0T5,). (4.9)
Ja o tensor de Ricci é definido por
Ry = Ry, (4.10)
portanto, de (4.9) podemos escrever o tensor da curvatura Riemann na forma
R = Vo (6T5,) — Vu(oT%,). (4.11)
Além disso, a curvatura escalar R pode ser escrita como
R =g¢"R,, = R (4.12)
Portanto, a variacao de R produzira
SR = Ray6g”” + g*°6 Ry (4.13)
Deste modo, combinando a equagao acima com a equagao (4.11) obtemos
SR = Rap0g®™ 4 Va(g™oTy, — g*4oTe,), (4.14)

onde usamos a compatibilidade métrica da derivada covariante, isto é, V4¢%* = 0. Nos
vemos que o termo presente em (4.14) esta integrado em (4.4). Logo, se para um dado

vetor V* vale a identidade 4/|g|V.V® = 0, (w/ |g|V“), vemos que (4.14) é equivalente a

um termo de superficie, nos permitindo escrever que

/dy <55£b M) d'z = /dy (Rab Igl) d*z. (4.15)
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Agora, calculamos a variacao do determinante do tensor métrico usando a féormula de
Jacobi como mostrado em [51]

§(det M) = Tr(adj(M)5M), (4.16)

onde adj(M) é a matriz adjunta de M. Se M é inversivel, podemos relacionar sua inversa
e o sua adjunta por M~ = (det M) *(adj(M). Deste modo, ficamos com a igualdade

_ —1
———d(det M) = Tr(M~'50). (4.17)

Além disso, se estabelecermos que M = g,,, entao a variagao do determinante da métrica
é tal que
09 = 9(9""09a) = —(gar09™), (4.18)

resultando nas equacoes

1 1
o\lgl = —=dg = —3 191945997, (4.19)
24/19]

1 9y/lg| 1
T oe 3 (420

oL
§9g™.
0gab (99

Deste modo, a equacao (4.3) pode agora ser reescrita como

/ dy (Rab gabR) V0glsgetd*s = / dy ( N 5\/; >\/7 6g%dte.  (4.22)

Desta maneira, os termos da equacao de movimento, obtida via minimizacao da acao em
relagdo a métrica, sao

5L = (4.21)

1
Gap = Rap — §gabR7 (4.23)

5
T,, = \/2|7| 5\!{; . (4.24)

Gap = 2T, (4.25)

Indicando que

Para estudar a equacdo acima, usamos o elemento de linha 5-dimensional em (4.2) e
escrevemos o tensor métrico para o volume como

e24 0 0 0 0
0 —e** 0 0 0
ga=| 0 0 —e* 0 0
0 0 0 —e** 0
0 0 0 0 —1
e uma vez que é esta é uma matriz diagonal, seu determinante é dado por |g| = |det gu| =

€8A .
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Para estudar a equacao de Einstein, devemos calcular o tensor de Einstein e o tensor
energia-momento. Comegamos com a parte geométrica calculando os simbolos de Chris-
toffel sobreviventes.

Tais termos podem ser derivados a partir das conexodes afins

1
be = 5 9Oy Gee + Oc geb — Oc Gae), (4.26)
cujas formas explicitas sao
[ =-T1, =-T5=-T3 = A, (4.27a)
o, =rt, =12 =13= 4. (4.27b)
onde o primo indica a derivada da funcio em relacao a dimensao extra y, ou seja, A" = %.
Tais simbolos resultam nos tensores de Riemann nao nulos
9" Roo = g"'Ri1 = g% Ry = g% Raz = 4(A" +4A7), (4.28a)
g¥ Ry = 4(A" + A?). (4.28b)

A partir destes resultados, encontramos a seguinte forma para o escalar de Ricci
R= ¢"Ru= ¢"Roo+ g"Rii+ ¢”Raz+ ¢®Ras+ ¢**Ru =8A" + 2047 (4.29)
Assim, os componentes nao nulos do tensor de Einstein sao

G()() = Gll = Ggg = G33 = —3€2A(A” -+ 2Al2), (430&)
G =6A"2 (4.30b)

Os componentes do tensor energia podem ser derivados a partir da definicao de
uma estrutura para a lagrangiana de matéria. A fim de determinar tais componentes,
vamos considerar uma lagrangiana composta por um campo escalar real, com dinamica
padrao, ou seja

£ = S0ud" 606 — V(6), (4.31)

onde usamos o fato de que a derivada covariante que atua em um campo escalar é a propria
derivada usual, isto é, V,¢ = 0,¢. Além disso, a equagdao de movimento relacionada a
esse modelo é

v

L ab _
\/maa(\/ﬁg ) + 55 =" (4.32)

Uma vez que, o fator de dobra depende apenas da dimensao extra, podemos estudar o caso
estatico e unidimensional no qual o campo tem a mesma dependéncia, ou seja, ¢ = ¢(y).
Nesse caso, a equacao de movimento simplifica e assume a forma

1 / / 0V
¢ +4A ¢ +—@5):0. (4.33)
d¢
O tensor energia-momento correspondente a esta densidade de lagrangiana pode ser escrito
como

Tab = 0a¢(9b¢ — gabﬁ. (4.34)
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cuja forma explicita é

1,
Too = =T = —Top=-T5 = €2A(§¢ 2+ V), (4.35a)
1

Tu=3 2_v (4.35b)

A partir dos resultados obtidos em (4.30a), (4.30b), (4.35a) e (4.35b) podemos determinar
o analogo das equagdes de Friedmann para branas, ou seja,

1 / 1 /
3A + 647 = —59¢ 2V, (4.36a)
/ 1 /

6A% = 5¢ 2V, (4.36b)

que podem ser simplificadas como

2
A% = 1¢’2 _ly (4.37b)
-6 3 ‘

As duas equagbes acima sao consistentes com a equac¢ao de movimento em (4.33). Essas
equacoes mostram que o campo escalar e a fungao de dobra estao ligados. Além disso, a
densidade de energia da brana pode ser escrita como

oly) = —S%@”A’y (4.38)

Portanto, a energia total é simplesmente dada por

y=00

3

E= [ :O ply)dy = == |4V A (y)]

5 (4.39)

y=—00

Deste modo, caso o produto e?4 A’ seja uma funcao impar, concluimos que a energia da
brana ¢é nula.

Em geral, porque sao acopladas, de segunda ordem e altamente nao-lineares, en-
contrar solucoes analiticas para equagoes de campo é uma tarefa dificil. Por esta razao,
um formalismo de primeira ordem torna-se tutil. Isso pode ser feito considerando que o
potencial tem a seguinte forma especial [22]:

1 1
V=-W;—-W* 4.40
] ¢ 3 ? ( )
onde % = Wy é o superpotencial com ¢ como funcao auxiliar. Nesse caso, as equacoes

de Friedmann reduzem-se para
1
¢ = §W¢, (4.41)
1

A = —§W (4.42)
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4.2 Modelo de Brana com dois campos escalares

Na secao anterior, estudamos um modelo de brana de um campo. Agora vamos
apresentar um campo escalar adicional. Nesse caso, a acao sera

1
s= [ dadylol |- 1R+ £06,0005.000)|. (4.43)

A parte geométrica da teoria permanece igual a mostrada acima para um modelo de
campo escalar e o tensor de Einstein deve ser encontrado para a métrica presente em
(4.2). Conforme calculado anteriormente, os componentes do tensor de Einstein podem
ser vistos em (4.30). Para estudar as solugoes da equacao de Einstein devemos encontrar
o tensor da energia momentanea. Para isso, consideraremos a seguinte densidade de
lagrangiana:

1 1
L= 5 a¢0a¢ + 5(%)(0&)( - V((/b? X) (444)

As equacgoes de Euler-Lagrange para as solugdes estaticas que dependem apenas da di-
mensao extra deste sistema sao tais que

oV (¢, x)

Tpad gy + T = 4.4
¢ 44 +— 5 0, (4.45a)
X +4A Y+ %Q;X) — 0. (4.45b)

Além disso, o tensor de energia-momento associado a este modelo pode ser escrito como
T = 0a¢0b¢ + 6&X6bx — gabﬁ. (4.46)

Para a lagrangiana apresentada em (4.31), sob a condigao ¢ = ¢(y), temos

1. 1
Too=-Tin=-Tyn=-Ty = <§¢ 24 S X 2+ V(9 X)) ; (4.47a)
1. 1
Ty = 545 2+ 5 X 2= V(g x). (447b)
As equacoes de Einstein entao se tornam
1 2 /2 /2
A= 267 4y, (4.48)
/ 1 / / 1
A? = Gl@ +x7) - 3V (@, x). (4.48b)

Encontramos um formalismo de primeira ordem para o modelo de dois campos seguindo
um procedimento semelhante ao modelo de campo tnico, ou seja, escrevemos o potencial
na forma:

1 1
V(9. x) =g (W2 +w?) - s (4.49)

onde W = W (¢, x) é uma funcao auxiliar. Nesse caso, (4.48) simplifica-se para

1
& =5, (4.50)

42



X' =5Wy (4.51)
1
A= —2W. (4.52)

Usando as equacoes acima, é possivel escrever a densidade de energia como uma derivada
total e (4.38) permanece valido.

4.3 Brana de Bloch

Como exemplo para um modelo de brana com dois campos, estudaremos um mo-
delo de acordo com a referéncia [12]. A fungao auxiliar W = W (¢, x) para este modelo
tem uma forma semelhante ao modelo BNRT estudado no Capitulo 2:

2
Wr((/b? X) = 2¢ - §¢3 - 2T¢X27 (453)

cujos minimos estao localizados nos pontos (£1,0) e (0, £1/4/r), com r sendo um para-
metro positivo real. O potencial relativo a este modelo é

3
V(o0 =3[0 - refared] - (o- S -rev). sy

N | —

Além disso, as equagoes diferenciais de primeira ordem que devem ser obedecidas pelos
campos escalares saio

¢ =1-¢" —rx> (4.55a)
X = 2roy. (4.55b)

Observamos que essas equagdes sao as mesmas equacoes encontradas para o modelo BNRT
no espago plano. Aplicamos o método da drbita eliptica para obter

r

Nés percebemos que as solugoes que conectam os minimos (£1, 0) nas equagoes diferenciais
de dois campos sao satisfeitas pelas solugdes analiticas

or(y) = tanh(2ry), (4.57a)

X (y) = j:\/% — 2 sech(2ry). (4.57Db)

Usando essas solugdes, podemos encontrar a fungao warp como:

1
A(y) = o [(1 — 3r) tanh®*(2ry) — 21n Cosh(er)} ) (4.58)

r
cujo grafico é plotado na Figura 4.1. Observamos que a espessura da brana aumenta
conforme o aumento de r, o que caracteriza a presenca de branas grossas, de acordo com

o comportamento das solugdes em (4.57).
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Figura 4.1: Graficos das solugbes do fator de dobra exp[2A(y)] para os valores r =
0.005,0.1 e 0.3.

4.4 Estabilidade da Brana

Para estudar a estabilidade do setor de gravitacao, consideramos as flutuacgoes da
métrica e dos escalares. A métrica perturbada é escrita como

ds? = W) (1, + €h,,)da"da” — dy?, (4.59)

onde h,,, refere-se ao graviton com calibre axial hs;y = 0, além disso, tomaremos ¢ —
¢+ €ep e x — y+ex. Estamos usando hy = hw(x,y),q; = $(z,7), e ¥ = ¥(z,y) para
representar as respectivas perturbacoes; onde x é o quadri-vetor posi¢ao com componentes
(20, 21, 22, 2%).

Consideramos a variagdo da acao em relacdo aos campos escalares até a segunda ordem
em € para obter as equagodes para as flutuagoes escalares da seguinte forma [22]:

Tensor métrico:

€2A(1 + Ehgg) 0 0 0 0
0 —€2A(1 -+ Ehn) 0 0 0
Jab = 0 0 —e2A(1 + €hyy) 0 0
0 0 0 —e* (1 +¢€hg3) O
0 0 0 0 —1
Métrica inversa:
[ e 24(1 + ehg) 0 0 0 0 ]
0 —e 241 + €hyy) 0 0 0
g = 0 0 —e 2A(1 + €hyy) 0 0
0 0 0 —e 241 +€hss) O
i 0 0 0 0 -1 ]
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cujo determinante é dado por

|g| = |d€t gab| = €8A(1 —+ Ehgg) —+ (1 —+ Ehll) —+ (1 —+ Ehgg) —+ (1 —+ Ehgg),
lg| = €8A[1 + €(hoo + ha1 + hoo + h33)},

1
g9 = e** (1 + enu ™).
Vemos ainda, que a equacao de movimento para ¢ é tal que

(9¢1¢0a¢ - V((/b? X) = 07

onde

0,00 = =0, (lslg0.) 6 = f o (VIglg™0) (6 -+ ),

o, 1 v o 1 44 o
0, 60" = \/Tﬁu (Mg 0b) (6+€d) + \M&L (Mg ab) (6 + ed).

9

Desta forma, ficamos com

1 < o4 ~ 1
7 umy, + Eh,uz/(()zz) E(,b = T
PEaNA AT ey )}
672A

(1 + Emwhw)%
nagﬁuhaﬁn“”eﬁng +(1+ enaghaﬁ) %n“”eﬁu&,ﬂ .

0y [e (14 en,pgh® ﬁ) “”5(91,45} =

L
2 (1 + enaghe?)?

Consequentemente

_1 7 ~ ~
| |(9u < |9|€72A77;w + ehw,&,) €p = E€72A77“V(9‘u(9y¢ = ee’zADng,
g

—ﬂmwﬂuﬂmwﬁ@mmW+@=
g

1 1 N
_0,| — (1 + enu h)ze*9 + €9).
(1 el y[ ( ym ) y} (¢ + €9)

—1
A (1 + ey hiv)z

=060+ et -0+ ) =

[1 enuwh e
2 (1 + Emwh’;w)%
(L+ enul™) 24§ +ed)].

+ (14 e h™)T4A' (¢ + ed') +
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(4.60a)
(4.60b)

(4.60c)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)



enh "o
—04(Vla] 940 6 + ) = 5 (14 e )

V19l L+ enuht)

—4A(@ +ed) = (¢ +e¢'). (4.68)
Expandindo a equagao anterior em uma série de poténcias, obtemos
S Sl M8 1446 4 )+ b (4.69)
Deste modo, a parte cinética da equacao de movimento de (4.61) pode ser escrita como
0ap0"$ = ee >0 — %%h’%’ +4A (¢ +ed) + ¢ +ed . (4.70)

Agora, vamos expandir o potencial V em torno de ¢ = 0, o que nos leva a

ov - oV
Vig.x) = V(g: x )+—¢e¢+ o€ (4.71)

consequentemente

(9_‘/ _ 0_V ~62V(¢7 X) + ~02V(¢7 X)

= 4.72
95 96 o TN oxas 47
e de (4.61) encontramos
_2A— T € 'y ~ (9V ~02 (¢, )
e D¢—§77Wh“¢ A —4eA'd — ¢ —ed + 0¢ + ep—————= 967
0*V(¢,x)
N— = . 4-
+ex o\ 00 0 (4.73)
Portanto, determinamos que a equacao de flutuagao para o campo escalar ¢ é
o~ 1L, o 2OPV(gx) 0PV (g, X)
200 — —nuh "¢ —4A' ¢ — ’ 22 = 4.74
(700 = gl — NG = 4 dm e o= ) =0, (4T4)
ou ainda,
~ ’ ~1r ~02V(¢ X) 02V(¢ X) 1 ’ ’
200 — 449 — : X = = S h g 4.75
Da mesma forma, a equacao de movimento para y é dada por:
Dux'x — V(e x) = 0. (4.76)

Mas

1 _
Oax0*x = ﬁ(% (V1glg®da) x = ——=0 (Mgabﬁa) (x +ex),  (&77)

=

9]

o0y = —=0, (Vigl 40,) (c+ ) + j]a (Vigl g00) (x + ), (4.78)
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Agora temos

1 1
—F <\/ 2A77,u1/ + Eh,uzx(()zx) X =

9l (1 + enp b

672A

(1+ Emwhw)%

O [ (1 + enaph®?) i ed, | =

1 € 1
= asOph "0 €0, % + (1 + enagh™)ined,0,% |-
[2(1+ena5haﬁ)%w Whn €0, X + (1 + enagh®®) 30 €0, 0% |
Consequentemente
1

Oy ( lgle 24, + ehwﬁy) ex = ee 2 9,0,% = ee 20X,

Vol

] I

—0 [€4A(1 + en, h*)

(—1)04} (x +ex) =
9|

1
e*A(1 + enw,hl“’)%

Oy = (14 enuh™) 7€, ) (x + ).

—1
(L + en i)’

1 1
Oy |7 (1 + en,, hH)3 (=0, ex) =
M[un w3 (—04)](x + €X)

[1 enw,h/“l’xl
2 (1 + Emwh’;w)%

(1+ enuh) e (x + ex')].

+ (1 + enu i) F4A 4 (Y + ex') +

1 R 1 en h/“l’xl
du(\/ 19l g**0 = —F——(1 Wi
Vlal (Vlol 90) (c+ €0 3T+ ety (- )

—AA' (Y X)) — (X Fex),

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

Expandindo novamente em série de potencias, vemos que a equacao (4.83) pode ser escrita

CcOoImo 1
~ §Eq7uyh//’”/X/ i 4A/(¢/ i E)2/) i X// i E),{/7

e, finalmente, a parte cinética da equacao de movimento de (4.76) é tal que

1 / / / / . " Nz
Dax0™x = ee 0y — §emwh P +4A (x +ex)+x +ex -

Agora, realizando a expansao do potencial V' em torno de ¥ = 0, ficamos com

ov ov
Vg, x) =VI(d,x) + @—¢6¢ + o
Desta maneira
ov _ ov ~62V(¢7 X) ~02V(¢7 X)
96 06 e N Toxog
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(4.85)
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e de (4.76) podemos escrever

l ’ ot ’ ot 1" 1" (9V (92‘/
E€72AD>~<_E77WhWX—4AX—4€A)~(—X —et + 2 ey (9, %)

2 155% Ox?
~62V(¢7 X)
— 2 = (. 4.88
+eg 00 (4.88)
Portanto
—2A.~ € ‘uy ! It ~! ~02V(¢7 X) ~02V(¢7 X)
Ov — =n.,.h*" —4Ay — = 4.
te(e*0x 5w X X=X X503 +¢ X 00 )=0, (489)
e a equacao para a flutuacao escalar em y se torna
_ ot " (92‘/((,25 X) ~(92V(¢ X) 1 ’ ’
2Ar~ ~ ~ ~ ) ’ v
Oy —4A v — = —n, h"™y. 4.90
e 0% XX X +¢ 00 5t "X (4.90)

onde [0 = §,0*.
Além disso, podemos variar a acao em relacdo a métrica até a segunda ordem em € para
obter

1 1 , 1
Dby + ¢ <§6§ +24 ay) = 51 (0uDuling = 003l — OuDrhy)

1 /
+§77“”62AA 0y (1 hy,). (4.91)

Para simplificar a equagao acima, consideramos [38]:

R, de traco nulo (1, = 0), (BZ = 0) e transverso 9,h* = 0 nas flutuagdes da métrica.

Através da redefinicao h,, — E;w = W,\ph’\ﬂ onde
1
P,uzz)\p = 5(7(“)\7(1/;) + 7T,up7rzz)\) - §7T,uzz7r)\p7 (492)
para

0,0,

y =N — 2, 4.93

m N 0 ( )

ficamos com a equacao de evolucao da perturbacao da métrica, dada por
1= o1 19 \7 L\ 7 7 7
—iljh‘w, +e 5(311 -+ 2A (31,/ huy - 5’)’] ((9“(9yh)\p - (9“(9)\th - (9y(9)\hp“)

1 / - 4 -0V(g.x) | V(e x)
+§77/,u/€2AA (9y(77>\ph)\p) + §€2A77p1/ <¢ 0¢ + X (9X — 0 (494)

Esta tltima pode ser simplificada, tendo como versdo compacta a relagao
_ _ Py
hﬁy + 4A’hiw =e “Uhy. (4.95)

Agora, alteramos a variavel y — 2 com dz = ¢ 4 dy, de modo que a métrica é, portanto,
plana:

ds? = W [(nw + ehy, )drtdr” — d2?|. (4.96)
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Assim, a equacao (4.95) agora assume a forma
(—=0? —3A.0. + O)h,, = 0. (4.97)

Redefinindo E;w coImo
hyy = é¥%e 3G, (4.98)

podemos escrever uma equagao tipo Schrodinger, que governa a estabilidade do sistema,
cuja forma é

onde
9 , 3

Observamos que a estabilidade do potencial depende apenas da funcao de warp. FEsta
equacao de estabilidade pode ser fatorizada a partir do operador:

d 3
S=——--A,. 4.101
dz 2 ( )
Tal operador nos permite reescrever (4.97) segundo
d 3 d 3
STSH,, = (—+-A)(——+ =A,) =k°H,,. 4.102
w = (- + 5 A:) (= + D A) n (4.102)

Essa factorizacao mostra que o autovalor da equacdo de estabilidade nao é negativo.
Portanto, esse procedimento pode ser usado para avaliar se uma brana modelada pelo
campo escalar é estavel ou nao. Este modelo engendra simetria Z, e, portanto, da origem
a uma estrutura discretamente simétrica.

De volta a (4.93), redefinimos a fungio h,, como h,, = e 24W¢ , (y)e** e obtemos
a seguinte expressao
Pl 2(A" 42478 + ke P Wg,, =0 (4.103)
dy? oS S '
que, no caso do modo zero (k? = 0) implica em
d d
(== +24") (5 — 24)&u = 0. (4.104)

dy dy

portanto, podemos ver que a solu¢do de modo zero, além de ser o fator de normalizagao,
é precisamente o fator de warp, cuja forma explicita é

€10 = Noe*4W), (4.105)

com Ny como a constante de normalizacao.

49



Capitulo 5

Método de extensao para trés
campos escalares em Mundos-Brana

O principal objetivo deste capitulo é o uso analitico do método de extensao para
explorar um modelo composto por trés campos escalares reais em cenérios de mundos-
brana. A ideia é organizada da seguinte forma: a Segdo 5.1 explora as generalidades sobre
o método de deformacao e a abordagem BPS para modelos de trés campos escalares;
A Secao 5.2 é usada para discutir o Procedimento de Deformacao para Trés Campos
Escalares e a Se¢ao 5.3 é usada para investigar o Método de Extensao para Trés Campos
Escalares e sua aplicacao aos mundos-brana.

5.1 Generalidades

Do capitulo quatro, podemos aplicar a mesma ideia para estudar algumas ge-
neralidades associadas a trés campos escalares acoplados a gravidade no espago-espaco
distorcido em (4,1) dimensdes com o espago-tempo com uma coordenada extra y.

A agao de Einstein-Hilbert (em espago-tempo curvo) para o modelo acima é escrita

S = /d%dy\/m [—%R i L

onde a densidade de lagrangiana para os trés campos escalares é dada por

CcOomo

: (5.1)

0u¢i0“¢i - V((/bz)a 1= 1727 37 € ¢1 = ¢7 ¢2 =X, ¢3 =p. (52)

N | —

3
£=2
i=1

Neste estudo, trabalhamos com unidades naturais por simplicidade, de modo que 47G = 1
e g é o determinante do tensor métrico g., € o quadrado do elemento de linha é dado por

dsg = gabdx“dxb = ezA(y)nw,dx“dx” — dy?, (5.3)

onde os indices: a,b=0,1,2,..,.4 pvr=20,1,..,3, n, =(1,—-1,—1,—1), ¢ a assinatura
do tensor métrico quadri-dimensional e e24®) é o fator warp.
Como vimos no capitulo anterior, a equacao de Einstein para um cenario de mundo-brana
é dada por

Gap = 2T, (5.4)

onde Ty, € o tensor do momento de energia em (4 4+ 1) dimensdes .

50



A equacao de movimento para este modelo pode ser escrita como
¢ +AA =V X +4A =V, p +4A =V, (5.5)

Neste estudo, lidamos com branas planas, portanto, o parametro A deve satisfazer as
equagoes

"

2 / / /
A= =207+ X7+ %), (5.6)

/ 1 / / / 1
A2:6(¢2+X2+p2)_§v(¢7><7p)7 (57)

onde as linhas significam derivativas em relagao a y. Agora, para poder implementar um
formalismo de primeira ordem, héa a necessidade de estabelecer um vinculo entre A’ e o
superpotencial dado por

’ W / W2 / W2 / W2
A:—?; ¢:T¢; :TXS P:Tp7 (5.8)

X
onde W = W (o, x, p). Assim, o potencial V' (¢;) precisa obedecer a restrigao,

1 e
V(g = 3W5 + Wi+ W) — — (5.9)

A densidade de energia do sistema pode ser escrita como
2 2
) =0 |2 X 2| (5.10)

De (5.8), observamos que

’

W 1 / / /

Mas de (5.6), A= —2(¢2 + X2+ p?),
consequentemente, por comparacgao temos

Wy =24, ¢ = %; (5.12a)
Wy=2x, x'= %; (5.12b)
W,=2p, p = % (5.12¢)
Portanto, o formalismo de primeira ordem para os trés campos escalares produz
§ = 5200, (5.13a)
X = %(aﬁ, X:P); (5.13b)
p = %(cb, X, p)- (5.13¢)
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5.2 Procedimento de deformacao para trés campos
escalares

Para construir a versao do método de extensao para modelos de trés campos,
ampliaremos o trabalho proposto por F. A. Brito et al em “O método de extensao para
branas de Bloch” [52]. Deste modo, consideramos trés lagrangianas de um campo, dadas
por

L= 50,00°6 ~V(0): Lar = 500X ~ U (x), (5.14)

1 -
Laz = 50,p0"p = Ulp)- (5.15)

onde V, U e U sio seus respectivos potenciais, e (= 0,1) se estamos trabalhamos em
um espago tempo (1+1) .
As equacoes de movimento para as teorias acima podem ser escritas como

¢ = Vs; Y = Uy p = U, (5.16)
v -  dU . dU
—7 X = —, Up = —,
do dx dp
Nestas discussoes, vamos trabalhar com campos estaticos, ou seja, com ¢ = ¢(x), x = x(z)

e p = p(x), além disso, o primo denota derivada em relagao a coordenada z.
Integrando uma vez (5.16) encontramos as equagoes diferenciais de primeira ordem,

V, = (5.17)

6 = £VIV = £W,(0) ¥ = £V20 = Wy (), (5.18)

p = i@ = +W,(p). (5.19)

onde definimos seus respectivos potenciais como segue,

W2 _ W2 ~ W2
¢ X P
|% 5 U 5 U 5 (5.20)
e _ ~
dW — dW - dW
w, = 2V =7 =00 5.21
¢ d¢ ) X dX ) P dp ) ( )

nas quais W(¢), W(x) e W(p) sdo chamados superpotenciais.

O procedimento de deformacao requer que os trés campos estejam relacionados entre si
através das fungoes de deformacao (f1, f2 e f3), isto é, supomos que existem fungoes
invertidas f(x) e f(p) tal que

o= fix), x=[f1"(®); o=flp), p=/f ()
p=f:(x), x=/f5"p) (5.22)

onde f3 = fy (¢ = fr).

Portanto, obtemos

Py P =X (5.23)
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e para os potenciais U (x) e U(p) usamos

L@:ﬂi Wp[% L@:ﬂﬁ (5.24)
flx f2p 3x
e ;o _dh &> _dfy o
1X_aa f2p d_p f3x_a' ( . )
para reescrever
_ 1% - 1% _ U
000 = 2228 g - L2 gy - ZE2Y )
1x 2p 3x
De (5.18), (5.19) e (5.22), derivamos
Wald = X) = Wa(9) = fuWi(x), (5.27a)
Wold = p) = Wo(9) = FaoWo(p), (5.27b)
Wolp = x) = Wylp) = o Wi(x)- (5.27¢)

Por isso, para um potencial conhecido com sua solugao para o modelo descrito pela den-
sidade de lagrangiana £, podemos usar esses resultados juntamente com a funcao de
deformagao para construir os modelos de densidade Lagrangiana deformados Ly, e Lgo.
Substituindo a fungdo de deformagdo na equacao diferencial de primeira ordem para os
campos ¢, x e p e procedemos para encontrar suas restri¢goes usando (5.27). Tal abordagem
resulta em

dfi _¢'(x) _d¢ WM@

= AL - , 5.28a
dx  X'(x) dx  Wy(x) ( )
d (p) d W
dp p'(p) dp w
d ' d
dx X0  dx (@
Aplicamos o método de extensao, para reescrever (5.28) em formas diferentes mas equi-

valentes, culminando em

@ _ . ﬂl W¢(¢7 X p) 5.99
dy Px X Wy, x,p) (5:292)
dy 7 x Wild,x,p) (5.290)
@: :ﬂl_ W¢(¢7X7p) 5.99
dp iz P We(o,x.p) (5.29c)

com suas solugoes de érbita analitica, respectivamente, fornecidas por

p=0(x), x=x(p), =09 .
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5.3 Método de extensao para trés campos escalares

De (5.29) e com a ajuda das fungoes de deformacao em (5.22), podemos reescrever ¢', x’
e p/ em sete formas diferentes, mas equivalentes, como

’

(/b/ = W¢(¢)7 (/b/ = W(i)(X)? (/b/ = W(i)((/b? X)7 (/b = W¢(p)7
¢ =Wo(d,p), ¢ =Wslx,p), ¢ =Ws(d,x,p), (5.30)

p=Wy(d), p=W,x), p=Widx), »=Wslp),
: = WP(¢7 p)7 pl = WX(va)v p = WP(¢7X7p) (532)

Assim, definimos os seguintes parametros:

a;j, b, ¢ij, onder=1,2,3ej=1,2,3,4,5,6,7
sao constantes que obedecem as restricoes
ayy + a2 + a1z + ayy + a;s + aig + ayy = 1, by + b2+ b3 +bs+ b5+ 05+ 07 =1,
c11 + c12 + 13 + ¢y + 15 + 16 + 17 = 0, Co1 + Co2 + Co3 + Cog +Co5 + o+ a7 =0¢
€31 + 32 + €33 + 34 + €35 + €36 + 37 = 0.
Essas constantes podem ser relacionadas a (5.30), (5.31) e (5.32) trocando
Wy — anWs(x) + anaWy(d, x) + aisWe(d) + a1aWy(p) + aisWy(@, p) + ar6Wy(x, p) +
a17W¢(¢7 X p)
Wy = biWo (X) +02 W (¢, x)+bs Wi () +0s W (p) b5 Wi (b, p) +0s Wi (X, p)+0: Wi (9, X, p),
Wp — a21WX(X) + a22W (¢, ) + a23WX(¢) + a24W ( ) + a25W (¢, ) + agﬁWX(X,p) -+
a27WX(¢7 X p)

Portanto, podemos reescrever % usando (5.29a) como

% = la11W¢(X) + a12Wo (9, X) + a1sWo(9) + araWo(p) + a1s W (¢, p) + a16Wo (X, p)
+arrWe(9, x, p) + c119(x) + c129(9, X) + c139(8) + c1a9(p) + c159(9, p) + c169(x, p)
el [P+ B0 5 080 + 0, 0) + 053 6.) +

D6 Wi (X, p) + brWi(, X, p) + carf(X) + coaf (6, %) + 2 f(9) + caa f(p) + c25.f (6, p)

1
+%ﬂxm+@ﬁwmmﬂ. (5.3

Aqui, g e f sao funcdes de conexio

De (5.31) podemos reescrever g—)‘; usando (5.29b) como
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;l—)p( = laﬂWp(X) + anxW,(p, X) + agsW,(p) + aeaW (@) + apsW (e, p) + agsW,(4, x)
FaxWy(d, x, p) + c319(x) + ¢320(, X) + €339(9) + €34G(p) + €35G(, p) + c369(X;, P)
e, 0| [P+ BTV 5 bV + 0, 0) + 053 6.) +
bWy (X, p) + i Wi (9, X, p) + a1 f (X) + coaf (6, X) + cas[(9) + caaf(p) + a5 (¢, 0) +

a0 f (o) + a6, x. p>] . (5.34)

com g e f como funcgoes de conexao

Além disso, (5.34) obedece o vinculo ag + age + a3 + aog + G5 + ags + asr = 1 e c31 +
C32 + C33 + C34 + C35 + C36 + C37 = 0.

e, também podemos reescrever % usando (5.29¢) como

dp - la11W¢(X) + a12We (9, X) + asW(9) + araWo(p) + ars W (¢, p) + a16Wo (X, p)
+a17Wy (9, X, p) + c119(X) + c129(d, x) + c139(¢) + crag(p) + c159(9, p) + c169(X; p)
+c179(9, X P)} X lame(X) + anaW,(p, X) + a2sW,(p) + auaW (@) + axs W, (¢, p)

FaosW,(h, X) + azzWpo(d, X, p) + c319(X) + c320(0, X) + c339(¢) + c34G(p) + c355(, p)

1
+e369(X, p) + c379(9, X7p)1 . (5.35)

Para descobrirmos as formas funcionais de ¢ ou f, podemos usar a propriedade
Wiy = Wig. (5.36)
Substituindo W, e W, em (5.33) e tomando as respectivas derivadas, ficamos com

a1 Wy (X) + a12Woy (9, x) + a16 Wy (X p) + a1:Won (&, X, p) + 1195 (X)

+C120, (D, X) + 1695 (X p) + 1795 (D, X5 p) = L2Wi (D, X) + b3 Wy4(9)
+05Wo (8, p) + beWio (8, X, 0) + c2fo(0,X) + 3 fo(0) + cosfs(d, ) (5.37)
+027]E¢(¢7 X P)-

Da mesma forma, para a funcdo § ou f em (5.34), recorremos ao uso da restri¢ao,
Wo = Wy, (5.38)

0 que nos leva a,

a21pr(X) + a22pr(pv X) + a26WPX(¢7 X) + a27WpX(¢7 X5 p) + C31§x(X)

+€320, (D, X) + €365 (X P) + €375 (D, X, p) = 0aW,,(p) + s W,,(9, p)
F0sWo(X; p) + br W (9, X, £)) + caafp(p) + 25 [o(0, p) + 6 fu(x.p)  (5.39)
‘|‘C27]Ep(¢a X P)-
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Finalmente, para encontrar a fungao g ou g em (5.35), aplicamos restrigoes semelhantes,
Wep = Wpe, (5.40)

resultando em

a1aWs,(p) + a1sWep (9, p) + a16Wep(x, p) + a17Wp (9, X, p) + €129,(p)
+¢159,(¢: p) + 169X P) + C1790(0, X5 p) = a2aW (@) + a25Wps(9, p)
Fa26Woe (9, X) + a2z Wog (b, X, p) + €3294(h, X) + c3394(¢) + €3596(0, p)
+¢3796 (05 X, p)- (5.41)

De (5.37), (5.38) e (5.41) podemos ter duas possibilidades na determinacao das fungoes

extras g, f e g.
Primeira Abordagem

Para encontrar a funcao ¢ in (5.37), nés tomamos coo = o3 = co5 = co7 = 0,
resultando em

a1 W (X) + a1oWey (@, x) + a16Wey (X, p) + a17Woy (0, X, p) + c119¢(X)
+Cl2gx(¢7 X) + ClﬁQx(Xa p) + Cl7gx(¢7 X5 p) = b2WX¢(¢7 X) + b3WX¢(¢)
+b5Ws (8, p) + e Wi, X, ). (5.42)

Entao (5.39) nos da,
an W (x) + a22Woi (0, x) + a2 Wy (@, X) + a2eWpi (@, x5 p) + €319 (X)

+C32§X(¢7 X) + C36§X(X7 p) + C37§X(¢7~X7 p) = b4IiVXP(p) + b5WXﬂ(¢7 p)
+06Wo (X5 p) + be Wi (b, X, p) + C2afo(p) + ca6fo(X. p). (5.43)

Para encontrar f a partir da conexdo acima, tomamos ¢33 = ¢33 = ¢3¢ = c37 = 0,
resultando em

a21pr(X) + a22pr(p7 X) + a26pr(¢7 X) + a27prE¢7 X p) = ?4pr(p)
+05 Wy (0, p) + 06Wyp(x, ) + be Wi (@, X, ) + c2afp(p) + 26 fo(X: p),  (5.44)

Assim (5.41) torna-se

a1aW,(p) + a1sWep(0, p) + a1sWoo(X, p) + a17Wep(0, X, p) + c1a9,(p)
+c159,(0, p) + C169,(X, P) + c179,(D, X5 p) = a2aW s (0) + a5 W,(0, p)
+assWog (@, X) + astWoe (0, X, p) + €33G4(0) + 3590 (9, p). (5.45)

Para encontrar g nesta conexao, estabelecemos c14 = c15 = c16 = c17 = 0, impli-
cando em

a1aWe,(p) + a1sWe, (9, p) + a16Weu (X, p) + a17We,(9, X, p) = a2aW ()
Fags W (0, p) + a26Wpe (9, X) + a2rWog (0, X, p) + c3396(0) + c3594(0, p), (5.46)

Assim (5.42) se torna

aniWe (X) + a1aWe (@, x) + arsWey (X, p) + a17Wi (9, X5 p) + 1195 (X)
+Cl2gx(¢7 X) = b2WX¢(¢7 X) + b3WX¢(¢) + b5WX¢(¢7 p) + b7WX¢(¢7 X p) (547)
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Deste modo, observamos que (5.44), (5.46) e (5.47) nos permitem encontrar as fungdes
extras f, g e g, respectivamente.

Segunda Abordagem

Esta abordagem ¢ baseada em encontrar a funcao f in (5.37), em vez de g, ou seja, nos
tomamos ¢11 + ¢12 + ¢16 + ¢17 = 0 resultando em

a1 W (x) + a1:Wer (¢, X) + arsWox (X, p) + areWe (6, X, p) = b:2Wip (9, X)
+b3M{X¢(¢) + b5W>£¢(¢7 p) + b7WX¢(¢7 X p) + C22f¢(¢7 X) + C23f¢(¢)
o5 fo (D, p) + corfo (D, X, p).- (5.48)

Portanto (5.41) culmina em

a14W¢>p(P) + a15W¢p(¢7 P) + a16W¢p(X7 P) + a17W¢p(¢7 X5 P) + 0149p(P)
+e159,(0, p) = a2aWpp(@) + azs W (@, p) + asWog (b, X) + a2rWos(9, X, p)
3206 (0, X) + 3396 (P) + C35G4(D, p) + 37040, X, p)- (5.49)

Para encontrar a funcao ¢, tomamos ¢z = ¢33 = ¢35 = ¢37 = 0, 0 que implica

a14W¢>p(P) + a15W¢p(¢7 P) + a16W¢p(X7 P) + a17W¢p(¢7 X P) + 0149p(P)
+0159p(¢7p) = a24Wp¢>(¢) + a25Wp¢(¢7 P) + a26Wp¢(¢7 X) + a27Wp¢(¢7 X5 P)(5-50)

Portanto, (5.39) se torna

a21pr(X) + a22pr(p7 X) + a26pr(¢7 X) + a27pr(¢7 X p) + C31§x(X)
+ea0x (X: p) = 0aWp(p) + 05 Wi (0, p) + D6 Wi (X, ) + b1 Wi (¢, X p)
+eoafo(p) + o5 fol@, p) + oo fo(X, P) + Cn fol D, X, P), (5.51)

Neste caso, para encontrar a fungao § devemos tomar cyy = co5 = C96 = Co7 = 0,
portanto

a21pr(X) + a22pr(p7 X) + a26WPX(¢7 X) + a27WpX(¢7 X p) + C31§x(X)
+C36§x(X7 p) = b4pr(p) + b5pr(¢7 p) + bGWXp(X7 p) + b7pr(¢7 X p)- (5'52)

Logo, (5.48) se torna

a11W¢X(X) + a12W¢X(¢7 X) + a16W¢X(X7 p) + a17m~/¢x(¢7 X p) :~b2WX¢(¢7 X)
+b3WX¢(¢) + b5WX¢(¢7 p) + b7WX¢(¢7 X p) + C22f¢(¢7 X) + C23f¢>(¢)' (553)

De (5.50), (5.52) e (5.53) observamos as possibilidades de determinar as fungoes
extras ﬁ geg.
Apés calcularmos g, f e §, podemos substituir todos os ingredientes em (5.33), (5.34) e
(5.35), respectivamente, para derivar W,,, W, e W, adequadamente.
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5.4 Aplicacao em cenarios de mundo-brana

Exemplo: ¢* versus y* versus p*.

Como exemplo, aplicamos o método de extensao ao acoplamento entre ¢*, y* e p*.
. . W, w. W, o
Aqui redefinimos =% — Wy; —=* — W,; —=£ — W,, apenas por simplicidade e recupe-
raremos este fator 1/2 ao final dos nossos calculos.
As equacgoes diferenciais de primeira ordem para cada um dos modelos sao escritas como

¢ =Wy(g) =1-¢" (5.54a)
X =Wi(x) =1-x% (5.54b)
pr=W,ylp)=1-p% (5.54c)

com suas solucoes analiticas dadas por
¢ = tanh(x); x = tanh(x); p = tanh(x). (5.55)
As funcoes de deformacgao que conectam os trés modelos sao simplesmente

b= x; X =P ¢ =p. (5.56)

Agora, vamos aplicar o método reescrevendo Wy (¢), W, (x) e W,(p) respectivamente, em
sete formas diferentes, mas equivalentes, usando (5.33), (5.34) e (5.35), o que implica em

Ws(x) =1—-x% Wylp) =1-4¢"

Ws(p) =1—p*, Weld,p) = (1—¢)(1+p),

Ws(x,p) = (1 = x)(L+p), Ws(o,x,p) =0,

We(d,x) = (1 = ¢)(1 + x)- (5.57)
Wolx) =1=x Wy(¢)=1-¢?%

Wylp) =1=p% Wyg,p)=(1—=¢)(1+p)

Wil p) =1 =x)L+p), Wil(d x,p) =0,

Wi(é,x) = (1 = &) (1 +x). (5.58)
Wolx) =1—x% W,(¢)=1-4¢"

Walp) =1-p* Wy(g,p)=(1-¢)(1+p)

Wolx,p) = (1 =x)(1 +p), W,lg,x,p) =0.

W,o(9,x) = (1 = ¢)(1 + x). (5.59)

onde os termos Wy (¢, x, p) = Wy (¢, x,p) = W,(¢,x, p) = 0 para evitar poténcias racio-
nais em nosso potencial polinomial.
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Substituindo os ingredientes de (5.57) e (5.58) em (5.42) ficamos com

—a11(2x) + a12(1 — @) — aws(1 + x) + 120+ (P, X) + c119x(9)
= —by(1 4+ x) — 03(20) — bs(1 + ). (5.60)

A fim de obter uma forma univoca para g, tomamos c;3 = 0, deste modo, apds
integramos a equacao anterior em relagao ao campo y encontramos

2 2

c129(0,X) = anx® — a2l — ¢)x + aws(x + X?) —ba(x + X?)

—2b30x — bs(1 4+ ¢)x. (5.61)

e através da funcao de deformacao y = ¢ e da equacao acima também obtemos

2 2
159(8) = and? — a1 9)6 + (6 + )~ b6+ 5) — 26 ~ by(1+ 6)9. (562

Dando continuidade ao método, vamos substituir nossos ingredientes contidos em (5.58)
e (5.59) na equacao (5.44), o que implica em

—a (2x) + ax(l — ¢) —ax(1 + p) ) )
= —04(2p) + b5(1 — @) + bs(1 — x) + coafo(p) + c26.fo (X, p)- (5.63)

Agora escolhemos ¢y = 0, e integramos com relagao a p, ficando com

- 2 2 2 2
couf(p) = —azp® + asn(p — 5) — axs(p + 5) + byp”® — bs(p — 5) —bs(p — 5)- (5.64)

assim, via funcao deformagao xy = p a equagado anterior é reescrita na forma
2 2 2
7 X X X
Caaf (X) = —azx” + ag(x — ?) — ags(x + ?) +bax? = bs(x — ?) -
2

bs(x — 5)- (5.65)

E, finalmente, substituindo (5.57) e (5.59) em (5.46) somos levados a

—a14(2p) + a15(1 — ¢) + aws(1 — p)
= —axn(l 4+ Xx) — a2(2¢) — azs(1 + p) + cs39x(X) + €395 (0, ). (5.66)

onde trabalhamos com c35 = 0 a fim de obtermos uma forma univoca para §. Logo, ao
integramos a equacao anterior com respeito a ¢ determinamos

2 2 2

essi(6) = —0a” + 0150 — ) ans(6 = ) + 00+ L)+ a?
2

+ags (¢ + %) (5.67)

e via a fun¢ao deformagao ¢ = p também podemos escrever (5.66) como

2 2 2

c330(p) = —awp® + ars(p — %) + ag(p — %) + ag(p + %) + agsp®

2

tax(p+ ). (5.68)
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Agora substituimos os resultados obtidos pelas funcdes de conexio ¢, f, § em (5.57),
(5.58) e (5.59) podemos escrever W,,, W, e W, presentes em (5.33), (5.34) e (5.35), como

Wy = ara(1 = ¢)(1 + x) + ar3(1 — ¢°) + ara(1 = p*) + ass(1 = $)(1 + p)

ta(1 —x)(1 4 p) + ar1(1 —x*) + anx® — ao(l — @)x + ag(x + X?)

2 2
ol + )~ gy — 1+ O — and? + anll 96 + analo+ )

2
+bo(0p + %) + 2b3¢° + bs(1 + ¢)o; (5.69)
Wy =ba(1 = ¢)(1+ x) + bs(1 — ¢%) + ba(1 = p*) + b5(1 — ¢)(1 + p)

2
+06(1 —x) (1 + p) + b1 (1 — )—a2102+a22(0—%)—azﬁ(f)Jr%)
2 P’ x? X
+byp° — b5(p — ?) —bs(p — 5) + anx’ — axn(x — 5 =)+ ax(x + 7) (5.70)
X2 X2

—byx* + bs(x — 7) + be(X — 7) ;

W, = axn(l - ¢)(1+ x) + axs(l - ¢2) + az(1 — Pz) + a5 (1 — @) (1 +p)

+azs(1 — x)(1+ p) + azi(1 = x%) + awap® — ars(p - %) — a16(p — %)
_ P Py e ¢ ¢
azs(p + 5 ) —as(p+ 2 ) — agsp” — a149” + a15(¢ — 5 —) +ai(¢ 5 )
2 2
+an(p+ =) + and® + ax(¢p + =). (5.71)

2 2

Desta maneira, o superpotencial efetivo W (¢, x, p) para os trés campos escalares acoplados
é tal que

3 2 3
W((/b? X p) = (/b - (all + a2 + al?,)% + a15¢p — a15% —+ bg <€Z; —+ %)

3 2
3 2 2 3 2
X X X X
+b1 <X—?> + b2 <X+7> — Qg <7_F> — Qg6 <P+%>X
3 2 2 3
+a24 <p — %) + Aog <p+ %) + Aog <X7 + %) . (572)

Agora, substituimos o superpotencial efetivo W (¢
¢oes analiticas apresentadas em (5.55) e (5.56), em (5.8
warp A(y). Tal funcao fica com a forma

3 > 3 2 2 2
4-253qi + bsx — a5 <p_ - %) — by <X + %) ¢ —2b3—x — a15¢—P

, X, p) juntamente com as solu-
) para determinar a fungao de

Aly) = % (—QCy + sech?(y) — 4log(cosh(y))) , (5.73)
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com potencial de estabilidade do graviton dado por
U = ealecd®(y)-2e) lf’)cz + 10c tanh(y)(sech®(y) + 2)
—5sech®(y) — 24sech®(y) + 201 X [3 cosh%(y)r1 . (5.74)
Além disso, podemos escrever a densidade de energia ¢(y) como:
e(y) = ¢ 3 (sech?(y)~2ey) [ — 8¢ — 16¢tanh(y)(sech?(y) + 2)
+8sech®(y) 4 69sech?(y) — 321 X [24 cosh%(y)} - (5.75)

Tracamos graficos para o fator de warp, potencial de estabilidade do graviton e a
densidade de energia para o superpotencial efetivo obtido anteriormente.

Os graficos para o fator de warp, a densidade de energia e o potencial de estabi-
lidade do modelo de trés campos reais sao mostrados nas Figuras 5.1 e 5.2. O fator de
warp da Figura 5.1 foi gerado considerando ¢ = 1, resultando em uma brana assimétrica.
Caso o parametro c¢ seja nulo, temos uma brana simétrica. A Figura 5.2 descreve densi-
dades de energia para branas simétricas e assimétricas e um potencial tipo vulcao tipico
é observado no painel esquerdo desta Figura.

Podemos constatar que o parametro ¢ é responsavel por deformar as branas deste
modelo. Tal parametro pode criar uma brana completamente assimétrica, como vemos
no grafico do painel esquerdo da Figura 5.3. No painel direito, revelamos trés possiveis
configuragoes para as branas deste modelo, as quais denominamos de nao-critica, critica
e hiper-critica. O valor critico do parametro ¢ pode ser obtido analiticamente, através da
analise da derivada do fator de warp nos extremos de integracao. Verificamos que neste
modelo especifico, a derivada de €4 serd nula em y = +o00 se || < 2.

O grafico do painel direito da Figura 5.3 revela que as branas sao bem comportadas
dentro da faixa desses valores criticos. Por exemplo, com valores de ¢ inferiores aos valores
criticos, as branas tornam-se estaveis e, portanto, sao integraveis. Para os valores de ¢
maiores do que o valor critico, o fator de dobra e?4 diverge e, portanto, torna-se instavel e
nao integravel, além disso para valores de ¢ iguais aos valores criticos, as branas também
se tornam instaveis e, portanto, nao integraveis.
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[ osp

(a) Factor de dobra (b) Factor de dobra

Figura 5.1: A esquerda mostra o fator de dobra por ¢ = 1. No painel direito, vemos o fator de
dobra para ¢ = 1.5 (curva preta pontilhada), ¢ = 1.0 (curva vermelha pontilhada) and ¢ = 0
(curva azul sélida).

(a) Potencial de estabilidade do sistema (b) Densidade de energia do sistema

Figura 5.2: Na figura esquerda vemos a energia para ¢ = 1.5 (curva preta pontilhada), ¢ = 0
(curva azul sélida) e ¢ = 1(curva vermelha tracejada). Na figura direita vemos a densidade de
energia para ¢ = 1.5 (curva preta pontilhada), ¢ = 0 (curva azul sélida) e ¢ = 1 (curva vermelha

tracejada).
6F 8F hypercritical
s critical
3 :’ 4
ab
\ N non-critical
| ]
-10 -5 5 10 15 20 *‘20 7‘10 1‘0 2‘()
(a) Comportamento da brana . (b) Comportamento da brana.

Figura 5.3: A esquerda, temos uma branca deformada com valor critico de ¢ = 2. A direita,
temos branas deformadas com valores criticos de ¢ = —2.1, ¢ = —2.0 e ¢ = —1.9 respectivamente.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao, apresentamos uma revisao de topicos na teoria classica de campo,
onde estudamos varios tipos de solugoes localizadas, como kinks e lumps. Os modelos que
consideramos admitem as solugoes BPS (Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield) [26], [27] tam-
bém conhecidas como estados BPS, que resolveram as equagdes diferenciais de primeira
ordem em vez das equacoes diferenciais de segunda ordem mais complicadas para um ou
mais campos escalares.

Revisamos o método de deformagido que nos permitiu aplicar o método de extensao
para determinar analiticamente novos modelos usando trés campos escalares, conforme
proposto por J. R. L. Santos et al em [48]. Como prelidio para o trabalho principal, o
conceito de cenarios de mundo-brana foi explorado com referéncia especial aos trabalhos
de D. Bazeia et al [12] em branas de Bloch, onde a estabilidade da brana também foi
revisada e o potencial efetivo que localiza a gravitagao na brana foi encontrado.

A aplicacao do método de extensao é a nossa contribuicao para esta dissertacao.
Neste trabalho, investigamos como o método de extensao pode ser aplicado com sucesso
para gerar novas branas hibridas em cenarios de mundo-brana. Seguimos a metodologia
nas referéncias [28], [29], [30], que possibilitou a aplicagao do método de extensao a trés
modelos de um campo escalar para construir novos modelos em cenarios de mundos-brana.
Conseguimos construir uma familia distinta de campos escalares descritos por interagdes
hiperbodlicas no caso de cinematica padrao. As solugoes estaticas para esses modelos fo-
ram obtidas a partir do procedimento de deformagao desenvolvido na referéncia [52] onde
estudamos suas densidades de energia, potenciais de estabilidade e o comportamento do
fator de dobra. Estes novos modelos de brana exibem caracteristicas simétricas e assimé-
tricas como resultado de um dos parametros relativo ao superpotencial. As caracteristicas
fisicas das branas foram analisadas e discutidas através de graficos do fator de warp, da
densidade de energia e do potencial de estabilidade do graviton. Verificou-se também que
o comportamento critico das branas garante que a brana se estabilize com valores inferi-
ores aos valores criticos e, portanto, se tornem integraveis. As branas tornam-se instaveis
e nao integraveis com valores iguais ou maiores que os valores criticos.

Temos como perspectivas utilizar o ferramental aprendido durante esta dissertacao
para criar novos modelos compostos por diferentes tipos de defeitos e verificar quais sao
as influéncias de tais modelos nos parametros fisicos que descrevem as branas. Esperamos
também estudar de forma cuidadosa novos aspectos e técnicas relativas a estabilidade das
branas e dos gravitons. Além disso, as técnicas aqui desenvolvidas podem ser aplicadas
em diversos cenarios modelados por teorias de campos escalares.
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