
80 é)
“(nuss um ªº“

UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA

UNIDADE ACADEMICA DE FÍSICA
COORDENAÇÃO DE PÓS-GRADUAÇÃO EM FÍSICA

DISSERTAÇÃO DE MESTRADO

Método de Extensão para Modelos de Três Campos em Mundos-Brana

MAXWELL MENSAH-OPOKU

CAMPINA GRANDE
-SETEMBRO DE 2017—



UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA

UNIDADE ACADEMICA DE FÍSICA
COORDENAÇÃO DE PÓS-GRADUAÇÃO EM FÍSICA

DISSERTAÇÃO DE MESTRADO

Método de Extensão para Modelos de Três Campos em Mundos-Brana

MAXWELL MENSAH-OPOKU

Dissertação apresentada ao Programa de Pós-
Graduação em Física da Universidade Federal
de Campina Crrande7 como requisito parcial para
obtenção do Grau de Mestre em Física.

Area de Concentração: Teoria de Partículas
e Campos.
Orientador: Prof. Dr. João Rafael Lucio dos
Santos.

CAMPINA GRANDE
-SETEMBRO DE 2017—



FICHA CATALOGRÁFICA ELABORADA PELA BIBLIOTECA CENTRAL DA UFCG

M548rn Mensah-Opoku, Maxwell.
Método de extensão para modelos de três campos em mundo s-brana / Maxwell

Mensah-Opoku. — Campina Grande, 2017.
89 f. : il. color.

Dissertação (Mestrado em Física) — Universidade Federal de Campina Grande,
Centro de Ciências e Tecnologia, 2017.

"Orientação: Prof. Dr. João Rafael Lúcio dos Santos”.
Referências.

1. Teoria Clássica de Campos. 2. Campos Escalares. 3. Modelos Analíticos de
Três Campos. 4. Mundos-Brana. 5. Método de Deformação. 6. Método de
Extensão. I. Santos, João Rafael Lúcio dos. II. Título.

CDU 53(043)



MAXWELL MENSAH-OPOKU

MÉTODO DE EXTENSÃO PARA MODELOS DE TRES CAMPOS EM

MUNDOS—BRANA

Dissertação aprovada em 01/09/2017

BANCA EXAMINADORA

É;
aª . / é,ª ª & º g« . _ ), x “_

3,3) Façªm—.“»(M (à a;, í” ']

3: (Presidentej
ProfÍ Dr. João Rafael Lúcio dos Santos

Departamento de Física — UFCG

'“ri" .* ,.,& ª..._ Í
nf" iii,/:?“: Á,- lí “"ifê .ª ' /' *! i ., ,», .º ! &.fo l/ ”'

(Membro interno)
Prof. Dr. Prof. Dr. Francisco de Assis de Brito

Unidade Acadêmica de Física — UFCG

ª.;* 4 ,. ,“ /,-.' ,Yl ' / :; :; A,: X E! ,, (i u & l' € . , ª / ' o
(Membro externo)

Prof. Dr. Carlos Alex Souza da Silva
Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia da Paraíba — CG





Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

3.1

3.2

3.3

4.1

5.1

5.2

5.3

Potencial para o modelo (#4 , para A = a = 1 VMS) : %(qõº — 1)2. ...... 8
Gráficos das soluções para kinks e anti-kinks .................. 9
Densidade de energia do sistema. ....................... 9
Potencial para o modelo invertido (#4 ..................... 10
Grafico para o lump (curva sólida azul) e anti-lump (curva roxa tracejada). 11
Densidade de energia para solução lump ................... 11
Grafico para os potenciais deformado (curva roxa sólida) e nao-deformado
(curva azul sólida). ............................... 19
Soluções de defeito para o modelo (#4 e para o modelo deformado7 retratados
com linhas sólidas e tracejadas respectivamente. ............... 20
Densidades de energia para o modelo (#4 , retratados com linhas sólidas e
tracejadas respectivamente. .......................... 20
Graficos das soluções do fator de dobra exp[2A(y)] para os valores 7" :0.005,01 e 0.3. ................................. 44
Á esquerda mostra o fator de dobra por c = 1. No painel direito7 vemos
o fator de dobra para c = 1.5 (curva preta pontilhada)7 c = 1.0 (curva
vermelha pontilhada) and 0 = 0 (curva azul sólida). ............. 62
Na figura esquerda vemos a energia para c = 1.5 (curva preta pontilhada)7
c = 0 (curva azul sólida) e c : 1(Curva vermelha tracejada). Na figura
direita vemos a densidade de energia para c = 1.5 (curva preta pontilhada)7
c = 0 (curva azul sólida) e c = 1 (curva vermelha tracejada). ........ 62
A esquerda7 temos uma branca deformada com valor crítico de c = 2.
A direita7 temos branas deformadas com valores críticos de c = —2.1
c = —2.0 e c = —1.9 respectivamente ...................... 62

ii



Resumo

Este trabalho aplica um novo procedimento para determinar modelos analíticos
de mundos-brana híbridos. É construído através de modelos de três campos acoplados a
gravidade em um espaço-espaço (4 + 1) dimensional que geralmente são de difícil trata-
mento analítico. Aplicamos o método de extensão para construir modelos de três campos
em cenários de braneworld. A ideia fundamental do método e combinar três sistemas de
campo de uma maneira não trivial7 para construir um modelo composto por tres campos
escalares efetivos. O princípio subjacente ao sucesso do método nesta dissertação reside
no método de deformação.

Palavras-chave: Teoria clássica de campos7 Campos escalares7 Modelos analíticos
de três campos7 Mundos-brana7 Método de deformação, Método de extensão.

iii



Abstract

This work applies a new procedure to determine analytical hybrid braneworld mo-
dels. It is constructed Via three-field models coupled With gravity in a (4+1) dimensional
space-time Which in general is diflicult to compute analytically. We apply the extension
method to construct three-field models in braneworld scenarios. The fundamental idea
of the method is to combine three-one field systems in a non-trivial way, to construct an
effective three scalar field models. The underlying principle to the success of the method
in this dissertation lies in the deformation method.

Keywords: Classical field theory, scalar fields, analytical three-field models, bra-
neworlds, deformation method, extension method.
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Capítulo 1

Introdução

A física e as teorias de dimensões extras continuam a atrair enormes atenções de
cientistas curiosos, especialmente físicos de partículas. Essas dimensões extras desem-
penham um papel relevante em quase todas as teorias físicas que explicam interações
físicas baseadas no modelo padrão [177]. A ideia de dimensões extras foi introduzida pela
primeira vez por volta de 1920 por Kaluza e Klein [8, 9], que tentaram unificar o ele-
tromagnetismo com gravidade, assumindo que o campo de fótons é originário do quinto
componente (gw) do tensor métrico de cinco dimensões. O início dos anos 80 levou a novas
visões dessas ideias com base na constatação de que uma teoria de unificação consistente
necessariamente tera que incluir dimensões extras.

Para que tais teorias com dimensões extras nao contradigam as quatro dimensões
espaciais observadas, devemos assumir que tais dimensões extras estao escondidas de nos-
sas observações. A maneira mais precisa de conseguir isso e assumindo que a razão pela
qual ainda nao observamos as dimensões extras e que, contrariamente as dimensões do
espaço-tempo comuns, que sao muito grandes (ou infinitas), essas dimensões extras hipo-
téticas sao compactadas, ou seja, tratam-se de dimensões finitas.

Um “ brana ” é um objeto semelhante a uma membrana em um espaço de dimensões
superiores, o que representa uma membrana que poderia ter dimensões mais espaciais do
que a membrana bidimensional usual. Uma p-brane significará que a brana tem ”p”
dimensões espaciais, de modo que uma 2-brana é apenas a membrana usual, uma 1-brana
é apenas uma corda, enquanto o objeto mais importante para nós nesta revisao será uma
3-brana , que tem 3 dimensões espaciais, tal como o nosso mundo observado, que pode ser
incorporado em mais dimensões. Podemos descrever “ branas ”, como defeito topológico
(como um soliton), que poderia ter campos localizados em sua superfície. As teorias de
cordas também contêm objetos chamados D-branas (abreviatura das branas de Dirichlet).
Estas são superfícies em que uma corda aberta pode acabar. Essas cadeias abertas dão
origem a todos os tipos de campos localizados na brana.

Um “ mundo-brana ” ou branevvorld, é uma configuração física em que matéria e
forças se limitam a uma brana. Os modelos de branevvorld construídos com espaço-tempo
distorcido têm a motivação de serem uma solução para o problema da hierarquia [10,11],
onde usamos um novo conjunto de métricas com uma dimensão extra. Esta métrica nao é
fatorizavel e a métrica de quatro dimensões padrão é multiplicada por um fator de dobra
(ou warp factor), que cresce exponencialmente como uma função do raio de compactação.
Este modelo Randall-Sundrum de mundo-brana da origem a um perfil de brana fino que
contém o Modelo Padrão de Partículas e Campos e, portanto, além disso, ele representa



um mecanismo para explicar a questão da hierarquia da força gravitacional. Essa questão
visa descrever o porquê da intensidade da força gravitacional ser tao baixa em pequenas
escalas comparada as intensidades das outras forças fundamentais da natureza.

Além do modelo de Randall-Sundrum, Várias publicações foram escritas sobre
como gerar modelos com branas grossas, onde a gravidade e acoplada a campos escala-
res reais e o componente espacial depende apenas da dimensão extra, como introduzido
por Bazeia e Gomes [12]. Neste artigo, eles investigaram o cenário do mundo-brana com
referência específica a brana de Bloch sendo esta uma parede de domínio com estrutura
interna. Branas como as de Bloch são denominadas branas híbridas, ou seja, elas são
geradas por um modelo de dois campos escalares. Em [12], os autores obtiveram um
vvarp-factor analítico e verificaram a localização da gravidade calculando o modo-zero do
graviton [13,14] conforme discutido no capítulo 4 desta dissertaçao.

Os trabalhos de Lisa Randall e Raman Sundrum sobre geometria deformada [10,11]
possibilitaram a realização de diversas investigações. Em tais obras, nosso universo ob-
servavel deve ser representado por uma hipersuperfície (3, 1), chamada brana, imersa em
um espaço-tempo multidimensional [15719], onde as partículas do modelo padrão esta-
riam anexadas a brana, e a gravidade poderia viajar livremente através dela. O objetivo
principal dos modelos Randall-Sundrum (RS) é fornecer uma resposta consistente ao pro-
blema hierarquico e a constante cosmológica. Para remediar as dificuldades surgidas nos
modelos RS, propôs-se o uso de defeitos topológicos semelhantes a solitons, capazes de pro-
porcionar estrutura interna a brana para melhorar sua estabilidade [2072]. As soluções
obtidas nesses cenarios originam diferentes tipos de defeitos topológicos e possibilitam o
desenvolvimento de fenômenos novos e interessantes.

Esses defeitos topológicos no contexto da Teoria de Campo sao configurações esta-
veis de matéria formadas em transições de fase no universo inicial. Existem vários tipos
possíveis de defeitos, como paredes de domínio, cordas cósmicas, monopolos, texturas e
defeitos “híbridos”. O tipo de defeito formado e determinado pelas propriedades simétri-
cas da matéria e pela natureza da transição de fase. Os defeitos topológicos das estruturas
em física de altas energia despertaram um profundo interesse e, portanto, são objetos de
diversas investigações [23725].

Os físicos de partículas conseguiram encontrar novos métodos matemáticos para
resolver problemas envolvendo defeitos topológicos em relaçao a modelos compostos por
dois ou mais campos escalares. Uma primeira metodologia relevante é o chamado mé-
todo BPS (Bogomolnyi—Prasad-Sommerfield) [26,27] que nos permite determinar soluções
analíticas para um ou mais modelos de campo escalares reais provenientes de equações
diferenciais de primeira ordem. Tal procedimento facilita a obtenção de soluções analíti-
cas, uma vez que, em geral é bem mais provavel integrar equações diferenciais de primeira
ordem, do que as equações de movimento, que em sua maioria, são equações diferenciais
de segunda ordem. A definição e a aplicação do método BPS em modelos compostos por
um e mais campos serão abordadas nos capítulos 2 e 3.

Em cenarios construídos por um campo escalar real, novos modelos analíticos po-
dem ser gerados usando o método de deformação proposto por Bazeia, Losano e Mal-
bouisson [28]. Este método baseia-se em uma conexão entre dois modelos de campo
único, através da função de deformação. Como veremos no decorrer desta dissertaçao,



dado modelo analiticamente solúvel de um campo, somos capazes de gerar várias famílias
de novos modelos analíticos compostos por um campo escalar via diferentes funções de
deformação [28730]. lnspirado pelo método de deformação, Bazeia, Losano e Santos [31]
introduziram o método de extensão para construir dois modelos analíticos de campo es-
calar, a partir de modelos compostos por um único campo. A vantagem associada a este
método é que um conjunto de soluções possíveis para a equação de movimento dos mode-
los de um campos também irá satisfazer as equações de primeira ordem do modelo efetivo
de dois campos.

Para fins pedagógicos, esta dissertaçao foi dividida da seguinte maneira: no capítulo
2 discutiremos alguns dos conceitos básicos de defeitos topológicos da teoria clássica de
campo. No capítulo 3 estudaremos em detalhes os defeitos do método de deformação
proposto por D. Bazeia et al [28]. O Capítulo 4 abordará o conceito de cenários de
mundo-brana e a estabilidade da brana. O capítulo 5, que é a parte principal desta
dissertaçao, será usado para investigar o método de extensão para três campos escalares
em mundos-brana. No capítulo 6 expomos nossas conclusões e perspectivas.



Capítulo 2

Defeitos Topológicos

Nesta seção, discutiremos alguns dos conceitos básicos da teoria clássica de campo,
onde a equação de movimento para os campos sera derivada a partir do processo de
minimização da ação. Veremos ainda, a implementação do método BPS e suas implicações
para modelos de um campo.

2.1 Modelo de Um Campo
Muitos sistemas físicos podem ser descritos pela dinamica de campos escalares reais

com aplicações que vão desde sistemas de matéria condensada até cosmologia em Física
de Altas Energias [32,33]. A densidade lagrangiana mais simples associada a dinâmica de
um campo real escalar çí) é dada por [34] :

E = % mw» — m», (2.1)
onde VMS) é o potencial, o qual satisfaz o modelo considerado.

A ação relacionada a densidade de lagrangiana anterior tem a forma

S = / £(q5, (1,th algm, (2.2)
aqui, consideramos teorias de campos relativísticas que obedecem a métrica de Minkowski
gf” : diag(+, —, —, —), para sistemas quadridimensionais. Trabalhamos com modelos em
(1,1) dimensões, isto é, çí) : (Mat) cuja ação é minimizada [35] variando ambos os lados
de (2.2), resultando em

õS : 5 (] Ldtdgx) : /dtd3xõ£ : o, (2.3)
onde, ôC ôCõ£=—õ +—õô . 2.4
Portanto, ôC ôC5 : dt d3 —5 _ 5 = . 2.S / ccb, %%”?in 0 (5)
Da regra da cadeia, o segundo termo da equação acima pode ser escrito comoôC ôC ôC(35:8—5—8—5. 2.68%) “( ªª) “ lacaz» çªl l “ (WM ªª ( )
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Dessa forma7

õSz/dtd3xíô—íõq54—ô lã—ôfwõªl— lã (37829154 (2.7)

O segundo termo na integral deve ir para zero7 pois (õçb) desaparece nos limites de inte-
graçao7 o que nos leva a

55: /dtd3x lã- &“ (—ôôíqs)lõª)=0' (2.8)
A equação resultante deste procedimento é denominada equação de Euler-Lagrange ou
equação de movimento7 e sua forma explícita é

<% _%_0
WWW) ôçb— ,

Aplicando a lagrangiana (2.1) no primeiro termo da equação de movimento (2.9)7 temos

(2.9)

ôC 1=—ô“ +au 23“, 2.10am») 2( a» a») a» ( >
resultando em

(3 _“ — ô 8% (211)WWW) “ ' '
Já o segundo termo de (2.9) é dado por

ôC dV— = —— 2.12
Assim7 a equação de movimento tem a forma

dV“ _ :ôªôqH—dqõ 0, (2.13)
cuja versão em (1,1) dimensões e

3% 3%ª_w+%=º' (º“)
No caso da configuração estatica çí) : o(m), a equação acima se torna

d2 dV—$ : — , (2.15)
dxª dçzõ

que pode ser integrada facilmente se multiplicarmos ambos os lados por qu/d x, ou seja7

d_<;5 d_2<;5_ dV dqõ_ _ 2.16d_m d_m2 d_<;5 dx7 ( )
do dV_ _ 2.1721d_xd<d_x>2_ dm 7 ( )



resultando em

% : ix/ZV + 0. (2.18)
Nesta última equação, a constante de integração C precisa ser zero para ter energia finita.
O tensor de energia momento (T“”) para o sistema descrito em (2.1), possui a seguinte
estrutura

TW : www» _ gum : www» _ gW (%dªqõôaqõ _ V(çí>)) . (2.19)
A componente temporal do tensor energia momento, T 00, é interpretada como a densidade
de energia (e) do sistema, que pode ser escrita como,

1 dçí) º 1 dçí) ºToo : = _ _ _ _ V , 2.20ª 2<dt> +2<dx> + (ªb) ( )
Assim, para campos estaticos, a densidade de energia «f(x) se torna

() 1 dºª ºww» (221)SE : — — , .E 2 dm
Este último resultado pode ser integrado sobre todo o espaço, resultando na energia total
do sistema, cuja forma explícita é

E: Clamp ji” E (ÉYWW
2.1.1 Soluções BPS

Existe um procedimento alternativo muito interessante para investigar a presença
de defeitos topológicos. O método foi desenvolvido de forma independente por Bogo-
molªnyi em 1976 [26], e por Prasad e Somerfield em 1975 [27], sendo portanto denomi-
nado método BPS. Nosso objetivo é encontrar soluções do tipo BPS para as equações de
movimento, tais soluções serao provenientes de equações diferenciais de primeira ordem.
O método BPS também nos permite encontrar a energia mínima nao-trivial do sistema,
conhecida como energia BPS (EBPS).

O primeiro passo para estabelecer o método BPS consiste em reescrever (2.22)

E = ]? E (%>2 :|: 2V(<;5) 2 Oui/:º (%%) dm, (2.23)
assim, dado o vínculo

dá— = i 2V 2.24da, x/ (<b>, ( >

dx. (2.22)

como

a energia total do sistema torna-se

EBPS : i/ZO (%./web)) dm. (2.25)
Tal processo minimiza automaticamente a energia do sistema, portanto, as soluções que
obedecerem o vínculo (2.24) serão as prediletas do sistema físico.



Além disso, usando (2.18) podemos reescrever VMS) em (2.22) como

+00 dçí) º OE = / _ _ _foo dI 2
Desta maneira, para que a energia total seja finita, devemos tomar 0 = 0 e, portanto, a
equação (2.18) torna-se idêntica ã (2.24).
Permita-nos agora redefinir o potencial V como

dx : —C(oo) + [: (%> dx. (2.26)

1W?) = ªWâ, (2.27)
onde % : Wª, (conhecido como superpotencial) é dado pela derivada da função WMS)
em relação ao campo gi). Tal definição resulta em reescrever (2.24) segundo

dC?— : iW . 2.28dx «> ( )
Uma característica interessante a respeito da definição (2.27) é que a energia BPS torna-se

+00 dçb
EBF = i [ % Wa da: = |Wi<z><+oo>i — chM—OOHI. (2.29)

A partir disso, podemos concluir que a energia mínima do sistema (EBPS) depende apenas
da forma do potencial W quando os campos atingem seus limites assintóticos ou valores
de vácuo [36,37].
Outra quantidade física importante para a caracterização de defeitos e a carga topológica.
Tal carga é obtida a partir da conservação de uma corrente topológica, cuja forma é

já; : EHVÓHÇÉ, (2.30)
em (1,1) dimensões, e onde E“” é o tensor de Levi-Civita em (1,1) dimensões, cujas com-
ponentes são 600 = e“ = 0 e 601 = —610 = 1. A partir da definição de j? podemos observar
que 3,7% = 0. (2.31)
Esta propriedade implica na existência de uma taxa topológica QT que pode ser obtida
integrando a componente zero da corrente topológica em relação ã variação especial, tal
procedimento resulta em

QT : fºº Jºdx : [ºº ªda; : (Moo) _ (M—oo). (2.32)*OO

Observamos que, no que diz respeito ã energia BPS, esta carga topológica só depende
do comportamento assintótico das soluções estaticas. Assim, em geral, teremos soluções
topológicas, quando QT 7ª 0 e soluções não topológicas, quando QT : 0.

2.1.2 Defeitos tipo Kink
O exemplo mais fundamental de teoria clássica de campos, trata-se do chamado modelo
(#4 [38], cujo potencial é dado por

VW) = —(1 — dª?) (233)



Figura 2.1: Potencial para o modelo 454 , para )( = a = 1 VWB) : %(452 — 1)2.

sendo este plotado na Fig.2.1.
A equação de movimento relativa a este potencial possui a seguinte estrutura

3% 3% 2— — — 2 — 1 = 0. 2.34(,,, W + <M> > ( >
e para soluções estaticas esta fica dada simplesmente por

ôºçzõ_ = 2 º _ 1 . 2.35am, <M> > ( >
Aqui procuramos soluções localizadas, que possuam energia finita. Podemos verificar que
a equação (2.35) tem duas soluções triviais, dadas por (253: : il, sendo estes os estados de
vácuo do modelo. A solução analítica nao-trivial desta equação de movimento é tal que

(máx) : jztanh(x), (2.36)
onde o sinal (+) identifica um kink e o sinal (-) identifica um anti-kink, ambos com centro
na origem, x = 0. Tais soluções podem ser apreciadas na Fig. 2.2. Estas soluções podem
ser derivadas a partir do método BPS, se considerarmos

W,, : i(1 _ (pº) (2.37)
resultando na equação diferencial de primeira ordemdá 2— = i 1 — . 2.38da, ( (> > ( >
É fácil verificar que a equação anterior será satisfeita pelas soluções apresentadas em
(2.36).
Outra quantidade física que podemos derivar facilmente trata-se da densidade de energia,
cuja forma explícita é dada por (f(x) : sech4(x) (2.39)
e pode ser vista na Fig. 2.3. Nessa figura, verificamos que a densidade de energia é finita
e localizada, resultando em uma energia total finita.
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Figura 2.2: GráHcos das soluções para kinks e anti-kinks.

Figura 2.3: Densidade de energia do sistema.
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Figura 2.4: Potencial para o modelo invertido 454

2.1.3 Defeitos tipo Lump
Consideramos agora outro potencial semelhante ao descrito acima, mas invertido

e, portanto, chamado como o modelo (#4 invertido, cujo potencial é

1

Wc?) = 5<bº(1 — #52), (2.40)
além disso, sua equação de movimento estatica possui a forma

324»

W = (b _ abª . (2.41)
Este potencial tem apenas um mínimo local, como Visto em (Fig.2.4). Da equação (2.40)
podemos reescrever a equação (2.27) como sendo

W, : ia./1 _ (pº. (2.42)
Agora, substituindo os resultados em (2.28) e integrando a equação diferencial resultante,
tempo (Mx) : isech(x). (2.43)
As soluções deste modelo são denominadas lump (sinal +) e anti-lump (sinal -). Po-
demos constatar, que essas soluções (Fig.2.5) têm carga topológica nula, uma vez que,
(Moo) : qõ(—oo), ou seja, essas soluções nao sao topológicas. Procedendo de forma ana-
loga ao exemplo da solução tipo kink, determinamos que a densidade de energia para este
potencial é

«f(x) : sech2(x) tanh2(x) , (2.44)
cuja representação gráfica encontra-se na Fig.2.6. Observamos que a densidade de energia
da solução tipo lump é integravel, do mesmo modo que a densidade de energia da solução
tipo kink.
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Figura 2.5: Grcho para 0 lump (curva sólida azul) e anti-lump (curva roxa tracejada).

0.3 *

Figura 2.6: Densidade de energia para solução lump
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2.1.4 Estabilidade Linear
Nesta seção, estudaremos a estabilidade das soluções das equações de movimento

quando estas estão sujeitas ã pequenas perturbações. Inicialmente, assumiremos que
(2.14) suporta uma solução estatica aumentada de uma pequena perturbação 77(m, t) na
forma

(75(£E,t) : (,253(£E) + ”(ª/EJ)? (245)
onde (753 representa nossa solução estatica analítica. Observamos que a pequena pertur-
bação depende do tempo, uma vez que, a ideia e monitorar sua evolução para verificar se
a solução é estável ou não.
Agora substituímos (2.45) em (2.14), resultando em

32% + 77) _ 32% + 77) — _ = 2.46(372 (31,2 + dçb Içá—(mm) ( )
Para o caso de uma configuração estatica (2.46) se torna

ôºqõs (3277 V— — — — _ = 0. 2.473332 3332 + d,? la—as ( )
Se expandimos % em uma série de potências ao redor de 77 pequeno, ficamos com

dV dºV_ = _ _ 2.48
dqôlÓ—Ós Mala—«bs Jªd—(72 lçz>= as ( )

onde consideramos termos até primeira ordem em 77. Substituindo este resultado em
(2.47), temos

(3277 (3277 d2$s+ d2V— — — — =O. 2.49
(3132 (31,2 dlª—|— %=|Ó (bs + [rid—(252 I(z): Ós ( )

Lembrando que a solução estatica obedece a equação de movimento

_dºéstr —0, 2.50d$2+ %% as— ( )
podemos reescrever (2.47) como

(3277 (3277 d_2V_ _ _ = 0, 2.51
Para resolver esta equação diferencial, podemos usar o método de separação de variáveis.
Assim, através do Ansatz

=Z77n(x) cos (wn t), (2.52)
e uma vez que, a solução estática depende apenas de x, reescrevemos (2.51) na forma

d277n

dxª + U (sv)77n = wªnnª), (2—53)

onde U(m) : d2_(1>2V=|Ó

tipo Schroedinger para 77n(x ). Percebemos que, para encontrar uma solução linearmente
estavel, temos wª Z 0, caso contrario a presença de autovalor negativo transformara a

(7, Observe que a equação diferencial anterior trata-se de uma equação
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funçao cosseno em hiperbólica, vide (2.52), e tal comportamento violaria o pressuposto
de que estamos lidando com pequenas perturbações. Para garantir que tenhamos uma
solução estavel, temos que assumir que o problema associado a esta equação de autovalores
nao possui wª < 0.

Para simplificarmos ainda mais nossa equação de autovalores, vamos considerar
que W2 dW

(#3s = , d s = . 2. 4vms) , an Wa d,,s ( 5)
e da equação (2.1) podemos escrever (pg, : Was, implicando assim em,

U : Wâsós + WÓSWÓL—aósós- (2.55)
Substituindo o último resultado na equação (2.53), observamos que esta pode ser reescrita
na forma [39] [40] alan” : wºn”, (2.56)
onde d d

ala : (% + Wásós) <—% + Www) , (257)
Se assumirmos a existência de uma solução de modo-zero, ou seja 770 para wo : 0,

e que a é analogo a um operador de abaixamento, entao 770 deve satisfazer a seguinte
equação

d

ano : <—% + Wósós> 770 = 07 (258)
cuja integração implica em nom = Aef WW (259)
onde A é uma constante de integração usada para normalizar a função de onda. Perce-
bemos ainda, que

d10g(WÓs) 1
T : Was WÓSWÓSÓS : WÓSÓS7 (2.60)

Consequentemente, podemos reescrever a equação (2.59) como

no(m) : Aef ªmº“/ªªª“ : AelºgWªªª , (2.61)
deste modo, o autovalor do estado fundamental é no(m) : AWÓS.

2.2 Modelos de Dois Campos
2.2.1 Soluções BPS

Analogamente aos procedimentos adotados para modelos compostos por um único
campo, aplicaremos o método BPS para dois campos escalares reais acoplados (çí),X).
Para esse sistema, a densidade lagrangiana pode ser escrita como1 1

E = ªômôªçb + ªôuxôªx — W, x), (2.62)
cujas equações de movimento para configurações estaticas são dadas por

aí2 ôV d2 ôV—$ : —; —X = —, (2.63)dxª ôqõ dxª ôx
13



onde V : VM), x). Além disso, a densidade de energia correspondente deste sistema é

«f(x) = % (%>2 + % (ªll—ªy + V(<;5, X). (2.64)

Consequentemente, podemos escrever a energia total do sistema como

E : /t:oe(m)dm : ]:º E (%>2 +% (Ziggy + mmo] dx. (2.65)

Se assumirmos que esse potencial V(çí>,X) é definido positivamente [44], então podemos
escrevê-lo na forma 1 1Wªx) : ªw; + ªw; (2.66)
Agora ao substituirmos (2.66) em (2.65) encontramos

E 1/m dª 2+ dx 2+(W)º+(W)º d (267)= _ _ _ m. .2 700 dm dm Ó X
Usando o método BPS, a equação (267) se torna

1 +00 dçí) º dx ºE = _] _ _ +2 700 [(off :|: Wª) + (dx WX)

Observe que a condição que minimiza a energia do sistema é

dm

1 +00 d d
dm i 5/ 2 [d—ºÉW, + _XWXl dx. (2.68)700 SE

dáª dx— : iW — : iW 2.69dl“ Ó? dl“ Xv ( )
e com isso nossa energia total é dada por

+00 dqõ dXE = + / _ _ d 2.BPS 700 (dw WÓ + dÇE WX) ZÉ, ( 70)
ou podemos também escrevê-la como,

EBPS = |Wl<í>(+00)7 X(+00)l — W&N—00), X(—00)l|- (2-71)

2.2.2 Modelo BNRT
Vejamos como podemos determinar soluções analíticas para modelos de dois cam-

pos aplicando o chamado método das órbitas tentativas a um modelo específico conhecido
como BNRT [41], cujo superpotencial é

1

W(çbv X) : (lb _ 59253 _ T$X27 (272)
onde 7" é uma constante real. Para encontrar o potencial decorrente deste modelo, toma-
mos a derivada de (2.72) em relaçao a gb e X e substituindo estes resultados em (2.66),
ficamos com

vw», x) = %(1— «pºr + Twº — W + ºrºxºaªº + %“.x (2.73)
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Além disso, a partir de (2.69), verificamos que as equações diferenciais de primeira ordem
para este modelo sao

dx
(1 — $ª — rxº), % = MWM. (274)

d_ªfªzi
dm

Essas equações diferenciais nao-lineares possuem soluções topológicas nao triviais que são
obtidas conectando dois estados de vácuo diferentes. Cada par de vácuo conectado por
essas soluções com EBPS diferente de zero resulta em um setor topológico.
Observamos que, para esta teoria de VM), X) = 0 se X = 0 —> çí) : il e se çí) : 0 —> X :
il/JF, ou seja, os mínimos do potencial sao (i1,0) e (0,i1/JF).
Além disso, podemos obter a energia BPS de cada setor topológico através de (2.71) como

Caso 1: (i1,0) —> EBPS : %, um setor topológico.
Caso 2: (0, il/W) —> EBPS : 0, um setor nao-topológico.
Caso 3: (i1,i1/W) —> EBPS : %, quatro setores topológicos.

2.2.3 Método de órbitas tentativas
O método de órbitas tentativas foi desenvolvido por Rajaraman [42] com o obje-

tivo de resolver as equações de movimento quando há termos de acoplamento entre dois
campos escalares. No entanto, o método tem algumas limitações que estão diretamente
relacionadas ao fato das equações de movimento serem equações diferencias de segunda
ordem acopladas. Este problema foi resolvido por Bazeia e colaboradores [43], onde o
método foi adaptado ao formalismo de primeira ordem. Tal metodologia é desenvolvida
abaixo.

Para usar o método de órbitas tentativas, aplicamos as seguintes etapas [44]:

lº passo : Selecionamos um setor de BPS. Isso é feito assumindo que os pares de
mínimos (<%Xz') e (çbf,Xf) resultam em W(q5i,Xi) 7ª W(çí>f,Xf).

20 passo: Escolhemos uma órbita F(çí>, X) que envolva os campos gb e X e que
satisfaça, Fºb, X) = 0. (2.75)
Esta órbita deve atender aos mínimos de VM), X).

30 passo: Verificamos se a órbita satisfaz as equações diferenciais de primeira
ordem.

40 passo: Usamos a órbita para desacoplar as equações diferenciais de primeira
ordem e, em seguida, integramos determinando assim as soluções analíticas.

Para ver isso melhor, apliquemos esse método nos casos 1 e 3 do modelo BNRT
descrito acima e que correspondem aos setores topológicos do modelo.

Caso 1: Neste caso, escolheremos a órbita FM), X) : X = 0, a partir disso, (2.74)se torna d aíÉ : i(1 _ aº), and —X = 0. (2.76)dm dm
cujas soluções são dadas por

çí) : tanh(m), X = 0. (2.77)



Agora usamos outra órbita dada por

FW, X) = #52 + axº — 1 = 0. (278)
Podemos verificar que a derivada de FM), X) em relaçao a x implica em

dF do dX_ = 2 _ 2 _ = . 2.dm (ªdm + 0!de 0 ( 79)
Substituindo (2.74) na equação acima, encontramos

1— (bº — TX2 — 2aTX2 : 0. (2.80)
Podemos reescrever a órbita proposta em (2.78) como

1 _ (bº : aX2. (2.81)
Desta forma, a equação (2.80) implica no vínculo

a : (1/r _ 2)? (2.82)
Substituindo (2.78) e (2.82) em

dqª 2 2— = 1 — — . 2.83dm <b rx ( )
encontramos, dá 2— = 2 1 — . 2.84da, r< &» > ( >
Portanto, a solução de gb é obtida integrando a equação acima, levando-nos a

çí) : tanh(27ªm), (2.85)
Além disso, a solução de X pode ser obtida substituindo çí) na órbita dada por (2.81),
resultando em

X : :lzq/ 1/7“ — 2 sech(27ªm). (2.86)
Caso 3
Neste caso, permita-nos trabalhar com a órbita

Fºb, X) = <? + axº — 1 = 0, (2.87)
cujos mínimos sao (i1,0) e (0, il/T).
Observamos que para çí) : 0 (2.87) se torna X : 1/Jã que implica que a = 7".
Agora derivamos (2.87) em relaçao a x, culminando em

— + 27ªX— : 0. (2.88)
m

Usando (2.67) e (2.74), na equação acima, obtemos ?" = 1/4. Esta órbita apenas descreve
as órbitas laterais do modelo, com o superpotencial correspondente

3 1 2W=q5—í—ÃQSX . (2.89)
Substituindo (2.87) em (2.74), e integrando, obtemos

71/2

(b = %[1 + tanh(m/2)], >< : 3/31 _ miha/z)] (2.90)
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Capítulo 3

Defeitos de deformação

No capítulo anterior, discutimos defeitos topológicos enfatizando algumas de suas
principais propriedades. Agora investigamos os defeitos do método de deformação, pro-
posto por Bazeia et al. [45,46]. Este método consiste em modificar o potencial de uma
dada teoria conhecida através de uma função de deformação para obter um novo modelo
a partir da teoria originalmente proposta. O método é descrito a seguir.

3.1 Método de Deformação
A densidade lagrangiana para o campo escalar real çí) pode ser escrita como

1E = 5 mw — W», (3.1)
e para soluções estáticas, çí) : o(m), o que resulta na equação de movimento

dºo dV— = — . 3.2dxª dçzõ ( )
Além disso, a equação diferencial de primeira ordem proveniente do método BPS para
este modelo é dada por do &dm 2V(çz$). (3.3)

Permita-nos considerar outro modelo composto por um campo escalar real x, com
densidade lagrangiana 1 N

E = 5 uxôªx — WX), (3-4)
no caso de um campo estatico, ou seja, X : x(m), a equação de movimento correspondente
fica escrita segundo Nd2 dV_X = _. (3.5)dxª dx
Como Vimos anteriormente, a equação diferencial de primeira ordem proveniente do mé-
todo BPS para este caso tem a forma

dx N— : j: 2 .dx WX) (3.6)

Considerando çí) como uma função de x, isto é, çí) : f(x) obtemos o seguinte Vínculo
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dq5_dde=>dX_1dq5
aim—dxdy dm _ %dx7

dx º _ 1 dçí) º (3 8)dm _ fâ dm 7 '
onde fx : djª/dx. Substituindo (3.2) e (3.6) em (3.8) encontramos: M

f?

A função f (x) é chamada de função de deformação. Observamos que (3.9) nos da a
conexão entre o potencial do modelo deformado com o modelo original. Uma grande

ou ainda7

W) (39)
vantagem do método de deformação e que as soluções dos modelos deformados podem ser
obtidas a partir da inversa da função de deformação, isto é7 usando

x(íf) = flww) (?>-10)
3.2 Estados BPS do modelo deformado

Vamos agora estabelecer a relação entre os estados BPS em ambos os modelos.
Tomando V(m) como positivo e (2.27), podemos escrever (3.8) como: 2

x
ou

N 1 Nvoo = ªmoo)? (3.12)
Comparando as duas últimas equações podemos verificar que

N W :
Wx(x) = —Ó($f HX», (3.13)x

e isso nos permite escrever as equações diferenciais de primeira ordem na forma

d_>< : ins = f(x))dx fx , (3.14)
onde

dW

WW? = f(x)) = d_q5|çz>=f(x)— (3.15)
Por outro lado7 a energia para o defeito deformado depende diretamente da deformação
introduzida e usando (3.10) podemos escrever os estados BPS como

N ºº dxª ºº dfªºdcbº
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)(l 2
Figura 3.1: Graiico para os potenciais deformado (curva roxa sólida) e não-deformado (curva
azul sólida).

A densidade de energia do modelo deformado pode então ser escrita como:

apertei«mªm.
3.3 Aplicação do método

Para ilustrar o método7 o aplicaremos a uma solução tipo Kink cujo potencial possa
ser escrito como

W) = ªcaº — nº. (3.18)
Considerando a função deformação f(x) : sinh(X) e usando (3.18)7 (3.9) se torna

VOO : %[1 — sinh2()()]2 sech2(X). (3.19)
A Figura 3.1 representa o potencial das duas teorias cujas soluções estáticas são dadas
por

x(x) : j: arcsinh[tãnh(x)]. (3.20)
Essas soluções também são chamadas de torção. O comportamento das duas soluções pode
ser Visto na Figura 3.2. Podemos seguir o mesmo procedimento usando outras funções
de deformação para gerar novas soluções de torção estável. Isso significa que podemos
obter uma ampla e extensa gama de soluções que podem ser de interesse fisicamente. A
densidade de energia pode ser facilmente obtida a partir de (3.17) como mostrado na
Figura 3.3 como

sech4(x)ê(x) : m. (3.21)
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1.0 ,

0.5 *

0.5 *

710,

Figura 3.2: Soluções de defeito para 0 modelo 454 e para 0 modelo deformado, retratados com
linhas sólidas e tracejadas respectivamente.

76 74
Figura 3.3: Densidades de energia para 0 modelo 454 , retratados com linhas sólidas e tracejadas
respectivamente.
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3.4 Modelos usando o método de extensão
Nós vimos no capítulo 2 como o Método das Orbitas Tentativas foi usado em

modelos de dois campos escalares, para resolver as equações de movimento quando há
termos de engajamento entre campos. Este método, embora tenha algumas limitações,
parece ser bastante eficaz quando usado para analisar os estados BPS. Na seção a seguir,
mostraremos outro procedimento [31] que nos permite investigar esses tipos de modelo. O
procedimento é baseado no método de deformação para a construção de modelos de dois
campos escalares a partir de um modelo mais simples descrito por um campo escalar.

3.5 Método de extensão para modelos de dois cam-
pos escalares

Consideramos os dois lagrangiana de um campo em (3.1) e (3.4) onde inicialmente toma-
mos a derivada de çí) : f(x) em relação a x, e encontramos

<# = —x, (3.22)
onde gb,: %? e x= % Além disso usamos (3.13) e (3.22) para obter

df _ MX) _ & _ WAX)— _ _ _ . (3.23)dx X'(X) dx WX(X)

A ideia do método é usar a função de deformação para reescrever (3.23) na forma

d

GTX: W X)
e assim obter uma órbita em relação a dois modelos efetivos de campo. Em primeiro
lugar, observamos que as equações diferenciais de primeira ordem para o campo çí) podem
ser escritas de três formas diferentes, mas equivalentes, dando-nos

<i>] = WÓW), <i>] = WAX), <i>] = WAQX) (325)

Observamos que, na segunda equação, usamos a função de deformação em çí) —> f(x)
tudo em termos de W,, para que obtenhamos W,,(x), uma vez que, na terceira equação,
substituímos çí) —> f(x) em W,,(cgõ) de uma maneira específica, fazendo W,, uma função do
campos gb e x. Este último passo é executado para que WÓ(çí>, x) não seja simplesmente
uma combinação de WÓ(<;5) com WÓ(x) , ou seja, se WÓ(<;5) contenha um termo &, por
exemplo, ele será reescrito como (#3 : çí) >< (bº que, por sua vez, pode ser expresso, portanto,
como çí) >< f2(x) ou (bº >< f(x), resultando em compromissos diferentes entre os campos
escalares. Podemos prosseguir de forma análoga ao campo x para obter

X' = WX(X)7 X' = Www, X' = WXW X)— (?>-26)

Agora estabelecemos os seguintes parâmetros a,, b, e c,, onde i = 1, 2, 3 e com restrições
al + ag + G3 : 1, bl + bg + bg : 1 e cl + 02 + 03 = 0. Essas constantes estão relacionadas
a (3.25) e (3 26), então mudamos Wª, —> a1WÓ(X) + a2WÓ(C,Z5, x) + G3WÓ(C,Ú) e WX —>
leX(x) + bgW x(çb, x) + bgW X.(<;5) Através deste último procedimento, podemos escrever:
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% = % : On“/AX) + amo, X) + agWAczª) + 01900 + 029%, X) + 039%)
dx WX lex(X) + bZWx((Ã57 X) + b3Wx($) , (3.27)

onde 9 é uma função extra, e g(x) : g(çb) : g(çzõ, x). Esta função é arbitrária e construída
através da função de deformação, bem como W,, e Wx-
A forma específica de 9 para cada novo modelo de campo é obtida através de uma segunda
conexão que é dada por W,,X : WW. (3.28)
Substituindo W,, e WX em (3.28) e tendo seus respectivos derivativos, obtemos

bZWxó(q57 X) + b3de>(9b) : a1W$x(X) + a2W<Z>x(€ba X) + Clgx(X) + 029x(9b7 X)' (329)

3.5.1 Exemplo
Este exemplo constitui o acoplamento de um modelo (#4 com um modelo invertido

)(4. lnicialmente, consideramos um modelo descrito pelo campo escalar gi), cuja solução
topológica obedece a equação:

gb] : W,, : a(l — gbª), (3.30)
e sua solução analítica e dada por

(Mx) : tanh(am), (3.31)
onde a é um parâmetro real e sem dimensão. Agora escrevemos a função de deformação
como

a» = f(x) = 1— X— (332)
e b é um parâmetro real que controla a função de deformação. A equação diferencial de
primeira ordem correspondente a esta função de deformação e escrita como

'=W=—a 1/1—X—2 (333)X X X (727 .
x(x) : bsech(ax). (3.34)e cuja solução analítica e

Agora, escrevemos as equações diferenciais de primeira ordem de três maneiras diferentes,
mas equivalentes, como

WWW = ª(l—ébº),

WAX) = (ªxº,

W<z>(<í>,x) = %xx/l—cbº, (3.35)
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X2

WX(X) : _GX l_b_27

WA?) = ªl?m/14252,
Wx(<í>, X) = —abx<b- (3.36)

Para evitar o potencial polinomial, tomaremos G2 : bl : bg : 0, implicando que al +a3 :
0 e bg : 1. Então, (3.29) se torna

Www, X)) = ªlWóx(X) + 019X(X) + ngxw, >O— (?>-37)
Nós tomamos cz : 0 (implicando 01 + C?, = 0) para obter g(x), portanto

1

gx(X) : 0—1 x<í>(€ba X) _ all/VóxOO' (338)
Agora, substituímos os superpotenciais relevantes e seguimos os respectivos derivados e
integramos para encontrar 1 a a

g(x) : _ªc_1(1+ 217%) X27 (3.39)
e, usando a função de deformação, obtemos

1 ab2 a
g(qô) : _5C_1<1+ 2,73) (1 _ aº). (3.40)

Assim, substituindo todos os resultados nas formas de W,, e WX como visto em (3.29),
temos a 172

W,, : _5X2 + a (1 + ?> (1 _ (bº), (3.41)
e

WX : —axc;5. (3.42)
Para calcular a forma final do superpotencial efetivo, simplesmente aplicamos a integração
em relação aos campos gb e X resultando em1 1 1

W(q5, x) = a (1 + 562) (gb — ãçbg) — ªaqõxº. (3.43)
Observamos que um dos pares de soluções deste modelo pode ser escrito como

(Mx) : tanh(am), x(x) : bsech(am). (3.44)
Um caso particularmente interessante ocorre quando

1a=27ª e b=:|: ——2, (3.45)
7"

com 7" G (0,1/2), levando a
1

W(çbv X) : (lb _ 59253 _ T$X27 (346)
qual é o modelo BNRT visto no capítulo 2, e cuja órbita analítica e dada por

(Mx) : tanh(2rm),

x(x) : dil/% — 2sech(2rm). (3.47)
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3.6 Método de extensão para três campos escalares
reais

Os modelos descritos por três campos escalares reais foram estudados nos últimos
anos por vários pesquisadores, mas ainda há poucos trabalhos encontrados na literatura.
Podemos mencionar o de lmani et al [44] que aplicou o método de deformação e Bazeia
et al [45] que investigou a presença de paredes de domínio nesses tipos de modelos. Em
outro contexto, a ideia de defeitos hexagonais existentes dentro de um defeito topológico
foi investigada por D. Bazeia e RA. Brito em três modelos reais de campo escalar [47].
Nesta seção, expandiremos o método de extensão para modelos representados por três
campos escalares reais assim como proposto em [48].

3.7 Novo Método
Uma metodologia detalhada e análise deste novo método envolvendo três modelos

de campo único serão exploradas no capítulo 5. Agora, para o método de extensão para
três campos escalares reais, seguimos a mesma ideia e escreva (3.24) para se adequar ao
novo procedimento da seguinte maneira

% : WAPXXXP)
dx WX(<P, ><, P) '

Usando funções de deformação, podemos escrever as equações diferenciais de primeira
ordem em gi), um conjunto de sete maneiras diferentes, mas equivalentes, a saber, como

(3.48)

/

P = WAP), <i>, = WAX), <i>, = lil/APM), P = WAP),
<P = WAP,/)), <P = WÓ(X>P)> <P = WÓ(P>X>P)- (?>-49)

O mesmo mecanismo pode ser usado para o campo x, dando-nos

/

Xl : WX(X)7 X : WXQÉ)? WX((>É> X)? Xl : WX(p)7
><” = WX(><,p>, ><' =W X(<z> p>X ><= WX,(<z>,>< p> (3.50>

Assim, definimos os seguintes parâmetros al,, bj, ci,, onde i = 1, 2, 3 ej : 1, 2, 3,4, 5,6, 7
com vínculos all + alg + alg + am + a15 + alô + a” = 1,171 + bg + bg + 174 + 175 + bõ + 177 = 1,
011+012+Cl3+cl4+015+016+017 : 0 e 021+022+023+Cg4+025+026+027 : 0. Essas constantes
podem ser relacionadas as equações (3.49) e (3.50), então trocamos Wª, —> anl/VAX) +
WºW/AP, X) + ª13W<z>(<Í>)+ ª14W<z>(P)+ ªlõWaÚP, ) + ªnal/VAX P) + PNM/AP, X, P) e W>< —>
leX(><> + sz XP» > + bgW X(<z» + b4WX(p> + bõW X(q>, > + bõW X(>< >» + b7WX(<z>, ><,p>, o
que nos leva a escrever
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a : PMW/AX) + ªleaW) X) + GBM/«bºlª) + GMM/AP) + a15W<z>(<Í»p) + ª16W<z>(X,/J)

+ª17W<z>(<z5,><,p) + 011900 + emm), ><) + clsgw) + 01490) + clõgw, p) + 016900 p)

+0179(<257 m)] >< [mmo + ww, ><) + WW» + mm)) + bõwxw, p) +
bôWx(X> p) + WW), ><, p) + camª (><) + emm, ><) + cªm) + cz+f(p) + czõfw, p)

+1

+c26fo<p> + c2+f(<z>,><,p>] . (3.51)
Aqui7 f e 9 são funções extras de conexão. Como pode ser Visto em (3.51)7 essas funções
também podem ter diferentes formas a depender das escolhas dos parâmetros.
O mesmo procedimento pode ser aplicado as equações:

% : max,)» 3 52dX WX($7X7p)7 ( . )

dá WAQXJJ)— = _. 3.53dp WP($7X7p) ( )
Assim7 obtemos

j—í = puma) + azzwpm ><) + mmo) + a24Wp(<25) + azõWÁQ/J) + azawpw, ><)
+az7Wp(<z5, ><, p) + 031ã(><) + ngãw, ><) + 033ã(<z5) + 034ã(p) + 035ã(<z5, p) + 0369700 p)

+++/(qs, ><, p)] >< [mmo + ww, ><) + WW» + b4Wx(p) + bõwxw, p) +
bGWX(X> p) + b7WX(<z>, ><, p) + camª (><) + emm, ><) + c++/fw) + cz+f(p) + czõfw, p) +

+1

egg/fm) + c2+f(<z>,><,p>] , (3.54)
com ª e f como funções de conexões. Além disso7 em (3.54) temos os Vínculos am + a22 +
G23 + G24 + G25 + G26 + %? = 1 € 031 + 032 + 033 + 034 + 035 + 036 + 037 = 0— Além disso,
repetindo o método para conectar gb e p, ficamos com

ªll—Í : [aUWÓQO + amWÓw, X) + am)/VW?) + GMM/Ap) + a15WÓ(<257/J) + ªlôWóW p)

+a17WçZ>(€Z57 ><, p) + 011900 + emm), ><) + cisgw) + 01490) + 059%, p) + 016906 p)

+ci79(<257 X) P)] >< km)/VAX) + ªzszÁP) X) + ª23Wp(p) + ªm)/VN?) + ªzõwpw, P)

+a26Wp(<257 X) + a27Wp(<257 X) P) + C31ã(X) + 032%), X) + 033%?) + 034Q(P) + 035%?) P)4

+C36g<><p> + c3+g(+>,><,p>] . (3.55)
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Agora, para descobrir como 9 ou Í em (3.51) estao Vinculadas, podemos usar o fato de
que o superpotencial obedece a propriedade,

W,,X : WW. (3.56)
Substituindo W,, e WX de (3.51) e as respectivas derivadas, obtemos

ª11W<Px(X) + WºW/MP, X) + a16W<z>x(X7 P) + PWM/MP, ><, P) + 0119x(><)

+012gx((b7 X) + clõgxog p) + cl7gx((bj X) p) : bZÉ/VXÓ($7 X) + bÉWXÓGb) + b5WXÓ((,b, p)
+b7WXÓ($7 X, P) + 022f<z>(<257 X) + 023f<z>(<P) + 025f<z>(<257 P) + 027fçz>(<Pa X, P)— (?)-57)

Da mesma forma, para a funçao & ou f em (3.54) devemos recorrer a restrição,

WPX : WXp, (3.58)
o que nos leva a,

ª21WPx(X) + ª22WPx(P7 X) + a26pr((Pa X) + a27WPX((Pa X) P) + C31ãx(X) + c32ãx($a X)

+C36ãx(X7 P) + C37ãx(<P)NX7 P) : b4l/NVXP(p) + b5W/lXP((zbv P) + bõlíVxÁXa P)

+b7WXp(<P, X, P)) + Cz4fp(P) + 025Íp(çbv P) + 026fp(X7 P) + 027fp(<257 X, P)— (?)-59)

Finalmente, para encontrar a função 9 ou é em (3.55), usamos o Vínculo

Wap = WP), (3.60)
resultando em

a14Wd>p(p) + a15WÓP((b7 P) + a16WÓP(X7 P) + a17WÓP((b7 X) p) + cl4gP(p) + cl5gP((lb7 p)

+0169P(X7 P) + Ong/XP, X, P) = a24WP<P(çb) + ª25Wpçz>(<Pa P) + ª26Wpçz>(<P, X)

+a27Wp<Z>(q57 X) P) + ngãdÁCÉ, X) + c33ã<í>(çb) + c35ã<í>(çbv p) + c37ã<í>(çbv X) p) (361)

Como pode ser Visto em (3.57), (3.59) e (3.61), temos duas possibilidades para encontrar
as funções extras e, consequentemente, determinar ao modelo efetivo de três campos.
Primeiramente, a função 9 pode ser obtida a partir de (3.57) se escolhermos c22 : c23 :
c25 : c27 : 0, resultando em

ª11W<Px(X) + aleMcP, X) + amWMx, P) + PWM/MP, ><, P) + 0119x(><)

+012gx($7 X) + clõgx(X7 p) + 0179“? Xv p) : bZWX<P((Ib7 X) + b3WXÓ($)

+55Wx<z>(<P, P) + P7Wx<z>(<P, ><, P)— (3.62)
Além disso, os valores atribuídos anteriormente as constantes implicam que (3.59) torna-se

a21WPX(X) + ª22WPx(P7 X) + GZGWPXÚÃ); X) + a27WPX((Pa X? P) + C31ãx(X)

+c32ãx((b7 X) + c36ãX(X7 p) + c37ãx(çb7NX7 p) : b4líl/Xp(p) + b5WXp(q57 p)
+56pr(X7 P) + b7pr(<Pa va) + 024fp(P) + 026fp(X7 P)— (?)-63)

A partir da equação anterior podemos determinar a forma f. Para tanto, impomos que
c31 : c32 : c36 : c37 : 0, resultando em

a21pr(X) + a22pr(p7 X) + a26pr(9ba X) + a27prÉ$7 Xv p) : ?4pr(p)
+65pr(<P, P) + PGWXÁX, P) + P7pr(<P, ><, P)) + 024fp(P) + 0261300 P), (?>-64)
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tais valores das constantes fazem com que (3.61) seja reescrita como

a14W<z>p(P) + a15W$p((P7 P) + a16W<1>p(X7P) + ªnl/WAP); X, P) + Cl4gp(P) + cmg/XG), P)

+0169p(X7 P) + Ong/XP, X, P) = a24WP<P(çb) + a25WP<P((Pv P) + ª26Wpçz>(<P, X)

+a27Wp<Z>((P7 Xv P) + c33ã<í>(çb) + c35ã<í>((Pv P) (365)
Para encontrar é nessa conexao, devemos ter c14 : c15 : c16 : c17 : 0, portanto

ª14W<z>p(P) + ªlõWçWP, P) + ªlôWçbÁX, P) + ªnl/WAP, X, P) : MWM»

+a25Wp<Z>(çba P) + a26Wp<i>((Pa X) + G27Wp<z>(<157 Xv P) + 033%(P) + 035%(CP, P); (?>-66)

deste modo, a equação (3.62) nos conduz a

G11W4>X(X ) + anl/Www, X) + a16W<í>x(X7P) + GMM/WW, X, P) + 0119X(X) + 0129X(<Pp X)

: bº WX<P((Pv ) + b3W XÓGÉ) + b5WXÓ((P7 P) + b7WXÓ((P7 Xv P) ' (367)

portanto
Assim, (3.64), (3.66) e (3.67) nos permitem determinar as formas funcionais de f, g e 9,
respectivamente.
A segunda abordagem é baseada em encontrar a funcao tildef in (3.57), em vez de 9.
Neste intuito, devemos tomar cn + cm + cm + C” = 0, resultando em

a11Wçz>X(X) + aleçsXúP, X) + ªiõWçbx(X7 P) + GMM/WW, Xv P) : szXAczõ, X)

+53Wx<z>(<P) + bõWxÁCP, P) + P7Wx<z>(<P, X, P) + szfów, X) + 023JE<1>(<P) + 025Í<P((PvP)

+027Í<z>(<P» X» P)— (?>—68)
Assim (3.61) se torna

a14W<z>p(P) + a15W<Z>P(çbv P) + a16W<í>p(X7 P) + a17W<1>p((PaX7P) + 0149p(P) + 0159p(<P, P)

= a24Wp<z>(<P) + a25W/XP(Ç57 P) + a26Wp<í>(çbv X) + a27Wp<í>(çbv Xv P) + 032%(CPa X)

+C33ã<z>(<P) + 035%(CPa P) + 037%(Óa Xv P), (?)-69)
para obter a função 9 a partir da equação anterior, devemos considerar c32 : c33 : c35 :
c37 : 0, o que implica em

a14W<z>p(P) + GBM/«M&P, P) + a16W<Z>p(X7 P) + anl/Www, Xv P) + Ci49p(P) + omg/)(), P)

: ameAcb) + a25Wp<z>(<Py P) + a26WP<í>((Pa X) + a27Wpçí>(çbv X; P)» (?)—70)

Portanto, (3.59) se torna

a21pr(X) + a22pr(Pa X) + a26pr((Pa X) + a27WPX((Pa X7 P) + Câlãx(X) + CN36LEÍX(X7 P)

: b4pr(P) + 175 WXPÚP? ) + bõ WXP(X7 P) + 6? WXP((P7 Xv P) + 024fP(p) + 025fP((1b7 P)+026fp(X7P) + 027fp((Pv XP)» (?)-71)
Nesse caso, para encontrar a funcao à tomamos 024 = 025 = 026 = 027 = 0, resultando em

a21WPX(X) + a22pr(Pa X) + a26pr((Pa X) + a27WpX((P7 Xv P) + c31ãX(X) + C36ãx(X7 P)

: b4wxp(P) + 175 WXPÚP? ) + bõ WXP(X7 P) + 6? WXP((P7 va) (372)
Portanto,(3.68) pode ser escrita como

allWÓX(X) + alZWÓX((Pv X) + a16W<Z>X(X7 P) + a17WN/ÓX((P? Xv P) :NÓZWXÓ(ÇS7 X)

+b3WXÓ((P) + b5WXÓ((P7 P) + b7WXÓ((P7 Xv P) + 022f<í>(q57 X) + 023f<1>((P)' (373)

Vemos que, com esta possibilidade, as funções extras podem ser obtidas a partir das
equações (3.71), (3.72) e (3.73).
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3.8 Exemplos
Nesta seção, vamos ilustrar a aplicação deste método em três exemplos que são

descritos a seguir.

3.8.1 Exemplo 1
Este primeiro exemplo consiste no acoplamento entre os modelos (#4 em conjunto com um
)(4 e um p4, ambos invertidos. As equações diferenciais de primeira ordem correspondentes
a estes modelos são dadas por

W, : a(l _ (bº), WX _ _ WBW — :apm (3.74)
cujas respectivas soluções são escritas como

çí) : tanh(am), X : bsech(ax), p : bsech(ax), (3.75)
onde a é um parâmetro real e sem dimensão.
As funções de deformação e suas respectivas funções inversas, que conectam estes três
modelos são

2

<b=f(x)=1—>ã—2 =x=b(/1—<z>º, (%>
2

a» = f(p)=1— (b)—g = p = M — aº, em

x=f(p)=p;ªp=x— (?>-78)
Agora usamos as funções de deformação e suas inversas para reescrever WÓ, WX e W,, em
sete maneiras diferentes, mas equivalentes, Vistas a seguir2 ªX2 X2

WÓ($)=a(1_$)7 WÓ(X)=?7 WÓ($>X)=a l_(fõ l_b_2 >
22

W à—(ÇH) W(>,X,>_<1_> —>
assim como,

2

mm = —a><(/1 — %, VW» = wma/1 — gbª, WX(<Z>,><) = ww,p2 X_2
WW) = —ap(/ 1 — (9—2 W x(X p)— _ —ap(/ 1 — bg (?>—80)

— ——ab(/1 — Ml — b—Z, <>, x, > — —ab(/1—<z>º(/1—º,í—f



2

VW) = ªtm/1 — %, VW» = wma/1 — $ª, Wp(<z5,p) = —ap<z>,X2 p2
WP(X) : _GX 1_ 17—27 W;)(va) : _GX 1_ 17—27 (381)

2

WPQÁX) : _abN/1_ (1252 1_ %? WP($7X7p) : _abN/1_ (1252 1_ %

Primeira Abordagem

Para evitar raízes potenciais em nosso polinômio, inicialmente tomamos alg : a15 : alô :
a17 : bl : bg : (74 = (75 : bõ : (77 = 0 am : a22 : a23 : a24 : a26 : a27 : 0. IStO implica
em all + alg + am : 1, bg : 1 e a25 : 1. Assim, (3.67) pode ser reescrita como

2aX

ªll? + 0119X(X) + 0129X((Ã57 x) : —aX. (3.82)
Para encontrar g(x), escolhemos c12 : 0 na equação acima e ao integra-la em relaçao a
x, determinamos

2

GX 1 aii): —— — — . 3.83g(x) (2 + bº ( >
Além disso, se escolhermos c14 : c15 : 016 : c17 : 0 então temos cn : —c13, e usando a
função de deformação em (3.76) podemos reescrever (3.83) como

a 1 — 2 b2
9%) : _—( ª) ) (_ + an> — (3.84)011 2

Agora substituímos todos os resultados em Wª, visto em (3.51), encontrando assim

1

W,:—5a[—2+pº+2qsº+2<z>º+2bº(—1+<z>º)+xºl- (385)
Além disso, se substituímos as novas restrições em (3.64), podemos ver que f(p) : 0,
portanto, WX em (3.51) será dada por

WX : —axc;5. (3.86)
Agora, considerando as diferentes formas de W,, e va bem como novas restrições em
(3.66), podemos reescrever esta última equação da seguinte maneira2a N N

ªmb—«f : ª!) + 0339<z>(<í>) + ogõgm, p), (3.87)

Para c33 : 0, temos

N Zap
035%(cb, p) = amb—2 + ap. (3.88)
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Neste caso, iremos trabalhar com am : —b2/2, fazendo com que g = 0, evitando po-
tências racionais em nosso potencial polinomial. Em seguida, substituindo todos esses
ingredientes em W,, dado por (3.54), obtemos

Wp : —aq5p. (3.89)
Finalmente, a integração doas equações (3.85), (3.88) e (3.89) em relaçao a gi), X e p,
respectivamente, nos leva ao superpotencial

wma, m) = (1 + 6% «É 1%) — %W + pº). (390)
Um caso particularmente interessante ocorre quando

1= 2 b = — — 1 3.91a 7”, e 27“ ( )
com 7" G (0, 1/2), resultando no superpotencial

_ & 2 2
cujas soluções analíticas sao 1 1

çí) : tanh(2rm), X = 3/2— — 1sech(27ªx), p = 3/2— — 1sech(27ªx). (3.93)7“ 7“
Este é um modelo efetivo para três campos escalares bem conhecido na literatura, mais
detalhes sobre ele podem ser encontrados em [41,49].

Segunda abordagem

Vamos agora tomar alg : a15 : alô : a17 : bl : bg : 174 = 175 : bg : 177 : agl : a22 :
a23 : a24 : a26 : a27 : 0 para evitar raízes quadradas do potencial polinomial. Isso
implica diretamente nos vínculos all + alg + am : 1, bg : 1 e a25 : 1. A partir dessas
restrições podemos reescrever (3.73) como sendo

all—X : _GX + 022Í<z>(<257 X) + 023JE<1>(<25)- (?>-94)

Ao tomarmos c23 : 0 nesta última equação, ficamos com

ZaX
szfówp X) : GX + ali?. (3.95)

Assim, ao escolhermos all : —b2/2 ficamos com Í : 0. Portanto, WX de (3.51) pode ser
escrito como

W = —ax<z5. (3.96)
Além disso, com todos esses ingredientes e usando (3.72), concluímos que a função é
também será zero. Assim, a partir de (3.52) podemos verificar que W,, tera a forma

W,) : —aq5p. (?)-97)
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Finalmente, assumindo as restrições em (3.70), temos

2a
amª + ci4gp(p) + 0159p(<257 p) : —ª25ªp— (398)

Escolhendo c15 : 0 e integrando com respeito a p, obtemos
2_ ªp 2

g(p) —-5ã;2ã1 (a25b «+-2a14). (3.99)
Tomando cn : c12 : c16 : c17 : 0, ficamos com o vínculo c14 : —c13. Uma vez feito
isso, podemos usar a função de deformação em (3.77) para escrever

ª(1 _ (252) 2= _ b 2 3.100g(Clª) 2014 ( + ªm) 7 ( )
Entao, W,, em (3.51) se torna

1

W,:_5a[_2+xº+2<z>º+2bº(—1+<z>º)+pº]. (3.101)
Assim, a forma final do superpotencial deste modelo é dada por

(253 &
Mdaxm)=u+w%açhuã —5$wª+â) (ama

Observamos que se escolhermos

— 2 b — 1 1 (3 103)a _ T, e _ 27" , ,
obtemos

_ & 2 2
que é o mesmo resultado mostrado em (3.92). Com base neste exemplo, é claro que ambas
as possibilidades nos conduzem ao mesmo modelo.

3.8.2 Exemplo 2
Neste exemplo, combinamos os modelos (#4 com um p4 e um )(4 invertido. Os

defeitos relativos a estes modelos são

çí) : tanh(am), X : bsech(ax), p : tanh(am) , (3.105)

os quais satisfazem as equações de primeira ordem

X2

wg=M1—&y wç=—WM1—?3 wg=—m1—ây Bl%)
Para este caso, podemos escrever as funções de deformação e os suas inversas da seguinte
forma: $=pªp=a ªmº
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2

(b: 1—%=»X=b,/1—qsº, (3.108)
Xz

p: 1—b—2=>X:b 1—p2. (3.109)
Agora, repetimos a metodologia escrevendo W,, em sete maneiras diferentes, mas equiva-
lentes, dadas por

WW) = a(1 — pº), WW,/)) = a(1 — pcb), MMX,/)) — %Vl — pº,

Wa(<zª,x,p) = % 1— pc? (3.110)
Da mesma forma, podemos escrever WX e W,, como

2

Wx) = ªtm/1 — ºg—2, VW» = _GÓQªx/l — gbª, Wax) = ww,

WX(p) : _GÓpV 1 _ p2 7 _ __ªan WX((:Z57p) : _GÓÇÉV 1 _ 27

Wx(<l5,X,p) =—ab+/1_—,/1—pqs (3.111)

W,,(p>=a<1—pº>, W,,(<z»=a<1—<z>º>, W,,(<z>,p>=a(1—pçz»,
2

WAX) = % Wp(x,p) = %V1 — pº, WWW : %,/1_ 4,2,

Wp(<zª,x,p) = % 1— pçb— (3.112)
Primeiramente vamos assumir alg : alô : a17 : bg : 174 = 175 = 177 : agl : a22 :
a26 : a27 : 0 para evitar potenciais racionais em nosso potencial polinomial Também
escolheremos c12 : c14 : c15 : c16 : c17 : 0, dessa forma ficamos com os vínculos
all + alg + am + a15 : 1, bl + bg + bõ : 1, a23 + a24 + a25 : 1 e cn : —c13. Os valores
adotados para estas constantes implicam que (3.67) se torna

2aX
0119X(X) = —bzaX — amb—2, (3.113)

integrando a equação acima em relaçao a x, determinamos

9 X = b bº + 2a 3.114( >_262Xc11 ( 2 11), ( )
e usando a funcao de deformação em (3.114), nos leva a

a 1 — (bº

11

Portanto, a partir desses resultados, podemos escrever Wª, como
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1

Wd) : —ªa |:-2 + 2a14p2 + 2a15pq5 _ 2(_1 + G14 + a15)(,252 + b2(_1 + (252) + X2] — (3116)

Agora7 substituindo os valores das constantes em (3.64) podemos ver que Í : 0 e portanto
WX é simplesmente dado por WX : —açí>X, (3.117)
Por outro lado7 usando diferentes formas de VW) e va bem como o Vínculo em (3.66)7
chegamos a

—2a14ap — a15ap : —2a24ap + —a25ap + c33LãÓ(q5) + c35LãÓ(çí>, p). (3.118)

Escolhendo c33 : 0 e integrando em relaçao a gi), obtemos

g(çzõ, p) = ª <—2a14apq5 — armaçãº + a24çí>2 + a25apçí» , (3.119)

e usando a função de deformação em (3.113) encontramos

g(p) : à <—2a14ap2 — a15a%2+ a24p2 + a25apº> . (3.120)

Portanto7 tomando c31 : c32 : c36 : c37 : 07 o que por sua vez resulta em c35 : —c347
podemos observar que WP possui a seguinte forma

1

WP : 5a [2 + (—2 + 40314 + a15)P2 — flªmª/5 — GBC/52] . (?>-121)

Agora7 usando (3.116)7 (3.117) e (3.121) determinamos que o superpotencial deste exemplo
é

1

WM), X, P) : 6ª +(_2 + 4a14 + ai5)P3 _ 6a14P2€25 + P(6 _ PMM/52)

+q5(6 + 2(—1 + em; + a15)ç252 — bº(—3 + gbª) — 3x2] . (3.122)

Este é um novo modelo efetivo no qual vários modelos interessantes podem ser gerados a
partir das escolhas a7 b7 am e a15.

3.8.3 Exemplo 3
Este exemplo foi construído combinando três modelos idênticos (#6, XG, pô, cujas

equações diferenciais de primeira ordem são dadas por

WÓ=_%(2_$2)7 WX=__(2_X2)7 [VF:—%(Z—pZ)? (3123)
e suas soluções analíticas escritas como

çí) : 3/1 — tanh(am), X = 3/1 — tanh(am), p = 3/1 — tanh(am). (3.124)
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As funções de deformação que conectam estes três modelos são simplesmente

<b = X, <b = p, X = p— (?>—125)
O próximo passo é escrever cada uma dessas equações diferenciais em sete maneiras dife-
rentes, mas equivalentes. Assim, usando as funções de deformação e suas inversas, temos

wuw=—%e—&ximuraãáwwo,wuaw=—%Q—rx

LWW=—%a—âxvmwm=—%Q—âx emo
vmmm=—%Q—âxvmw%m=—%e—w>

wuw=—%a—%wiw=—%Q—áxvmww=—%a—%m

LWW=—%a—âxvmwm=—%a—âx emo
vnwm=—%e—âxvmw%m=—%e—w>

iWW=—%e—fxvnw=—%e—áxvmwm=—%Q—âx

wuw=—%e—%xvnmm=—%a—âx (%%)
í%%w=—%Q—%LYWWMM=—%Q—w)

Agora, podemos substituir as diferentes formas de W,, e WX em (3.67) e, em seguida,
tomar suas respectivas derivadas, para obtera a a a a a

_%(2 _ 3X2) + ªlZaQõX _ %(2 _ Pº) + 17 (bp + 0119X(X) + 0129x(€b7X)() a b a b a b a
=—€;e—x%——%a—e&>—€;Q—p3—g;e—xm. 61%)

Considerando 012 = 0 e entao integrando com respeito a X, temos

bga X bga 3 b5a X b7a X___ ____2_ __2____ __mmm ,( 3) ,( a) ,(x 3) ,( &3 3 3ªnª 3 WWW alõa X awaX— 2 — — — 2 — — .1
e Via deformação, obtemos

bga $$ bga 3 (am $$ b7a $$=——2————2— ——2————2——amo 2<$ 3) Zhbá) ,(3 3) 2<$ &
alla 3 anao?) aiõa (253 a17a<253— 2 — — — 2 — — — . 3.131+2($ $) 3 + ,(3 & 6 ( :
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Agora podemos escrever WÓ como

WÓ : _a112aX(2 _ Xª) _ ªlª—ªçªº _ Xa) _ %GÓQ 32) alãapº _ 2)

_b37a(2 _ 3x3) _ %(ZX _ É) _ (nãº _ X;) + a12_1a(2x — )(3) — am;”?
+%(2 _ X;) — al7gxg+bã —(2<;5 + %3) + —(23- 333” %(23 _ (ª?)

ªãwªâ)amºªªªªªª—ºªwe%>+ª%â—(mw
Por outro lado7 a partir das diferentes formas de WX e va a equação (364) fica com a
seguinte estrutura

()

_a21a(2 _ 3X2 ) _ ªº _ PZ) + GZGÚMÉX + a27aqõp — _—ia(2 — 3p2)2 2 2 2aqõX _ _7 ((>) + 0261200 p). (3.133)
Tomando 026 = 0 e integrando com respeito a p, encontramos

N a a a a 3 a a 3 a a 32 3 3 6
lua 3 b5ap3 bõap3 b7ap3— 2 — — — — — — — 3.134

e usando a funcao de deformação, podemos reescreVê-la na forma3 3 3” azia 3 azza X azõaX a27aX: __ 2 _ _ _ 2 _ _ _ _024f(>() 2 (X X) 2 (X 3)+ 3 + 6 +
lua 3 b5ax3 bõax3 b7ax3—2 — ——————. 3.1352(xm 3 3 6 ( >

Portanto W pode ser escrito como

blax 2 bgaçí) 2 b3açí> 2 b4ap 2 b5açí>— — 2 — — 2 — — 2 — — — 2 —m 2( > 2( > 2( $> 2( > 2bõax b7açí> ama agga p a27ap2—2— 2—2— 2— ——2—3——2——( > 2( > 2( > 2(p > 2( $> 6
lua 3 b5ap3 bõap3 b7ap3a26ap3a21a agga_ 2 _ _ _ _ 2 _

+ 2 ( p ) 3 3 6 3 2 ( X— X 3)+ 23 3 3 3 3X azõaX a27ªX3 (740! 3 b5ªX bõaX b7ªX2 — — — — — 2 — . 3.136( X 3) 3 + 6 2 ( X X )+ 3 + 3 + 6 ( )
Com as Varias formas de WÓ, WX e VW, e considerando 035 = 07 podemos reescrever (3.66)
na forma

c333(<z»= —ª—1;ª(2<z>— 33>+ “5533 “6533 ªl7gª+ ªº;ª(2<z>— «(?>

ªWá—Í>3W3—º>ªªá—É> Bmw
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e usando a função deformação, obtemos 3 3 3N _a14a ªlõªP ªlõªP ª17ªP ªma 32 — 2 —0339(p)= TU) 3)+ 3 3 + 6 + 2(p p)3 3 3ª25ª P ªzõa P ª27a p2 — — — 2 — 2 — — . .13<p 3>+3(p— 3>+3(p 3) (333)
Desta maneira7 finalmente encontramos

azlaX azzaX a23ªP amou?
Wp=— 3 (2—X2)—T(2—pº)— 3 (2—pº>— 3 (2—4º>a aqõ a agi) a aqõ a a aq53
——º53 (2—pº>— ºg (2—xº>— ºg (2—Xp)——(245—14a<453)+ 153a a 3 a a a a a a a a 3

1633 + 1733+º43(24»—4»3>+É(4—º+i(4»—%>
a27a (253 ama a15aP3 a16GP3 a17aP3 ama
3 —2(4»—3>+T(2 — ª)— 3 — 3 — 3 — 3 (24—43)3 3 3ª25ª P azõa P a27a p——2————2————2——. .13<p 3) 3< 3) 3<p 3) (339)

É importante notar que a partir de (3.132)7 (3.136) e (3.139) podemos obter um novo
modelo7 que nos permitira gerar uma série de novos modelos efetivos compostos por três
campos escalares. A aplicação de modelos deste tipo em cenários de mundos-brana será
considerada no capítulo 5.
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Capítulo 4

Mundos-Brana

Neste capítulo, consideramos os cenários de mundos-brana descritos pela matéria
escalar acoplada a gravidade e no espaço-tempo plano. Esse modelo de matéria escalar
baseia-se em um sistema de campos escalares que suporta soluções de parede de domínio.
No ano 2000, a ideia de modelar a dimensão extra com campos escalares foi apresentada
[50]. Este trabalho seminal será usado com base para nossas discussões a respeito de
mundos-brana.

4.1 Modelo de Brana com um campo escalar
Vamos considerar a ação de Einstein-Hilbert em (4,1) dimensões no espaço curvo,

que descreve a gravidade acoplada ao campo escalar gi):

S : /d4xdyM [—âR+£(qõ,ôaq5) , (4.1)
onde R é a curvatura escalar (ou de Ricci) e E é a densidade de lagrangiana associada
ao campo escalar. Nestas discussões, usamos índices latinos para denotar o espaço-tempo
do volume, isto é, a, b = 0 , 1, 2, 3, 4 e os índices gregos para espaço-tempo de quatro
dimensões, ou seja, a = 0, 1, 2, 3. Neste estudo, trabalhamos com unidades naturais por
simplicidade, de modo que 47TG : 1 e g e o determinante do tensor métrico gab, e o
quadrado do elemento de linha é dado por

dsâ : gabdmªdxb : 62A(y)77w,dx“dm” — dyº, (4.2)

onde emº!) é o fator de dobra (“vvarp”) e n,”, = (+, —, —, —) é a assinatura da métrica
quadri-dimensional de Minkowski . Estamos trabalhando em (4,1) dimensões, usando
fª : y para identificar as dimensões extras. Em nossas analises consideramos que a
funcao A(y) e o campo escalar (My) só dependem da dimensão extra y
Inicialmente, vamos variar nossa ação em relaçao a métrica, nos levando a

1 (SH 5 |g| 5( lgli) ,, 4
(SS:/dy |:_Ã (ágabM+R õgªb > +? (Sg d ZE. (4.3)

pelo princípio de mínima açao, 55 = 0, resultando em

R 9 ab4 1 (xX/UE) ab4
/dy[â (õgJÍb+Wõ_|õgªb| >]õg dx =/dy (m_ ágab _)õ> g dx. (4.4)
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Neste ponto, temos algo interessante, a esquerda da igualdade, temos termos ligados a
geometria do espaço que dará origem a um tensor de Einstein analogo Gab, e a direita,
temos termos relacionados a matéria. A massa é a fonte da gravidade. Portanto, é natural
que o tensor de energia-momento Tab seja o objeto geométrico que desempenha o papel
de "fonte de gravidade". Portanto, a igualdade acima deve dar origem a seguinte equação:

Gab : 2Tab7 (4.5)
que é analoga as equações de Einstein para este cenário de mundo-brana. Vamos calcular
agora os parametros Gab e T ab. O tensor de Riemann é definido como

Elab : ôarlcad + Pie gd _ (ôbrâd + rgc (61d)? (4-6)

onde Pge sao os símbolos de Christoffel, tais que

1 89 ôge ôgbea = _ af J f _Fbª 29 (dxª + ôxb ôxf>' (4.7)
A derivada covariante que atua sobre a variação da conexão é

moral) = agora,) + rãeõrãa — rãeõrãa — rãeõrgd. (4.8)

Além disso, podemos escrever a variação do tensor de Riemann como

ôRílab : Va(õrgd) _ Vb(õrãd)' (4-9)
Já o tensor de Ricci é definido por

Rab = Elab? (4—10)
portanto, de (4.9) podemos escrever o tensor da curvatura Riemann na forma

õRab : mora,) — Vb(õPZC). (4.11)
Além disso, a curvatura escalar B pode ser escrita como

E : gªbi-Bag, : Rg. (4.12)
Portanto, a variação de R produzira

(SR : Rabõgªb + gªbõRab. (4.13)
Deste modo, combinando a equação acima com a equação (4.11) obtemos

(SR : Rabõgªb + Vd(gªbõPga _ gªdõPga), (4.14)

onde usamos a compatibilidade métrica da derivada covariante, isto é, Vdgªb : 0. Nós
vemos que o termo presente em (4.14) está integrado em (4.4). Logo, se para um dado

vetor Vª vale a identidade 3/ IglvaVª : da (V |g|Vª), vemos que (4.14) é equivalente a
um termo de superfície, nos permitindo escrever que

/dy (55911 M) d4x : /dy (Rab lgl) d4m. (4.15)
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Agora, calculamos a variação do determinante do tensor métrico usando a fórmula de
Jacobi como mostrado em [51]

õúktADzzTWWQNAíMAí) (416
onde adj(M ) é a matriz adjunta de M Se M é inversível, podemos relacionar sua inversa
e o sua adjunta por M 1— =(det M) 1(adj(M). Deste modo, ficamos com a igualdade

_ =1(MM%MMyJWM5My (um
Além disso, se estabelecermos que M : gab, entao a variação do determinante da métrica
é tal que

59 = g(gªbõgab) = —(gabõgªb), (4—18)
resultando nas equações 1 1

(W |g| = —59 = —5 Iglgabõgªb, (4-19)
2x/|9|

1 õx/|g| 1
x/qu õgªb ªªª/ªbª (“º)

di 5 ªb.
ôgab ôg

Deste modo, a equação (4.3) pode agora ser reescrita como

/ dy (Rab— %gabR) f õgªbd4x— / d (% |g| (Sg/ZL >f 5 ªbd4m. (4.22)

Desta maneira, os termos da equação de movimento, obtida via minimizaçao da ação em
relaçao a métrica, sao

55 = (4.21)

1

Gab = Rab _ 5951937 (423)
5

Tab: jn (sªíª . (4.24)
Gab : 2Tab. (4.25)lndicando que

Para estudar a equação acima, usamos o elemento de linha õ-dimensional em (4.2) e
escrevemos o tensor métrico para o volume como

em 0 0 0 00 —e“ 0 0 0
gag, : 0 0 —e“ 0 00 0 0 —e“ 00 0 0 0 —1

e uma vez que é esta é uma matriz diagonal, seu determinante é dado por | gl : |det gabl :
€8A .
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Para estudar a equação de Einstein, devemos calcular o tensor de Einstein e o tensor
energia-momento. Começamos com a parte geométrica calculando os símbolos de Chris-
toffel sobreviventes.

Tais termos podem ser derivados a partir das conexões afins

1

gc : ª gae(ôb gec + ôc geb _ ãe gbc)7 (426)
cujas formas explícitas sao

Fão : _Fii : _Fâz : _Fâíâ : Alem; (4273)
rg4 : rh : rª,, : rª,, : A. (42713)

onde o primo indica a derivada da função em relaçao a dimensão extra y, ou seja, A] = %.
Tais símbolos resultam nos tensores de Riemann nao nulos

900300 : 911311 : 922322 : 933333 : “A” + 4A/2)7 (4283)
9441-244 : 4(A” + A'º). (4.28b)

A partir destes resultados, encontramos a seguinte forma para o escalar de Ricci

R : gabRab : gOOROO + 9111-311 + 922R22 + 933R33 + 944R44 : 8ÁH + 20,412. (4.29)

Assim, os componentes não nulos do tensor de Einstein sao

GOO : GU : G22 : G33 : —3€2A(AH + 2Á/2), (4.30a)6:44 : 6A'º. (4,3%)
Os componentes do tensor energia podem ser derivados a partir da definição de

uma estrutura para a lagrangiana de matéria. A fim de determinar tais componentes,
vamos considerar uma lagrangiana composta por um campo escalar real, com dinamica
padrão, ou seja

E = %gabôªcpôbcb — V (<i>), (431)
onde usamos o fato de que a derivada covariante que atua em um campo escalar é a própria
derivada usual, isto é, V,,qõ : HQS. Além disso, a equação de movimento relacionada a
esse modelo é

(LV; ab :
Mal,/E;; ôbqõ) + &, 0. (4.32)

Uma vez que, o fator de dobra depende apenas da dimensão extra, podemos estudar o caso
estático e unidimensional no qual o campo tem a mesma dependência, ou seja, çí) : (My)
Nesse caso, a equação de movimento simplifica e assume a forma

// l / ôVgb +4Aq5 +—©)=0. (4.33)
&?

O tensor energia-momento correspondente a esta densidade de lagrangiana pode ser escrito
como

Tab : (33253145 — gabC. (4.34)
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cuja forma explícita é

1 /
Too : _Tll : _Tzz = _T33 : €2A(5$ 2 + V); (4353)

1 (2T44= _ . 4.b2 V (35)
A partir dos resultados obtidos em (4.30a), (4.30b), (4.35a) e (4.35b) podemos determinar
o analogo das equações de Friedmann para branas, ou seja,

// l 1 /
3A + 6/1 º = _? º — V, (4.36a)/ 1 /

6/1 º : ;; º — V, (4.36b)
que podem ser simplificadas como

2 [2

Aº — 352 _ 3V (4 37h)_ 6 3 ' '
As duas equações acima são consistentes com a equação de movimento em (4.33). Essas
equações mostram que o campo escalar e a função de dobra estão ligados. Além disso, a
densidade de energia da brana pode ser escrita como

puw=—ã%e“Aã ese
Portanto, a energia total é simplesmente dada por

11:003

E = [: My) dy = —— [62A(ª')A'(y)l2 (4.39)y=foo

Deste modo, caso o produto eºA A] seja uma função impar, concluímos que a energia da
brana é nula.

Em geral, porque são acopladas, de segunda ordem e altamente nao-lineares, en-
contrar soluções analíticas para equações de campo é uma tarefa difícil. Por esta razão,
um formalismo de primeira ordem torna-se útil. Isso pode ser feito considerando que o
potencial tem a seguinte forma especial [22]:

1 1

V : gw; — ãWº, (4.40)dW _ , . N . . N
onde % _ VW, e o superpotenc1al com çí) como funçao aux1liar. Nesse caso, as equaçoes
de Friedmann reduzem-se para

1V=gw, e“)
A' : _âw. (4.42)
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4.2 Modelo de Brana com dois campos escalares
Na seção anterior, estudamos um modelo de brana de um campo. Agora vamos

apresentar um campo escalar adicional. Nesse caso, a ação será

1

s = / dªªscdyM l—ÃR + cw, <M>; x, ôax) . (4.43)

A parte geométrica da teoria permanece igual a mostrada acima para um modelo de
campo escalar e o tensor de Einstein deve ser encontrado para a métrica presente em
(4.2). Conforme calculado anteriormente, os componentes do tensor de Einstein podem
ser vistos em (4.30). Para estudar as soluções da equação de Einstein devemos encontrar
o tensor da energia momentânea. Para isso, consideraremos a seguinte densidade de
lagrangiana: 1 1

£ : ª açbôaçb + ªôaXôaX _ V(çb7 X) (444)
As equações de Euler-Lagrange para as soluções estaticas que dependem apenas da di-
mensao extra deste sistema são tais que

WW, ><)” 4A' ' _ = 4.4<i> + <i> + a,,» 0, ( 5a)
x” + %% + %? = 0. (4.45b)

Além disso, o tensor de energia-momento associado a este modelo pode ser escrito como

Tab : (1,9253145 + ôaXôbX — gabC. (4.46)

Para a lagrangiana apresentada em (4.31), sob a condição çí) : o(y), temos

1 , 1 ,
Too = _Tll : _Tzz : _T33 : BºA <?? 2 + 5X 2 + VW, X)) , (4473)1 , 1 ,
T44 : ª? 2 + 5X 2 _ VÚÃX) (4'47b)

As equações de Einstein entao se tornam

(( 2 (2 (2A==—ãw +X/X e4&w/ 1 l l 1
A 2 = 6% 2 + X 2) _ ãVÚlª, X)— (44%)

Encontramos um formalismo de primeira ordem para o modelo de dois campos seguindo
um procedimento semelhante ao modelo de campo único, ou seja, escrevemos o potencial
na forma: 1 1

vw, X) = % (W,? + W,?) — ãWº, (4.49)
onde W : W(<;5, x) é uma função auxiliar. Nesse caso, (4.48) simplifica-se para

1w=5W, %%)
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1X' = ªWm (451)
A' : —%W. (4.52)

Usando as equações acima7 é possível escrever a densidade de energia como uma derivada
total e (4.38) permanece valido.

4.3 Brana de Bloch
Como exemplo para um modelo de brana com dois campos7 estudaremos um mo-

delo de acordo com a referência [12]. A função auxiliar W : WQS, x) para este modelo
tem uma forma semelhante ao modelo BNRT estudado no Capítulo 2:

2

Wrºbv X) = 2925 _ ãçóg _ 274925sz (453)

cujos mínimos estão localizados nos pontos (il, 0) e (0, il/W), com 7" sendo um para-
metro positivo real. O potencial relativo a este modelo é

3

W, x) = [(1— dª — rxº)º + Mºçadª] — % (<i> — % — W) . (454)MI»—

Além disso7 as equações diferenciais de primeira ordem que devem ser obedecidas pelos
campos escalares saio

çb' : 1 _ (bº _ rxº, (4.55a)X] : 2m5x. (4.55b)
Observamos que essas equações sao as mesmas equações encontradas para o modelo BNRT
no espaço plano. Aplicamos o método da órbita elíptica para obter

T

(pº + 1_ 2798 =1, (4.56)
Nós percebemos que as soluções que conectam os mínimos (il, 0) nas equações diferenciais
de dois campos são satisfeitas pelas soluções analíticas

a(y) : tanh(27ªy), (4.57a)
”(y) : dil/% — 2 sech(27ªy). (4.57b)

Usando essas soluções7 podemos encontrar a função vvarp como:

1

Ar(y) : 9— [(1 — 37") tanh2(27ªy) — 21ncosh(27ªy)] , (4.58)?ª

cujo gráfico é plotado na Figura 4.1. Observamos que a espessura da brana aumenta
conforme o aumento de 7“, o que caracteriza a presença de branas grossas7 de acordo com
o comportamento das soluções em (4.57).
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Figura 4.1: Graiicos das soluções do fator de dobra exp[2A(y)] para os valores 7“ :
0.005,01 e 0.3.

4.4 Estabilidade da Brana
Para estudar a estabilidade do setor de gravitação, consideramos as flutuações da

métrica e dos escalares. A métrica perturbada é escrita como

ds2 : emº/Rm”, + ehuy)dx“dx” — dyº, (4.59)
onde hw refere-se ao grãviton com calibre axial h5N : 07 além disso7 tomaremos çí) —>
çí) + eq; e X —> X + EX. Estamos usando hw : hW(x,y),qN5 : (Hay), e )? : )Z(x,y) para
representar as respectivas perturbações; onde x é o quadri—vetor posição com componentes
(mº,x1,x2,x3).
Consideramos a variação da ação em relação aos campos escalares até a segunda ordem
em e para obter as equações para as flutuações escalares da seguinte forma [22]:
Tensor métrico:

€2A(l + Ehgg) 0 0 0 00 —€2A(l + Eh“) 0 0 0gag, : 0 0 —eºA(1 + enm) 0 00 0 0 —€2A(l + Ehgg) 00 0 0 0 —1
Métrica inversa:

€72A(1 + Ehog) 0 0 0 00 —efºA(1 + chu) 0 0 0gªb : 0 0 —e'2A(1 + enm) 0 00 0 0 —e'2A(l + Ehgg) 00 0 0 0 —1
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cujo determinante é dado por

lgl : ldôt gabl : €8A(1 + Ehgg) + (1 + Eh“) + (1 + Ehgg) + (1 + Ehgg),

|9| : em“ + €(hoo + hn + hzz + Me)],
l

|g| : e4A(1 + emmª”) 2.

Vemos ainda7 que a equação de movimento para gb e tal que

ôaçbôaçb _ V(çb7 X) = 07

onde

ôaaôªcb =Éaa(Mgªbôa)cz> = mô (Wgªbô)( (<b+e<7>)

aawªqs : $a” (M gªªâb) (<p + ais) + X/llílal (M gªab) (<p + aí»).

Desta forma7 ficamos com

1 ô<|g|e ZA N 1_ Vlg 77!” + Ehnyôzz) 6925 : —l|g| €“(1 + Emmª”?
672A

(1 + Enuvhuy)%

nagôuhªgnweôyq; + (1 + enaghªg) ªnªyeôuôquõ] .

mem aw) wats] =É;
2 (1 + ªnaahªº)%

Consequentemente1 N N N
13“ ( |g|ef2A77W + ehwôy) eqõ : eefºAnWôHôyqõ : eefºADçzõ,g

—W&V%HHWW%PWMW+©=9

1—1(3 —1—|—€ Z,hªyàezmô +6N.
€4A(1+€77th)ª yí ( W ) AWS (É)

—1

€“(1 + 87“th?mªkªu+mwwne&W+Hn=

[1 enwh'uªqs'
2(1+ enuyh/HV)%

n+mwwàªw+àw

+ (1 + enWhW)%4A'e4A(q5' + eq?) +
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(4.60a)

(4.60b)

(4.60c)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)



& Vh/ ,
1(Wg44ôb)(<z>+ <b)= 2(º7“—ª<1+enwhªª>/|g| 1+€77 hf”)

—4A'(<z>' + cá”) — (+” + cá”). (4.68)
Expandindo a equação anterior em uma série de potências7 obtemos

% %Enwh'ªªqs' + 4A'(<;s' + eg?) + qs” + cgi”. (4.69)

Deste modo7 a parte cinética da equação de movimento de (4.61) pode ser escrita como

ôacpôªcp = eeº/ªaª — %enwh'ªªcp' + uma + «E) + <+” + <i>”. (4.70)

Agora7 vamos expandir o potencial V em torno de gi) : 07 o que nos leva a

ôV ôV
V(<í>,x)=V(</f>,x ><)+ô—$e<í>+ôX —ex, (+“)

consequentemente

(()—V _ (()—V ”32V($7X) _|_ NôZI/(çva)_ 4.72<% <% 6 (W EX ôxôcb ª ( )
e de (4.61) encontramos

+2A N E / 1, N ÓV+ NôZV V((,Z5, X)
ee Do—ªnuyhªçb— 4Aq5—46Açzõ— <b —eq5”+ ô_çzõ +q5_ Órgãº

(?ª/(<?, ><)”_ = . 4.+€X ôxôqõ 0 ( 73)
Portanto7 determinamos que a equação de flutuação para o campo escalar gb e

, N 1 / / /N/ NH ”82V((]5 X) ”82V((]5 X)“E _ _ Vhª” _4A _ ª ª = 4. 4a(e «+ 277“ <? «+ «+++ W +<z> gm ) 0, (7)
ou ainda7

N /N/ NH N82V((,b X) 82V((]5 X) 1 / /”AD _ 4A _ ª ” ª = - uh W . 4.75
Da mesma forma7 a equação de movimento para X é dada por:

ôaxôªx _ VW, X) = 0- (476)
Mas 1 N

ôaxôªx = Éôa (Mgªbôa) X = —<% (Mgªbôa) (X + ex), (4-7?)&

|g|ôaxôªx = iai (M m) (x + eso + gigª (M gªba) (x + eso, (4.78)
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Agora temos 1 1
_ (W/l €2A77iw + Ghia/(311) 6)? :|g| enª/lu + enwnnwª

€+2A

nie“ (lºª+ennnº>n nººªnªFWiu!1 E 1
—— a (3 hºº “”eôl,”+ 1+e & hºº ? Wed &,” .
[º(1+en7aghºª)ªw u 77 X ( na )77 Al ><]

Consequentemente

1

8“ ( IglefºAnW + ehwôy) ex : eefºAnººôHôyíç : eefºADx.«?

NIH—ô4 [e“(l + enuth') (—1)ô4] (x + 62) =
tal

1_13 1+€ thºªeªªô +eº.
eªA(1+en7W/n“º)ªy[_ ( m ) y](x X)

—1

e4A(1 + WWW”?

1 1(3461 GWh ? (34 e” :MWM )( )](x+x>
[1 enuyh/WX/
2(1+ enlwh/HV)%

(1+ enuthÉeMW/ + c);/)].

+ (1 + enwhºº)ª4A'eªA(x' + e?) +

1 N 1 677 h/WX/(3 y/ 448 : —W— 1 1]#”
M 4( lglg b)(X+€X) 2(1+€77th)( +87” )
—4A'(x' + e?) — (x” + ©Z”),

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

Expandindo novamente em série de potencias7 vemos que a equação (4.83) pode ser escritacomo 1
“ ªEÚWh/WX/ + 4A' (n' + e?) + ><” + ex”,

e7 finalmente7 a parte Cinética da equação de movimento de (4.76) é tal que

1 / / / / ,J H NH
ôaxôªx : eefºAD)? — ªenpyh “”x + 4A (X + EX ) + X + EX .

Agora7 realizando a expansão do potencial V em torno de )? = 07 ficamos com

ôV ôV N
Winx) = V(<25, ) + (3?be + —6X

Desta maneira

ôV _ ôV ”32V($7 X) NôZI/(çbv X)
a_n—ô? 6 W “X ôxônº
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e de (4.76) podemos escrever

/ / / / / / N H ôV ôZV
€€72AD)N<_El7uth/X_4AX—4EAÍÇ—X *E)? +_+EÍ (QX)2 (3x (3x2

NãZl/(çb? X)_ = 0. 4.88+e<z5 ôxôd) ( )
Portanto

72A N E / V / INI NH ”82V((,Z5,X) ”82V((,Z5,X)D — — Z,h “ — 4A — = 4.+6(6 X 2% X X X +X (3x2 +<25 (kw ) 0, ( 89)
e a equação para a flutuação escalar em X se torna

_ / / // 32V((,Z5 X) ”32V((,Z5 X) 1 / /2A N N N N 7 7 11D — 4A — = — Z,h “ . 4.90e X X X +X (3x2 +<25 ôxôá 2% X ( )
onde E : ô,,ô“.
Além disso, podemos variar a ação em relação a métrica até a segunda ordem em e para
obter 1 1 , 1

—5th + 6“ (ªa; + 2A a,) n,, _ ªnãº (epa/u,, _ again,, _ aai/z,“)1 ,+5W62AA ôyúfªhip). (4.91)
Para simplificar a equação acima, consideramos [38]:
h,”, de traço nulo (UWÍLW : 0), (HZ : 0) e transverso div” : 0 nas flutuações da métrica.

Através da redefinição h,”, —> E,”, : “Mpb/V), onde

PWM) : ª(wwwyp + WWW“) — %WWJTAP, (4.92)
para

% = n,, _ %, (4.93)
ficamos com a equação de evolução da perturbação da métrica, dada por

1 * 2A 1 2 / * 1 Ap * * *
_ªDhHV + 6 ªôy + 2A ôy hw, _ 577 (ôuôyhàp _ ôuôàhpy _ ôyôàhpu)

1 , - 4 ”<%/(cbx) ”dl/(<b, X)
+577HV€2AA (az/(ÚAPhÃP) + ãeºAnw, (QSô—çb *l* XT : 0. (4.94)

Esta última pode ser simplificada, tendo como versão compacta a relação
_ _ _2A _hííl, + ÁlA'híw : e Dh,” (4.95)

Agora alteramos a variavel y —> Z com dz : eªw—”My, de modo que a métrica é, portanto,
plana:

ds2 : €2A(y) [(my + eh,”)dmªdm” — dz2 . (4.96)
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Assim, a equação (4.95) agora assume a forma

(—33 _ 3Azôz + Em, : 0. (4.97)
Redefinindo E,”, como

BW : eik'ªe'%A(z)HW, (4.98)
podemos escrever uma equação tipo Schrodinger, que governa a estabilidade do sistema,
cuja forma é

[433 + U(z)]HW : kºHW. (499)
onde

9 2 3

Observamos que a estabilidade do potencial depende apenas da função de vvarp. Esta
equação de estabilidade pode ser fatorizada a partir do operador:

d 3S=———Az. 4.101dz 2 ( )
Tal operador nos permite reescrever (4.97) segundo

d 3 d 3S+SH , = _ —Az __ —Az : kºH ,. 4.102)) (dz+2 )( dz+2 ) u ( )
Essa factorizaçao mostra que o autovalor da equação de estabilidade nao é negativo.
Portanto, esse procedimento pode ser usado para avaliar se uma brana modelada pelo
campo escalar é estável ou nao. Este modelo engendra simetria 22 e, portanto, da origem
a uma estrutura discretamente simétrica.

De volta a (4.93), redefinimos a funcao E,”, como E,”, : 6'2A(y)€,w(y)eik'ª, e obtemos
a seguinte expressao

d2€llll _ 2<AH + 214,2)6 + k2 72A(y)€ _ 0 (4 103)dyº “” e “” _ º '
que, no caso do modo zero (kº : 0) implica emd d

(_ + 2A') (_ _ 2A')gW : 0. (4.104)dy dy
portanto, podemos ver que a solução de modo zero, além de ser o fator de normalização,
é precisamente o fator de vvarp, cuja forma explícita é

5,30) : N062A(y). (4.105)
com No como a constante de normalização.
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Capítulo 5

Método de extensão para três
campos escalares em Mundos-Brana

O principal objetivo deste capítulo é o uso analítico do método de extensão para
explorar um modelo composto por três campos escalares reais em cenários de mundos-
brana. A ideia é organizada da seguinte forma: a Seção 5.1 explora as generalidades sobre
o método de deformação e a abordagem BPS para modelos de três campos escalares;
A Seção 5.2 é usada para discutir o Procedimento de Deformação para Três Campos
Escalares e a Seção 5.3 é usada para investigar o Método de Extensão para Três Campos
Escalares e sua aplicação aos mundos-brana.

5 . 1 Generalidades
Do capítulo quatro7 podemos aplicar a mesma ideia para estudar algumas ge-

neralidades associadas a três campos escalares acoplados a gravidade no espaço-espaço
distorcido em (4,1) dimensões com o espaço-tempo com uma coordenada extra y.

A ação de Einstein-Hilbert (em espaço-tempo curvo) para o modelo acima é escrita

S : /d4xdyM [%]—2 + E
onde a densidade de lagrangiana para os três campos escalares é dada por

como , (5-1)
ôuçbiôuçbi _ V(çbi)7 22172737 e (251 : <b? QSZ : X? (1253 = p (52)

NI»—

3

c=z
i=1

Neste estudo7 trabalhamos com unidades naturais por simplicidade, de modo que 47TG : 1
e 9 é o determinante do tensor métrico gab, e o quadrado do elemento de linha é dado por

dsª : gabdmªdxb : 62A(y)77wdx“dx” — dyº, (5.3)

onde os índices: a,b : 0,1,2,..,4 uy : 0,1,..,3, nw, : (1,—1,—1,—1), é a assinatura
do tensor métrico quadri-dimensional e emº!) é o fator warp.
Como Vimos no capítulo anterior7 a equação de Einstein para um cenário de mundo-brana
é dada por Gab : 2Tab, (5.4)
onde Tab é o tensor do momento de energia em (4 + 1) dimensões .
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A equação de movimento para este modelo pode ser escrita como

qs” + M = V,; X” + M : VX; p” + M = V,. (5.5)
Neste estudo, lidamos com branas planas, portanto, o parâmetro A deve satisfazer as
equações

// 2 l l l
A =—5(<bº+xº+pº), (5-6)

( 1 ( Í ( 1
A2=ã($2+x2+p2)_ãv($7X7p)7 (57)

onde as linhas significam derivativas em relaçao a y. Agora, para poder implementar um
formalismo de primeira ordem, ha a necessidade de estabelecer um Vínculo entre A' e o
superpotencial dado por

/ W / W2 / W2 / W2
AZ—Éã (25:74); ITX; P:?“ (5-8)X

onde W : W(<;5, x, p). Assim, o potencial VW,) precisa obedecer a restrição,1 W2
Wei) = g(Wâ + W,? + W,?) — T' (5.9)

A densidade de energia do sistema pode ser escrita como

'2 '2
€(y) : €2A(y) % _|_ X— _|_ p_ _|_ Vºª) , (5.10)

De (5.8), observamos que

/ W 1 ( Í (
Mas de (5.6), A” : —%(<;5/2 + X/2 + plº),
consequentemente, por comparação temos

Wa = 2% <# = %; (5.12a)
WX = 2le X' = %; (5.12b)
W,) : 2p', p' = % (5.12c)

Portanto, o formalismo de primeira ordem para os três campos escalares produz

df = %(mp), (ama)
X, = %(Mm), (51319)
pl = %% xm) (5136)
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5.2 Procedimento de deformação para três campos
escalares

Para construir a versão do método de extensão para modelos de três campos,
ampliaremos o trabalho proposto por F. A. Brito et al em “O método de extensão para
branas de Bloch” [52]. Deste modo, consideramos três lagrangianas de um campo, dadas
por

E = % “ww — V(<í>); cdi = % uxôªx — mx), (5.14)1 N
Cdz = 5 “W“!) — U (p) (5-15)

onde V, Ú e Ú são seus respectivos potenciais, e (M = 0,1) se estamos trabalhamos em
um espaço tempo (1+1) .
As equações de movimento para as teorias acima podem ser escritas como

(b” : Vó; X” : ÚX; p” : Úp; (5.16)
dV _ dÚ N dÚ_, X = _; (jvp : _.dçí) dx dp

Nestas discussões, vamos trabalhar com campos estáticos, ou seja, com çí) : o(m), X : x(x)
e p : p(x), além disso, o primo denota derivada em relação ã coordenada x.
Integrando uma vez (5.16) encontramos as equações diferenciais de primeira ordem,

V, = (5.17)
gf; : ix/W : iWÓQp); X' : ix/ã : iWX(X), (5.18)

;! : ix/ã : 547,01). (5.19)
onde definimos seus respectivos potenciais como segue,

”72 _ [572 N [a”/2<i> x ;): . = _- = _ .2V 2 , U 2 , U 2 , (5 0)e _ NdW - dW N dWW”: . = - Wf=__ amÓ dçb 7 X dx 7 P dp ? ( )
nas quais W(q5), WW) e W(p) são chamados superpotenciais.
O procedimento de deformação requer que os três campos estejam relacionados entre si
através das funções de deformação ( fl, fg e fg), isto é, supomos que existem funções
invertidas f(x) e f(p) tal que

cá = fdx), X = fit?); <b = Mp), p = 51%);p = f:),(x), X = if(p), (522)
onde fs : fílw : fi)-
Portanto, obtemos

p, p = —X, (523)
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e para os potenciais (700 e Ú(p) usamos

_ _ %. ” W_d>. _ = &
VV; __ jaXª LWÇ,= já, vv; 3x. (5.24)

ºnde , _ dfl. _ de. _ dfg 5 %1X_aa f2p_d_p fªx—a' ( )
para I'GGSCI'GVGI'_ V , V _ Ú

U(x) = ((ª,—”) W) = (ª),—fp) U(x) = (pf—TX) (5.26)1x 2p 3x
De (5.18), (5.19) e (5.22), derivamos

WW = x) = VW» = leW _ X(x> (52760
WÓ($=M=WMW= hpr(mX wwwWWªXl= W(M=ÉX(W (“%)

Por isso, para um potencial conhecido com sua solução para o modelo descrito pela den-
sidade de lagrangiana £, podemos usar esses resultados juntamente com a função de
deformação para construir os modelos de densidade Lagrangiana deformados Ldl, e Ldg.
Substituindo a função de deformação na equação diferencial de primeira ordem para os
campos gi), X e p e procedemos para encontrar suas restrições usando (5.27). Tal abordagem
resulta em

%, Km dW _WMW_ = _, = _ , 5.28adx XW) W WXW) ( )
d ' _d _W
em pW) % %%d ' d
dx XX)6W= %(w

Aplicamos o método de extensão para reescrever (5 28) em formas diferentes mas equi-
valentes, culminando em

(&& || &><

|
ile:

& , (5.29a)
&.>< >< , www
QQ.

%X

><

&& 55
(5.29c)| H É “ J |

&.b |? &

f-xf-xf-xf-xx—xf-x

“& ? %

VVVVVV

&.b b

com suas soluções de órbita analítica, respectivamente, fornecidas por
$=ww, x=MmX $=MM-
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5.3 Método de extensão para três campos escalares
De (529) e com a ajuda das funções de deformação em (5.22), podemos reescrever çb', )(
e p' em sete formas diferentes, mas equivalentes, como

/

<b, : WÓGÉ)? <b, : WÓ(X)7 <b, : WÓQÁX)? (lb : Wó(p)7
<)” = MW), <)” = WAXW), <)” = Wc)», m), (5.30)

W=W( ) >< =Wx(<z5) X1=Wx(<Í>7X)7 X1=Wx(P)7=M p) x' =W (<)» p) x” =WX(<z>,x,p>. (5.31)

pl = WM), pl =Wp(x), p = Wp(<z5,x), p =W4>(P)7
(: WP($7p)7 pl : WX(X7p)7 p : W;)(q57X7p) (532)

Assim, definimos os seguintes parâmetros:
am, I),, ci,, onde i : 1,2,3 ej=1,2,3,4,5,6,7

são constantes que obedecem as restrições
a11+a12+a13+a14+a15+a16+a17= 17 bl+b2+b3+b4+b5+b6+b7= 1;
011 + 012 + 013 + 014 + 015 + 016 + 017 = 07 021 + 022 + 023 + 024 + 025 + 026 + 027 = 0 €
031 + 032 + 033 + 034 + 035 + 036 + 037_ — 0

Essas constantes podem ser relacionadasa (5 30), (5.31) e (5.32) trocando
Wa —> auf/VAX ) + anl/VAC?) X) + GBM/AC?) + GMM/AP) + a15W<í>(çb7p) + a16W<Z>(X7p) +
a17W<Z>((f57 Xv p)

WX => lex(X)+bZW x(at X)+b3W x($)+b4Wx(p)+b5W x(at [DW/+66 x(X p)+b7Wx(<25, xm),
WP _) angXOç) + a22WX (925, X) + a23WX((,Z5) + a24WX (Xp ) + a25WX (925, p) + agõWX(x,p) +
a27WX((f57 Xv p)

Portanto, podemos reescrever & usando (5.29a) comodx

% : PMW/AX) + aleÓw, x) + a13W<z>(<25) + ª14Wçz>(P) + a15W<z>(<Í>7p) + ª16W<z>(X,/J)

+ª17W<z>(<z5, ><, p) + 011900 + 0129(<Ã57 X) + Cl3g(€b) + 0149(p) + 015g(<z5, p) + 016900 p)

+ma©wmjx[mwuwwmaaw+mwwm+wwmwwmuam+
1%wa p) + Mmc), x, p) + 021Í(X) + emm, ><) + cªm) + cz4f(p) + czõfw, p)

=1+%R%m+Q#meÁ. as)
Aqui, 9 e f são funções de conexão

De (531) podemos reescrever %; usando (5.29b) como
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ill—í : PMW/XX) + ªzsz(P7 X) + ª23Wp(P) + ªmd/VAC?) + ª25Wp(<257P) + ªziª/VAC?) X)

+az7Wp(<z5, ><, p) + 031É(X) + ngãw, X) + 033ã(<z5) + 034ã(p) + 035ã(<z5, p) + 0369700 p)

MW;/(<+, x, p)] x [mmm + bºw, x) + bgwm + WM + bõwxw, p) +
bõWXOo p) + b7WX(<z>, x, p) + 021Í(X) + cºm ><) + 023JE(<25) + cmp) + %%, p) +

egg/fm) + c27f(çz>,x,p>+ . (5.34)
com é e Í como funções de conexão
Além disso7 (5.34) obedece o Vínculo G21 + azz + G23 + em; + a25 + agõ + a27 : 1 e 031 +
032 + 033 + 034 + 035 + 036 + 037 = 0.

e7 também podemos reescrever % usando (5.29c) como

dp

+ª17Wçz>(<Í>, X, P) + 0119(X) + 0129(<257 X) + 0139(<25) + 0149(P) + 0159(<257 P) + 0169(X7 P)

+Ci79(<257 X, P)] X [aziW/ÁX) + a22Wp(P7 X) + a23Wp(P) + G24Wp(<P) + a25Wp(çbv P)

+a26Wp(çb7 X) + GWI/VAC?) Xv P) + C31ã(X) + 032%??? X) + 033%?) + C34ã(P) + 035%? P)

_ : kill/VAX) + GDM/(WP, X) + a13W<z>(<P) + GMM/AP) + G15W<z>(<157 P) + a16W<Z>(X7 P)

+1

+C36ã(X7 P) + Csnãúlª; va)] — (535)
Para descobrirmos as formas funcionais de 9 ou f, podemos usar a propriedade

Wax : WW. (5.36)
Substituindo VW) e WX em (5.33) e tomando as respectivas derivadas7 ficamos com

a11Wçz>X(X) + anl/Www, X) + GMM/(MOC; P) + a17WÓX(<;5, Xv P) + 0119x(X)

+0129X(<Pa X) + Clõgx(X7 P) + 0179x(<257 Xv P) : 52Wx<z>(<257 X) + P3WX<1>(<P)

+55Wx<z>(<257 +)) + b7Wx<z>(<zª, X, p) + emma, X) + esta» + c25f<z>(<zª, p) (5—37)

+027JE<1>(<257 X, P)-

Da mesma forma7 para a funçao & ou f em (5.34), recorremos ao uso da restrição,

WPX : wa (538)
o que nos leva a7

a21pr(X) + a22pr(p7 X) + a26pr(9ba X) + a27pr((Pa Xv P) + C31ãx(X)

+C32ãx(<257 X) + c36ãx(X7 P) + C37ãx(<Pa Xv P) : b4pr(P) + 175pr(9257 P)

+66pr(X7 P) + P7pr(<Pa X7P)) + 024Íp(P) + 025Íp(<257P) + 026Íp(X7 P) (539)

+027fp(€b7 X? P)-
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Finalmente, para encontrar a função 9 ou é em (5.35), aplicamos restrições semelhantes,

WW, : WM), (5.40)
resultando em

ª14W<z>p(P) + ªlõWMP, P) + ªlôWçbÁX, P) + ªnl/WAP, X, P) + 0149p(P)

+cl5gp(<zª, P) + clõgpbo P) + ngpúb, ><, P) = %sz» + azõWMP, P)
+a26Wpçz>(€Z57 X) + a27Wp<í>((zb7 Xv P) + 032%(CPa X) + 033%(CP) + 035%(CPa P)+C37ã<z>(<Pa Xv P)— (541)

De (5.37), (5.38) e (5.41) podemos ter duas possibilidades na determinação das funções
extras 97 f e à.

Primeira Abordagem

Para encontrar a função 9 in (5.37), nós tomamos 022 = 023 = 025 = 027 = 07
resultando em

ªllWçbx(X) + ªnl/WAP, X) + a16W<z>X(X7 p) + anWóxw, X, p) + clng(X)

+012gx($7 X) + clõgx(X7 p) + cl7gX((lb7 Xv p) : bZWXÓ((Ib7 X) + b3WXÓ($)

+55Wx<z>(<z5, P) + b7Wx<z>(<P, ><, P) (5.42)
Entao (5.39) nos da7

a21pr(X) + ª22pr(Pa X) + a26pr((Pa X) + a27WpX((Pa X? P) + C31ãx(X)

+C32Lãx((:b7 X) + c36ãX(X7 p) + c37ãX(Ó7NX7 p) : b4líVXP(p) + b5WXp((b7 p)
+66W>çp(X7 P) + P7pr(<P, X, P) + 024fp(P) + 0261306 P)- (543)

Para encontrar f a partir da conexão acima7 tomamos 031 = 032 = 036 = 037 = 07
resultando em

a21pr(X) + a22pr(p7 X) + a26pr((b7 X) + a27prÉ$7 Xv p) : ?4pr(p)
+65pr(<z5, P) + PGWXÁX, P) + WW, ><, P)) + 024fp(P) + 0261300 P), (544)

Assim (5.41) torna-se

a14W<z>p(P) + GBM/WW); P) + a16W<í>p(X7 P) + anl/Www; X, P) + 0149p(P)

+0159p(4257 P) + cmg/XX, P) + Ong/Ã© X, P) : ameM) + G25Wp<z>(<257P)

+a26WpçZ>(9ba X) + G27Wp<z>(<157 Xv P) + 033%(P) + 035%(Pa P)- (545)

Para encontrar é nesta conexao7 estabelecemos 014 = 015 = 016 = 017 = 07 impli-
cando em

a14W<z>p(P) + a15W<z>p(<P, P) + a16W<PP(X7 P) + anl/WAP, X, P) = ªm)/WAP)

+a25Wpçz>(€Z57 P) + ª26Wpçz>(<Pa X) + a27Wp<í>((zb7 Xv P) + 033%(CP) + 035%(CPa P), (546)

Assim (5.42) se torna

a11W<z>x(X) + anl/WWW, X) + a16W<1>x(X7 P) + ªnl/WAP, X, P) + 0119x(X)

+012gx(q57 X) : bZWX<Z>(q57 X) + b3WXÓ($) + b5WXÓ((b7 p) + b7WXÓ($7 Xv p) (547)
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Deste modo7 observamos que (5.44), (5.46) e (5.47) nos permitem encontrar as funções
extras f, g e 97 respectivamente.

Segunda Abordagem

Esta abordagem é baseada em encontrar a função f in (5.37), em vez de 97 ou seja7 nós
tomamos 011 + 012 + 016 + 017 = 0 resultando em

allWóx(X) + ªleÓxÚP, X) + ª16W<z>X(X7 P) + MMN/«M&P, X, P) =N52Wxçz>(<P, X)

+b3WíX<P(çb) + b5WXÓ($7 p) + b7WXÓ((b7 Xv p) + 022f<í>(q57 X) + 023f<í>((:b)

+025f<z>(<Pa P) + 027fçz>(<Pa Xv P)— (548)
Portanto (5.41) culmina em

a14W<z>p(P) + a15W<Z>p((zba P) + GMM/WW, P) + ªnl/WAP; X, P) + Ci49p(P)

+0159p(<257 P) : a24Wp<z>(<P) + a25W/Xb(çbv P) + a26Wpd>(çbv X) + a27WPÓ(çb7 X; P)

+c32ã<í>(çbv X) + c33ã<í>(çb) + c35ã<í>(çbv p) + c37ã<í>(çbv Xv p) (549)

Para encontrar a funcao g7 tomamos 032 = 033 = 035 = 037 = 07 o que implica

a14W<z>p(P) + a15W<Z>p((zba P) + a16Wd>p(X7 P) + ªnl/WAP; X, P) + Ci49p(P)

+0159p(<257P) : a24Wp<z>(<P) + a25Wp<í>(9ba P) + a26Wp<í>(9ba X) + a27Wp<í>((zb7 X, P)(5-50)

Portanto7 (5.39) se torna

a21pr(X) + a22pr(p7 X) + a26pr($7 X) + a27pr($7 Xv P) + c31ãx(X)

+C36ãx(Xa p) = bjiWXÁP) + b5WXp(<z5, p) + bgprbo p) + b7WXp(<z5, ><, p)
+024fp(P) + 025fp($7 P) + 026fp(X7 P) + 027fp(<257 XaP)7 (551)

Neste caso7 para encontrar a funçao & devemos tomar 024 = 025 = 026 = 027 = 07
portanto

a21pr(X) + a22pr(p7 X) + a26pr($a X) + a27WpX(çb7 Xv P) + C31ãx(X)

+C36ãx(X7 P) : b4pr(p) + (75pr(9257 P) + bGpr(X7 P) + b7W>çp(€ba X? P) (552)

Logo7 (5.48) se torna

allWÓXOC) + a12W<í>X((lbv X) + a16W<Z>X(X7 p) + a17WN/ÓX($7 Xv p) :NÓZWXÓ(ÇS7 X)

+b3WXÓ((b) + b5WXd>((,Z5, p) + b7WXÓ((b7 Xv p) + 022f<í>(q57 X) + 023f<1>((:b)' (553)

De (5.50), (5.52) e (5.53) observamos as possibilidades de determinar as funções
extras Í, & e 9.
Após calcularmos g7 Í e à, podemos substituir todos os ingredientes em (5.33), (5.34) e
(5.35), respectivamente, para derivar Wª), WX e WP adequadamente.
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5.4 Aplicação em cenários de mundo-brana

Exemplo: (#4 versus )(4 versus p4.

Como exemplo, aplicamos o método de extensão ao acoplamento entre (#4, )(4 e p4.. . W W W . . .
Aqui redefinimos Tó —> WÓ; TX —> WX; Tº —> va apenas por simplic1dade e recupe-
raremos este fator 1/2 ao final dos nossos cálculos.
As equações diferenciais de primeira ordem para cada um dos modelos são escritas como

<# = WW?) = 1 — & (?>-546»)
X' = Wx(x) = 1 — xº, (55419)
# = WM) = 1 — pº, (5546)

com suas soluções analíticas dadas por

çí) : tanh(x); X : tanh(x); p : tanh(m). (5.55)
As funções de deformação que conectam os três modelos são simplesmente

<b = X; X = p; <? = p— (556)
Agora, vamos aplicar o método reescrevendo W,,(çzõ), WX(X) e W,,(p) respectivamente, em
sete formas diferentes, mas equivalentes, usando (5.33), (5.34) e (5.35), o que implica em

WAX) = 1 — xº, %%) = 1 — &
WAP) = 1— Pº, WAGZP) = (1— $)(1+P)7
W<z>(x,p) = (1 — X)(1 + p), WWW,/)) = 0,
WAQX) = (1 — $)(1+X)— (5—5?)

WX(X) = 1 — xº, WW?) = 1 — &
WW) = 1 — pº, Wx(<í>,p) = (1 — $)(1 + p)

Wx(x,p) = (1 — X)(1 + p), Wx(<b,x,p) = 0,
Wx(<z5,x) = (1 — $)(1+X)— (558)

Wp(X) = 1 — xº, WW?) = 1 — &
WM) = 1 — pº, Wp(<í>,p) = (1 — <i>)(1 + p)

Wp(x,p) = (1 — X)(1 + p), W;)(czª, xm) = 0-

Wp(<z5,x) = (1 — $)(1+X)— (559)
onde os termos W,,(çzõ, x,p) : WX(çzõ, x,p) : Wp(q5,x,p) : 0 para evitar potências racio-
nais em nosso potencial polinomial.
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Substituindo os ingredientes de (5.57) e (5.58) em (5.42) ficamos com

_a11(2X) + a12(1 _ (25) _ a16(1 + X) + 0129X(<157X)+ ClleW)

: —bg(1+X) —bg(2<z>) —bõ(1+<z>). (560)
A fim de obter uma forma unívoca para 97 tomamos 013 = 07 deste modo7 após

integramos a equação anterior em relação ao campo X encontramos2 2
0129(Ó7X) : a11X2 _ a12(1 _ WX + a16(X + X?) _ bz(X + %)
—263<;5X — b5(1 + (Mx. (5.61)

e através da função de deformação X : gb e da equação acima também obtemos2 2
cmp/(+» = mº — algu — W + a16(<z>+ %) — w» + %> — zbgçbº — b5(1+ <M— (5.62)

Dando continuidade ao método7 vamos substituir nossos ingredientes contidos em (5.58)
e (5.59) na equação (5.44), o que implica em

_a21(2X) + a22(1 _ (É) _ a26(1+ P) N N
= _b4(2p) + b5(1 _ (25) + bõ(1 _ X) + 024fp(P) + 026fp(X7p)' (5-63)

Agora escolhemos 026 = 07 e integramos com relação a p, ficando comN pº pº pº pº
024f(P) = _a21P2 + ª22(P _ É) _ ª26(P + ?) + b4p2 _ MP _ í) _ 560) _ É) (564)

assim7 Via função deformação X = p a equação anterior é reescrita na forma2 2 2” X X X
024f(X) = _0l21X2 + ª22(X _ É) _ ª26(X + ?) + b4X2 _ bõ(X _ É) _

2MX — %) (5.65)
E7 finalmente, substituindo (5.57) e (5.59) em (5.46) somos levados a

_ª14(20) + ª15(1 _ (25) + ª16(1 _ P)

= _ª22(1 + X) _ a23(2<25) _ ª25(1 + ?) + 033ã><(X) + C35ãx(éí>+ P) (566)

onde trabalhamos com 035 = 0 a fim de obtermos uma forma unívoca para à. Logo7 ao
integramos a equação anterior com respeito a çí) determinamos2 2 2

033%) = wmª + aw» — %> + aw» — %> + am» + %> + ª23<252
2+0l25(<l5 + %) (5'67)

e Via a função deformação çí) : p também podemos escrever (5.66) como2 2 2
033ã(0) = _a14p2 + a15(p — %) + a16(p — %) + um(p + %) + azgpº

2+a25(p + %>. (568)
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Agora substituímos os resultados obtidos pelas funções de conexão 97 f, é em (5.57),
(5.58) e (5.59) podemos escrever Wª), WX e WP presentes em (5.33), (5.34) e (5.35), como

Wa : ª12(1 _ <P)(1 + X) + ª13(1 _ Pº) + ª14(1 _ Pº) + ª15(1 _ <P)(1 + P)

+a16(1— x)(1 + p) + a11(1— xº) + auxº — a12(1— (Mx + a16(x + X?)2 2
—bz(x+ %) — ºbgczªx— b5<1 +<z»x — a11<l52+a12(1_ <b>çz>+a16w+ %)

2

+bz(<z>+ %) +2b3<z>º +b5<1+<z»<z>; (569)

W — bz(1_ <P)(1 + X) + b3(1 _ (152) + b4(1 _ P ) + b5(1_ <P)(1 + P)
2

+56(1_X)(1+P)+bl(1_ X2)2_ª21P2+ª22(P_%)_ª26(P+%)2 pº xº xº
+b4p — b5(p — í) — 56(P — p;) + a21X2 _ a22(X_ 2 ) + ª26(X + ?) (5-70)xº xº
_P4X2 + b5(X _ ?) + 56(X_ ?);

W,; : a22(1 _ <P)(1 + X) + a23(1 _ (252) + ª24(1 _ Pº) + ª25(1 _ $)(1 + P)

+ª26(1 _ X)(1 + P) + ª21(1 _ X2) + ª14P2 _ ª15(P _ %) _ ª16(P _ %)_ P_º _ P_º _ 2_ 2 ªbº _ ºf
a22(P + 2 ) a25(P + 2 ) 0!ng PUMP + a15(<P_ 2 _) + a16(<P 2 )2 2

+a22(<P + _) + a23<252 + a25(<P + _) (5-71)2 2
Desta maneira7 o superpotencial efetivo WQS, x, p) para os três campos escalares acoplados
é tal que 3 2 3

WQÉ? va) : (lb _ (all + G12 + a13)çb_ _|_ a15ç25p _ a15í _|— bg ($ + çb—>3 2 2 6
+253ç%3 + M _ a15 <p; _ %> _ bz (X + %> <P _ 253%2X _ a15%2p

+51<X_Xí3> +52<X+XÉZ> _a22<%2_%3> _a26<P+%2>X

+a24 <p — %> + agõ <p + p;) + agõ (% + %> . (5.72)
x, p) juntamente com as solu-Agora7 substituímos o superpotencial efetivo WQS,

8) para determinar a função deções analíticas apresentadas em (5.55) e (5.56)7 em (5.
warp A(y) Tal funçao fica com a forma

A(y) : % (—20y + sech2(y) — 4log(cosh(y))) , (5.73)
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com potencial de estabilidade do graviton dado por

U : eªseàãyyzcy) [502 + 100 tanh(y)(sech2(y) + 2)

—5sech6(y) — 24sech4(y) + 20] >< [3 cosh%(y)]71 . (5.74)

Além disso, podemos escrever a densidade de energia e(y) como:

a(y) : 6%(Sººh2(y)'2ºy) [ — 802 — 160tanh(y)(sech2(y) + 2)

+8sech6(y) + 69sech4(y) — 32] >< [24 cosh%(y)] 71 . (5.75)

Traçamos gráficos para o fator de vvarp, potencial de estabilidade do graviton e a
densidade de energia para o superpotencial efetivo obtido anteriormente.

Os gráficos para o fator de vvarp, a densidade de energia e o potencial de estabi-
lidade do modelo de três campos reais são mostrados nas Figuras 5.1 e 5.2. O fator de
vvarp da Figura 5.1 foi gerado considerando c = 1, resultando em uma brana assimétrica.
Caso o parâmetro c seja nulo, temos uma brana simétrica. A Figura 5.2 descreve densi-
dades de energia para branas simétricas e assimétricas e um potencial tipo vulcao típico
é observado no painel esquerdo desta Figura.

Podemos constatar que o parâmetro c é responsável por deformar as branas deste
modelo. Tal parametro pode criar uma brana completamente assimétrica, como vemos
no gráfico do painel esquerdo da Figura 5.3. No painel direito, revelamos três possíveis
configurações para as branas deste modelo, as quais denominamos de nao-crítica, crítica
e hiper-crítica. O valor crítico do parâmetro 0 pode ser obtido analiticamente, através da
análise da derivada do fator de vvarp nos extremos de integração. Verificamos que neste
modelo específico, a derivada de e“ sera nula em y : ioo se |c| < 2.

O gráfico do painel direito da Figura 5.3 revela que as branas sao bem comportadas
dentro da faixa desses valores críticos. Por exemplo, com valores de c inferiores aos valores
críticos, as branas tornam-se estáveis e, portanto, são integraveis. Para os valores de 0
maiores do que o valor crítico, o fator de dobra e“ diverge e, portanto, torna-se instável e
nao integravel, além disso para valores de c iguais aos valores críticos, as branas também
se tornam instaveis e, portanto, não integraveis.
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(a) Factor de dobra (b) Factor de dobra

Figura 5.1: Á esquerda mostra o fator de dobra por c = 1. No painel direito, vemos o fator de
dobra para c = 1.5 (curva preta pontilhada), c = 1.0 (curva vermelha pontilhada) and 0 = O
(curva azul sólida).

.:: Í

(b) Densidade de energia do sistema(a) Potencial de estabilidade do sistema

Figura 5.2: Na ligura esquerda vemos a energia para c = 1.5 (curva preta pontilhada), c = O
(curva azul sólida) e c : l(curva vermelha tracejada). Na ligura direita vemos a densidade de
energia para c = 1.5 (curva preta pontilhada), c = O (curva azul sólida) e c = 1 (curva vermelha
tracejada).

6 5 ª : hypercritical
“ critical33 4

2:
Z , non-critical

1l i i i i l i i i i ' i j i x710 75 5 10 15 20 720 ,10 10 20
(a) Comportamento da brana , (10) Comportamento da brana.

Figura 5.3: Á esquerda, temos uma branca deformada com valor crítico de c = 2. Á direita,
temos branas deformadas com valores críticos de c = —2.1, c = —2.0 e c : —l.9 respectivamente.
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Capítulo 6

Conclusões e Perspectivas

Nesta dissertação, apresentamos uma revisão de tópicos na teoria clássica de campo,
onde estudamos Varios tipos de soluções localizadas, como kinks e lumps. Os modelos que
consideramos admitem as soluções BPS (Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield) [26], [27] tam-
bém conhecidas como estados BPS, que resolveram as equações diferenciais de primeira
ordem em vez das equações diferenciais de segunda ordem mais complicadas para um ou
mais campos escalares.

Revisamos o método de deformação que nos permitiu aplicar o método de extensão
para determinar analiticamente novos modelos usando três campos escalares, conforme
proposto por J. R. L. Santos et al em [48]. Como prelúdio para o trabalho principal, o
conceito de cenários de mundo-brana foi explorado com referência especial aos trabalhos
de D. Bazeia et al [12] em branas de Bloch, onde a estabilidade da brana também foi
revisada e o potencial efetivo que localiza a gravitação na brana foi encontrado.

A aplicação do método de extensão é a nossa contribuição para esta dissertação.
Neste trabalho, investigamos como o método de extensão pode ser aplicado com sucesso
para gerar novas branas híbridas em cenários de mundo-brana. Seguimos a metodologia
nas referências [28], [29], [30], que possibilitou a aplicação do método de extensão a três
modelos de um campo escalar para construir novos modelos em cenários de mundos-brana.
Conseguimos construir uma família distinta de campos escalares descritos por interações
hiperbólicas no caso de cinemática padrão. As soluções estáticas para esses modelos fo-
ram obtidas a partir do procedimento de deformação desenvolvido na referência [52] onde
estudamos suas densidades de energia, potenciais de estabilidade e o comportamento do
fator de dobra. Estes novos modelos de brana exibem características simétricas e assimé-
tricas como resultado de um dos parâmetros relativo ao superpotencial. As características
físicas das branas foram analisadas e discutidas através de gráficos do fator de warp, da
densidade de energia e do potencial de estabilidade do graviton. Verificou—se também que
o comportamento crítico das branas garante que a brana se estabilize com valores inferi-
ores aos valores críticos e, portanto, se tornem integraveis. As branas tornam-se instáveis
e não integraveis com valores iguais ou maiores que os valores críticos.

Temos como perspectivas utilizar o ferramental aprendido durante esta dissertação
para criar novos modelos compostos por diferentes tipos de defeitos e verificar quais são
as influências de tais modelos nos parâmetros físicos que descrevem as branas. Esperamos
também estudar de forma cuidadosa novos aspectos e técnicas relativas a estabilidade das
branas e dos grãvitons. Além disso, as técnicas aqui desenvolvidas podem ser aplicadas
em diversos cenarios modelados por teorias de campos escalares.
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