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Resumo

Neste trabalho, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para Funcionais Pares,
Teoria do Género, Principio Variacional de Ekeland e algumas propriedades envolvendo
Variedades de Nehari para obtermos existéncia e multiplicidade de solucoes para a seguinte

classe de problemas quasilineares envolvendo expoentes variaveis

—Apyu + \u|p(’”)72u = f(z,u), x€Q
u € Wy () \ {0}

onde 2 é um dominio em RY, ndo necessariamente limitado, Ap) € o operador

p(z)-Laplaciano dado por
Ay = div(|Vau "2 Va),

p: 2 —Re f: QxR — R sao fungoes continuas satisfazendo certas condigoes a serem

apresentadas ao longo do trabalho.

Palavras chaves: Problemas Quaselineares, Método Variacional, p(x)-Laplaciano,

Expoentes Variaveis.
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Abstract

In this work, we will use the Mountain Pass Theorem for an even Functional, Genus
Theory, Ekeland’s variational principle and some properties involving Nehari manifolds to
obtain existence and multiplicity of solutions for the following class of quasilinear problems

involving variable exponents

—Apyu + \u|p(’”)72u = f(z,u), x€Q
u € Wy () \ {0}

where Q) is a bounded domain in R", not necessarily bounded, Ap(z) is the p(z)-Laplacian

operator given by
Apyu = div(|Vul' ? V),

p: Q2 —= Rand f: xR — R are continuous functions satisfying certain conditions, which

will specified be later on.

Keywords: Quasilinear Problems, Variational Method, p(x)-Laplacian, Variable Expo-

nents.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos existéncia e multiplicidade de solugoes para a seguinte

classe de problemas quaselineares envolvendo expoentes variaveis do tipo

—Ap@yu + ]u|p(x)_2u = f(z,u), z€Q
u € Wy (@) \ {0}

onde © ¢ um dominio em RY e A,y é o operador p(z)-Laplaciano dado por
Apytt = div(|Vu|p(x)72 Vu).

Este operador diferencial é uma generalizagao natural do operador p-Laplaciano definido
por Ayu = div(\Vu\pi2 Vu), com p > 1 sendo uma constante real. No entanto,
em algumas situagdes o operador p(x)-Laplaciano é mais complexo do que o operador
p-Laplaciano, devido ao fato de que A,y ¢ nao homogeéneo. Outro fato interessante

envolvendo os espagos com expoentes varidveis é que a definigao

fg |vu|p(w)

A = i
P sewirin @y o, [ulr@

resulta em geral A\; = 0, e apenas sob algumas condigbes especiais sobre p(x) temos A; > 0
(vide Fan et al. [35]).

Ao longo dessa tese entendemos por uma solugao fraca para o problema (F) uma
fungao u € Wol’p(x)(Q) \ {0} tal que

/(|Vu|p(x)_2Vqu + |u|P O 2up) = / f(z,u)v, paratodo v € Wol’p(x)(Q).
0 0

Observamos que as solugoes fracas de (P) sdo precisamente os pontos criticos do funcional
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2 Introdugao

F WP (Q) — R definido por

Flu) = / L (19up® 4 up) - / Flz,u)

p(x) Q

com F(z,s) = [ f(x,t)dt.

Nos ultimos anos, observamos um interesse crescente no estudo de equagoes e sistemas
de equacoes com condicoes de crescimento envolvendo expoentes varidaveis . O interesse
em estudar tais problemas foi estimulado por suas aplicagoes em elasticidade (vide Zhikov
[84]), fluidos electrorreoldgicos (vide Acerbi & Mingione [1], Ruzicka [67]), restauragao de
imagens (vide Chen et al. [25]), fluxo em meio porosos (vide Antontseva & Shmarevb [14]).
Estes problemas fisicos foram facilitados pelo desenvolvimento dos espagos de Lebesgue
e Sobolev com expoentes varidveis. Os espacos de Lebesgue com expoentes varidveis

apareceram pela primeira vez na literatura, ja em 1931, em um artigo de Orlicz [62].

Nos problemas de restauragao de imagem, Y. Chen, S. Levine & R. Rao em [25],
propuseram um modelo baseado no p(x)-Laplaciano. O modelo proposto consiste em

minimizar o funcional
E(w) = [ V()P + [u(e) - () da,
Q

onde I é a imagem real, u a imagem recuperada e p é uma funcao variando entre 1 e
2. Nas regides que existem arestas, a fungao p(z) tende a 1, enquanto que nas regioes
que nao hé arestas, p(z) assume valores préximos de 2. Com isto, os autores conseguem

remover os ruidos da imagem preservando as arestas.

Com relacao aos fluidos electrorreoldgicos, podemos destacar que os mesmos sao
fluidos viscosos especiais, os quais sao caracterizados pela sua capacidade de sofrer
alteracoes significativas nas suas propriedades mecanicas, devido a aplicagao de um campo
elétrico. Algumas aplicacoes deste incluem: embreagens, amortecedores e equipamentos
de reabilitacdo, etc., vide, por exemplo, Nikitczuk et al. [61], Simmonds [71], Stanway
et al. [73], Wen et al. [76].

Em Ruzicka [67] e Diening [27], por exemplo, as equagoes para o movimento de fluido

electrorreoldgico incompressivel, homogéneo e isotérmico sao dadas por

% +div S(v) + [Vv]v + Vr = f + [VE|P

dive =0,

onde v: R¥! — R3 é a velocidade do fluido em ponto do espago-tempo, V = (9, Dy, Os)
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é o operador gradiente, 7: R¥™! — R é a pressao, [Vv]v é dado por

3
(%Z-
[Voulv = ( %v]) :
j=1 =" i=1,2,3

f: R3*1 — R3 representa uma forca externa, E: R3*!1 — R3? ¢ o campo elétrico,

, o 11 .
P: R3**! — R3 ¢ a polarizagdo elétrica e o tensor stress S: W,. — R3*3 ¢ da forma

p(z)—2

S(v)(x) = p(@)(1+[Do(@)]) > Du(x)

com Dv = 3(Vv + (Vv)T), onde (V) denota a transposta do tensor Vo.

Problemas variacionais com expoente variavel foram investigados inicialmente por
Zhikov [84], relacionado com o chamado fenémeno Lavrentiev. Hoje em dia, problemas
variacionais e equacoes diferenciais com expoente variavel sao intensamente desenvolvidos
em todo o mundo por muitos pesquisadores. Referimo-nos aos trabalhos de Acerbi &
Mingione [1], Alves [4, 5], Alves & Barreiro [6], Alves & Ferreira [7, 8], Alves & Liu
[9], Alves & Souto [10], Antontsev & Shmarev [13], Bonder & Silva [17], Chabrowski &
Fu [24], Diening et al. [29], Fan [32], Fan & Han [33], Fan & Zhao [37, 38], Fu [41], Fu &
Zhang [42, 43], Kovacik & Rakosnik [52], Diening et al. [28], Mashiyev et al. [57], Samko
[68], Fan et al. [34, 39] e Fan & Zhang [36], entre outros.

Este trabalho divide-se em quatro capitulos e um apéendice e estao distribuidos da

seguinte forma:

No Capitulo 1, recordaremos algumas defini¢coes e resultados envolvendo os espacos
LM®(Q), Whh@)(Q) e Wol’h(x)(Q) , onde € é um subconjunto aberto de RY.

No Capitulo 2, iremos estudar o problema

—Apyu = A |u|q(z)_2u + f(z,u), Q
u=0, 0N

(P)

onde Q ¢ RY é um dominio limitado com fronteira suave, f(z,t) = a(z) [t|" " t+g(, t)
¢ uma fungao continua, a € L>®(Q) e g(z,u) é uma perturbagdo de ordem inferior de
|u|?7® =2y no seguinte sentido: lim; o g(z,t)/[t|?™~2t = 0. Admitiremos que as funcdes

p e q satisfazem

l<p-<plx)<pr <N e py<q <q(x)<p'(x) paratodore  (p)
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com

A={zeQ:qx)=p*(x)} éndo vazio . (p2)
Além disso, assumiremos também que
(g1) g é impar com respeito a t, isto é, g(x, —t) = —g(z,t) para todo (z,t) € Q x R;

gz, t) = 0(|t]p(m)_1) quando |t| — 0 uniformemente em ;

gz, t) = 0(|t|q<x)_1) quando |t| — +oo uniformemente em z.

(g2) G(z,t) < ig(x,t)t, para todo t € R e q.t.p. em €, onde G(z,t) = fot g(x, s)ds.

(Hy) Existe o > 0 tal que

—1 1
/ p(x) <|Vulp(x) — CL($> |U’p(:c)> > a/ o |u|P(x) . Yue Wl’p(m)(Q),
@ Q

(Hy) p(z) =py paratodo z € I' = {x € Q: a(z) > 0}.

A hipétese (Hs) é uma condigao técnica que nos ajudard provar a condi¢ao de Palais-

Smale para o funcional energia associado ao problema ().

O problema (P,) foi estudado por Zhihui & Xinmin [83] para o caso em que o0s
expoentes sao constante, isto é, p(z) = p e ¢(x) = ¢q. Em Silva & Xavier [70], o problema

(Py) também foi investigado, supondo que a funcao f verifica as condigoes:

(Ag) sup |f(z,s)|: x € Q,|z| < M < 400 para cada M > 0;
f(z,s)

2*—1

= 0 uniformemente q.t.p em €.
|s|—o0 |5

Em 2010, Bonder & Silva [17] estenderam o Principio de Concentragao-Compacidade
de Lions para espacos com expoentes variaveis e provaram a existéncia de solucoes para

o problema

—div(|Vul" 7 V) = [ul™ 7w+ M@)o D2, Q
u=20, 0N

com 2 C RY dominio limitado com fronteira suave, ¢ < p* e o conjunto A # ). Resultados

similares foram obtidos por Fu [41].
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Usando o Principio de Concentracao-Compacidade, o Teorema do Passo da Montanha
para funcionais pares e a teoria do género provamos um resultado de multiplicidade de

solugbes para (P,). Mais precisamente, mostramos o seguinte resultado:

Teorema A. Suponha que a funcgdo g satisfaz (g1) e (92), e que (p1), (p2), (H1) e (Hs)
sao satisfeitos. Entdo, existe uma sequéncia {\r} C (0,400) com N\ > Apy1, para todo
k € N tal que, para A\ € (Ags1, Ax), 0 problema (Py) tem pelo menos k pares de solugoes
nao triviais.

A principal dificuldade em provar o Teorema A esta relacionada com o fato de que a
nao linearidade f tem crescimento critico, porque neste caso, nao é claro que o funcional
energia associado ao problema (P,) satisfaz a bem conhecida condi¢ao (PS), uma vez
que a imersao WP@(Q) — LP"@)(Q) ndo é compacta. Para superar esta dificuldade,
usamos uma versao do lema de concentracao-compacidade de Lions devido a Bonder &
Silva [17] para expoentes varidveis (vide Teorema 1.4.4). Gostariamos de mencionar que
o Teorema A melhora o resultado principal encontrado em Zhihui & Xinmin [83], onde os
autores consideram apenas o caso em que p(x) é constante, enquanto no nosso trabalho
mostramos que o resultado principal encontrado em [83] ainda é valido para um classe
maior de fungoes p(z). Os resultados deste capitulo estao publicados em Alves & Barreiro
[6].

No Capitulo 3, vamos trabalhar com dois problemas. Na primeira secao denominada

caso subcritico, consideraremos

— Aoyt + [uP@ =20 = Ag(k™2)|u] 720 + f(k ) |u) @2, RN

(Pae)
u € Whre) (RN),

enquanto que na segunda se¢ao consideramos o problema com crescimento critico

— Ayt + [ufPD %0 = Ag(k o) |u| ™ 2u + f(kT ) (Eul PP+ uT ) RY

u € WHPE(RN)
(Prek)
onde p,q,r: RY — R funcoes Lipschitz continuas, Z"-periédicas e satisfazendo

1<p_ <p(x)<py <q <qlx) <r(z) <p'(z) qt.p. em RY. (p3)

Vamos assumir que as funcoes f, g: RY — R sdo continuas, positivas e satisfazem as

seguintes condicoes:

(gs) lim g(k™'z)=0.

|z| =00
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(f1) lm f(z)= fw

|z| =00

(f2) Existem ¢ pontos ay,as, - ,a, em ZY com a; = 0 tais que
1= f(a;) = m%xf(x), para 1 <i < /.
R

Além disso, vamos supor também que 0 < f., < f(z) para todo z € R".

O problema (P, ) tem sido considerado na literatura para o caso onde os expoentes
sdo constantes, por exemplo em: Adachi & Tanaka [2], Cao & Huan-Song [21], Cao &
Noussair [22], Hirano [46], Hirano & Shioji [47], Hsu et al. [49], Hu & Tang [50], Jeanjean
[51], 1i Lin [54], Tarantello [75], Wu [81] e Wu [80] e suas referéncias.

Em Cao & Noussair [22], os autores estudaram a existéncia e multiplicidade de solugao

positiva e nodal para o seguinte problema

— Au+u = f(ex)ul"?u, RY
ue H2(RY),

onde € é um parametro real positivo, r € (2,2%) e f verifica a condi¢ao (f2). Ao usar
métodos variacionais, os autores demonstraram a existéncia de pelo menos ¢ solugoes
positivas e ¢ solugoes nodais se € é suficientemente pequeno. Posteriormente, Wu [80)]

considerou o problema com uma perturbacao

— Au+u = flex)|u|"u + Ag(ex)|u|*%u, RY

(1)
u € HY(RY),

onde A é um parametro positivo ¢ € (0,1). Em [80], os autores demonstraram a existéncia

de pelo menos ¢ solugbes positivas para (P;) quando € e A sdo suficientemente pequenos.

Em Hsu et al. [49], os autores consideraram a seguinte classe de problemas quaseline-
ares
— Apu+ |ulP?u = f(ex)ul""2u + Ag(ex), RY @
, 2
u € WHP(RYN)

com N > 3e2 < p < N. Neste artigo, os autores demonstraram o mesmo tipo de
resultados encontrados Cao & Noussair [22] e Wu [80].

Motivado pelos resultados provados em [22], [49] e [80], provamos no presente trabalho
a existéncia de multiplas solugoes para os problemas (P ;) e (P ¢ 1), usando o mesmo tipo

de abordagem explorado nos artigos acima. No entanto, uma vez que estamos trabalhando
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com expoentes variaveis, algumas estimativas que valem para o caso constante nao sao
imediatas para o caso variavel e, portanto, uma analise cuidadosa é necessaria para obter
algumas estimativas. Aqui, por exemplo, fomos capazes de provar nossos resultados,

assumindo que alguns expoentes sao peridédicos e k € N.

As principais dificuldades em trabalhar com expoente varidvel critico residem nos

seguintes fatos:

1. Falta de compacidade da imersio W@ (Q) — LP"(®)(Q);

2. Nenhuma informacdo sobre a “melhor constante” S da imersio W@ (Q)
LP"@)(Q) no sentido que: S é atingido? Se S é atingido, existe alguma familia

que realiza S7
Os resultados principais deste capitulo sao:

Teorema B. Suponha que (ps), (93), (f1) e (f2) ocorrem. Entao, existem A* > 0 e
k* € N tais que o problema (P\)) admite pelo menos { solugoes para 0 < X\ < A* e
k> k*.

Teorema C. Nas condicoes do Teorema B, existem A*, & > 0 e k* € N tais que o

problema (P ¢ ;) admite pelo menos £ solugoes para 0 < X\ < A*, £ > & e k > k*.

No Capitulo 4, consideraremos os problemas (P ;) e (FPy¢x) com nao linearidades
do tipo concavo e convexo, ou seja, vamos supor que as funcoes p,q e r satisfazem as

condicoes:

1<qg <gq(z)<qy <p-<plx)<py <r_<r(x) <p(z) (pa)

Ty — r_ —
Q_+<+ 4+ p+'

p- Ty —po T —q-

(P5 )

Vamos supor ainda que

(g3) g: RY — R é uma funcio mensurdvel ndo negativa com g € L®®(RM) onde

_ @
O(2) = o

Problemas semilineares elipticos envolvendo nao linearidades do tipo concavo-convexo em

dominio limitado da forma:

—Au = Mh(2)|u]*u + g(z)ju] " 2u, Q
u=0, 0N

(Ex)
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onde  C RY um dominio limitado com fronteira suave, tem sido estudados por vérios
pesquisadores. Para p = 2 e h = g = 1, Ambrosetti et al. [12] provaram que existe um
Ao > 0 tal que a equagao (F)) admite pelo menos duas solugoes positivas para A € (0, Ag);
tem uma solugao positiva para A = Ay e nao possui solugao positiva se A > Ag. Em
Ambrosetti et al. [11], os autores consideram equagoes envolvendo o p-laplacino com
l<g<p<r<p.

Em Hsu & Lin [48], Miotto & Miyagaki [60], Wu [79], foram considerados equagoes
semilineares envolvendo nao linearidade concavo-convexo e fungoes peso com mudanca de
sinal, e nestes casos os autores obtiveram resultados de multiplicidade de solugoes com

respeito ao parametro A via extracao de sequéncia de Palais-Smale na variedade de Nehari.

Problemas envolvendo nao linearidades do tipo concavo e convexo com expoentes
variaveis em dominio limitado foram consideradas, por exemplo, em Gasinski & Papage-
orgiou [44], Mihaalescu [59] e Mashiyev et al. [57], onde foi provado a existéncia de pelo

menos duas solugoes. Em RY podemos citar por exemplo, Alves & Ferreira [8].

A equacao semilinear eliptica

~Au+du= f(x)u +g(x)u, RY
u > 0, RY (E)\)
u e H'(RY)

onde 1 < ¢ < 2 < r < 2* foi considerada por Lin [56], onde o autor investigou o efeito
do coeficiente f(z) sobre o nimero de solugoes de (F)), e obteve resultados do mesmo
tipo dos encontrados em Cao & Noussair [22], Hsu et al. [49] e Wu [80]. Para ¢ =\ =1
e f(z) = 1 para todo z € RY supondo que g é nao negativa, ||g||., pequena e tem
decaimento exponencial, Zhu [85] mostrou que a equacao (£)) admite pelo menos duas
solucoes positivas em RY. Sem a condicdo de decaimento exponencial Cao & Huan-Song
[21] e Hirano [46] provaram que a equacao (£)) admite pelo menos duas solugdes positivas

em RV,

Provaremos no presente trabalho a existéncia de multiplas solu¢oes para os proble-
mas (P ;) e (Pr¢x) envolvendo nao linearidades do tipo concavo e convexo, usando o
mesmo tipo de abordagem explorado nos artigos Cao & Noussair [22], Hsu et al. [49], Wu
[80] e Lin [56]. A dificuldade principal encontrada aqui foi obter um resultado similar ao
Lema 2.6 de [56], mais precisamente, para cada u € W1P@(RY)\{0} se [ g(k~1a)[u[1® >
0, entdo existem ¢* > 0 e dnicos nimeros positivos t7 = tT(u) < t* < ¢t~ = ¢ (u) tais
que tTu e t~u pertencem a variedade de Nehari associada ao funcional energia do pro-

blema (P, 1), com energia em ¢Tu negativa e em ¢~ u positiva.
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Para o caso subcritico, Secao 4.1, os resultados principais sao:

Teorema D. Sob as condigoes (g3) e (f1), existe A, > 0 tal que para X € (0,A,) o
problema (P ) tem pelo menos uma solugdo de energia minima (ground state solution)

Uy COM energia neqgativa.

Teorema E. Sob as condigoes (py)—(ps), (93) e (fi1)=(f2), existem nimeros positivos k. e
A, = A(ky), tais que o problema (P, ;) admite pelo menos £+ 1 solugdes para 0 < A < A,
ek >k,

Resultados analogos foram obtidos para o caso critico.

Para finalizar, no apéndice, enunciaremos algumas desigualdades que serao utilizadas
ao longo do trabalho, por exemplo, a desigualdade de Simon. Também enunciaremos o
Lema de Compacidade de Strauss [74], o qual serd usado no Capitulo 2 e o Principio

Variacional de Ekeland usados nos Capitulos 3 e 4.

Com o intuito de tornar os capitulos autossuficientes, enunciaremos novamente, em
cada capitulo os resultados principais bem como os problemas e as hipdteses consideradas

na introducao.






Capitulo 1

Os espagos L"%)(Q) e WHHZ)(Q)

Neste capitulo, recordamos algumas defini¢coes e resultados envolvendo os espagos
LM®)(Q), Wh@)(Q) e Wol’h(x)(Q) , onde Q é um subconjunto aberto de RY. Referimo-nos
a Diening et al. [29], Fan et al. [34], Fan & Zhao [38], Guimaraes [45], Kovacik & Rakosnik

[52] para as propriedades fundamentais desses espagos.

No que segue, denotaremos por L ({2) o conjunto

LE(Q) = {u € L>(Q) :essinfu > 1}

€

e assumiremos que h € L3°(Q).

1.1 Resultados basicos e definigcoes

Para cada h € LY (), definimos os nimeros h_ e hy como sendo

h_ =essinf h
Q

h, = esssup h.
Q

O espaco de Lebesgue com expoente varidvel L"®(Q) ¢é definido por
LM@(Q) = {u : Q) — R é mensuravel : / lu(z)|"®) < +oo}
Q

11
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7)

o qual é munido da norma

u h(z)
H'U,HLh(z)(Q) :lnf{/\>0 / S 1}
Q

Quando 2 = RY denotaremos a norma ||| i) () Simplesmente por |||,

Sobre o espaco LM*)(€), consideremos a funcio modular p : L"®(Q) — R definida

- [ @

Proposicao 1.1.1. Seja u € L"®(Q). Entao,

por

1. Seu#0, |lull prer ) = A se, e somente se, p (%) = 1.
2. lull o) <1 (= 1;> 1), se, e somente se, p(u) < 1(=1;>1).
. e full ey > L ullirngy < o) < [l e

4o Se ull ooy < 1, lullpiog < p(w) < ullg,

LM(=) () Lh=) ()"

Nas estimativas, muitas vezes é necessario alternar entre a norma e a funcao modular.

Isto é feito através das seguintes desigualdades:

Corolario 1.1.2. Para todo u € L"®) (), tem-se

i {5 o Nl § < ) < e (el o el } -

Note que as desigualdades anteriores implicam a equivaléncia entre convergéncia em

norma e em modular. Mais especificamente,
Corolério 1.1.3. Seja {u,} C L"®)(Q). Entdo,

1. lim ||luy||he o) = 0 se, e somente se, lim p(u,) = 0.
n—-+oo n—-+00

2. nl_lgloo HunHLMz)(Q) = +o00 se, e somente se, ngrfmp(un) = +00.

No coroldrio a seguir temos uma caracterizagdo de um conjunto limitado em L@ ()

em termos da funcao modular.

Coroldrio 1.1.4. Um subconjunto B C L"*)(Q) € limitado em L"®(Q) se, e somente
se, p(B) € limitado em R.
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1.2 Propriedades do espaco L"%)(Q)

Nesta secdo, faremos uma revisao das principais propriedades dos espacos L") ().
Proposigao 1.2.1. Seja {u,} uma sequéncia em L"®)(Q) tal que u, — v em L'®)(Q).
Entdo, existe uma subsequéncia {u,,} de {u,} e Q € L"®)(Q) tal que

i) Up, () = u(x) ¢.p.t em Q;

i) |un, (x)] < Q(x) g.t.p. em Q para todo ny.

Como usual, denotaremos por h/(z) = h&()w 21 o expoente conjugado de h(x), e definimos

Nh(z) .
B () = N (o) if h(x) <N
+o0 if h(z) >N

Proposigao 1.2.2 (Desigualdade do tipo Holder). Sejam u € L"®)(Q) e v € LV®)(Q).
Entao, uwv € L'(RY) e

1 1
[ @i < (5 + 5 ) Tl ol

No préximo teorema caracterizaremos o dual do espaco LM®)(().

Teorema 1.2.3 (Representacao de Riesz). Dado T € (Lh(“’")(Q))* existe um unico
v € LM (Q) tal que

- [ i
Q
para todo ¢ € L"®)(Q).

Quando utilizamos a desigualdade de Holder nos espacos de Lebesgue com expoentes
variaveis, muitas vezes precisamos de algumas estimativas envolvendo as normas. O Lema

seguinte contém algumas de tais estimativas.

Lema 1.2.4. Sejam h,r € L2(Q) com h(z) < r(z) ¢.t.p. em Q e u € L"®(Q). Entdio,
r(z
M@ € LI (Q) e

H|u|h(w)

L%(Q < ||U||Lr<x>(g + ||”||Lr(:r> ()’

ou ainda

[ s = ma { el el -
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Demonstragao. Inicialmente suponhamos que [[u|[;)q) = 1. Desde que h, > h(x)

para todo x € €1, entao

%'f’(w) > r(z),

e portanto

hyr(z)

lall ) gy = Nl g -

Segue da Proposicao 1.1.1 que

e r(z)

Ju " " ju ) |l
/ dr = hyr(®) ———dx < W dxr = 1,
”u”Lr(z Q) H H Thz) Q L(®)(Q)
Lr@)(Q
implicando em
h(zx)
[l P A
De maneira andloga, se [|ul| ;) q) < 1, entdo
r(z)
h (=) r(z)
/ |u’($ h dx—/&dx</L der =1
- h_r(x) —_ -

U 7w Q = Q ||U||Lr(m> Q

| HL @) (Q) ||u||Lf((m))(Q) (®)
resultando que

h h
[l || e < lullr g
Portanto,
H‘u|h($) " HUHLT(I)( ) se ||uHLT(z)( ) > 1
LA@) Q) HuHLr(z)( o 5€ HUHLT(E)(Q) <1,

de onde segue o resultado. ]

Os proximos trés resultados sao muito importantes para nossos argumentos, e suas

demonstragoes podem ser encontradas em Alves & Ferreira [8], Ferreira [40] e Fu [41].

Proposigao 1.2.5 (Lema Brezis-Lieb, primeira versio). Seja {n,} C L"®(Q,R™) com
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m € N, verificando
(i) () = n(z), ¢t.p. em €;
(ii) sup [7n|pre) @ rm) < 00.
neN

Entdo, n € L"®@(Q,R™) e
(= b =" = ) = (1) (1)
Q

Proposicdo 1.2.6 (Lema Brezis-Lieb, segunda versio). Seja {n,} C L"®(Q,R™) com

m € N, verificando
(i) mu(z) = n(z), q.t.p. em
(ii) sup 7| re) @ rm) < 00.
neN

Entao

N — n em L"@(Q,R™). (1.2)
A préxima proposicao é um resultado do tipo Brezis-Lieb.

Proposicdo 1.2.7 (Lema Brezis-Lieb, terceira versio). Seja {n,} C L"®(Q,R™) com
m € N tal que

(i) nn(x) = n(z), ¢tp. em €;
(ii) sup [7n|pre) @ rmy < 00.
neN

Entao
R (z)

/ ’|77n|h(”ﬁ)_2 Mo — |1 — 0" 7% (=) — [n|"P 2| = 0,(1). (1.3)
Q

1.3 Espaco de Sobolev generalizado e suas

propriedades

Nesta secdo, estudaremos o espaco de Sobolev generalizado W) (Q), e apresentare-
mos suas principais propriedades.
O espaco de Sobolev com expoente varidvel W@ (Q) é definido por
~Ou

Wl,h(x)(g) _ {u c Lh(x)(Q) . a_ c Lh(x)(Q)’j = 1,...,N}.
Lj
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Para cada u € W@ (Q), temos que % denota a j-ésima derivada fraca de u, ou seja
J

0
/ Ld ——dr = / —gpda: para todo ¢ € C;°(Q2).
Q
Em W' @) (Q), temos a seguinte norma

o
8[Ej

[l = {lell reor @)

j=1 Lh=)(Q)

Se u € WHh@)(Q), definimos o gradiente de u, por

Y — ou Ou ou
 \ Oz Oz’ 0N )

Note que podemos escrever o espaco W@ (Q) como sendo
Wrhe)(Q) = {u € L"(Q): |Vu| € LM(Q)} .
Neste caso, é mais conveniente considerarmos sobre o espaco W1"®)(Q) a norma

||UHW1vh($)(Q) = HU”LW)(Q) + ||VUHLh<w>(Q)a

a qual é equivalente a |[|-]],
Teorema 1.3.1. WH'@)(Q) ¢ um espaco de Banach separdvel.

Teorema 1.3.2. O espaco W) (Q) ¢ reflexivo, se h_ > 1.

O espago W™ w)(Q) é definido como sendo o fecho de C3°(€2) em W@ (Q) com

respelto a norma acima.

Teorema 1.3.3. Wol’h(z)(Q) ¢ um espaco de Banach, separdvel e reflexivo, se h_ > 1.

1.3.1 Imersoes

Temos alguns resultados de imersoes que serao bastante 1teis nos capitulos subseqiien-
tes. A demonstracao de tais resultados podem ser encontradas em Diening et al. [29] e
Fan & Zhao [38]

Teorema 1.3.4. Sejam Q0 wm dominio com a propriedade do cone, h : Q@ — R u
< h*(x)

fungdo Lipschitz verificando (Hy) e ¢ € LY () satisfazendo h(x) < q(x) q.t.p.
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em €. Entdo, existe uma imersao continua

Whh@)(Q) — L1@(Q).

Teorema 1.3.5. Sejam Q um dominio limitado com a propriedade do cone, h € C(f2)
verificando (H,) e q¢ uma fungdo mensurdvel definida em Q com h(z) < q(x) ¢.t.p. em Q
e q < h*. Entao, a imersao

leh(x)(Q) SN Lq(x)(Q)
€ compacta.

A notagao u < v ¢ equivalente a dizer que ing(v(x) —u(x)) > 0.
Te

Como no caso de expoentes constantes, a desigualdade de Poincaré também é

verdadeira para expoentes varidveis (ver Diening et al. [29], Fan & Zhao [38]).

Proposicao 1.3.6 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q um dominio limitado e h € C(Q).
Entao, existe C > 0 tal que

||u||Lh(i”)(Q) < CHVUHLh(m)(Q)

Consequentemente, a fungao u w |lull = [|[Vul e € wma norma em Wol’h(x)(Q)

equivalente a norma || - [[y1.ne) ) em Wol’h(x)(Q).

No espaco Wol’h(x)(Q), consideraremos a fung¢ao modular p : Wol’h(x)(Q) — R dada por
i) = [ [Futa).
Q

Proposicao 1.3.7. Seja u € Wol’h(x)(Q) e{u,} C Wol’h(m)(Q). Entao, a mesma conclusdao

da Proposi¢ao 1.1.1 ocorre considerando || - || € po.

Em W) (RN), vamos considerar a func¢do modular p; : W@ (RY) — R dada por

() = / (IVu(@) ) + ()"

Se, definimos

h(z) h(x)
||u||1:inf{t>0:/(|vu| - Jul )§1}, (1.5)

th(z)

entdo || - f|yrre @y € || - [l1 sio normas equivalentes em WHA®)/(RN).
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Proposicao 1.3.8. Sejav € W'@(RN). Entdo, a mesma conclusio da Proposicio 1.1.1

vale considerando || - ||y e p1-

Corolario 1.3.9. Para todo u € WY@ (RN tem-se

. h_ h * z h_ h
i { £} < [ (V" 4 ul®) < max { - el }.

1.4 Principio de Concentracao-Compacidade

Nesta secao, iremos enunciar sem demonstrar, o Principio de Concentragao-Compacidade
nos espacos WP (RY) e WP()(Q) onde Q é aberto e limitado em RY. Para isto, usare-
mos alguns resultados e notagoes da teoria da medida encontrados em Willem [77, Secao
1.9].

Seja 0 C RY um aberto. Definimos os seguintes conjuntos

K(Q2) ={p e C() :suppp CC Q}

BC(Q2) ={p € C(Q) : ¢ é limitada} .
Assim, IC(§2) € BC(£2). No espago BC(€2), podemos considerar a norma
[plloe = sup | ()]
€N

O espago Cy(Q2) ¢é o fecho de K(§2) em BC(S2) com relagao a norma uniforme.

Defini¢ao 1.4.1. Uma medida finita em Q2 € um funcional linear continuo sobre Co(S2).

A norma de uma medida finita p € definida por

[l = sup [{p, 9)l,
p€eCoh()
llelloo=1

onde (1, ) = [, pdp.

Denotaremos por M(2) e MT(2) o espago de medidas finita e de medidas finita
positiva' sobre €2, respectivamente. Em M (), temos duas importantes convergéncias,

definidas a seguir.

!Dizemos que p > 0 se, e somente se, (i, @) > 0 para todo ¢ € Cy(2) com ¢ > 0.
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Defini¢ao 1.4.2. Uma sequéncia {p,} C M(Q) converge forte para p em M(Q), e
escrevemos

o — o em M(Q),

Se

|t — pf| — 0.

Defini¢ao 1.4.3. Uma sequéncia {u,} C M() converge fracamente para p em M(S),
e escrevemos

o= em M(Q),

se

(tns 0) = (1, ), Yoo € Co(Q).

O teorema a seguir é uma versao do Principio de Concentracao-Compacidade de Lions
devido a Bonder & Silva [17].

Teorema 1.4.4. Sejam q,r € C(R2) tais que
1<qg-<qgi <N e 1<q(z)<r*(x) emQ

onde Q um dominio limitado de RN com fronteira suave. Seja {u,} uma sequéncia

fracamente convergente em Wol’r(x)(Q) com limite fraco u, e tal que

o |Vu,|" ™ — uem M(Q),
o |u,|"® — v em M(Q).

Suponha ainda que A = {z € Q: q(x) = r*(z)} € ndo vazio. Entao, para algum conjunto

contdvel J, tem-se

v = |u|"™ + ZVJ‘(ij, v; >0

JEJ
b2 [V 43 s,y >0
JEJ
Sy;/T*(%') S Iujl/"’(w]) VJ c 3

onde {x;}jey CA e S é a melhor constante na desigualdade Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

para expoentes varidvel, a saber

v T
S = inf H(b”ﬂ
9@ ||@| ot (@)
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Para concluir esta secao, lembraremos o Principio de Concentracao-Compacidade de
Lions, generalizado em Fu [41], Fu & Zhang [42] e Fu & Zhang [43] para os espago
W) (RY), possibilitando o estudo de varios problemas em RY envolvendo o expoente

critico nos espagos de Sobolev com expoentes variaveis.

Teorema 1.4.5. Seja {u,} C WY@ (RYN) uma sequéncia verificando
Uy, — u em WHHE (RN,

Vi, " @ + |, |"@ =~ i em M(RY),

e
|| @ = v em M(RM).
Se
¢ = sup { S <1 ue leh@?)(RN)},
entao

> [Vl @ )"+ 6,
JET

v=[ul" @+ vd,,
JET

v; < C*,ujh(zj) ’

onde J € um conjunto contdvel, {u;},{v;} C [0,00) e {z;} C R".



Capitulo 2

Multiplicidade de solucao via teoria do

géenero

Neste capitulo, vamos considerar a existéncia e multiplicidade de solucoes para a

seguinte classe de problemas quaselinear envolvendo expoentes variaveis

_Ap(x)u - )\|u’qw)72u+f(l'7u)a Q (P)\)
u = 0, 09

onde 2 C RY é um dominio limitado com fronteira suave, A ¢ um parametro positivo e

p,q : Q — R sao funcdes Lipschitz verificando

l<p-<plx)<pr <N e py<q <q(x)<p'(x) paratodore  (p)

A= {:17 eQ: q(z) = p*(x)} é nao vazio . (p2)

Agora, vamos estabelecer algumas notagoes e o resultado principal deste capitulo.

2.1 Hipdbteses

Seja f : Q x R — R uma funcio da seguinte forma
f(.t) = a(@) [t 7t + g(2,1)

coma € L®(Q) eg: QxR — R uma funcio continua verificando as seguintes condicdes:

21
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(g1) g é fmpar com respeito a t, isto é, g(x, —t) = —g(x,t) para todo (z,t) € Q x R;

0(\25]”(35)_1) quando [t| — 0 uniformemente em x;

g(z,1)
g(z,1)

0(|t]q<m)_1) quando |t| — +oo uniformemente em z.

(92) G(z,t) < ig(x,t)t, para todo t € R e q.t.p. em ), onde G(z,t) = fot g(x, s)ds.

Além disso, assumiremos também que

(H;) Existe o > 0 tal que

/m% <|Vu|p(x) — a(x) Iu‘p(z)> > a/g}% P

(H3) p(z) =py paratodo z € I' = {x € Q: a(z) > 0}.
O resultado principal deste capitulo é

Teorema A. Suponha que a funcgdo g satisfaz (g1) e (92), e que (p1), (p2), (H1) e (Hs)
sao satisfeitos. Entdo, existe uma sequéncia {\r} C (0,+00) com N\ > Apy1, para todo
k € N tal que, para A € (Ag11, \), 0 problema (Py) tem pelo menos k pares de solugoes

nao triviais.

2.2 Um teorema abstrato

Quando E é um espaco de Banach e I € C'(E,R), dizemos que uma sequéncia {v, }
em E é uma sequéncia de Palais-Smale para I no nivel ¢, que denotamos por (PS)e,
quando I(v,) — c e I'(v,) — 0 em E* quando n — oo. Dizemos que I satisfaz a
condigao de Palais-Smale no nivel ¢ quando toda sequéncia (PS). possui uma subsequéncia
convergente em F.

Nesta secao, recordaremos uma versao do Teorema do Passo da Montanha para
funcionais pares, que satisfazem a condicao Palais-Smale abaixo de um determinado valor,
o qual serd usado na demonstracao do Teorrema A. Detalhes da demonstracao podem ser

encontrados em de Freitas [26] ou Rabinowitz [65].

Teorema 2.2.1. Sejam E um espaco de Banach de dimensao infinita com E =V & X,
onde V € de dimensao finita e I € C'(E,R) um funcional par com 1(0) = 0 satisfazendo:

(1) existem constantes B,0 > 0 tais que I(u) > 5 >0, para cada uw € 0B, N X;
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(Iy) existe T > 0 tal que I satisfaz a condigdo (PS)., para 0 < c < T;

(I3) para cada subespaco de dimensdo finita, E C E existe R = R(E) > 0 tal que
I(u) <0 para todo u € E\Bg(0).

Suponha que {ey, - ,ex} € uma base para o espago vetorial V. Para m > k, escolha
indutivamente e,,+1 € E,, == span{ey,--- ,en}. Seja R, = R(E,,) e D, = Bg, (0)NE,,.

Defina os sequintes conjuntos

Gm ={h € C(Dp, E): h é impar e h(u) = u,Yu € 0Bg,, (0) N E,,,} (2.1)

[ = {h(Dm\Y):hEGm,ij,YEE, ev(Y)Sm—j} (2.2)

J

onde ¥ é a familia de conjuntos Y C E\{0} tais que Y € fechado em E e simétrico com

respeito a 0, isto €,
Y={Y C E\{0}:Y € fechado em E eY = —-Y}.
ey(Y) é o género de Y € ¥ (wer Rabinowitz [65, p. 45] ). Para cada j € N, defina

¢; = inf max/(u). (2.3)

Kel; uekK

Entao, 0 < 8 <c¢; <cjy1paraj >k, esej>kec; <T, temos que c; € um valor critico
para I. Além disso, se ¢; = cji1 = -+ =cjy = c <Y para j > k, entdo y(K.) > 1+1
onde

K.={ueFE:I(u)=cel(u)=0}.

2.3 Lemas técnicos

Associado ao problema (P)), temos o funcional energia Jy : W™ (x)(Q) — R definido

por

e [ o [ e [ e A,
B = [ oIV = [ s = [ St - [ c
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Usando a condicao (g;), mostra-se que Jy € C* <W&’p(x)(Q),R> com

J/’\(u)v:/ |Vu\p(x)_2Vqu—)\/ |u]qu)_2uv—/a(x)\u|p($)_2uv—/g(az,u)v,
0 0 0 0

para todo u,v € Wol’p(m)(Q). Tal fato, pode ser visto por exemplo em Guimaraes [45] e
Chabrowski & Fu [24]. Assim, os pontos criticos do funcional energia Jy sdo solugoes do

problema ().

Nosso primeiro resultado consiste em mostrar que o funcional J, satisfaz a primeira

geometria do Teorema do Passo da Montanha para funcionais pares ( ver Teorema 2.2.1).
Lema 2.3.1. Sob as condi¢oes (Hy) e (g1), Jx satisfaz (17).

Demonstracao. Dado ¢ > 0, temos que

L p(@) _ pl)) _1+9 / L pa) p()
| =55 (9 = o)) =155 [ o (190 = ata)
1

Da condicao (H,),

/Q]% (IVulpu) alx )|u|px>) 2—5/%|u|p<x)+%/mﬁ|vu|pm

a(:l:) lu |p

1 1 a  da(z) (@)
1+5/( +1+5/Q(p+ p—)|u| '

Para § suficientemente pequeno, desde que a(x) € L*(£2), podemos supor que

1 (g B 5@(1‘)) 5 L (g B 5||@||L°°<ﬂ)> g >0,
1"—5 p— 1+5 D+ p—

Assim, para todo u € Wyt (),

/M%(Nulp(” a(z) [ul" )z%/ e >|vu|p >+a0/ﬂ|u|1><m>. (2.4)

_L
+0
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Afirmacgao 2.3.2. Dado € > 0, existe C. > 0 tal que

€

e 1P + Ce 19 V(z,t) € QxR (2.5)

Gla,t)] < 5

Com efeito, da hipdtese (g1), sabemos que g(z,t) = 0(|t|q(x)_1) quando [t| — oo

uniformemente em z, logo dado € > 0 existe um nimero R = R(e) > 0 tal que
lg(z,t)] < e|t]'™™",  paratodoz € Qe |t| > R.
Por continuidade, existe M > 0 tal que
lg(x,t)] < M, paratodoz e Qe |t| < R.
Segue das desigualdades acima que
lg(z,t)] < M +€|t|™@~1 ¥(z,t) € Q x R. (2.6)
Mais uma vez, segue da condigao (¢;), que dado € > 0 existe d = d(e) > 0, satisfazendo

lg(z, )] < eltP@, W(x,t) € Q x [-4, 4. (2.7)

Podemos supor que § < 1. Assim, para |t| > § temos que |t|?®)~! > §%+~! donde

l9(z,t)] _
@1 < @1 T €S i T Ce
Dali,
9(x,6)] < CLH1@, VeeT e || > (2.8)

Das desigualdades (2.7) e (2.8), resulta
l9(z, )| < et|P@D + Ct|1@L) Y(z,t) € A xR,

de onde segue a afirmacao.
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Usando a defini¢ao de Jy, e combinando (2.4) e (2.5), obtemos

) 1 1 €
Jx(u Z—/— Vul’® 4 o / up(x)—A/— uq(x)—/—up(’”)
W) 2 175 o Vel Fao T wa@ T
1
_Ce/_UQ(m)
0@

) / € 1
> Vup(x)jt(a ——>/ ulP® — —(\+C. / ul1®
(14+90)py Q| | ‘ o Q| | q,( ) Q| |

Consequentemente, se € é suficientemente pequeno,

5 / 1
L > — 0 [wure - Loac / 1)

Se ||u|| < 1, segue da Proposi¢ao 1.3.7 que

) A+ Co)
S e : o)
J)\(u) = <1+5>p+ Hvu”LP(I)(Q) q_ /(;‘u’

Usando as imersoes de Sobolev, existe ¢; > 0 tal que
1,p(x
lull ooy < e llull, V€ W (9).

Aplicando a Proposicao 1.1.1, ficamos com

)
In(u) > ————||u|"" — (A + Ces |Jul]f,
(1) 2 g Il = 3+ Cea
isto é
Ia(u) = ez fJull™ = e flull ™
para constantes positivas cp,c3 e ¢4. Uma vez que, p; < q_, se |lu|| = ¢ > 0 ¢é

suficientemente pequeno, existe 5 > 0 tal que
Jy(u) > B >0 paratodo u € 0B,(0)

finalizando a demonstracao. [

Lema 2.3.3. Sob as condi¢ées (Hy) e (g1), Jx satisfaz (I3).

Demonstragio. Seja E um subespaco de Wy? (z)(Q) de dimensao finita.
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Afirmacgao 2.3.4. Dado € > 0 existe uma constante M > 0 verificando
F(x,t) > —M — €t|"™@, V(z,t) € Q xR. (2.9)

De fato, temos que

WDl o7 lte.)
[efeet = a1 ¥

quando |t| = +oo. Dai, dado € > 0 existe Ry > 0 tal que

|f(x, )] < €t|*™1, Yz eQ e [t| > R,.
Como f é continua, segue que

1f(x,1)] < Mo+ €|t)]®@~1 V(z,t) e QxR

para alguma constante positiva Mj. Logo,

|t|Q(:v) - |t|Q(m)—1 q_

=o(1) com |t| = 4o0.
Assim, dado € > 0 existe R > 0 tal que
|F(z,t)| < €|t|™™, VeeQ e |t|>R.

Por continuidade, existe uma constante M > 0 tal que F(z,t) > —M, para todo x € Q e
|t| < R. Portanto,

Fx,t) > —M — €|t|"™, V(z,t) € QA xR,

provando a afirmagao.

De (2.9) e da definigdo do funcional Jy, temos que

1 A
u) < —/ |vu|p<x>——/ |u|q<$)—|—e/ [u]"® + M.
P-Ja d+ Jo Q

Agora, fixando € = concluimos que

1 A
u) < —/ \Vu|p(x)——/ |u|f® + M|Q).
P-Ja 2q+ Jo

A
2q+7
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Aplicando a Proposicao 1.1.1, tem-se

1 A _
Jy(w) < = maxc{|ful|~ flul* } = 2 min[[ul| e o 1] S g } + M-
P 2q4

Como dim F < 400, quaisquer duas normas em F sao equivalentes, e assim existe ¢ > 0

tal que
1 p- b+ )\C ] q— q+
Ji(u) < p max{ [JulP~, [lul[P* } — 20 min{ [Jul| =, [Jul| ™} + M.

pisz”r — ;‘]—isq— — —o0 quando s — +4o0.

Consequentemente, para R > (0 suficientemente grande a ultima desigualdade implica

Desde que p, < ¢_ temos que 7n(s) =

1 e
I(w) < —|ul|/P — —N|u||® + M| <0
() < P = 3 el + 19

para todo u € E com |lu|| > R. Donde
Jy <0 sobre E\ Bg(0),

provando o lema. [

2.4 A condicao Palais-Smale

Nesta secao, estabelecemos uma condicao de compacidade para o funcional J,.
Mostraremos que a condicao de Palais-Smale vale abaixo de um certo nivel, desde que o

parametro A seja menor do que 1.

Lema 2.4.1. Assuma (H,), (91) e (92). Entao, toda sequéncia (PS) para o funcional J),
¢ limitada em W™ ().

Demonstracao. Seja {u,} uma sequéncia (PS), para o funcional J,. Entao,

I(up) = ¢ e Jy(u,) =0 quando n — +oo. (2.10)
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Note que

Ia(un) — ]%Jg\<un)un :/Q (]ﬁ — Z%) |Vun|p(x) + A/Q (p—i — ﬁ) |un|Q(“”)
L)

1
—/ (G(x,un) — —g(:p,un)un) :
Q b+
Consequentemente,

)\/Q (p% - ﬁ) |7 =, (1) — iﬂ(un)un +/Q (p% _ ﬁ) 1V, [P
+ /Q (lﬁ — p%) a(x) \un\p(’”)
# [ (660~ Lot )

Na igualdade acima, usando a hipdtese (g2) e (2.10), obtemos

11 1 1
o \P+ - o \p+ q(x)

<e+ld ||un||+||a||oo/
Q

para n suficientemente grande.

Por outro lado, mostra-se sem dificuldades que dado € > 0, existe C. > 0 tal que
1t < et]™ + O, V(z,t) € QxR

Combinando a ultima desigualdade com (2.11),

1 1 1 1 .
A <— - —) / ] " < e+ 1+ [[unl + €llall (— - —) / | ")
P+ q- Q b- P+ Q

+llall. (i - i) a1,

p—- P+

o que implica

1 1 1 1 .
[A <— - —) — [l (— - —) 6] / )" < e+ 1+ [fun|| + o5,
b+ q- p— D+ Q

1 1
(p— - p—+) wP® (211
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de onde segue que

/Q ] 7 < 6 (1 + [|uall) -

Usando a definigao de Jy, juntamente com (2.4), obtemos

’Un’ q(z)

) /
Vunp(x)<<] Up) + A —|—/G{L’,Un.

(1+6)p+

Das condigoes de crescimento sobre g, dado € > 0 existe C. > 0 tal que |G(z,t)] <
€[t|?® + C, para todo x € Q e t € R, assim

) A
/ |VUH|P(1) < C—i—On(l) + _/
Q q-

7 u, Q(z)_|_€/ u, Q(l)_'_Ce 0

A 2
=c+o,(1) + (— + e) / un "™ 4 C. |9
q- Q
A
< cton(l) + o te)e (1 + [Junll) + Ce €21
Portanto, para n suficientemente grande
[ 19l < er 1+ )
Q
onde ¢; é uma constante positiva. Se ||u,| > 1, segue da Proposi¢ao 1.3.7 que
lunl”~ < ez (14 Jlunl]) -
Um vez que p_ > 1, a desigualdade acima implica que {u,} é limitada em W,” (z)(Q). ]
Da reflexividade de W, * (x)(Q), se {u,} é uma sequéncia (PS) para Jy, entao a menos
de subsequéncia, u, — u em W™ (Q). Como a imersio de WP()(Q) em LI®(Q) ¢

continua, entdo u, — u em L1 (). Por outro lado, a imersao de W@ (Q) em L") ()

¢ compacta para 1 < r_ < r < p*, consequentemente u,, — 1 em L”(”C)(Q).

Do lema de concentragao-compacidade para os espacos de Lebesgue com expoentes
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variaveis (ver Teorema 1.4.4), existem duas medidas nao negativas pu,v € M(Q), um

conjunto contavel J, pontos {z;}jcs em A e sequéncias {y;};es e {vj}jes C [0,4+00),

tais que
Ve[ = > [Vul™ + 3 16, em M(Q)
JjeJ
|t |7 — v = |u)™ 4 Z Vj0y, em M(SQ)
JjeJ
e

Sy < vieJ.

Nosso objetivo agora é estabelecer uma estimativa inferior para {v;}. Para isto,

precisaremos provar o seguinte lema técnico.

Lema 2.4.2. Seja ¢ € C°(RY) satisfazendo
d(z) =1 em Bi(0), suppp C B2(0) e 0 < é(x) <1 para todo x € RY.

Entéo, para e >0, z € Q e u € L™ (Q), vale

[ 1@ V6e =P <€ o o + o} (212

onde ¢ () = ¢ (f) para todo x € RY e C' é uma constante independente de € e z.

Demonstracao. Note que

/\u (2) V. (z — 2)[" /!u )P w(“z)
[ e ivs (1)
Bge(z) € €

. 1 =z
< 6 | jul™ EW’( e )

onde ¢, ¢ a constante dada pela desigualdade de Holder. Fazendo uma mudancga de

p(z)

p(z)

p(z)

p*(x)
L P(®) (Bae(2))

p* ()
Lr*(@)=p(@) (Bae(2))
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variavel, obtemos

1 p*((m)p*(f)) 1 N 1 N
x—z\ | T —z
[ e (75) [ e (52| = [ frvew]| @
Bae(z) | € € Bae(z) | € € Ba(0) | €
[ vewl".
B»(0)
Agora, o resultado segue da Proposicao 1.1.1 e do Lema 1.2.4. [ ]

Lema 2.4.3. Nas condigoes do Lema 2.4.1, se {u,} € uma sequéncia (PS) para o
funcional Jy e {v;} definido na p. 31, entdo para cada j € J, tem-se
SN

vi > —x— ou v;=0.
A\ P5)

Demonstragao. Antes de tudo, para cada ¢ > 0, fixemos ¢, € C5(RY) como no
Lema 2.4.2. Portanto, {¢c(- — z;)u,} € W™ (Q) para quaisquer j € J, e por um

calculo direto, temos que {@e(- — x;)u, } é limitada em WP (Q). Assim,
I\ () (D = @j)un) = 0n(1),
ou equivalentemente,
/Q |V, [P (2 — ) + /Q |V, [P 20, Vu, Vo (x — ;) + 0,(1) =
Al oe =) + [ @l oo —a)+ [ gl uuode =), (213
Para cada 0 > 0, aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Young, resulta
/Q ||V [P 20, Vu, Vo (x — z;)| < 6 /Q |V, [P + Cs /Q |tn Ve (z — ;)P (2.14)

Pelo teorema de convergéncia dominada de Lebesgue e da limitacao de {u,}, concluimos

que

lim Sup/ HVun\p(x)’QunVunV(ﬁe(x — ;)| < 0C; + Og/ [uV o (x —a;)|P®.  (2.15)
Q 0

n—oo
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Aplicando o Lema 2.4.2,

lim sup/ HVun|p(”)’2unVunV¢€($ — x])|
n—o0 Q

<00, + CCs {Hu”Lp*(z ) (B (;)) + Hu”i;*<z)(325($j))} ) (2‘16)

Por outro lado, aplicando o Lema de Strauss (ver Lema A.2.1) com P(z,t) = g(z,t)t e
Q(x,t) = [t|P® + |7 concluimos que

lim [ g(x, up)up@e(x — ;) = /Qg(x, w)upe(r — xj). (2.17)

n—00 Q

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos

lim | a(e)u, Do — ;) = / a@)|uP @@ - ;). (2.18)

n—o0 0

Por (2.13), (2.15)—(2.18), segue que
n—oo

lim |Vun|p(x)¢e(a: — ;) <A lim / \un\qm)@(a: — ;)
Q n—oo Q

+ /Qa(x)]u|p(:”)q§e(:c —x;)+ /Qg(a:, w)upe(x — ;)

+0C1 + CCs [[ul5 gy + 1000 3 o]+ (219)

onde C' é uma constante independente de € e j. Como |Vu, '™ — 4 e |ua|"™ — v em

M(Q),
lim [ |Vu,["@¢(z — ;) /¢e
n—oo Q
> / bl — ;)i = / dji = p(Be(x,)
Be(xj) Be(z5)

> p({z;}) = p

lim |un|qu)¢€(x —xj) = / be(r — x5)dv < / dv = v(Bae(z;)) < vj.
e Jo Bae(xj) Bae(z;)
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Consequentemente,

p; < lim /|Vu @ (x — ;)

n—+o0o

<+ / Ao + /B oo,

+C) + CCs |15 gy + 100 3 o] (2.20)
Fazendo € — 0 e depois § — 0, ficamos com
M S )\Vj.
Donde,
Syl <P ()P
e assim gN
Vi 2 —x ou v;=0
Ar5)
]

Agora, estamos em condicoes de demonstrar que a condicao de Palais-Smale para o
funcional Jy vale abaixo de um certo nivel. Precisamente, vamos demonstrar o seguinte

lema.

Lema 2.4.4. Assuma (Hy )- (Hg) (91) = (92). Se A < 1, entdo Jy satisfaz a condi¢io
(PS)q para d < A <i > SN

P+ q—

Demonstracao. Seja {u,} uma sequéncia (PS); para o funcional energia J, com
_N
d <\ (L — A) SN isto &

P+ q-

In(un) =d+o0,(1) e Jy(u,) = on(1).



2.4 A condigao Palais-Smale

35

Observe que

d= lim Jy(u,)

n—oo
1
= lim (J Up) — — I (U un>
Jim Ty (un) o Aun)

LG s (A
+/Q (i _ ﬁ) o) [up [P —/Q (G(x,un) - ]%Lg(x,un)un>}

Segue das condigoes (H;) e (Hs), que

Recordando que

, al@) _ e S
oy N RTEES ST

jeJ

segue que, se v; > 0 para algum j € J, entao

11 o1y sV
dz)\(———>yj2)\<———) -
P+ 4- D+ 4-) \pEp
Assim, para A < 1

N
dzA(i—i)<Sl) =A1‘ﬁ(i—i>sN,
b+  g- AP+ b+ g-

o que é um absurdo. Portanto, devemos ter v; = 0 para todo j € J, implicando

/|un|‘I($)—>/|u|Q(f”).
Q Q

Combinando o limite acima com o Lema 1.2.5, obtemos

/ |ty — ul?™ =0 com n — oo,
Q

logo pela Proposicao 1.1.1,

U, — u em L@ (Q).

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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Denotemos por {F,} a sequéncia dada por
P,(x) = (|Vun(x)\p(x)’2Vun(x) - ]Vu(x)\p(I)’QVu(x))V(un(x) —u(x)). (2.27)

Da definicao de P,, vem
/ P, = / |V, [P — / |V, P2V, Vu — / IVu|PD2VuV (u, — u).
Q Q Q Q

Desde que u, — u em W™ (Q), temos
/ |Vl 2VuV (u, —u) = 0 quando n — oo, (2.28)
Q

o que implica

/ P, = / |V [ — / |V, [PV, Vu + 0,,(1).
Q Q Q

Por outro lado, como J} (up)u, = 0,(1) e J5(un)u = 0,(1), obtemos

/Pn :on(l)—l—)\/ |un|Q(“”)+/a(x)|u|p($)+/g(x,un)un
Q Q Q Q
—)\/ ]un]q(x)2unu—/a(x)]un]p(x)2unu—/g(x,un)u.
Q 0 0

Combinando (2.25) com o Lema de Strauss (ver Lema A.2.1), concluimos que
/ P, -0 quando n — oo.
Q

Consideremos os seguintes conjuntos
Q={zeQ/plx)>2} e Q. ={zxeQ/1<pl)<2}.
Segue do Lema A.1.2 e da definigao de P,,

% |\Vu, —Vul’ se  plx)>2

Py(z) > (2.29)

— |Vun—Vul?
(- )(Ivun|+|vu\)2w<r> se 1 <p(zr) <2,

consequentemente,

/ IV, — Vul''™ = 0,(1). (2.30)
Q4
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Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

_ p(z)
| 190 = Tup < Clgnll el
onde
[V (2) — V()"
n(2) = p(@)2—p(x)) ’
(IVun () + [Vu(z)]) 2
p(2)(2=p(x))
hn() = (IVun(2)| + [Vu(z)]) 2
e C' é uma constante positiva. Por cédlculos diretos, {||hn||L272< @ )} é uma sequéncia
limitada e )
[ it <c [ pw
0. _
Logo,
/ IV, — Vu’'™ — 0 quando n — co. (2.31)
De (2.26), (2.30) e (2.31), deduzimos que u, — u em Wy (). ]

Lema 2.4.5. Sob as condigcoes (q1) e (Hy), existe uma sequéncia {M,,} C (0,+0o0)
independente de X com M, < M,,.1, tal que para todo A > 0

ch = inf maxJy(u) < M,,. (2.32)

™ Kely, uekK
Demonstragao. Observe que
A

= I A

1 A
= inf max{/ —\Vu|p(m)—/—|u|q(x)—/F(a:,u)}
Kelm wek | Jo p(2) 0 q(7) Q

1
< inf maX{/ —— | VulP® —/F(x,u)}
Kely uek | Jq p(x) Q

Seja

1
M,, = inf max{/ —— | VuP® —/F(:ﬂ,u)} + 1
Kelm ueK | Jo p(T) Q
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Por definicao do conjunto I',, e por propriedades do infimo de um conjunto, segue que
Mm S Merl'

Desde que F(z,t) < ¢; + ¢[t|7®), concluimos que M,, < oo, provando o resultado. |

2.5 Demonstracao do resultado principal

N

1-N
Para cada k € N, escolha X\, tal que My < A\, ™ (:i — q%) SN Assim, para
AE ()\k, )\kfl],

N (1 1
0<d <A< <ed< My <\ 7 (———)SN.
P+  q-

Pelo Teorema 2.2.1, os niveis cf < c% <. < cg sao valores criticos do funcional J. Se

A A A
Cl <02<"'<Ck,

o funcional J) tem pelo menos k pontos criticos. Agora, se c;‘ = C?H para algum
j=1,2,-- k, segue do Teorema 2.2.1 que K. é um conjunto infinito (ver Rabinowitz
J

[65, Cap. 7]). Entao, neste caso, o problem (F)) tem infinitas solugoes. Portanto,
em qualquer um dos casos, o problema (P,) possui pelo menos k pares de solugdes nao

triviais.



Capitulo 3

Multiplicidade de solucoes para uma classe
de problemas quaselineares com crescimento

superlinear envolvendo expoentes variaveis

Conforme foi dito na introducao, neste capitulo vamos considerar dois problemas

variantes de (P), mais especificamente

— Mgyt + [ulP@ =2y = Ag(k~ o) |ul?® 2y + f(k ) u @2, RN

(Pak)
u € Whre) (RN)

= Dpeyu+ [ulPO2u = Ag(k™ ) [ul 20+ f (k7 ) (Eul™Pu A [ OP) o RY

u € Wh@) (RY)

(Pree)
onde A\ ¢ e k sao parametros nao negativos com k € N. Para mostrar multiplicidade
de solucoes para os problemas acima, utilizamos o Principio Variacional de Ekeland,
algumas propriedades envolvendo a variedade de Nehari e o Principio de Concentragao-
Compacidade de Lions devido a Fu [41] e Fu & Zhang [42, 43].

Vamos supor que p, ¢, 7 : RY — R sdo funcoes Lipschitz, Z"-periddicas e satisfazendo
1<p- <p(x) <py <q- < gla) <r(z) < p'(e) qtp. em RY. (p3)
Dizemos que uma funcao mensuravel h : RY — R é ZN-periédica se
h(x +z) = h(x) Vz € RY e Vz € ZV.

39
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Neste capitulo e no préximo vamos considerar W@ (RY) munido da norma

h) 4 [ylh@)
lul| = [l :inf{t >0 / (V™ + Jul™) 1}.

th(z)

3.1 O caso subcritico

Para obtermos multiplicidade de solugoes para o problema (P, ;), vamos assumir que

as funcoes f, g : RY — R sdo continuas, positivas e satisfazem as seguintes condicoes:

(gs) lim g(x) = 0.

|z|—o00

(f1) lim f(z) = fw.
|z| =00
(f2) Existem ¢ pontos ay,as, - ,a, em ZY com a; = 0 tais que
1= f(a;) = max f(z), para 1 <i <.
R

Além disso, vamos supor também que 0 < fo, < f(z) para todo x € R".

O resultado principal desta secao é:

Teorema B. Suponha que (p3), (93), (f1) e (f2) ocorrem. Entao, existem A* > 0 e
k* € N tais que o problema (P\)) admite pelo menos { solugoes para 0 < X\ < A* e
k> k*.

3.1.1 Resultados preliminares

Associado ao problema (P, ), temos o funcional energia Jy; : WIP@(RY) — R

definido por
1 g(k~'z) flk')
T :/_ TulP® 4 [P —A/—uq@)—/—u’“(m).
Temos que Jyy, € C* (WH@(RY),R) com
Iy p(w)v = / (IVuP?) 2V uVo + |uP™ " 2up) — )\/g(k‘_lxﬂulq(’”)_zuv

- [0 e,
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para todo w,v € W@ (RN).  Assim, os pontos criticos do funcional Jyj; sdo
solugoes do problema (P, ;). Como Jy ndo é limitado inferiormente sobre W1 (RN),

consideraremos o funcional Jy ;, restrito a variedade de Nehari M ;, dada por
My = {u e WhP@(RN)\ {0}: Jyp(w)u = 0}

e o nivel

= inf J )
Cak uel/I\l/zA,k ae(w)

Usando argumentos bem conhecidos, prova-se que c, ; ¢ o nivel de passo da montanha

do funcional Jy .

Para f =1 e A = 0, consideremos o seguinte problema

— Apyu + |u|p(’”)_2u = |u|r(z)_2u, RN

1 N (POO)
u € WHE(RN),

Associado ao problema (P..), temos o funcional energia J,, : W@ (RY) — R dado por

1 1
Tali) = [ s (VP @) = [l

p(z) r(z)

= inf
e = L =)

e a variedade de variedade de Nehart

Moo = {u € W RN\ {0}: JL (u)u =0} .

Para f = fo, e A = 0, fixemos o seguinte problema

— Ap(a;)u + |u\”("’“")’2u = foo|u|r(m)72u, RN

(Pr.)
u e WhPe) RV,

e como acima, denotemos por Js_,cy

(oo}

e M;_ o funcional energia, o nivel o passo da

montanha e a variedade de Nehari associados a (Py, ) respectivamente.

Lema 3.1.1 (Propriedade local). Dado A > 0, existem constantes positivas 5 e o
(independentes de k), tais que Jyx(u) > B > 0 para todo X € (0,A] com ||u|| =o.
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Demonstracao. Da defini¢ao de J, ; juntamente com as condicoes (g3) e (f2), resulta

1 A 1
zme—/WW@HWW——MRﬂer—ﬂW@
pe q- r_

Se ||u|| < 1, pela Proposigao 1.3.8 e pelo Teorema 1.3.4,

1 A Co
Ip(u) >—lul|P = —||gl|ccc ||| — =]
(w) 2=l = =llgllocerlful® = =l

onde c¢; e ¢y sao constantes positivas. Uma vez que py < ¢q- < r_, fixando ¢ > 0

suficientemente pequeno de sorte que

1 A 1
—o? — —||g]|wCcro — 2 - > —oP+.
_ r_ 2p,
Se 0 < A <A,
1
J)\’k(u) > —oP+ = B >0 on 830(0),
2py

estabelecendo o resultado. ]

O resultado seguinte refere-se ao comportamento de Jy j sobre M j.
Lema 3.1.2. O funcional Jy ), € limitado inferiormente e coercivo sobre My .

Demonstragao. Para cada u € Myy, tem-se J3  (u)u = 0. Dai,

A/@w*mm%ﬂz/memtuwmw—/}%*mmW@ (3.1)

Segue da defini¢ao de J ; juntamente com a tultima igualdade,

1 A 1
JMMZ—/@WMWWM%——/wkwwm——/ﬂkmMW
D+ q- r_
1 (@) @y _ L 1 ()
= (IVul[P'™ + JuP™)) — SO ) |ul™
P+ r—

= (U s ) - [ ).
(Lt p@) 4 (P (L_i) L @
(=) [ avap s+ (2= L) [rota
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Por hipdtese p. < q- < r_, e assim

1 1
Iar(u) = (— - —> / (|Vul[P™ + |uP™)) | para todo u € My (3.2)
P+ g-
mostrando que Jy ; € limitado inferiormente e coercivo em M j. [

Corolério 3.1.3. Se {u,} € uma sequéncia em My com Jy(u,) — cag, entio {u,} é
limitada em W'P@) (RN),

Demonstragao. Da desigualdade (3.2) resulta que

1 1\ ! 1 1\ !
/ (V[P + |, [P)) < <— — —) k() < <— — —) (exr+1)

P+ q- P+ q-

para n suficientemente grande. Aplicando a Proposigao 1.3.8 concluimos que {u,} é limi-
tada em W1P@(RY), |

O préximo lema estabelece que a variedade de Nehari M ;, tem uma distancia positiva

da origem.

Lema 3.1.4. Dado A > 0, existe um 6 > 0 tal que
llul| >0, V(u,\, k) € My x[0,A] x N. (3.3)
Consequentemente, pela Proposicao 1.5.8, existe n > 0 verificando

p1(u) >n, Y(u,\ k)€ My, x[0,A] x N.

Demonstracao. Suponha por contradi¢ao que (3.3) nao vale. Entao, existe {u, } C M,
tal que
|lunl] = 0 as n — .

Deste que {u,} C My e || flleo < 1, por (3.1) obtemos

/“WMW”WMWUSWNM/WW@+/mwm_
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Pelas Proposigoes 1.3.7 e 1.2.4, obtemos

min { || [P Jlun]*} S/(\Vun!p(x) + un )
< Allglloe max { luallZs lual b+ max {lual75 el §
= o0 nllg(z) 171 llg(x) e (z) 150l (z) f
Usando as imersoes de Sobolev, existem constantes positivas ¢; e ¢y tais que
min {[|un |7, lual|"*} < Allgllsccy max {[Jun ]| unl|**} + c2 max {[Jun]|"™, [Jun]™ },
e portanto, para n suficientemente grande,
[un[[”* < Actllglloollunll® + collunl|™ < (Acrllgllo + c2) [Junl|*
ou equivalentemente,
(Aerllglloo +c2) ™ < [fun =777,

de onde obtemos um absurdo, pois p; < g_, provando o resultado. [

Coroldrio 3.1.5. Seja Exx(u) = J} ,(w)u. Entdo, existe ny > 0 tal que
Ef\k(u)u < —no, Y(u, A\ k)€ Myg x[0,A] x N.
Demonstracao. Note que
Byuwhu = [ p(o) (FuP® + ) =% [ otk 0)lule® ~ [ r(a) £ )]l

para todo u € W@ (RN). Da definicio de M, 4,

Bawhu < pe [ (9P 4 1ap®) - [ g6 a)fuft® —r_ [ 0 a)lul®

= (p+ - q_)/(\wp(“ + [u"™) + (g —r_)/f(k;_la:)|u|7”(x).
Desde que py < ¢ <r_ e f é uma funcao nao negativa segue que

Eg\k(u)u <(py —q-) / (]Vu|p(m) + |u|p(x)) .
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Aplicando o Lema 3.1.4, concluimos que

Eﬁ\k(“) < —(q- —p4)m,

finalizando a prova. [ ]

Lema 3.1.6. Se u € My é um ponto critico de Jyy restrito a My, entao u € ponto
critico de Jyy, em W@ (RN).

Demonstracao. Seja u € M, um ponto critico de Jyj, restrito a variedade M j.

Entao existe 7 € R tal que
J,,\,k(u) = TEi\k(U)

Como Jj,(uw)u = 0, temos que 7E} (u) = 0. Pelo Coroldrio 3.1.5, sabemos que

B} . (u)u < 0, logo devemos ter 7 = 0. Portanto,
J;\,k(u) =0,

implicando que u é ponto critico de Jy ;, em W1P@(RY). n

Teorema 3.1.7. Seja {u,} uma sequéncia em W'P@(RN) tal que uw, — u em
Whe@) (RN ¢ Jyx(tn) = 0 com n — co. Entdo, para alguma subsequéncia, Vu,(r) —
Vu(z) q.t.p. em RN, Além disso, J} ;(u) = 0.

Demonstragao. Seja R > 0e ¢ € C°(RY) tal que
»p=0 se |z|]>2R, ¢=1 se|z|]<R e 0<¢(xr)<1 VzeR"

Usando os mesmos argumente da prova do Lema 2.4.4, considerando a sequéncia {P,}

dada por (2.27), mostra-se que

/ p— [ P, < / Va1, [P — / IVt P2V, Vs + 0 (1).
Br Br
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De J;k(un)(gzﬁun) =on(l) e Jgk(un)(gbu) = 0,(1), temos
/ P, <o,(1) — / |Vun|p(z)_2(un —u)Vu,Vo
Bgr
— / |un|P($)—2un(u _ Un)¢ + )\/g(kﬁ_1$)|un|q(x)_2un(un _ u)gb
+/f(k1:v)]un]”(x)2un(un — u)o.

Aplicando as desigualdades triangular e de Cauchy-Schwartz, ficamos com

/ P, <o,(1)+ cl/ ]Vun|p(x)_1|un — |
Br

Bar

T / 1P et — ]+ Allgloo / |1ty —
BZR BQR

+ / ]un|r(x)_1|un — ul.
Bar

Segue da desigualdade de Holder que

/B Py < 0a(1) + 261 [[[VunPO 7| Loy - tn = ll oo 3,1
R

+2 H|u"‘p(x)_1HLP’<r>(32R) Hun - u”m(z)(gm)

+2 H |u”|q(z)_1HLq/(w>(32R) Hun - U||Lq<w>(BQR)

+92 || |un|r(x)fl|

1) (Bam) 10 = Ul e (1)

Uma vez que a imersao W1P@) (RY) — L)

¥ (RYN) é compacta para toda fungao mensurdvel

s, satisfazendo p < s < p* e {u,} é uma sequéncia limitada, concluimos que
/ P,—0 comn — oco.
Br
Considerando os conjuntos
Bt ={x € Bg: p(r) >2} e Bp={x€ Bgr:1<p(x)<2}

e procedendo como na prova do Lema 2.4.4 (vide (2.30) e (2.31)), mostra-se que

Vu,(z) = Vu(z) q.t.p. em Bg. Como R é arbitrario, segue que para alguma subsequéncia

Vu,(z) = Vu(r) qt.p. em RY.
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Como {|Vun["®2Vu,} é limitada em (L7 (RY))Y e [Vuy P02V, — [VulPO) =2y

q.t.p. em RV, o Lema de Brezis-Lieb (ver Lema 1.2.6) implica
|V, PO 2V, — |Vu|P® "2V em (LP@(RN)V.
De maneira analoga, temos que
|20, — | @ 2 em L@ (RN)

para toda fungdo mensurdvel s verificando p < s < p*. Usando o fato que J} , (un)v =
0,(1) para todo v € WP (RY) juntamente com os dois tltimos limites, obtemos que
J§ x(w)v = 0 para todo v € W*@®(RY), finalizando a prova. n

3.1.2 Um resultado de compacidade

O Teorema a seguir generaliza para os espagos com expoentes varidveis, um resultado

de compacidade na variedade de Nehari feito para expoentes constantes devido a Alves
[3].

Teorema 3.1.8. Suponha que a condi¢io (p;) se verifica e seja {u,} C My uma

sequéncia com Joo(uy,) — C. Entao,

L u, = u em WHPE@(RN),

ou

I1. Existe {y,} C ZN com |y,| — +oo ew € WIP@(RN) tal que w,(z) = up(z+y,) — w
em WHPE(RN) e Jo(w) = Coo.

Demonstracao. De maneira similar ao Corolario 3.1.3, tem-se que {u, } é uma sequéncia
limitada e, da reflexividade de WP (RY) existe u € W@ (RY) e uma subsequéncia
de {u,}, ainda denotada por {u,}, tal que u, — u em W P@ (RN). Aplicando o principio

variacional de Ekeland, existe uma sequéncia {w,} em M., satisfazendo

Wy, = Up +0,(1),  Joo(wy) = oo

J. (w,) — T EL_(w,) = 0,(1), (3.4)

onde (7,) C R e Eo(w) = J'_(w)w, para todo w € WHPE)(RN),
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Desde que {u,} C M, segue de (3.4) que
T EL (wp)w, = 0,(1).
Usando argumentos do Lema 3.1.5, existe um § > 0 tal que
|EL_(w,)w,| >0 Vn e N.

De (3.4) resulta 7, — 0 quando n — co. Sendo {w,} uma sequéncia limitada temos que

{E! (w,)} também é limitada, logo podemos afirmar que
J'(wn) =0 em (WHPE(RN))*,
Assim, podemos supor sem perda de generalidade que
Joo(tin) = oo € T (w,) =0 em (WO (RN))*, (3.5)
No que segue, vamos estudar as seguintes possibilidades: u # 0 ou u = 0.
Primeiro Caso: u # 0.

Similar ao Teorema 3.1.7, mostra-se que u é ponto critico de J,,. Aplicando o Lema

de Fatou, segue que

= / (}% _qi_ (|vu’p(r) + |u|p(x)) +/ (qi_ _ Tlx)) |u‘r(m)
v (-2 s emrey (- )

= liminf
n—o0

=
<
3
g
g
|

2 -

= Coo-
Consequentemente,
: p(z) p(z)\ — p(z) p(z)
Tim [ (T + fu, ) /(my T [P
Sejam

fo(@) = |V, () — Vu(z)[P@ + Ju,(z) — ulz) P
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gn(@) = 27 [V (@) P9 + [Vu(@) P + fun ()P + Ju(z) 1]

Entao, é imediato que f,(x) < g,(x),
fu@) =0 e gu(x) = g(x) =20+ [|Vu(@) P + ju(z) @]

q.t.p. em RY. Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada de
Lebesgue (vide Teorema A.2.3), concluimos que f, — 0 em WP (RY) de onde segue o

resultado.
Segundo Caso: u = 0.

Neste caso, afirmamos que existem R, 7 > 0 e uma sequéncia {y,} C R satisfazendo

lim sup/ |t [P®) > 7. (3.6)
Br(yn)

n—oo

Se a afirmacao é falsa, devemos ter

lim sup sup / |1, [P = 0.
Br(y)

n—oo  ycRN

Assim, por um resultado tipo Lions para expoentes varidveis (ver Lema A.2.2),
U, — 0 em L*@(RY),

para toda funcao mensurdvel s : RY — R com p < s < p*.

Como J_(un)u, = 0,(1), o ultimo limite implica que

/ (V0P 4 Jun @) = 0,(1),

ou equivalentemente
U, — 0 em WHIPE(RY),

resultando em ¢, = 0, 0 que é um absurdo. Portanto, a desigualdade (3.6) é verdadeira.

Note que |y,| — oo quando n — oo, pois caso contrario, existiria uma subsequéncia

de {y,} limitada, a qual denotaremos ainda por {y,}. Digamos que |y,| < M, assim

/ |u[P(®) = limsup/ | [P > limsup/ un P > 7 >0
Brym n—=o0  JBrym n—=00  JBpr(yn)
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o que contradiz a hipdtese u = 0.

Agora, seja 7, € Z" tal que

lyn = Gall < VN

e defina
Wy (7) = Uup(x + P) Vo € RV,

Entao, da invariancia do RY por translacao e usando o fato das funcoes p e r serem Z~—
periédicas, deduzimos que Joo(w,) = Joo(u,). Agora, seja i € WHP@(RN), com ||| < 1,

entao

Uéo(wn)w = |Jéo(un)¢( - gn)|

implicando

1% (W) | e @ayys < N5 (Un) | et @y«

De maneira analoga, temos que

| S (un )| = |5 (wn)t (- + )

e portanto

”Jéo(wn)H(WLp(w)(RN))* = H‘]éo(un)H(WLP(””)(RN))*v

mostrando que {w,} é uma sequéncia (PS).. para Jo. Se w € W@ (RY) denota o
limite fraco de {w,}, considerando R = R + v/N, obtemos

/ |w|p(‘”) = lim sup/ |wn|p($) = lim Sup/ [un (x4 ﬂn)|p(m)
B B B

= n— oo = n—o0 =~
R R R

= 1imsup/ |1 [P > limsup/ 1| > 7 >0
Bg(9n) Br(yn)

n—0o0 n—o0

o que implica w # 0. Repetindo os mesmo argumentos do primeiro caso para a sequéncia

{w,}, deduzimos que w, — w em W@ (RN) w € My e Joo(w) = Coo.

Lema 3.1.9. Se a fungdo g satisfaz (g3), entdo os funcionais Wy, Wy : WP (RN) — R
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dados por

Wy (u) Z/g(x)|u|‘;’($) e Uy(u) :/@|u|q(az)

q(z)

sao fracamente continuos.

Demonstragao. No que segue, faremos a prova apenas para Wi, porque 0s mesmos
argumentos se aplicam a Wy. Seja {u,} uma sequéncia em W1'P@)(RN) tal que u, — u
em WHP@)(RN), Da hipétese (g3), para todo € > 0 existe R > 0 tal que

lg(z)] < € para |z| > R.

Logo,

/ g(@)ul < ¢ / 1),
|z|>R |z|>R

Como u,, — u em W@ (RY) temos que {u,} é limitada em W@ (RY). Segue das

imersdes de Sobolev que {u,} também é limitada em L) (R™), e portanto

/|| Rg(:v)|un|q(z) < e/|| . |u,|9® < eM  para todo n € N, (3.7)
z|> z|>

para alguma constante positiva M. Novamente as imersoes de Sobolev implicam
U, — u em L@ (Bp). (3.8)

De (3.7)-(3.8),
/ 92| — / o)l

0 que completa a prova. [

3.1.3 Estimativas envolvendo os niveis minimax

O principal objetivo desta secao é provar algumas estimativas que envolvem os niveis

minimax ¢y, Co.k € Coo-

Primeiramente, recorde as seguintes desigualdades

Ip(uw) < Jox(u) e Joo(u) < Jor(u) Yu e Wl’p(x)(RN),
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o que implica
ok <Cok € Coo < Cop (3.9)
Lema 3.1.10. Os niveis minimaz cyy, € cy satisfazem a desigualdade
Cok < Cfy-
Consequentemente, s < Cy._.

Demonstragdo. De maneira andloga ao Teorema 3.1.8, existe V € W'P@(RN)\ {0}

verificando
Jfoo(V) = Cfoo (§] J}m (V) = 0.

Segue do Lema A.4.1 que existe t > 0 tal que tV € M. Assim,

p(x)

p(x)

Recordando que 0 < fo < f(z) para todo 2 € RY, obtemos

(@)
p(z) p(x)) _ -1\ |y
(VY 4V ) = [ ) s v,

cor < Jop(tV) = /

cor < Jp (V) < max Jr (V) =Jr (V) =cq...

Combinando a iltima desigualdade com (3.9), segue que ¢ < ¢y . Finalizando a prova. m

Proposigao 3.1.11. O nivel ¢y, ¢ um valor critico de Jy ., isto €, eviste v € W@ (RN)

tal que
Jop(v) =cop e Jyp(v) =0.

Demonstracao. De maneira similar ao Teorema 3.1.8, existe uma sequéncia u,, em M
com

Jog(un) = cor € Jop(un) = 0.

Como no Coroldrio 3.1.3, {u,} é uma sequéncia limitada em W@ (RY) e sendo

WP (RN) reflexivo, segue que a menos de subsequéncia u,, — u em WHP@ (RY),

Afirmacao 3.1.12. u # 0.

Suponha por contradicdo que u = 0. Entdo u, — 0 em W'?®@ (RN). Afirmamos que

existem nimeros positivos R e 7 e uma sequéncia {y,} em RY (a qual podemos supor
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em ZY) tais que a desigualdade (3.6) vale. Caso contrario, pelo Lema A.2.2 segue que

u, — 0 em L"@(RY). Da definigio de Moy,

/ IV P+ Jun @) = 0,(1).

Logo, u, — 0 em W@ (RN) implicando em cor = 0, o que é um absurdo. Portanto, a
desigualdade (3.6) vale.

Segue dos mesmos argumentos do Teorema 3.1.8 que a sequéncia {y,} é ilimitada.
Agora, defina a funcio v,(z) = wu,(r + y,) para todo z € RY. Relembrando que
Jo 1 (Un)d(- + yn) = 0n(1) para toda ¢ € WP (RY), obtemos

/ (|an|p(x)_2vvnv¢ + |Un|p(x)_20n¢> N /f(k_l(x + yn))|vn|r(x)_2vn¢ = o,(1).

Adaptando os argumentos usados na demonstracao do Teorema 3.1.7 mostra-se que para

alguma subsequéncia
Vuu(z) = Vo(x) e v,(2) = v(@) qt.p. em RY.
Passando ao limite quando n — oo, segue que

/ (IVuP@=2T0V ¢ + [o@~20¢) — / (foolv["®72 4 0P ) =2)pp = 0,

provando que v é uma solucao fraca do problema (F;_). Aplicando o Lema de Fatou,

obtemos
1
Cro < Jg (U)—Jfoo(v)—j b (V)
I R A oo 1o ple) (1_;) . o
Jimint| (<55 = ) (90 4 ) (= ) €0 o gl

< hrILgicgf/ (]%1") — qi) (|Vun|1?(m) + |un|P(a:)) + <qi — %) ff(k—lx)|un|r(x)]

1
= lim inf (J07k(un) — q—J{)k(un)un)

n—oo

= Co,k-

Logo, cs.. < cox, 0 que contradiz o Lema 3.1.10. Portanto, u # 0.

Como Jg 1, (un) = 0,(1) segue que Jy , (u)u = 0 , isto é u € Myy. Aplicando novamente
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o Lema de Fatou, concluimos que

n—o0

1 1
cor < Jox(u) = Jo(u) — q—J(’)k(u)u < lim inf {Jo,k(un) — q—J(lJ,k(Uan} = Co ks

de onde segue que Jy(u) = co. n

Ao longo desta se¢do, denotaremos por U € WP@) (RN)\ {0} uma solucio de energia

minima do problema (P..), isto é,
Jo(U)=c¢s e J (U)=0 (ver Teorema 3.1.8) .
Para 1 <i </ ek €N, definimos a fungao U} : R — R por
Ui(z) = Uz — ka;). (3.10)

O préximo resultado estabelece uma relagdo importante envolvendo a energia das

fungoes U} com Cy.
Lema 3.1.13. Para todo i € {1,...,(}, tem-se

lim sup (sup J)\7k(tU’i)) < Coo-
k—+oco t>0

Demonstracao. Como as funcoes p, q, e r sao Z"-periédicas e a; € ZY, fazendo uma

mudanca de variavel, obtemos

: (@)
Iak(tUR) :/_ (IVU(x — ka;) P + |U (2 — kay)[P™)) — )\/

p(z)
()
- [ 1078 U = ka)
a(@)

p(@) ! a(x)

g(k'x)
p(x)

19D U (2 — ka,)| "™

(@)
— /f(k1x+ai)—|U|’"(m).

r(z)
Além disso, pelo Lema A .4.1 existe t; > 0 tal que

onde [ foi dado pelo Lema 3.1.1. Note que se t;, — 0 quando k& — oo entao J,\,k(tkU,i) — 0



3.1 O caso subcritico 55

quando k — o0, o que contradiz (3.11). Por outro lado se t; — oo quando k — oo,
mostra-se que Jy 1 (t,U) — —oo e novamente temos uma contradigdo com (3.11). Logo,

sem perda de generalidade, podemos supor t;, — to > 0 com k — 0o. Assim,
(@) tq( x)
tm, (e e0d) = f S5 (0P ) = fataris o
/f%-—%m
< Juo(toU) <rna5<J (sU) = Joo(U) = Coo-
Consequentemente,

lim sup(sup Jyx(tU})) < coo para i € {1,....,(},
k—+o0 >0

finalizando a prova do resultado. ]

No que segue, consideremos nimeros positivos Ry e ry satisfazendo

® Bgr,(a;) N Bpry(aj) =0 parai#j e 4,5€{l,.., 0}
o Uiz Bro(a:) C By, (0).
® Knry = Uf:1 By (a;)

2 2

Definimos a funcio Baricentro Q : W @ (RV)\ {0} — R por

o D)
R (P

(3.12)

onde y : RV — RY é dado por

x  se |z| <o
X(@) =19 ., (3.13)
L se |z| > 7.

Lema 3.1.14. Existem 69 > 0 e k1 € N tais que se u € Moy e Joi(u) < coo + 0o, entao

Qr(u) € Kry para k > k.

20
2

Demonstracao. Se o lema nao vale, existem 9, — 0, k, — +00 e u, € Moy,
satisfazendo
JO,kn (un) S Coo + (Sn
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Qr, (un) & KTO

Fixando ¢, > 0 tal que (,u, € My, temos que
Coo < Joo(Cnun) < JO,kn (Cnun) < I?;ROX ']O,kn (tun) = JO,kn (un) < Coo t+ 571
Assim,

{Gun} C M e Jo(Crttn) = Coo.

Aplicando o principio variacional de Ekeland, podemos supor sem perda de gene-
ralidade que {(,u,} C My é uma sequéncia (PS)._ para J, (ver demonstracao do
Teorema 3.1.8), isto é,

Joo (Cpttn) = oo € J.(Couin) — 0.

Aplicando o Teorema 3.1.8, devemos considerar os seguintes casos:
i) Cnun — U ?é O em Wl,,p(x) (IR]V)7
ou

ii) Existem {y,} C Z" com |y,| — +oo tal que v,(x) = (u(z + y,) converge em
WP@) (RN) para algum V € W@ (RN)\ {0}.

Procedento como no Lema 3.1.13, mostra-se que (,, — (o para algum (y > 0. Portanto,

podemos supor sem perda de generalidade que

Uy —= U o vy = tp( - +y,) =V em WHERN),

Anailise de i).

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue segue que

S x ko)l [ X(O))U]P*
Q) = DG T ="

implicando em Q, (u,,) € K g para grande, pois 0 € K Ry

Anidlise de ii).

Aplicando novamente o principio variacional de Ekeland, podemos supor que J(/L ko, (Un) =
0n(1). Logo, J§ . (tn)@(- — ya) = 0n(1) para todo ¢ € WHPE(RY), e assim

on(1) = /(]Vv P20,V + |v, [P 20,0) /f Y@+ yo) [oa " @ 20,6, (3.14)
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Decorre do tltimo limite que a menos de subsequeéncia,
Vuu(z) = VV(z) e wv,(x) = V(z) qt.p. em R,
Agora, vamos estudar dois casos:
a) |k, 'yn| = +oo
e
b) k, 'y, — y, para algum y € RY.

Se a) vale, segue que
/ (IVVPO2VVVe + Vo2V e) = / Fool V"2V 6,

mostrando que V' é uma solucao fraca néo trivial do problema (/;_). Combinando a

condicao fs < 1 com o Lema de Fatou, obtemos

cr. < Jp (V)=Jp (V) — qi_J}oo(V)V < lim inf {Joo(un) — qi_Jéo(un)un} = Coo,

n—o0

ou equivalentemente, ¢y < co, 0 que contradiz o Lema 3.1.10.

Agora, se k, 'y, — y para algum y € RV, entdo V é uma solucio fraca do seguinte

problema
= Dyt + [ul"OPu = fy)|u[P P, RY
P
- Wl’p(x)(RN). ( f(y))
Repetindo o argumento anterior, deduzimos que
Ci(y) S Coos (3.15)

onde cy(, ¢ o nivel do passo da montanha do functional Jy(,): Whe@)(RN) — R dado por

i) = [ 2 (9l 4 jup) = [ Huro,

Observe que

¢ =, ot Trw ()

onde
My = {u € W @)\ {0} Ty (w)u =0}
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Se f(y) < 1, um argumento semelhante ao explorado na prova do Lema 3.1.10 mostra
que ¢fy) > Coo, contradizendo a desigualdade (3.15). Portanto, f(y) = 1 e y = a; para
algum ¢ = 1,--- . Donde,

fX |un|p+ fXU{:n_IQ: + kn_lyn)|vn|p+
f|un|pJr f|vn|pJr .

Na igualdade anterior passando ao limite quando n — oo, vem

Qr, (un) =

. S xw)vire
nh_{{)lo Qk, (un) = f Vi =

o que implica Qy,(u,) € Kr, para n suficientemente grande, resultando em uma con-
2

tradigao, pois por hipdtese Qy,, (u,) & Kr, . [ ]
2

Lema 3.1.15. Eziste uma constante R > 0 tal que

)
A)\,k: = {U € M)Hki Jx,k(u) < Coo T+ 30} - BR,

para k > ky, isto €, Ay € um conjunto limitado, onde ky foi dado no Lema 5.1.14. Além

disso, R € independente de \ e k.

Demonstracao. Seja u € M, tal que Jyx(u) < cx + %0 para k > ki. Entao,

/(|wp<x>+yu\p<x>)—A/ (k=) ] /fk; L)l

R @) o ey _y [ IETE) ey [ SR %
/p(x)(\w T P A/ el / T <o

Combinando as duas ultimas expressoes, obtemos

(L _ i) / (IVaP® + @) + <i _ i)
pr 4 ¢ T

Assim,

1 1\ !
/ (IVuP™) + [uf™) < (coo + %) (— - —) ;

provando o lema. [
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Lema 3.1.16. Seja u € Ay e t, > 0 tal que t,u € Myy. Entao, dado A > 0, existem
constantes C' > 0 e ko € N tais que

0<t,<C, paratodo (u,\ k)€ Ayi x[0,A] x ([k2, +00) NN).

Demonstragao. Supondo por contradigdo que o lema nao vale, deve existir {u,} C
A,k com N, = 0 e k, — 400 tal que t,, u, € Mo, et,, — oo comn — co. Podemos

supor sem perda de generalidade que ¢,,, > 1. Como t,,u, € Moy, , segue que

(tu”)p+/(’vun|p(w) 4 |un|p(‘”)) > foo(tun)r/|un|r(x)7

ou equivalentemente,

/ (IVun™® + fun ) > footy ™ / T (3.16)

Afirmacgao 3.1.17. Existe n; > 0 tal que
/|un|r(x) >mn Vn € N.

Com efeito, argumentando por contradicao, se f ]un|”($) — 0, por interpolagao segue-se

que [on |up]?® — 0. Desde que u, € My, k.,

[ (90 ) < Al [ Tl + [l = 0,00),

ou ainda,
U, — 0 em WHPE@ (RN,

o que contradiz o Lema 3.1.4, provando a afirmagao. Portando, da desigualdade (3.16),

implicando que {u,} é um sequéncia ilimitada. No entanto, isso é impossivel, porque pelo
Lema 3.1.15, {u,} é limitada. n

Lema 3.1.18. Seja 69 > 0 dado pelo Lema 3.1.14 e ky = max{ky, ko}. FEntdo, existe
A* >0 tal que

Qu(w) € Kng, (A k) € Avg x [0,A) x ([ks, +00) NN).
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Demonstragao. Observe que

g(k™'x)

q(z) Lp(z) (RN
e u]9®) vy € WO (RN,

J,\ﬁk(u) = J07k(u) - )\/
No que segue, seja t,, > 0 tal que t,u € My . Entao,

g(k'x)
q(z)
gk '2)
q(x)

Jox(butt) = Jyp(but) + A / ()@ ]

< max Jap(tu) + )\/ ()2 ] 1),
e pelo Lema 3.1.16,

A
Taaltu) < Jnalu) + =gl / 1),

Um vez que u € A, j, obtemos

)
Jop(tutr) < oo + 50 + Aeo / 1)

Usando as imersoes de Sobolev juntamente com o Lema 3.1.15,
do
Jox(tut) < coo + 5 +esA Yue Ay
onde ¢3 é uma constante positiva. Fazendo A* := §y/2¢c3 e A € [0, A*), concluimos que
twu € Moy e J07k<tuu) < Coo + 0o

Logo, pelo Lema 3.1.14,
Qk(tuu) € Kry.
2

Agora, resta observar que

Qr(u) = Qr(tuu),

para concluir a prova do lema. [ ]

De agora em diante, usaremos a seguintes notagoes

° ef\,k: = {u € Myu; |Qr(u) — a;] < Ro},

¢ ae;,k = {u € My |Qr(u) — a;| = Ro},
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o B = inf Sw)
Ak

[ B/Z\,k: inf J,\,k(u).

ue@@iyk
3.1.4 A condicao Palais-Smale

No préximo resultado, mostraremos duas desigualdades. A primeira serd usada para
mostrar a condi¢ao (P.S) pi  barao funcional J) ;. Enquanto, a segunda desigualdade nos

ajudard provar a existéncia de uma sequéncia (PS) gi, em 93,1@ para o funcional Jy .
Lema 3.1.19. Fizando o = 1(cs.. — ¢), eziste k* € N tal que

/Bi,k <Coto e Bf\,k < Bf\im
para todo \ € [0,A*), i € {1,... 0} ek > k*.

Demonstragao. De fato, desde que Q4(U;) = a; quando k — oo, entdo U}, € 6} ;. para
todo k suficientemente grande. Por outro lado, pelo Lema 3.1.13, Jy x(U}) < coo + %0 vale

também para k grande e A € [0, A*). Dessa forma, existe ks € N tal que

Bik < Coo + %, VA€ [0,A%) e k> ky. (3.17)
Logo, diminuindo dy se necessario, podemos supor que

Bik < Coot0, VAE[0,A) e k> ky.

Para provar a outra desigualdade, observe que se A € [0, A*) e k > ks, segue do Lema 3.1.18
que

0 .
Jap(u) > coo + 50 para todo u € 905 ..

Consequentemente,
i 50 *
Bk = Coo + 5 bara A€E0,A") e k> ks (3.18)
Fixando k* = max{ks, k4 }, e combinando as desigualdades (3.17) e (3.18), vem

5§,k < Bik, para A € [0,A,) e k> k*
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para A € [0,A,) e k > k*. |
O proéximo resultado estabelece uma importante relacao entre os funcionais Jy j € Joo.

Lema 3.1.20. Seja {v,} uma sequéncia (PS)q para o funcional Jyj com v, — v em
Wir@)(RN). Entdo,

J)\,k(vn) — J07k(wn) — J)\7k(’l}) = On(l) (319)

15 (vn) = Jo i (wn) = Ty (V)| = on(1), (3.20)
onde w, = v, — V.
Demonstragao. Procedendo como no Teorema 3.1.7, temos as seguintes convergencias:
o Vu,(z) = Vu(z) q.t.p. em RY
o v,(x) = v(z) q.t.p. em RY
o [on VU, [P@72V0, Ve — [ [Vo[P@2VuVe,
o Jan f(ET @) 0a|" 20,0 — o f(B 7)o",

para todo ¢ € W@ (RN).

Aplicando o Lema de Brezis-Lieb para expoentes variaveis, ficamos com

(|an|p |wn|p(m)) +/ 1 (|vv|p(ﬂr) + |U|p(af))

p(z)
/ f ’wn|r(x)

J>\7k(l)n) ZOn(l) +/ ([B)

it 193)| @

rv T(2)

Logo,
Inge(vn) = Jog(wy) + Jap(v) + 0n(1)

provando (3.19).
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Agora, para provar (3.20), considere ¢ € WLP@(RY) com |¢|| = 1. Efetuando alguns

calculos, tem-se

|[J5(0n) = b (wn) — T3 (0)] | <

< ‘ / (IV 0[P =T, — [V, [P 2w, — Vo) -2vy) w‘
4 ‘/ (’Un|p(x)72vn _ |wn]p(z)’2wn _ |U|p(a:)fzv) SO‘
Y ‘/g(k_lx) (‘Un‘q(r)—%n _ |U|q(x)—2v) w’

+ ‘/f(k—lx) (|Un"r(m)—2,un o |Un|r(a:)—2vn o |U|'r’(33)—2v) QO‘ )

Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

}[J,/\,k(vn) - J(;,k(wn) - ;\k(Uﬂ(P’ <
< 2[[ V| 1 VUn [P 2V 0, — [V PP 2V w, — [VolP 72V
+ 2[@ o) [0a [P 20 = w0, [P 20, — 0P 20|y

+ 25“90"7‘(2)“ ’Unr(x)ﬂvn - ’Un|r(x)72vn - ’U’T(I%QUHT(@

+ A /g(kla:) (]vn]q“”)’%n — |U|Q($)’2v) ©

Usando o Lema 1.2.7 e a Proposicao 1.1.1 segue que os trés primeiros termos do lado
direito da desigualdade anterior convergem para 0 quando n — oo. Para concluir a
demonstracao, resta mostrar que o tltimo termo da desigualdade acima é o0,(1). Note

que, aplicando a desigualdade de Holder
[ 9710) (o2 = o170 20) o] = [ g(1712) 75 [ 12,
— [o 20| g (k1 2) T
< Ollg(k™) 75 (o0, = [0} 720) [l
Observe que |v,|?® — |[v]7®) q.t.p. em RY com n — oo. Como

0] 20, — o720 " < 2% (o) + o)
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podemos aplicar o Lema de Fatou, e concluir que

/21+q/+g(k1w)|v]q(“) = /lim inf g(k™ ') [2q4|vn|q(’3) + 2ql+]v|q(’“")
n—oo
— ||Un|q(x)—2vn _ |U|q(m)—2U‘Q’(x)]

< lim inf / (2 g5 o) + () oo

n—oo

. g(k’_ll‘) “,Un|q(z)—2”n . |v|q(m)—2vlq’(w)]

Pelo Lema 3.1.9, obtemos

/21+q'+g(k_1x)]v|‘m) < /21+q;g(k—1x)|v|q(w)

— lim sup/g(k—lm) an‘Q(I)—Qvn _ |U’q(x)—2v|q () 7

n—oo

o que implica
imsp [ gk712) #6920, — o920 <0

n—o0

Por hipdtese, a funcao g é nao negativa, e portanto

imsup. [ g(k-1a) [Joa[#)-20, — [of1) 2] " —o,

n—oo

e o teorema esta provado. [

Lema 3.1.21. O funcional Jy, satisfaz a condigao (PS)q para d < co+ 0, onde o € dado
no Lema 5.1.19.

Demonstragao. Seja {v,} C WH@(RY) uma sequéncia (PS)y para o funcional Jy
com d < co+p. Similar ao Corolario 3.1.3, {v,} é um sequéncia limitada em W'»®) (RN),

e portanto, para alguma subsequéncia, ainda denotada por {v,},
vy — v em WHPE(RN),

para algum v € W@ (RN). Como Jip(0) =0e Jyg(v) >0, segue de (3.19) e (3.20) que

w, = v, —v é uma sequéncia (PS)4 para o funcional Jy; com d* = d— Jy x(v) < ¢ + 0.

Afirmacao 3.1.22. FExiste R > 0 tal que

lim sup sup / |w, [P = 0.
Br(y)

n—oo0 ycRN
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Se a afirmacao é verdadeira, entao

/\wn|r(:”) — 0.

Por outro lado, por (3.20), sabemos que Jg , (w,) = 0,(1), assim

/ (1T [P + [0, [P)) = 0, (1),

mostrando que w, — 0 em WP@(RN) e portanto, v, — v em W1PE(RN).

Demonstracao da Afirmacao 3.1.22: Se a afirmacao nao vale, para cada R > 0 dado,

podemos encontrar n > 0 e {y,} C Z" verificando

lim sup/ Jw,|P®) > > 0.
Br(yn)

n—o0

Como w,, — 0 em W@ (RN) segue que {y,} é uma sequéncia ilimitada. Seja

Wy, (1) = w,(r +y,) paratodoz € RY.

Entdo, {w,} também é uma sequéncia (PS)q para Jyy, e portanto limitada. Logo,

existem @ € W@ (RY) e uma subsequéncia {w,}, ainda denotada por {w,}, tal que
W, — w € WHPO(RN),

Argumentando como na prova do Teorema 3.1.8 (ver p. 50) tem-se que w # 0. Além
disso, desde que J),(wn)d(- — yn) = on(1) para tada ¢ € W'P@(RN) mostra-se que
Vi, (r) = Vi (z) q.t.p. em RY, e portanto

/ (Va2 Vave + o= be) = / fool@" 205,

de onde segue que @ é uma solugao fraca do problema (). Consequentemente, apds
alguns calculos,

1 1
Choo < Jpo () = Jp (W) — —J;_(0)w < liminf {Jo,k(wn) — q—J67k(wn)wn} =d*

q— n—00

implicando ¢y, < c+p, que é um absurdo, porque ¢ < ¢y, —Coo. Logo, a Afirmagao 3.1.22

¢é verdadeira. ]
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Lema 3.1.23. Para cada u € 6}, existe uma constante n > 0 e uma fungao diferencidvel

¢: B, C WP@(RN) - R* tal que

¢0)=1, C()(u—v)€b, YveBb,

Ef\,k,g(uﬁb

1,p(x) RN
B 0 CTTED

¢'(0)¢ =
onde Ey(u) = J . (u)u.

Demonstragao. Seja ¢ : R x WH@(RY) — R dada por o(t,w) = E\x(t(u — w)).

Entao, é facil ver que

Drp(t, w) = By . (t(u — w))(u — w)

Dap(t, w) = — S 1 (t(u — w))g, Vo € W (RN).

Decorre do Coroldrio 3.1.5, que existe 79 > 0 tal que D1p(1,0) = EY ; (u)u < 9. Como
u € Myy, entdo p(1,0) = Eyp(u) = Jy,(u)u = 0. Aplicando o Teorema da funcao
implicita, segue que existe uma vizinhanga aberta B, C We@)(RN) e uma funcio
diferencidvel ¢ : B, — R* tal que

¢(0)=1

o(((w),w) =0 para todow € By,

Derivando formalmente a equacao acima, vem

DIQO(C(IU% w)C/(w)ﬁb + DQQO(C(U])7 w)¢ = 0.

Logo, W
/ _ _D290(170)¢ _ E&,kz u (b
CO°P= D0 T B

Como u # 0, podemos escolher n suficientemente pequeno de modo que u € B,,.
Usando a definicao da funcao ¢ concluimos que ((w)(u — w) € My para toto w € B,,.
Da continuidade da fungao @ segue que ((w)(u —w) € 63, finalizando a prova do re-

sultado. ]
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Lema 3.1.24. Para cada 1 < i < {, existe uma sequéncia (PS)g {ul,} C 65, para o

funcional Jy .

Demonstragao. Para cada 1 <i </, o Lema 3.1.19 implica
Bk < By paratodo k> k. (3.21)

Assim,
Bik =1nf {Jp(u): ue b, Udb,,}, paratodo k> k.

Seja {u;,} C 6}, U 06}, uma sequéncia minimizante para (. Aplicando o principio
variacional de Ekeland, existe uma subsequéncia de {u’} ainda denotada por {u’} tal

que
. o
Dap(uy,) = By + -

Ine(uy,) < Jyk(w) + —||w —u,|| para todo w € 6, U905 ,. (3.22)
n K b

Usando (3.21), podemos assumir que u’, € Hf\’k para n suficientemente grande. Com efeito,
se ul, C 06} ;, para um nimero infinito de termos, entao Jy j(ul,) > 8%, > B . Absurdo,
pois Jyk(up) = B

Pelo Lema 3.1.23, existem 7, > 0 e uma funcao diferencidvel ¢, : B,; — R* com
B, C WYPO(RN) tal que ¢4(0) = 1 e ¢\(v)(ul, —v) € 05 para todo v € B,i. Seja

vy = ov com |[v]| =1e0 <o <n),. Entdo, v, € By e w},, = () (vs)(ul, — v5) € 0.

Desde que Jy; é de classe C?, segue de (3.22) que

1 . . .
ﬁ”w;,n =y || > Jap(uy,) — Iap(wy,,)

= J3 k() (uy, — w5 ) + o ||y, — wy 4 )
= Tk (wn)(1 = G (vo)) s, + G (ve)vo) + of[|us, — w0 [])

= 0, () T ()0 + (1 = G (00)) I3 k(5 )y, + o[y, — w4 )
()

Tk (v + o[, = wy ).
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Assim,

s et ()
_ —‘|w;v§2;}01;"|’ (% + 00(1)) |
_ ||u,‘1 <<n.<va> T,EEO”) - avcn@n (Lo
< H%H!Cﬁfﬂd —Ué((?))a\;r UHUHQ(U%) (%Jroa(l))
i) (O)U(’fg;(%)' T ol (v.) (% . oa<1>)

Passando ao limite quando ¢ — 0, obtemos que

- 1 1
S5 (ul))v < jvl]— = —.
o < ol = 1
Consequentemente,
/ i / i 1
”‘]A,k(un)H = sup JA,k(un)v < -
veWLP(@) (RV) n
[[vll=1
Portanto, J4 ,(ul,) = 0 em (W@ (RY))" quando n — oo, provando o resultado. ]

3.1.5 Demonstracao do Teorema B

Seja {u’} C 6’;7,6 uma sequencia (PS)/B;’,C para o funcional Jy ;, dado pelo Lema 3.1.24.
Desde que f; < ¢x + 0, pelo Lema 3.1.21 existe u’ tal que u}, — u' em W'P@(RN).
Logo,

u' € by, Sn(u') =By e Jyu(u’) =0.

Agora, podemos inferir que u’ # u/ para i # j com 1 < i, < {. Para ver o por qué, resta
observar que
Qr(u') € Bry(a;) e Qu(u’) € Bry(ay).

Uma vez que

BR()(ai) M BRO(aj) = @ para 7 7é j,
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segue que u' # u! para i # j. Portanto, Jyj tem pelo menos ¢ pontos criticos nao-triviais

para A € [0, A*) e k > k*, provando o teorema.

3.2 O caso critico

Nesta secao, vamos considerar a multiplicidade de solugoes para a seguinte classe de

problema

— Ayt + [uPD 20 = Ag(k™ @) w92 + f(k ) (Elu]" P+ o 2) RN

u € WHE(RY)
(Prg.r)
onde )\ ¢ e k sao parametros nao negativos com k¥ € N, p,¢,7r: RY — R sao
fungoes Lipschitz, ZN-periédicas verificando (p3), g e f sao fungoes continuas e positivas

satisfazendo as condigoes (g3) e (f1)—(/f2), respectivamente.

Alguns resultados desta secao sao iguais ao da secao anterior. Neste caso, remeteremos
a demonstracao para a Secao 3.1. Os demais resultados necessitam de algumas

modificacoes devido a presenca do termo critico.

O resultado principal desta secao é:

Teorema C. Suponha que (p3), (93), (1) e (f2) ocorrem. Entdo, existem A*,&* > 0 e
k* € N tais que o problema (P ¢ ;) admite pelo menos € solugoes para 0 < X\ < A*, £ > &
ek > k*.

3.2.1 Resultados preliminares

Seja Jye Wtr@)(Q) — R o funcional energia associado ao problema (Pre) dado

por

Y B S N 7] L))
st = [ 55 (7o ) = [ 205

o (S e up*(a:)),
- f 100 (o + 5

Mostra-se que Jy ¢ € C* (W@ (RY),R) com

‘u|q(w)

Ty en(u)v = / (|Vu[P 2 VuVo + |uP@ ) — )\/ gk~ ) [u) 12
RN

- /f(klfv) (&l 72 4 Ju”72) v
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para quaisquer u e v em W'P@(RN). Logo, os pontos criticos de J, sdo solucdes do

problema (P ¢ ).

Como funcional energia Jy ¢, nio é limitado inferiormente sobre W@ (RY), iremos

considerar o funcional Jy ¢, restrito a variedade de Nehari
Miyer = {u € Wl’p(x)(RN) \ {0}: Jf\,&k(u)u = O} .
No que segue, iremos considerar

Cr¢k — inf J)\ rlu).
ek = ot D)

Se f =1e A =0, considere o seguinte problema

— Ayt + |[uP 2y = g2 =2y, RN .
1 N (Poo)
u € W@ (RY),
Associado ao problema (]500), temos o funcional de classe C!, Joo definido por
o) 1 5 1 *
Joo(u :/— VaulP® 4 |y P —/(—u”(z)—l——u ))
) = [ 5 (9P ) = [ (sl + ]
para todo u € WHP@ (RN) e
oo = inf Joo(u)
ueMoo
onde
Mao = {u € WHERN)\ {0}: L (w)u = 0}
Para A =0e f = f,, vamos considerar o problema
= Dy + [ulP D0 = foo (Eul™ D Pu 4 [u %) RY .
(Pr.)

u € WHE(RY),

o funcional energia associado

o) = [ s (9 up) = [ i (SEhr )+

b = inf Jp (u)
UEMfoo

)
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onde

M, = {u € WP (RN)\ {0} : J)_(u)u = o} .

Os proximos dois resultados seguem os mesmos argumentos da Secao 3.1, e por isso

iremos omitir suas demonstracgoes.
Lema 3.2.1. O funcional energia Jy ¢ € limitado inferiormente e coercivo sobre My ¢ ;.

Corolario 3.2.2. Se {u,} € uma sequéncia em Mg € Jyer(Un) = Crek, entio {u,} €
limitada em W'P@) (RN),

Lema 3.2.3 (Propriedade Local). Dado A > 0, ezistem constantes positivas B e o
(dependendo apenas de §), tais que Jy¢p(u) > >0, para todo A € (0, A] com ||u|| = o.

Demonstragao. Argumentando como no Lema 3.1.1, mostra-se que para ||ul| < 1

p*

1 Co C3
Iner(w) =—lul"* — —|gllccr [l — &= ull"™ — —|lu
b+ q

onde ¢y, ¢y € c3 sao constantes positivas.

Por hipétese p, < q- < r_ < p*, entao fixando o > 0 suficientemente pequeno de

sorte que
1 *

— " — 2 |gllecio® — 207 — C—fapf > Pt

D+ q- r_ j 2p,
se 0 < A <A,

1
Iner(u) > —o?* =F>0 on dB,(0),
2p4

estabelecendo o resultado. .

Lema 3.2.4. Dado A > 0, existe um 6 > 0 tal que
llul] > 6, V(u,A\, k) € Myer x[0,A] x N. (3.23)
Consequentemente, pela Proposicao 1.5.8, existe n > 0 verificando
p1(u) >n, Y(u,A\ k)€ Myer x[0,A] x N.

Demonstragao. Argumentando por contradi¢do, se (3.23) ndo vale entdo, existe
{un} C M)\’&k tal que
||un]] — 0 quando n — oo.
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Seguindo os mesmos passos do Lema 3.1.4, obtemos

lunlP* < Acllglloollunll= + cag llunll™ + esllunll” < (Acsllglloc + Ecz + c3) [lun|*-

ou ainda
(Act[|glloo + Eca + c3) " < w727,

de onde obtemos um absurdo. Portando, deve existir um § > 0 tal que ||u|| > § para todo

u e M)\’&k. |

Os lemas a seguir sao analogos aos da Secao 3.1.

Lema 3.2.5. Seja Ey¢r(u) = J) ¢ p(u)u. Dados A >0, existe o > 0 tal que

E&gk(“)“ < No,
para todo (u, A\, k) € Myer x [0, A] x N.

Lema 3.2.6. Se ug € My ¢ € ponto critico de Jy¢y restrito a My ¢, entdo uy € ponto
critico de Jy e em WHPE)(RN),

O proximo teorema trata da convergéncia do gradiente. Devido a presenca do termo

critico algumas modificacoes na demonstracao sao necessarias.

Teorema 3.2.7. Seja {u,} uma sequéncia em W@ (RN) tal que u, — u em
WIP@(RN) ¢ J{ . = 0 em (WHE(RN))" quando n — oco. Entdo, Vu,(z) — Vu(x)
g.t.p. em RY e J} .\ (u) = 0.

Demonstragao. Desde que u, — u em W@ (RN) passando a uma subsequéncia,
ainda denotada por {u,}, podemos assumir que existem u e v em M(RY) tais que
VU, |P® 4 |u,[P®) — e |u,[P"® — v em M(RY). Pelo lema de concentracio-
compacidade de Lions para expoentes varidveis (ver Teorema 1.4.5), existem um conjunto

contdvel J, pontos {z;}5 C RY e sequéncias {p;}5 e {v;}5 em [0, 00) tais que

2 (VP o P9 43 g,
Jj€d

D ST
J€d

J
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Nosso objetivo inicial é provar que J é um conjunto finito ou vazio. De fato, para cada
e > 0 fixemos ¢. € CF(RY) como no Lema 2.4.2. Assim, {¢ (- — x;)u,} C WHPE@(RN)
¢ uma sequéncia limitada para todo j € J. Logo, J}¢x(un)@c(- — zj)un = o0,(1).

Consequentemente,

/ (V@ + 1P 6o — ;) + / IV [P0, Vi, Vi (x — ;)

@), (3.25)

—on(1) 42 [ gk a1+ [ 1) (e

Procedendo como no Lema 2.4.3 para cada d > 0 temos que

. )—2 _
lim st /Q 19020, T V(@ = 2)] < 0C + CCs {1l ) + 1l e | -
(3.26)

Desde que a imersdo WIP@(RN) < LI(RN) ¢ compacta para toda funcio

loc

mensuravel s, verificando p < s < p* temos que

n—oo

lim [ g(k™" ) ua| (2 — z5) = /g(k_lﬂf)WI"(x)@(ﬂf - ). (3.27)

lim [ f(k™ )| ez — ;) = /f(k_lx)\UI’"(””)cbe(I — ;). (3.28)

n—oo

Tomando o limite quando n — oo em (3.25) e usando (3.26)—(3.28), obtemos
Hm [ (VP + [, P9 (@ — ;) <A / g(k72)|u) @ p(x — z;)
n—oo

. / @z — ;) + / P @,z — ;)

+6C + CCy [||u||

LP* (@) (Bae(x LP*(”C)(Bze(xj))

(3.29)

onde C' é uma constante independente de € e j.

Agora, como |V, |P® + |u, [P — e |u,[P"® — v em M(RY), argumentando como

na demonstracao do Lema 2.4.3, vide p. 33, tem-se

lim [ (IVua?® + u,P) > u(Be())) > gy (3.30)

n—o0
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lim /|un|p*(w)¢€(:c — ;) < v(Ba(z))) < vj. (3.31)
n—oo

As desigualdades (3.29)-(3.31), implicam em

IN

p(z;)

IN

A g g - ) + €
Bae(z;)

+6C + CC; [||u| b ooy T %

Fazendo € — 0 e depois 6 — 0, obtemos
() < vizj).
Segue da desigualdade (3.24) que
v < C*V;D*(wj)/P(xj)’

o que implica
v; < C’*V?*(wj)/p(wj).

Se v; > 0 para algum j € J, entao

1 p(x)

p*(z)—p(x)
Vi 2 (5) :

p_ p(x) P+
Desde que e < ) (@) < P

Bae(w;)

p(Bufa) < lim [ (VP 4 ) (o~ )

u[" e (x — x;) + v(Bae(x;))

Lp*(“')(B%(ivj))} ’

P .
ijmin{C’* Py O p—p+}.

Logo, existe uma constante positiva a tal que v > a com « independente de j. Como

v ¢é finita, concluimos que J = {j € J:v; > 0} é um conjunto finito ou vazio.

Consequentemente, apenas uma das duas possibilidades ocorrem:

(i) Existe m € N tal que vy, ... v, > 0 (reordenando se necessario);

(ii) v; =0 para todo j € .
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Passemos a analisar a primeira possibilidade. Para isto, considere 0 < ¢ < 1

suficientemente pequeno de maneira que

Bey (1), Bey(22), -+, Beo(¥) C B (0)

€0

Beo (371) n Bso(xj) = (2)7 para i 7é J-

Seja ¢ como no Lema 2.4.2, e defina a funcio ¥ : RY — R por

€

vir) = o) - 30 (T, wrem

J=1

Observe que para 0 < e < ¢,

0 se z € UL, Be(w))
Ve(z) =

1 se xe€A = B:1(0)\UJ, Ba(0).
Assim,

suppW. C B2(0)\ || B:(0).

€ i1

Logo,

fleat e = [,
e portando

/ lu, e — u\lf6|p*($) — 0 quando n — oc.

Seja {P.} a sequéncia dada por (2.27). Como Jj ¢ ;. (un)unWe = 0,(1) € J} ¢ p(un)u¥, =

o, (1), argumentando como na prova do Teorema 3.1.7, mostra-se que

lim P,(x)=0.

n—oo A
€

Definindo os conjuntos A7 = {z € A.: p(x) >2} e A = {zr € A 1 <p(x) <2}, e

procedendo como Lema 2.4.4 tem-se

/ 'V, — Vul/™ -0 e / |V, — Vu|''™ =0
AF c

€
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o que implica Vu,(z) = Vu(z) q.t.p. em A..

Agora, observando que

R\ {z1,...,m} = ([ Ax

1nGN
€0
<72

por um argumento de diagonal,
Vu,(r) = Vu(z) q.t.p. em RY.

Para o segundo caso, consideremos a fungao V.(z) = ¢(ex) e o conjunto A, = B,
€

repetindo os mesmos argumentos do primeiro caso temos que
Vu,(z) = Vu(z) q.t.p. em RY.

Para finalizar a demonstracio, note que {|Vu, [P®) "2V, } é limitada em (LP' @) (RV))N
e |Vu,[P®=2Vu, — |VulP®~2Vu q.t.p. em RV, aplicando o Lema de Brezis-Lieb (vide
Lema 1.2.6), obtemos

|V, [P 2V, — |VuPD 2Ty em (L7 @ (RY))V,
De maneira analoga, temos que
|un|s(z)—2un N |u|s(m)—2u em Ls’(x)(RN)

para toda funcao mensurdvel s verificando p < s < p*. Agora, usando o fato que
Sy ex(un)v = 0,(1) para todo v € WLP@(RN) juntamente com os dois tltimos limi-

tes, conclufmos que J} ,(u)v = 0 para todo v € WP=)(RN), ]

3.2.2 Propriedades envolvendo os niveis minimax

Os préximos quatro resultados sao devidos a Alves [5]. Para um melhor entendimento

do texto, demonstraremos tais resultados.

Lema 3.2.8. Os niveis co¢ i, Cx € Cr,, tendem a zero quando & tende ao infinito, isto €,

lim ¢ = lim ¢y, = lim ¢, = 0.
E—o0 0.8k E—o0 ee £—o00 foo

O limite de co¢ quando & — oo € uniforme em k.
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Demonstragao. Provaremos apenas que
lim coep =0
g;)oo 757

porque os demais casos sdo andlogos. Fixado ¢ € C5°(RY) \ {0}, existe t¢ > 0 tal que
tggﬁ S Mo@k §;

Jogr(te@) = max Joer(t9).
Desde que te¢p € Moer e 0 < foo < f(x) para todo z € RY,

[Vl 1op@) = ¢ [0 aior ) + [ e iop )

> ¢h [0

Afirmacao 3.2.9. t; — 0 quando { — oo.

Com efeito, suponha que t¢ > 1, entao

e [ (Vore o) = [ (9ep® +60) = et [ 101
ou equivalentemente,
Jor w1609 = naty 7 [1or@ 2 e [1or@. @
Observe que o lado direito de (3.32) tende ao infinito quando £ — oo, enquanto o lado

esquerdo ¢ limitado, o que ¢ um absurdo. Logo, ¢ < 1 para § suficientemente grande.

Consequentemente,

o [ (Vo + jor) = ety [ 1o

c1 1/(r+—p-)
e < | —
§eo

onde ¢; = [ (|[Vo[P©™) + |¢[P™) e ¢y = [ |¢|"™. Lembrando que p_ < r., concluimos que

implicando em

te — 0 quando { — oo, provando a afirmacao.
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Uma vez que,

0< Co.¢ k < JO,g,k(t§¢) < tZEL / (‘V¢’p(w) + ’(b‘P(a:)) ’

segue que cp ¢ — 0 quando § — oo. [

No que segue, fixaremos K > 0 tal que

lv p*(z) < Klp|, Yve lep(:v)<RN)

a qual existe pela imersdo de Sobolev do espago W@ (RN) em LP" @) (RN).

O lema a seguir é uma consequéncia imediata do Lema 3.2.8.
Corolario 3.2.10. Para todo k € N, existe £* > 0 tal que
Co,¢,k> éooa éfoo < 19K71/19

x _1 1
para todo £ > £, onde ¥ = o T

Lema 3.2.11. Seja {u,} uma sequéncia em M com joo(un) — Coo quando n — 0.

Entao, existem & >0 e ng = ng(§) € N tais que
[t | Lo @ vy s ([ < 1

para todo £ > £ en > nyg.

Demonstragao. Segue do Lema 3.2.8 que existe £* > 0 (aumentando se necessério) tal

que

A 1 /1 1 .
Coo < e <p—+ — Z) para todo £ > &*. (3.33)

Fixando & > ¢*, da igualdade Jo(u,) — T%jéo(un)un = Coo + 0n(1), obtemos

(i“j%)/WMW@+WMWUS/(ig—ﬁ%)UV%W”+WWw)

~ 1 4
< Jool(un) — T_Jéo(un)un

= Coo + 0n(1).
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Da desigualdade (3.33), resulta

11\ 1
. p(x) p(z) _— C
11£Ln_>soljp/ (|Vun’ + tn| ) < (p+ 7’_) Coo S 4KP+

POI‘I&HIO, existe ng = Tlo(f) € N tal que
(|CU |1()+|U |1())<— panalo(l()n>n
n n = Pyp ) = 1tQ-

Aplicando a Proposicao 1.3.8 vem

€T x 1
[ |7 < / (]Vun|p( ) 4 |t P )) < o
o que implica
1
l|lun]] < T < 1, para todo > ny.
Lembrando que ||ty 1o rvy < K||un||, segue o resultado. u

Corolario 3.2.12. Sob as hipdteses do Lema 3.2.11, existem £ > 0 e ng = ng(§) € N

tais que
i

para todo n > ny.

X 1/p 1/p+
pm) SK(/QV%W@+MWm0

Demonstracao. Combinando Lema 3.2.11 e a Proposicao 1.3.8, tem-se

(f

para todo n > ny. [

1/p+

1/p*
P ) <l < Kl < K ([ (900 + @) ) @30

Teorema 3.2.13. Seja {u,} C M, com joo(un) — Coo. Entao,
L u, — u em WHP@(RN),
ou

II1. Existe {y,} C Z" tal que v,(7) = u,(z + y,) — v em WHPE (RN verificando

joo(v) = (o eV E Mo
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Demonstragao. Seguindo as mesmas ideias do Teorema 3.1.8, existe u € W1P@(RN)

tal que u, — u em WP@(RN) e

A

Joo(tn) = Cog € J' (1) — 0.

Se u # 0, segue dos mesmos argumentos usados na demonstragao do Teorema 3.1.8
que u, — u em W1PE) (RN,

Agora, se u = 0 afirmamos que existem numeros positivos R e 7, e uma sequéncia

{yn} em RY tais que

lim Sup/ |t [P > 7. (3.35)
Br(0)

n—oo

Caso contrario

lim sup sup / |, [P@) = 0,
Br(y)

n—oo  yeRN

e pelo Lema A.2.2, temos
U, — 0 em L*@(RNY)

para toda funciao mensurdvel s € C(RY) satisfazendo p < s < p*.

Desde que J!_(u,)u, = 0,(1), segue da convergéncia acima que

p*(z)

/(|Vun|p(x) + |un’p(z)) = 0,(1) +/|Un

Da limitagao de {u,}, existe L > 0 e uma subsequéncia de {u,}, ainda denotada por

{u,}, tal que
/ (IVun [P + Jun ") — L (3.36)
e assim,
/ P @ — L. (3.37)

Observe que

p*(z)

A 1 1
Coo T 0n(1) = Joo(uy) > —/(|Vun|p(:”) + |un|p(””)) — —*/|un
b+ p-
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Fazendo n — oo na desigualdade anterior juntamente com (3.36) e (3.37), obtemos
(oo > —L— —L=9L. (3.38)
Para cada £ > £* fixado, combinando o Corolario 3.2.12 e os limites (3.36) e (3.37), resulta
LYPt < KLYP+

ou seja

Da desigualdade anterior e de (3.38),

1\ /7
Coo > U <E) ,  para todo & > ¢&*

o que é absurdo com o Corolario 3.2.10. Portanto, a afirmacao é verdadeira.

O resultado agora segue usando os mesmo argumentos do Teorema 3.1.8. ]

3.2.3 Relacao entre os niveis ¢y, Cr¢r € Cock

~

Das desigualdades Jy ¢ x(u) < Joer(u) e Joo(u) < Joex(u) para todo u € WHPE(RN),
Caek S Cogk € Coo < Cogk (3.39)
Lema 3.2.14. Os niveis minimax coe, € Cy, satisfazem a desigualdade
Cogk < Cfo..
Consequentemente, Coo < Cy.. .

Demonstragao. Segue as mesmas ideias do Lema 3.1.10. ]

Proposicao 3.2.15. O nivel cyer € um wvalor critico de Jyep, isto €, existe v €
WP (RN) tal que
J07§’k(1)) = C0,§,k € J67£7k<v) =0.
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Demonstracao. De maneira similar ao Teorema 3.2.13, existe uma sequéncia wu,, em
M(],g’k com

J(),&k(un) — Coek € J(’)@k(un) — 0.

Desde que {u,} é uma sequéncia limitada em W'?(®(RY) e sendo W' (RN) reflexivo,

a menos de subsequéncia u,, — u em W@ (RN),

Afirmagao 3.2.16. u # 0.

Suponha por contradicdo que u = 0. Entdo u, — 0 em W'?® (RN). Afirmamos que
existem ntimeros positivos R e 7 e uma sequéncia {y,} em R" (a qual podemos supor

em Z") tais que a desigualdade (3.35) vale. Caso contrdrio, pelo Lema A.2.2 segue que
u, — 0 em L"@(RY). Logo,

1 1 .
Coek + 0n<1) > p— / (‘Vun’p(x) + ’unyp(x)) _ p_*/f@x)’un’p (z)

+

Da definicao de Mg,

[ (90 ) = [ 07000 = 0,00),
Como {u,} é um sequéncia limitada, existe L > 0 de maneira que
/ (IVunl?® + @) =5 L (3.40)
e assim,

P@ L. (3.41)

JEG

1 1
Cok = (— — —*) L=9L
b+ P

Consequentemente,

para n suficientemente grande. Como f(z) < 1 para todo z € RY, segue do

Corolério 3.2.12 que

( [ 0, p*<f>)1/p*‘ < ( Iz

X 1/p* 1/p+
r@) <k ([T )
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Da desigualdade anterior e dos limites (3.40) e (3.41), obtemos
L\ P
L>(—=
=(%)

1\ /9
coer >0 <§) ,  paratodo £ >¢*

consequetemente,

o que contradiz o Corolario 3.2.10. Portanto, a desigualdade (3.35) ocorre.

Segue dos mesmos argumentos do Teorema 3.2.13 que a sequéncia {y,} é ilimitada.
Agora, defina a fun¢ao v,(z) = wu,(z + y,) para todo z € RY. Relembrando que
bk (Un) (- 4 yn) = 0,(1) para toda ¢ € WP (RN), obtemos

on(1) = / (IV0n [P 2V, Vé + |0, [P 20,0)
= [ 107 ) (€2 o)

Adaptando os argumentos usados na demonstracao do Teorema 3.2.7 mostra-se que para

alguma subsequéncia
Vu,(z) = Vo(zr) e wv(z) = v(x) qtp em RY.

Desta maneira, o limite anterior implica que
/ (Vo2 VoV + [oP20g) — / Joo (EJ0I™72 + [0 72) vo = 0,

provando que v é uma solucao fraca do problema (P/1x). Aplicando o Lema de Fatou,

obtemos

A

. 5 1 - .. 1,
Cr, < Jp (v) = Jp (v) — —J}Oo (v) < liminf (Jo,g,k(un) — q_ 07§7k(un)un) = Co.k-

q_ n—o0

Logo, ¢, < coex, 0 que contradiz o Lema 3.2.14. Portanto, u # 0.

Como Jj¢ 1. (un) = on(1) segue que Jy,,(u)u = 0, isto é u € Mogx. Aplicando

novamente o Lema de Fatou, concluimos que

n—0o0

1 L 1
cogr < Jogr(u) = Jogr(u) — q—J6’§7k(u)u < lim inf {JO,&k(un) — q_ [’)gk(un)un} = Co¢ ks



Multiplicidade de solugoes para uma classe de problemas quaselineares com crescimento
84 superlinear envolvendo expoentes variaveis

de onde segue que Jy¢i(u) = coe - [ ]

No que segue denotaremos por U € W@ (RM)\ {0} uma solugdo de energia minima

~

do problema (FP.), isto é,
Juo(U)=ts ¢ J_(U)=0 (ver Teorema 3.2.13) .

Para 1 <1 < /e k € N, definimos a funcao ﬁ,@ :RY — R por

A .

Ui(z) = Uz — ka;).

Os préximos resultados sao analogos aos das Segao 3.1.

Lema 3.2.17. Para todo i € {1,...,(}, tem-se

lim sup ( sup J,\jg,k(tﬁ,fz)) < Coo-
k—too 20

Lema 3.2.18. Existem 0y > 0 e ki € N tais que se u € Mgy e Joger(u) < s + o,
entao
Qr(u) € Kry para k > k.
2

Lema 3.2.19. Emiste uma constante R > 0 tal que

. 1)
A,\,&k = {u € M)“g’k; J)\,&k(u) < Cxo T+ 50} C BR(O),

para k > ki, isto €, Axer € um conjunto limitado, onde ki foi dado no Lema 3.1.14.
Além disso, R € independente de X\, & e k.

Lema 3.2.20. Sejau € Ay¢y et, > 0 tal que t,u € Mg . Entdao, dado A > 0, existem
constantes C' > 0 e ko € N tais que

0<t,<C, paratodo (u,\ k)€ Ayer x[0,A] x ([k2,4+00) NN).

Lema 3.2.21. Seja 69 > 0 dado pelo Lema 3.1.14 e ky = max{ky, ko}. Entdo, existe
A* > 0 tal que

Qu(w) € Kry, (A k) € Ayen x [0,A.) X ([ks, +00) NN).

No que segue, denotaremos por

| éi,g,k = {u € My g |Qr(u) — a;] < Ro},
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o 903 ) = {u € Myex: |Qu(u) — a;] = Ro},

° ﬂf\@k: lgf J,\,&k(u)

u€hy £k

i 5f\,§,k: inf  Jy e n ().
uE@@ﬁ\’E’k

Lema 3.2.22. Fizando ¢ < min {%(éfoo —C0), ¥ — éoo}, existe k* € N tal que
/Bf\g,k <Cxto e ﬁf\,g,k < Bf\,gka
para todo \ € [0,A*) e k > k*.

Lema 3.2.23. Seja {v,} uma sequéncia (PS)q para o funcional Jy¢j com v, — v em
Wir@)(RN) . Entao,

Inen(vn) = Jogr(wn) — Iaer(v) = 0n(1) (3.42)

”J,/\,g,k@n) - J(I),g,k(wn) - Jf\,g,k(”)” = on(1), (3.43)

onde w, = v, — V.

O préximo Lema trata da condi¢ao (PS), para d abaixo de um certo valor. Devido

ao termo critico temos algumas dificuldades técnicas que merecem ser pontuadas.

Lema 3.2.24. O funcional Jy¢y satisfaz a condi¢io (PS)q para d < éo + 0, onde o €
dado no Lema 5.2.22.

Demonstragao. Seja {v,} C W@ (RY) uma sequéncia (PS)4 para o funcional Jy ¢,
com d < éoo+o. Similar ao Corolario 3.1.3, {v, } é uma sequéncia limitada em W@ (RY),

e portanto, para alguma subsequéncia, ainda denotada por {v,},
v, — v em WHPE(RN),

para algum v € W1P@)(RN). Deste que Ser(V) =0 e Jiegr(v) > 0, segue de (3.42) e
(3.43) que w, = v, — v é uma sequéncia (PS); para Jogj com d = d — Jyex(v) < éo + 0.
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Afirmacao 3.2.25. FExiste R > 0 tal que

lim sup sup / |w, [P = 0.
Br(y)

n—o00 yERN
Suponha por um momento que a afirmagao é verdadeira. Entao,

/|wn\’"("’”) 0.

Por (3.43) temos que Jj ¢ ;. (w,)w, = 0,(1), e assim

/ (V20 [ e, [P)) — /f(k_lw)lwnlp*(”") = on(1),
Como {w,} é uma sequéncia limitada, existe L > 0 tal que a menos de uma subsequéncia
/ VP + w5 L.

Consequentemente,
/ SO @) w7 @ — L.

Observe que

1 1 «

Joer(wn) = | ——(|Vw, |’ + |w,[P@ —/ k1) Jw, [P + 0, (1
ocslion) = [ (Vw4 ) = [ s p ) (1)
1 1 .
> — [ (IVwa '™ + Jw, [') — — /f(klx)lwn\” )+ 0a(1).

D+ p-

Passando ao limite quando n — oo na desigualdade acima, obtemos

B 1 1
di=d—J v) > ———| L.
re(v) 2 (p+ p’i>

Se L > 0, entao procedendo como na demonstragao da Proposicao 3.2.15 concluimos que
d> 9K,

o que é uma contradi¢cao com o Corolério 3.2.10.

Demonstracao da afirmacao 3.2.25: Se a afirmacao nao é verdadeira, para cada R > 0
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dado, podemos encontrar > 0 e {y,} C Z" verificando

lim sup/ Jw, [P > 1 > 0.
Br(yn)

n—o0

Como w, — 0 em W@ (RY) argumentando como na prova do Teorema 3.2.13

concluimos que {y,} é uma sequéncia ilimitada. Seja

Wy, (z) = wy(r +y,) para todo z € RY.

Entdo, {w,} também é uma sequéncia (PS); para Jyg¢y, € portanto limitada. Logo,

existem @ € W@ (RY) e uma subsequéncia {w,}, ainda denotada por {w,}, tal que
W, — b € WHEO(RN),

Segue das mesmas ideias usadas na demonstragao do Teorema 3.2.13 que w # 0. Além
disso, desde que J§ ¢ (wn)P(- — yn) = 0n(1) para todo ¢ € WP(RN), mostra-se que
Vi, (z) — Vi (z) q.t.p. em RV de onde segue que

J (9296904 r-2a0) = [ fofelil @2+ a2 a0,

para toda ¢ € W P@(RN) isto é @ é uma solucdo fraca do Problema (Pfoo)

Consequentemente, apos alguns calculos rotineiros, obtemos

A

A 1 . 1 5
éfoo S Jfoo ('LZ)) = Jfoo (QIJ) — q__J}oo (ID)'LZJ S hgglogf {J0757k(wn) — q—J&&k(wn)wn} = d,

implicando que ¢f_, < Cx + 0, que ¢ um absurdo, porque ¢ < ¢f_ — Co. Portanto, a

Afirmacao 3.2.25 é verdadeira. ]

Lema 3.2.26. Para cada 1 <1 < U, existe uma sequéncia (Ps)ﬁigk’ {ul,} C 0%, para

o funcional Jy¢ .

3.2.4 Demonstracao do Teorema C

Segue os mesmos passos do Teorema B.






Capitulo 4

Multiplicidade de solucoes para uma classe
de problemas quaselineares com expoentes
variaveis e nao linearidade do tipo

concavo-convexo

Recordando o que foi dito na introducao, neste capitulo vamos estudar os problemas

(Py1) e (Phrex) com nao linearidades do tipo concavo-convexo, ou seja, vamos considerar

{ — Apyu + [uP %0 = Ag(k ™) [u|®@ 2 + f (k7 ) |u " P, RY (Pys)
Py

u € WHE(RY)
e

{ = Dpyu+ [ufP D70 = Ag(k™ ) u|D P+ f (k7 ) (Eul™ 0P+ uf O P), RY

u e Whr (RM)
(Pree)
onde A, ¢ e k sdao parametros positivos com k € N, as funcoes p,q,7 : RY — R sdo

Lipschitz, Z"-periédicas verificando as condicoes:

1 <q- <q(x) <qy <p- <plz) <pp <r- <r(r) <p'(r) gtp. em RY (pa)

ry — r_ —
Q+< + 49+ ]9+'

Dbs
p- 'y —p- T-—4q- (ps)

Afim de mostrar multiplicidade de solugoes para os problemas acima, usamos

89
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argumentos de Tarantello [75] para dividir a variedade de Nehari em trés partes, Principio
de Concentragao-Compacidade de Lions devido a Fu [41], Fu & Zhang [42] e Fu & Zhang

[43] e o Principio Variacional de Ekeland.

A condic¢do (ps) é equivalente a 0 < ¢ < p para o caso em que 0s expoente sao
constantes. No entanto, para o expoente varidavel serd necessario assumir esta condicao

técnica, que sera utilizada na prova do Lema 4.1.8

4.1 Caso subcritico

Para provar a multiplicidade de solugoes para o problema (P, ;), assumimos que as

funcoes f e g satisfazem seguintes condigoes:

(g3) g : RY — R é uma funcio mensurdvel ndo negativa com g € L®@(RY) onde
O(z) = —)

@) —q(@)

(f1) f:RY — R é uma funcao positiva verificando

lim f(z) = fo

|z|—o00
e 0 < fo < f(x) para todo z € RY.

(fo) Existem ¢ pontos ay,as, -+ ,a, em ZY com a; = 0, tais que

1= fla) = r%%}(f(x), para 1 <i </.

Os resultados principais desta secao sao:

Teorema D. Sob as condigoes (ps)—(ps), (G3) e (f1), existe A, > 0 tal que para A € (0, A,)
o problema (P, ) tem pelo menos uma solugao de energia minima (ground state solution)

Uy COM energia neqgativa.

Teorema E. Assuma (ps)—(ps), (93) e (f1)=(f2). Entao, existem nimeros positivos k. e
A, = A(k.), tais que problema (P ) admite pelo menos € + 1 solugdes para 0 < X < A,
ek > k.

4.1.1 Resultados preliminares

Por conveniéncia, ao longo deste capitulo, denotaremos por g e fi as seguintes fungoes

ge(r) = g(k'z) e fu(x)= f(k~'z) paratodo z € RY.
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Seja Iy : WHP@(RYN) — R o funcional de classe C! associado ao problema (P )

dado por

Bad) = [ s (9 ) =3 [ S - [ Lo

com

Ij\,k:(u)v:/ﬂvu\p(x)2Vqu+\U|p(x)2uv) _)\/gk(z)‘u’q(x)zuv

- [ @l e,

para todos u e v em WP@ (RN). Portanto, os pontos criticos de I Ak S0 precisamente as

solugoes (fracas) do problema (P ;).

Uma vez que Iy, ndo ¢ limitado inferiormente sobre W@ (RY), vamos considerar o

funcional I ; restrito a variedade de Nehari N, j definida por

Nop={ue W@ (RN)\ {0} I (wu =0} .

Considerando f =1 e A =0, ficamos com o problema

— Apyu + [ufP) 2y = |u| @72y, RN

u € Wh@ (RN,

Associado ao problema (7.,.) temos o funcional de Euler-Lagrange I, : W@ (RN) —
R dado por

W= [ (1vup® 4 ey — [ @
L) = [ = (9P 1) — [

com o nivel do passo da montanha

oo = inf I o(u),

uENso

e a variedade de Nehari

Noo = {u € WHENRN)\ {0} : I (w)u =0} .
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Para f = f,, e A =0, iremos considerar o problema

— Apyu + |u|p(z)_2u = foo|u|r(x)_2u, RN

(T%..)
u € Whrl) (]RN),

e como acima, denotemos por Ir_,ay_ e Ny o funcional energia, o nivel do passo da
montanha, e a variedade de Nehari associada ao problema 7%_ respectivamente.

No que segue, fixaremos um nimero K > 1 tal que

v (@) < K|v|| para todo v € WP (RN, (4.1)

V]l [lv

o qual existe pelo Teorema 1.3.4.

Lema 4.1.1 (Propriedade Local). Para cada k € N, erxistem constantes positivas
N = X(k), B e o independentes de k, tais que I ;(u) > B > 0 para todo A € (0, \*) com

lull = 0.

Demonstracao. Combinando a definigao de Iy x(u) com a desigualdade de Holder, a

imersao de Sobolev e a Proposicao 1.2.4, obtemos

1 1 1
Lp(u) = — / (IVal® + [ul™) = A= / gi () ul @ — — / fila) ™)

P+

1 - - A
> / (VP + 1) =22 gl K e

1
— / _’u|r(:v)'
T

Se ||lul]| < 1, segue da Proposigao 1.3.8 e do Teorema 1.3.4 que

1 A K
Doe(u) > —[lul"* = 2—|lgllo@ K |lul|* —
Py q- r

el

Desde que p, < r_, fixando ¢ suficientemente pequeno de modo que

1 K™ 1

— obt+ — o'~ Z _O-P+’
P+ r— 2py

obtemos

1 A
D(u) Z25—0"" = 2—||gpllo@) Ko,
2py q- ®

para ||u|| = o.
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Agora, fixemos A* = \*(k) > 0 satisfazendo

. q- L
N lgrllo@ < i (4.2)

Se 0 < A < A\*, entao

1 A* 1
Ik (u) > —oP* = 2—||gk||e@) K 0% > —oP* = > 0 sobre 0B,(0),
2py q- ® Ap

provando o resultado. [

Lema 4.1.2. O funcional energia Iy € coercivo e limitado inferiormente sobre Ny .

Demonstragao. Seja u € Ny . Entao I} ;(u)u = 0, e portanto,

[ @l = [ (vl s 1ap) = x [ g, (43)

Logo,

1 A 1
alw) > - / (IVP® + Jup@) — 2 / ge(a@)lul® — L / Fol@)lul ™
P q- r-

1 1 1 1
(- 2) fomenwn-s(2-2) fani

Se ||lu|]| > 1, as Proposigoes 1.2.4 e 1.3.8 juntamente com a desigualdade de Holder e o

Teorema 1.3.4 resulta

1 1 1 1 +
Iy (u Z(———) up—<———)2)\Kq Jkllew) ||u]| T
(W)= - [l o7 g llo)[lull

1 1 _ 1 1 n
e { (- = )l =22 (= ) K o -

Deste que ¢ < p_, a ultima desigualdade implica que I é coercivo e limitado inferior-

mente sobre N, . m

No que segue, denotaremos por

E\r(v) = I, 4(v)v  para todo v € e (RY),
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Usando o funcional E) j, podemos dividir NV, ; em trés partes:

;fk ={veMNy: Efw(v)v > 0},

N)(\],k = {U E N)\,k: E;\7k<’U)U = 0},

Nap ={v € Nag: B 4 (v)v < 0}.

Lema 4.1.3. Se ug € Ny € um ponto critico de Iy, restrito a Ny € ug & Ngk, entao

uy € ponto critico de Iy .

Demonstracgao. Segue as mesmas ideias da demonstracao do Lema 3.1.6. ]

Lema 4.1.4. Sob as condi¢oes (ps), (G3) e (f1), temos que Nﬁk = () para todo k € N ¢
0 <A< Ay =A(k), onde

P4 —d—
K7(I+ = = r_—p
Ay = (T p+) [(p q+> K‘”} T (4.4)
2||gk||®(a:) T+ —q- T+ — P+

Demonstracao. Argumentando por contradicao, se o lema nao vale, temos que N, f’k # ()

para algum Ao € (0,A;) e k € N. Logo, para u € Ny, ,,
0= E’Aok(u)u
= [ TuP + ) = [ alolgu@lul® ~ [ r(o)futelal®
<pe (VPO 410l = Nog [ gl = [ o)lul
(=) [ la)luf"® = (1 = i) [(TuP 4 )

Das Proposigoes 1.3.8 e 1.2.4, da desigualdade de Holder e das imersoes de Sobolev,

. r_—q_
min{|[ul/”", [[ul/P*} < 2 (m) 19k ll o) K maxc{[|ul[*, [[uf**}. (4.5)
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Analogamente,
0= Ef\ok(u)u
> o [(9uP + )~ dage [ @)l v [ fio)fu®
= (- =) [ (Va1 @) = (s = ) [ Rl
Consequentemente,
pP-—q : _ r r_ r
- = min]fulP~ [lulP*} < K7 max{|lu] ™, [Jul| "} (4.6)
Se ||u|| > 1, segue de (4.5) que
r.—q_ . P
[Jul] < ]2X0 gnlle @) K™ (4.7)
r- —p+
Por outro lado, de (4.6),
1
_ Ty —p_
ul| > [(u) KH] T (4.8)
r+ — 4+
Combinando (4.7) e (4.8), tem-se
K (ro—p\[(p-—a: B
e e
2llgrllo@ \r+ —a- /) [\r+—ps
Desde que
0 < (p——CI+>KT+ <1 e A >p_—q+7
T+ — P+ r-—p+ T+ —DP-
deduzimos que
K= (ro—p\[(p-—ar\ ,_.] "
Ao > K"+
QHQkH@(a:) Ty —4q- Ty — P+
o que é uma contradigao.
Agora, se ||ul| < 1 segue de (4.5),
r.—q_ e
[[ul] < 20 19kl @) K (4.10)
r— —DP+
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Por (4.6),

1

ol > |22 ) ] 7
r+ — 4+

Combinado(4.10) e (4.11), ficamos com

B Pp—a_
e e
2l gkllo@) \r+ —q- T+ — Dy

obtendo novamente uma contradi¢ao, finalizando a demonstracao do resultado.

Do Lema 4.1.4, para 0 < A < Ay, podemos escrever
_ At —
NAJg —N)\’ku )\,k
Assim, podemos considerar os seguintes numeros:

— inf I fo= inf I e = inf Iyi(u).
Ok = Pl e = B ) e = B Bl

Lema 4.1.5. Sob as hipdteses (ps)—(ps), (G3) e (f1), se 0 < A < Ay entdo

Iyi(u) <0, para todo u € Ny,

Demonstragao. Seja u € Ny, Entao, da definicao de E} ,(u)u,

0< Byulw)u < (- = )N far@lul®® = (- = p2) [(FuP=) ),

e assim,

3 [ a@lul® > (FZ2E) [(var® 4 jup).

r_—q_

Agora, usando a defini¢ao de I ;, obtemos

1 A 1
Lp(w) < - / (VP 4 @) — / gu(@) a2 — L / Ful) [
D- 4+ T+

1 1 1 1
== — _) /(|Vu|p($) + [uP®) — X (_ — _) /gk(x)|u|q(z).
p— 4 9+ T+

(4.11)

(4.12)
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Combinando a iltima desigualdade com (4.12),
1 1 1 1 r_—p . .
Iyg(u) < [— -— = (— - —) ( +)} /(\Vu\p( ) 4 |ulP@)
p- T+ a+ T+ r- —q-
_ [m —p- (m — q+) _ (r_ —p+>} /(IVUI”(” @)
P14 q+7+ r- —q-
= (ry —p-) {i 1 <T+ _ C_Z+> : <T_ —p+>] /(|Vu|P(ﬂc) + |ulP@).
T+ p- g+ Ty —D- r- —4q-
O resultado agora segue da hipétese (ps). n
Corolario 4.1.6. Nas condigoes do Lema 4.1.5, ayy < ozj\ik < 0.
Demonstracao. Consequéncia imediata das definigoes de ay i, e aj\ik. [ ]

Lema 4.1.7. Valem as desigualdades:

(1) [ gr(z)|u|?™ >0 para cada u € N;

1/(p——a+)
(ii) ull < [2(::# L
cada u € N/\,k:

1
(iii) |ju| > [(ﬁ)[(‘”] " para cada u € Ny,
Demonstragao.
(i) Segue diretamente de (4.12).

(ii) Usando os mesmos argumento do Lema 4.1.4, obtemos

mindJul”, ul}*} < 22 (==

Se ||u|| < 1, a desigualdade acima implica que

lul| < PA(

Agora, se ||u]| > 1 entao

lul| < FA(

1
P—d—

) o K
— P+

1
—at

locllo Kﬂ -
— ) (@)

provando (ii).

o lgellos K masx{lhul - Jull” .

1 1
maX{()‘Hgk“@(x))”’q‘ ,(Al\nge(x))”—*“} para
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(iii) Seja u € N, . De maneira andloga a demonstra¢ao do Lema 4.1.4, mostra-se que

P- —a+ . _ r r -
(==Y mind P < K7 max{l )
Se ||lul| < 1,
~ - 1
ull > | (=) e (4.13)
LN+~ 4y _
e para ||ul| > 1,
- - 1
— Ty —p_
full > [ (=) | (4.14)
LN+ — 4+ ]
Como
0< "B e 21 o r_ —py <Ty—p_,
T+ — 4+
segue de (4.13) e (4.14) que (iii) vale. u

Lema 4.1.8. Se0 < A < Z—;Al, entdo existe uma constante positiva dy dependendo apenas

de p+,qs, 7+, K € ||grllew) tal que Ini(u) > dy > 0 para cada u € k-

Demonstragao. Seja u € ./\/:\_k Entao, usando as definigoes de Iy e N, podemos

escrever
11 11
o> (22— LY [ vup® ey - (L - L / o)
) = (o= ) [0vap® @) -2 (- ) [al
11
> (— - —) min{||ul[”, [Juf["*}
by T

1

-2
q

1

Se |lu|| < 1, segue que

1

1

1

) oo £ max{ .

Dute) 2 (p+

1
)nuw+—2x<
q

: ) oo Kl
1 1 1

=nuw[( )HMW*”—2A(
P+ r q

1
) sl 67
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Desde que p_ — q+ < py — q—, pelo Lema 4.1.7 (iii),

P_—aqy

ry+ — 4+ b+ T- r+ — 4+
1 1
-2 (— - —) Hng@(x)K‘”} =d;.
qg- r_

Analogamente, se ||ul| > 1,

[,\7k(u) >

P_—qy

9+
- TP 1 1 - = TP
patwy > (222 ] f (L2 L) [zt )
T+ — 4+ b+ - T+ — 4+

Das estimativas acima, o lema segue se 0 < A < ;%Al.

Corolario 4.1.9. Nas condicoes do Lema 4.1.8, se 0 < X\ < Z—;Al, entao ayy . > dp >0

para alguma constante dy = di(p+, ¢+, 7+, K, || gk ]lo@))-

Demonstracao. Consequéncia imediata da definicao de o . ]

4.1.2 Um resultado abstrato

O Lema a seguir é fundamental para provar que dado u € WIPE(RY)\ {0} se
[ gk~ z)|ul?™® > 0, entdo existem t* > 0 e tnicos nimeros positivos t+ = tF(u) <
t* <t =t (u) tais que tTu € N, e t7u € N, (vide Proposicao 4.1.11). Tal
resultado ¢ importante para provar a existéncia de uma solugao de energia minima para

o problema (P ).
Lema 4.1.10. Sejam g; : [0,+00) — [0,400) fungoes continuas, crescentes e positivas

com g;(0) =0 para i € {1,2,3} verificando as condi¢ies

Looogs(t)
) g% a(t) v

(i) M gs(t) = +o00;

Lo qi(t) —gs(t)
9 g2 o
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(1) a fun¢do ¢ = g1 — g3 tem um unico ponto de mdzimo e ¢(t) — —oo quando t — oo.

Suponha ainda que existe t € (0,tmax) com G(tmax) = max;so ¢(t) tal que 919;293 é crescente
em (0,1). Entdo, existe \, > 0 tal que ) = g1 — \go — g3 tem apenas dois zeros ndo triviais

para todo 0 < A < A,.

Figura 4.1: Grafico de ¢

Demonstragao. Segue de (i) que ¢(t) > 0 para todo t > 0 suficientemente pequeno.

Como glg_293 é positiva e crescente no intervalo (0,7), para cada 0 < A\ < ¢(t) existe tinico

ty € (0,t) de maneira que

91(tx) — g3(ty)

92(tx)
Yy
_ 91(t)—g3(t)
) L)
t ___________
ot) - |
| |
AF—- [ !
I | '
I I I
| | |
1 1 1
ot P t

Figura 4.2: Grafico de 2()-9:()
g2(?)

¢ crescente no intervalo (0,%), obtemos

Uma vez que a funcao glg_293

Aga(t) < g1(t) — gs(t) para todo t € (ty,1).

Agora, fixe A\, > 0 de sorte que

Aga(t) < g1(t) — g3(t) paratodot € (t,tmax) € A€ (0,\).
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Figura 4.3: Graficos de ¢ e Agy

Por hipdtese ¢ tem um tnico ponto de méaximo, logo ¢ ¢é decrescente no intervalo
(tmax, 20). Uma vez que go é crescente e go(t) — oo quando ¢ — oo, concluimos que

existe um unico numero t; > ty., tal que

Ag2(t1) = o(t1).

Portanto, ¢, e t; sdo os nicos zeros nao triviais da fungao ¥ para A € (0, A*). [

Com o auxilio do Lema 4.1.10, obtemos o seguinte resultado similar ao caso constante

(vide Brown & Wu [18], Fan [32]).
Proposigao 4.1.11. Para cada u € W@ (RN)\ {0}, tem-se
(i) se [ gi(x)ul?® =0, entdo existe um tinico niimero positivo t~ =t~ (u) tal que

ttue Ny, e DLyt u) =sup ) i(tu);
>0

(ii) se 0 < XA < Ay e [ gip(2)|ul?™ >0, entdo existem t* > 0 e tinicos mimeros positivos

th=tt(u) <t* <t” =t"(u) tais que tTu € N}, tTue Ny, e

o) — - —
Ik(tTu) _oglglgft* Lop(tu), Dap(t™u) —g}zl)\7k(tu).

Demonstragao. Observe que & (I, ,(tu)) = I3 ;. (tw)u, o que implica
d /
tE(IA,k(tu)) = I}, (tu)tu = Eyx(tu).

Logo,
d g d
= (1= (Deltn) ) = B}t



Multiplicidade de solu¢ées para uma classe de problemas quaselineares com expoentes variaveis
102 e nao linearidade do tipo céncavo-convexo

e assim

2

d d
B} (tu)tu = ta(hk(tu)) + tQ@([,\,k(tu)).

Consequentemente, se t = ¢ é um ponto critico de I x(tu),

2

Lo o, d
E’/\vk(tu)tu:t2ﬁ(b\7k(tu)) E (4.15)

t=t

Usando (4.15) e as mesmas ideias da prova do Lema A.4.1, obtemos o item (i).

Para provar o item (ii), aplicaremos o Lema 4.1.10 com as fungoes:
a(t) = /tp(x)—1<|vu|p(w) T ufr@);

gult) = [ 110 gy )

gult) = [ ¢ fu(o)lul

sobre o intervalo [0,+00). Agora, mostraremos que as fungoes gy, g2 € g satisfazem as
condigoes do Lema 4.1.10. As condigoes (i) (iii) do Lema 4.1.10 seguem diretamente da

definicao das funcoes g1, g2 e g3. Da igualdade
£4i(0) = [ (o) = DI (TP + up)
segue que g; é uma fungao crescente em (0,+00). Analogamente, as fungoes g, e g3 sdo

crescentes em (0, +00).

Afirmacao 4.1.12. A func¢ao ¢(t) = g1(t) — g3(t) para t > 0 possui um unico ponto de

mdaximo.

De fato, para t € (0,00) segue da definigao de ¢ que

1
¢(t) > p+—1 /(|Vu|p(”") + |u|p(:v)) _ t”_l/fk(x)|u|r(f”) > étm—l /(|Vu|p($) + |u|p(x))

para t pequeno. Assim, ¢(t) > 0 para ¢ suficientemente pequeno. Por outro lado, se ¢t > 1

entao

ot <0t [(9ap® + [P — 1 [ fi@)lul .

Recordando que p; < 7, concluimos que ¢(t) < 0 quando ¢t > 0 é suficiente grande.
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Consequentemente, o valor méximo da fungao ¢ é atingido em algum ponto ¢, = t(u) > 0,

e portanto

¢/(tu) =0

o que implica
/ (p() — Dt [P 2(Tup® + Ju@) - / (r(@) — DIt =0, (4.16)

Para s > 0 defina a funcao

w(s) = P(sty).

Entao,
w(1) = B(t,) = max §(t) = max (st (4.17)
donde
w'(1) =0

Agora, observe que

w'(s) = t,¢'(sty,)

= tu U(p(fﬂ) = D]sty O (V" + u) — /(7“(1') = 1)t 72|l

ou equivalentemente,

s*w'(s) (z) (z)—2 (z) (z) r(@) (4 |r(z)=21,, r(z)
= [ (p(x) = D"t [P (V™ + Ju) = [ (r(z) = 1) [t |7 ™.

Para t > 1, temos

s2w'(s)

u

< s / (p() — D]t P2 VP + [uf/@) — 5™ / (r(@) — D)t @2 @
(s —s) / (p(2) — DIt D2 (VP + [u'@).

Desde que py < r_, concluimos que

s2w'(s)

ty

<0

o que implica w'(t) < 0 para s > 1. De maneira andloga temos que w'(s) > 0 para

s € (0,1). Portanto, w possui um unico ponto de méximo em s = 1. Consequentemente,
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a funcao ¢ tem um tnico ponto de maximo em ¢t = t, = t,.. Provando a Afirmacao 4.1.12.

Para concluir a verificagao das hipéteses do Lema 4.1.10, falta mostrar que a fungao
glg_293 é crescente em (0,7) para algum f < ;... Segue dos mesmos argumentos usados na
prova da Afirmacao 4.1.12 que a funcao

3(t) = / @)= (|70 4 [yr@) — / @) =as |y @

tem um tnico extremo em t = f., que é um ponto de méaximo, e portanto a funcio é
é crescente no intervalo (0,fmax). Desde que go(t) = [ 9@ =9+|y|9(®) ¢ decrescente, segue
BB = % é crescente no intervalo (0, fyay), finalizando a prova da Afirmacio 4.1.12.
Uma vez que as fungoes g;, g2 e g3 satisfazem as condigoes do Lema 4.1.10, a fungao
Y(t) = gi(t) — Aga(t) — g3(t) = I}, (tu)u tem apenas dois zeros nao triviais, t+ < t7.
Defina a fungao ¢(t) = I,(tu) sobre [0,00). Assim, ¢(0) = 0 e ¢(t) é negativo se
t > 0 ¢é suficientemente pequeno, de onde segue que ¢ tem um minimo local em ¢ = ¢+.

Consequentemente,
B (T u)tTu >0,

de onde segue que ttu € Ny,. Como t* e t~ sao os tnicos pontos criticos da fungao ¢,

deduzimos que ¢ tem um méaximo global em ¢ = ¢t~. Portanto,
B (T u)tTu < 0.

et u € N)\_k Usando os Lemas 4.1.5 e 4.1.8, segue que Iy x(t7u) < 0 e I x(t"u) > 0.

Seja t, > 0 o dnico zero de ¢ em (t1,¢7). Entao,

o) =) —
Lp(tTu) = ogl?gft* Ik (tu) e Lye(tTu) = rgz%fcfA,k(tu),

provando o lema. [ ]

Figura 4.4: Grafico de I x(tu)
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Lema 4.1.13. Suponha que g satisfaz (g3). Seja {u,} uma sequéncia (PS)y; em
WLP@(RNY) para o funcional Iyy. Entdo {u,} € limitada em WP (RN).

Demonstragao. Observe que

1 1 1
Iy (un) — T_I;\k(un)un > (— - —) / (|Vun|p(m) + ]un|p(m))

Suponha que ||u,|| > 1 para algum n € N. Entao, da desigualdade de Holder e das

imersoes de Sobolev, obtemos

1 1 1 1
d+ 14 [lun]| = (— - —) [[n][P= = A (— - —) gk lloe K flun][*-
p+ T q r

Desde que 1 < ¢4 < p_, atltima desigualdade implica que {u, } é limitada em W'?(® (RY)

b

finalizando a demonstragao. ]

Usando as mesma ideias usadas nas demonstracoes dos Teoremas 3.1.7 e 3.1.8,

demonstra-se os dois resultados seguintes:

Teorema 4.1.14. Suponha g satisfaz (33). Se {u,} é uma sequéncia em WHP@(RN) tal
que u, — u em WHPE(RN) ¢ I 1 (un) = 0 comn — oo, entdo para alguma subsequéncia,

ainda denotada por {un}, Vu,(x) = Vu(x) q.t.p. em RN e I} ;(u) = 0.

Teorema 4.1.15. Suponha que (py) wvale e seja {u,} C No uma sequéncia com
Ioo(up,) = Qoo, entdo

L u, = u em WHPE@(RN),

ou

I1. Ezistem {y,} C ZN com |y,| — +o00 e w € WP (RN) tal que w,(z) = u,(x+y,) —
w em WHPE(RN) e I (w) = oo

Lema 4.1.16. Seja u € WH@ (RN wum ponto critico nao trivial de I\ ;. Entao, existe

uma constante M = M (k) > 0, a qual € independente de X\, tal que

Dop(u) > =M (Apqu‘ + )\”‘p:q+> .
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Demonstragao. Por hipdtese, I},(u)u = 0. Argumentando como na prova do

Lema 4.1.8, se |Ju|| > 1, entao

1 1 1 1
Bade) 2 (- = ) Il = (- = - ) 2l Kl

b+  T-

Aplicando a desigualdade de Young com p; = Z—; e py = p,p__q+> da desigualdade anterior,
obtemos
1 1 1 1
Bad) 2 (5= )l = (- = - )
Py T_ q- r_
1 1 a _P=
(== =) ) @lllo K77
a4 1
onde Cy(e) = == <q—+) "= Escolhendo € = <L — L) (i — L), deduzimos que
p— ep_ q— r_ D+ r_
1 1 )
Iye(u) = — P Cile) (2Mlgrllow K™ ) 7= .

Analogamente, se||lu|| < 1, temos

L1 e
Do) = =\ 7= == ) €2(9) (2Allgnlle ) K #) 7o,

q_

onde Cy(e) = B—1= <q;> e

P+ EP+
Portanto,
P+ p_
Lue(u) > =M (Am_q, n )\,,7_%)
com
: ! Eal p% pfp:‘u P+qu,
M = o (2K %) 7=+ max  C1(€) || gell 5™ > Co(O)llgrll o™ ¢+
finalizando a prova do lema. _

O préximo resultado é um importante passo para provar a existéncia de solucao, porque
ele estabelece o comportamento das sequéncias (PS) do funcional I, ;. Sua demonstragao

segue 0s mesmos passos da prova do Lema 3.1.20.

Lema 4.1.17. Seja {v,} uma sequéncia (PS)q para o funcional Iy com v, — v em
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Wir@) (RN) . Entao,

I)\’k(vn) — [ka(wn) I)\ k( ) = On(l) (418)

1151 (vn) = L (wn) = Iy 4 ()] = 0n(1), (4.19)
onde w, = v, — V.
Lema 4.1.18. (i) Eziste uma sequéncia (PS)a, , em Nk para o funcional I ;
(i1) Existe uma sequéncia (PS)a;k em Ny para o funcional Iy y;
(ii1) Eziste uma sequéncia (PS)a;k em Ny, para o funcional I .

Demonstracgao. Segue dos mesmos argumentos usados da demonstracao do Lema 3.1.24.

4.1.3 A condicao Palais-Smale

Lema 4.1.19. Sob as condicoes (G3) e (f1), se 0 < A < Ay, entdo o funcional Iy}, satisfaz
a condigao (PS)q para

d<ap, —M ()\P+*+Q— + AP—:‘H) .

Demonstragao. Seja {v } € WHPE(RY) uma sequéncia (PS)y para o funcional I

comd < oy, — M ()\P+ - + )\p:%) Pelo Lema 4.1.13, {v,} é um sequéncia limitada

em WHP@)(RN) e assim, para alguma subsequéncia, ainda denotada por {v,},
v, — v em WHPE(RN),

para algum v € WP (RY). Desde que I} ,(v) = 0 e I, ;(v) > 0, de (4.18) e (4.19) segue

que w, = v, — v é uma sequéncia (PS)g+ para Iy com

d*=d— [)\JC(U) < Qg - (420)



Multiplicidade de solu¢ées para uma classe de problemas quaselineares com expoentes variaveis
108 e nao linearidade do tipo céncavo-convexo

Afirmacao 4.1.20. Existe R > 0 tal que

lim sup sup / |w, [P = 0.
Br(y)

n—oo  ycRN

Supondo por um momento que a afirmacgao é verdadeira, temos que

/|wn\’"("’”) N

Por outro lado, de (4.19) sabemos que I, (w,)w, = 0,(1), assim

/(an,p(x) ") = 0,(1),
mostrando que w, — 0 em W@ (RN),

Prova da Afirmacao 4.1.20: Se a afirmacao nao ¢é verdadeira, para cada R > 0 dado,

podemos encontrar > 0 e {y,} C Z" verificando

n—0o0

lim sup/ Jw,|P@) > 1 > 0.
Br(yn)
Como w, — 0 em W'P@(RN) segue que {y,} é uma sequéncia ilimitada. Para

temos que {w,} também é uma sequéncia (PS)4 para o funcional Iy, e portanto,
limitada. Logo, existem @w € W@ (RY) e uma subsequéncia de {w,}, ainda denotada
por {w,}, de modo que

W, — w € WHPO(RN)\ {0}.

Além disso, como I, (w,)¢(- — yn) = 0,(1) para cada ¢ € WP (RN mostra-se que
Vi, (r) — Vi (z) q.t.p. em RY. Consequentemente,

/ (VoD 2VaVe + oD 2ip) = / Foo| @] @20,

de onde segue que @ ¢ uma solugao fraca do problema (7%_). Aplicando o Lema de Fatou,

concluimos que

1 1
ap, <I; (0) =1z (0)— 7,_1}00 (w)w < liminf {IM(wn) — T—I(')’k(wn)wn} =d*

n—oo
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o que contradiz (4.20). Portanto, a Afirmagao 4.1.20 é verdadeira. [ ]

4.1.4 Demonstracao do Teorema D

Demonstragao. Pelo Lema 4.1.18 (i), existe uma sequéncia minizante {u,} C N, para
I tal que
Iok(un) = angp +o0,(1) e I/’\k(un) = 0,(1).

Desde que oy, > 0, existe 0 < A, < A; de maneira que

P4 p_
g <0<ap, —M <)\P+*q— + )\P—*q+> para todo 0 < A < A,.

Segue do Lema 4.1.19 que existe uma subsequéncia de {u,}, ainda denotada por {u,}, e
ug € WHPE@(RN) tal que u,, — up em WHPE(RN). Assim, ug é solucio do problema ( Py ;)
e Ink(ug) = ang. Afirmamos que ug € Ny, Caso contririo, como Ny, = () para
0 < A < A, temos que uy € N, \h Agora, vamos verificar que desigualdade abaixo ¢

verdadeira:

/)\gk(:ﬁ)|u0|Q(m) > 0. (4.21)
Com efeito, se 0 = [ Agx(z)|uo|?®, entdo
0= [ @il +0n() = [ (V" + ) = [ fian 1 0,00
Consequentemente,

axg +on(1) = I k(uy)

— [ 5 (Tl ) =3 [ S e [ D
p(z) q(x
> = [ (90l ) = 2= [l = = [ i

o que implica

1 1
) > (— — —) lim sup/ (|Vun|p(z) + |un|p(x)> >0,

D+ r_ neN

resultando em um absurdo, porque a, ; < 0, mostrando que (4.21) é verdadeiro.
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Da Proposigao 4.1.11 (ii), existem ntimeros positivos ¢+ < ¢t~ = 1 tais que t Tug € N,

L (tTug) < Dup(t™uo) = Dyg(uo) = g,

o qual contradiz a definigao de ay . Portanto, ug € Ny, e

P4 P—
0 (5 0 € ) = o

A dltima igualdade segue das definigoes de ay i, € a:k. De fato, ja sabemos que oy, < ozj\j k-

Para a desigualdade contraria, observe que &;k < Lk(up) = ang. [ |

4.1.5 Estimativas envolvendo os niveis minimax

Como na Secao 3.1, temos as seguintes desigualdades
Uk S Qo € Qoo < Qi
Lema 4.1.21. Os niveis minimax o, e o5, satisfazem a desigualdade
Qo < af.. -

Consequentemente, 0o < Qtf. .

No que segue, denotemos por U € WhHr() (RY) uma solugao de energia minima do
problema (7% ), isto é,
Io(U)=ax e I _(U)=0.

Para 1 <i </ ek €N, consideremos a fungao U} definida em (3.10).

Lema 4.1.22. Para todo i € {1,....4}, tem-se

lim sup (sup I;Hk(tU,i)) < oo

k—4o0 MNt2>0

Demonstracao. Andloga a demonstragao do Lema 3.1.13. ]

Lema 4.1.23. Ezistem 6y > 0 e ki € N tais que se u € Noy, e Ing(u) < as + 0o, entio

Qr(u) € Kry para k > k.
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Demonstragao. Andaloga a demonstragao do Lema 3.1.14. ]

Lema 4.1.24. Dado A > 0, existe uma constante R > 0 tal que

4}
-A)\,lc = {UGN):k,i I)\’k(u> <Oéoo+—0

2} < B

para todo k > ky e A € [0, A], isto é, Ay € um congunto limitado, onde ky foi dado no
Lema 4.1.25. Além disso, R € independente de k.

Demonstragao. Seja u € N;k C Ny tal que I x(u) < aoo + ‘5421 para k > k. Entao,

J 09 ) <5 [l = [ stour <o

L@ e —y (@@ [ fe@) e L 0
/p(fr)<|v| + ™) A/f](%’)” /7"(56)|| STy

Combinando as duas ultimas expressoes, concluimos que

1 1 1 1 0
<— — —) / (VP + |uP=)) + (— — —) A/gk(x)|u|‘1(‘”) < oo + =
Py  T— qg- r_ 2

Por célculos realizados anteriormente, obtemos

1 1 . 1 1
(o = ) minghall- oty = A (- = 1) 2o 7 a1l

by T

9o
< Qoo + —.
Goe ™7y
Sendo ¢, < p_, segue que existe R > 0 tal que

|lul| < R para todo (u,\, k) € Axx x [0,A] X ([k1,+00) NN),

finalizando a prova do Lema. [

Lema 4.1.25. Seja u € Ayy e t, > 0 tal que t,u € Nyg. Entao, dado A = A(k) > 0
existem C' > 0 e ky € N tais que

0<t,<C Y(u,\ k)€ Axx X [0,A) x ([kg, +o0) NN).
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Demonstragao. Suponha por contradicdo que o lema nao vale. Entao, existe {u,} C
Ax, g, com A, — 0 ek, — 400 tais que t,, u, € Nog, € t,, — oo quando n — oc.
Sem perda de generalidade podemos assumir que ¢,, > 1. Desde que t,, u, € Nog, e
0 < fo < f(x) para todo z € RY,

(tUn)p+/(|vun|p(x) + |un‘p(x)) > foo(tun)r_/’un’r(x)

ou equivalentemente,

[ (9 i) >tz [l (4.22)

para n suficientemente grande.

Afirmagao 4.1.26. Existe n; > 0 tal que
/|un|’"(x) >, VneN

De fato, argumentando por contradigao, existe uma subsequéncia de {u,}, ainda

denotada por {u,} tal que

Deste que u,, € N}; K, s LEMOS

p—/(IVunlp(x)Hunlp(x)) —)\q+/gk(x)|un|Q(a:) —7"+/fk(33)|un|r(x) <0

Como u,, € Ny, x, segue que

(- —qy) / (IVun P9 4 Ju [P = (1 — Q+)/fk($)‘un|T(m) <0
Pelo Lema 4.1.24, existem constantes positivas ¢; e ¢y tais que ¢; < p1(u) < ¢o. Assim,

P — g, [ Fela)lul e Sl
m—%-§HW%P@HwPW o

o que é uma contradigdo. Logo, a afirmagao é verdadeira. Segue da desigualdade (4.22)

que
p1(u,) = / (V[P + |, [P — oo,
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e portanto {u,} é uma sequéncia ilimitada. Mas, isto é impossivel, porque pelo Lema
4.1.24, {uy,} é limitada. u

Lema 4.1.27. Seja 69 > 0 dado no Lema /.1.25 e ks = max{ky, ko}. Entao, existe
A* = A*(k) > 0 tal que

Qr(u) € K%, V(u, A\, k) € Ay % [0, A%) x ([k3, +00) NN).
Demonstracgao. Observe que

X
) = fos(w) =) [ %ru\q@, Vu € WO (RY),

Sabemos que existe t,, > 0 tal que t,u € Ny. Logo,

To g (tuw) = Iy (t,u) + A / qu((xx)) (£)7®) | 1@

9(2) () a1, at)
< I?Zaoxl,\k(tu) + /\/ () (t) 7 ] 1),

Segue do Lema 4.1.25 e da desigualdade de Holder,
A a+ q(z)
Lo (tyu) < Iyp(u) + . C llgello@ Tl ™l
_ q(x
Uma vez que u € Ay, temos que

IoJf(tUU) < Qo +

50 T
2+ Acallgn oo Nl e
q(x)

Usando as imersoes de Sobolev juntamente com o Lema 4.1.24, resulta

%

]O,k(tuu) < Qo + 5

+ Acsllgkllo@), Vu € Axg

onde ¢ é uma constante positiva. Fazendo A* := dq/2¢3|gk|lo@) € A € [0, A*), concluimos
que

t,u € N(Lk e Ig7k(tuu> < Qo + 50.

Assim, pelo Lema 4.1.23,
Qk(tuu) € K@.

Agora, basta observar que

Qr(u) = Qr(tuu),
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para concluir a prova do resultado. [ ]

No que segue denotaremos por
o 04, = {ueN ;lQr(u) —ai| < Ro},
© 00}, ={uc Nk 1Qr(u) — a;i] = Ro},

o 5., = inf I,.(u)
’ ueé’g\,k

Lema 4.1.28. Existem 0 < Ay < A* e k > ky tais que

P4 p— ~ .
5)\7]€ < af, — M </\p+7q— + Ap—7q+> € 5)\7]€ < 53,k

para todo X € [0,Ay) e k> ky.

Demonstracao. Segue do Lema 4.1.21 que existem 0 < Ay < A* e 0 < § < & tais que

p_

Qoo +6 <y, —M <)\”+‘+qf + AP*‘%) para todo A € [0, Ay).

Uma vez que Qx(U}) — a; quando k — oo, concluimos que U} € 03'\7,{ para todo k
suficientemente grande. Por outro lado, o Lema 4.1.22 implica que Iy x(U}) < as + g

para k suficientemente grande e A € [0, Ay). Logo, existe k, € N tal que

P

) ) P -
Bk <Ot 5 <ap, —M (Aqu— FATE ), VAE[0,A) e k2 hy

Para provar a outra desigualdade, observemos que o Lema 4.1.27 implica I x(U}) >
O + % para todo u € 8‘93,1@, se A € [0,Ay) e k > k3. Portanto,

o, )
Bk = Qoo + 50, para A € [0,A,) e k>k;.
Fixando ky = max{ks, k4}, obtemos
5§,k < Bika

para A € [0, Ay) e k > k. u
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Lema 4.1.29. Para cada 1 < i < ¢, eviste uma sequéncia (PS)g , {u,} C 03 para o

funcional I .

4.1.6 Demonstracao do Teorema E

Seja {u} C 9§\’k uma sequencia (PS>5§k em Ny, para o funcional I, dada pelo

) P+ p_
Lema 4.1.29. Desde que S}, < ay, — M ()\PF‘I* + )\p:q+>, segue do Lema 4.1.19 que

existe u’ tal que u! — u’ em W1P@)(RN). Assim,
u' € Qf\,ka Li(u') = 53@ e ],,\k(uz) =0.

Agora, provaremos que u’ # u’ para i # j com 1 < 4,j < £. Com efeito, basta observar
que

Qr(u') € Bry(a;) e Qr(u?) € Br,(ay).

Uma vez que

Bry(a;) N Br,y(a;) = 0 para i # j,

segue que u’ # u’ para i # j. Consequentemente, Iy tem pelo menos ¢ pontos criticos
em Ny para A € [0,Ay) e k > ky. Pelo Teorema D concluimos que o problema (P )

possui pelo menos ¢ + 1 solugoes para A € [0, Ay) e k > k. [ |
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4.2 Caso critico

Nesta secao, consideraremos a existéncia e multiplicidade de solugoes para a seguinte

classe de problema com crescimento critico

—Dpyu+ [uff D = Ag(k™ta)|ul®®2u + f (k™ ) (glul 0 + @), RY
u € WhpE) (RN)

(Ther)

onde A, ¢ e k sdao parametros positivos, p,q,7 : RY — R sao funcoes Lipschitz, Z"-

periddicas, satisfazendo as condigoes (p,) e

<2~55> Q_+<p:-_Q+_T—_p+

p- pPL—p- o —q-

Vamos supor que as funcgoes g e f sao como na Secao 4.1. Os resultados principais

desta se¢ao sao:

Teorema F. Sob as condi¢oes (ps), (ps),(93) e (f1), existem nimeros positivos A e
€* tais que o problema (T ¢ ;) tem pelo menos uma solugio de energia minima uy para
A€ (0,A,) e& > &5 Além disso, temos que ug € ./\/:\Jfg’k e

Py P
Iyen(uo) = anes = af e = =M (AP 4 A== ) (4.23)

Teorema G. Suponha que (ps), (Ps), (93) € (f1)-(]2) ocorrem. Entao, existem nimeros
€ >0, k. € N e A, = A(ky) > 0 tais que problema (1) ¢)) admite pelo menos ¢ + 1
solugoes para 0 < X\ < A, £ > & e k > k,.

4.2.1 Lemas técnicos

Seja Iyep @ WIPE(RYN) — R o funcional energia associado ao problema (7))

)

definido por

])\’§7k(u) = /]ﬁ (|VU|P($) + |u‘p(m)) B )\/

O funcional Iy ¢y € C* (W'@)(RN),R) com

Beuwp = [ (9uP®2vuvo-+ [ap® ) - A [ o) ult™ 2o

_ / ful) u] @
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para todo u,v € W'P@(RY). Portanto, os pontos criticos de I ¢, sao precisamente as

solucoes (fracas) do problema (7} ¢ ).
Como Iy ¢x ndo é limitado inferiormente sobre WLP@(RY) iremos considerar o

funcional energia I, ¢ . restrito a variedade de Nehari N, ¢, dada por
Nier = {u e wir) R\ {0} : ]f\@k(u)u = O} )
Para f =1 e A =0, consideremos o problema

— Aoy [l = Euf @ 4 "2, RY

L&) (Y (i)
u € WHE(RN).

Associado ao proplema (7%.) temos o funcional de Euler-Lagrange I, : W@ (RN) —
R dado por

= [ oupr@ @y - [ e [ @
) = [ 25 (9l 4 ) = [ —spu @ = [ .

com o nivel do passo da montanha

oo = ug/l\;w Io(u),

e a variedade de Nerahi
Noo = {u € WHE(RN)\ {0} : I (uw)u =0} .
Para f = fo e A =0, iremos considerar o problema

= Dy + a2 = oo (€ful" O P [u PP, RY

(Ty..)
u € Whel) (]RN),

e como acima, denotemos por Ir_,ay_ e Ny o funcional energia, o nivel do passo da

montanha, e a variedade de Nehari associada ao problema (Py_ ) respectivamente.

Lema 4.2.1 (Propriedade Local). Para cada k € N, existem constantes positivas
N = Nk, §), B e o (dependendo apenas de £), tais que Ingi(u) > B > 0 para todo
A€ (0,A*) com ||u|]| = 0.

Demonstracao. Combinando a defini¢ao de ¢, com a desigualdade de Holder, a
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imersao de Sobolev e a Proposicao 1.2.4,
1 p(x p(x A q(z r(z)
Dyen(u) = oy (V@ + fufP™)) — P gr ()| = = | fi(z)|u]

——/fk )Juf?" _

xr x >\
2 E/(IVUI”( Vo fuf) — 2q—\|gklle<w>Kq+ max{||u|*, [Jul|*}

¢ 1

— K max{|ul|" el ™} = =K max{|lul " [l

Se ||u|| < 1, segue da Proposi¢ao 1.3.8 que

| A ¢
Dyep(u) >—||ul|’* — 2—||gkllo@) K ||ul|"™ — =
a8 2Ll =2 gul K ol —

T r_ 1
K™ lul]™ = =

Desde que p; < r_ < p*, fixando o = ¢(&) suficientemente pequeno de modo que

io-p‘l' _ EKMUL _ L*KP*_UP*_ > Lo—p+
P+ - j 2py
obtemos
Iea(n) >=—07 — 22 gy o K o~
h T 2py q-
para |u|| = o.

Agora, fixemos \* = A\*(k, §) > 0 satisfazendo

Al gelle@) < ot (4.24)

8 Kq+

Entao, se 0 < A < \*,

*

1 A 1
I > —oPt —2— H Ko™ > —oP* = 3 > 0 sobre 0B,(0),
nek () 2p+0 q_”ngG)() o 4p+0 I6] sobre (0)

provando o resultado. [

Lema 4.2.2. O funcional energia Iy¢y € coercivo e limitado inferiormente sobre Ny ¢ .

Demonstracao. Seja u € N g Entao I}, (u)u = 0, e portanto,

[ el (a1 ) = [ (9P ) <A [ e, @2
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Agora, seguindo os mesmos passos do Lema 4.1.2

1 1 1 1 +
Dyee(u 2<———>UP—(———) AK || grlleg) l|ul|*
> (- = L)l - (- Jgellogo ul

r_

1 1 _ 1 1 n
= ||| {(p_+ — r—) [Ju][P~ 79 —2X (q— - r—) K1 ||gk||@(x)} :

Como ¢4 < p_, a desigualdade acima implica que I ¢ i, € coercivo e limitado inferiormente

sobre N} ¢ k. m

No que segue, vamos denotar por
Exer(v) = I ¢ x(v)v  paratodo v € Whr@ (RN,
Procedendo como na Segao 4.1, vamos dividir NV, ¢, em trés partes:

;7_57’6 = {U S ./\/3\?571{;2 Eﬁ\,g’k(v)v > 0},

>[\),£,k; = {U € NA,g,ki E&,g,k;(”)v — 0}7

Nk = {veNger: E’A@k(v)v < 0}.

A demonstracao dos préximos dois lemas segue as mesma linhas dos Lemas 3.1.6 e

4.1.4, respectivamente.

Lema 4.2.3. Se ug € Ny¢x € um ponto critico de I\gy, restrito a Nygy e ug & /\/}J@k,

entao ug € ponto critico de Iy ¢ .

Lema 4.2.4. Sob as condigoes (ps), (73) e (f2), temos que N/{)@k = () para todo k € N e
0 <A< Ay =A(kE), onde

PL—a—
A = K+ (r_ —p+> [ 1 <p_ — q+) K‘pi} PE—py (4.26)
2||gk||®(:r:) Ty — Q- E+1 \ry —py

Do Lema 4.2.4, para 0 < A < A, podemos escrever

_ At —
Mgk =N UN 1
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Assim, podemos considerar os seguintes numeros:

arer = nf Der(u), aye,= inf Dep(u) e oy = inf Liew(u)
uEN £,k ’ “EN,\+,§,I¢ 7 uweN . i

Lema 4.2.5. Sob as condi¢oes (ps)—(ps), (93), (1) e, se 0 < A < Ay entao
Der(u) <0,  para todo u € ./\/:\Jrf,g

Demonstragao. De maneira andloga ao Lema 4.1.5 para cada u € N, ¢k tem-se

1 1 1 1 -
{_ - — - (_ — _*) (ﬁ)} /(|Vu|p(w) + |u|p(m))
b- Py 4+ P+ r-—q-

_ {pi —p- (pi —CI+> . <7L —p+>] /<|VU|p(x) +ufr)

IN

Iy e r(u)

p-pi q+Dy r— —q-
_ —*p,) [i 1 (pil - (J+> _ (T— —p+>} /(|vu|p(z) EEN
Dy b- 4+ \py —DP- r- —g-

Da condica@o (ps), segue que I ¢ x(u) < 0 para todo u € /\/:“é x> provando o resultado. =

Corolario 4.2.6. Sob as hipdteses do Lema 4.2.5, ay¢ep < ozj\rjg,k < 0.

Demonstracao. Consequéncia imediata das definigoes de ay ¢ e ozj{é k- |

Os trés lemas seguintes sao analogos aos da Secao 4.1.
Lema 4.2.7. Valem as desigualdades:

(1) [ gr(z)|u|®™ >0 para cada w € N, ,;

} 1/(p——q+)

1 1
(i) lull < [2(3==p )re max { (Mgellow) 7 (Mlgellow) ™ | para

cada v € Ny,

1
(713) |jul| > Lﬁ (ﬁ)f{_”] P para cada u € N)?gk

Lema 4.2.8. Se 0 < A < ;%Al’ entao existe uma constante positiva dy dependente de

Pt @+, 7+, K e ||lgkllow) tal que Iygy(u) > di > 0 para cada u € N)Tgk:

Lema 4.2.9. Suponha que g satisfaz (g3). Seja {u,} uma sequéncia (PS)q em
WLP@(RNY para o funcional Iyey. Entdo {u,} € limitada em WP (RN).

O teorema a seguir segue as mesmas ideias do Teorema 3.2.7.
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Teorema 4.2.10. Suponha g satisfaz (33). Se {u,} ¢ uma sequéncia em W'P@(RN)
tal que u, — uw em WYO(RN) e If ., (u,) — 0 com n — oo, entdo para alguma

subsequéncia, ainda denotada por {u,}, Vuy(x) = Vu(z) ¢.t.p. em RN e I} o\ (u) = 0.
Proposicido 4.2.11. Para cada u € WP@(RN)\ {0}, tem-se

(i) se [ gr(2)|ul?® =0, entdo existe um tinico mimero positivo t~ =t~ (u) tal que

tueNye, e Dyer(t™u) = 81>1103 Iy e i (tu);
t>

(i) se 0 <X < Ay e [ gip(2)|ul?™ >0, entdo existem t* > 0 e tinicos nmimeros positivos

th=t"(u) <t* <t” =t"(u) tais que tTu € Ny, ttu € Ny, e

I)\7§7k (t+u) = 1Ilf I)\ £, k(tu) I,\@k(t_u) = sup I,\7§7k(tu).
Demonstragao.

Procedendo como no Lem 4.1.11, se t = ¢ é um ponto critico de I ¢ x(tu), entao

2 C(litz (I)\Ek(tu)) B (427)

t=t

B ¢ p(tu)tu =

Usando (4.27) e as mesmas ideias da prova do Lema A.4.1, obtemos o item (i).

Para provar o item (ii), consideremos no Lema 4.1.10 as fungdes:

a(®) :/tp(:v)1<|VU|P(:B)+‘U|P($)>;
galt) = [ 1101 gu ) 1)

= /fk(x) (tr(w)—1§|u|r(w) + tp*(w)—1|u|p*(w)) )

sobre o intervalo [0, +00), e aplicamos os mesmos argumentos usados no Lema 4.1.11 (ii). m

4.2.2 Propriedades dos niveis minimax

Lema 4.2.12. Os niveis agg, 0o € Oy tendem a zero quando § tende ao infinito, isto

s

€,

hm o = hm O = lim ap. = 0.
0.£k — £ o0 00 foo
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Corolario 4.2.13. Existe £ > 0 tal que
Q¢ s O, OLf < VY
para todo £ > £, onde ¥ = z% — pl*.

Lema 4.2.14. Seja {u,} uma sequéncia em Ny com I (u,) — co quando n — oc.

Entao, existem £ >0 e ng = no(§) € N tais que

||un||LP*($)(RN)a Junll <1
para todo £ > £F e n > nyg.

Corolario 4.2.15. Nas condi¢ées do Lema 3.2.11, existem £ >0 e ng = ng(§) € N tais

(i

para todo n > ny.

que

R Ups
@) <k ([ (TP )

4.2.3 Um resultado de compacidade

Teorema 4.2.16. Suponha que (ps) vale e seja {u,} C Ny uma sequéncia com

Io(uy) = ao, entao

L. u, = u em WHP@(RN)

ou

II. Ezistem {y,} C Z" com |y,| — +oo e w € WHPE(RN) tal que w, () = up(z+y,) —

w em WHPE (RN e I (w) = .

Lema 4.2.17. Seja u € W@ (RN) um ponto critico ndo trivial de Iy¢y. Entdo, existe

uma constante M = M (k) > 0, a qual € independente de X\, tal que

j p_
Dgrlu) > =M (A7 2757 ).

O proximo resultado ¢ um importante passo para provar a existéncia de solugao,

porque ele estabelece o comportamento das sequéncias (PS) do funcional Iy ¢ .
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Lema 4.2.18. Seja {v,} uma sequéncia (PS)q para o funcional I\¢) com v, — v em
WLP@)(RN) . Entdo,

[)\@k(vn) — I(),k(’wn) — [)\757].3(’0) = On(l) (428)

”I;\,f,k:(vn) - (/),k(wn) - I;\,g,k(v)” = on(1), (4.29)

onde w, = v, — V.

Lema 4.2.19. (i) Eriste uma sequéncia (PS) em Nygx para o funcional I ;

ANk

(i) Eziste uma sequéncia (PS),+ —em Ny, para o funcional Iyex;
)\,E,k Sy bR

(i1i) Eziste uma sequéncia (PS)OC;E em Ny, para o funcional Iy ¢ .

4.2.4 A condicao Palais-Smale

Lema 4.2.20. Sob as condigoes (G3) e (f1), se 0 < X < Ay, entao o funcional Iygy

satisfaz a condi¢ao (PS)y para

d<ag, — M= A=),

Demonstragdo. Seja {v,} C WP (RY) uma sequéncia (PS),; para o funcional Iy ¢,

P4 p_
comd < ayp, —M ()\f”r‘qf + )\P:‘H). Pelo Lema 4.2.9, {v,} é um sequéncia limitada

em WP (RN) e assim, para alguma subsequéncia, ainda denotada por {v,},
v, = v em WP (RN,

para algum v € WHP@(RN), Desde que Ler(v) =0e Ligr(v) > 0, de (4.28) e (4.29)

segue que w, = v, — v é uma sequéncia (PS)g para Iy com
d"=d— I,\’&k(?}) < Of- (430)

Afirmamos que existe R > 0 tal que

lim sup sup / |w,[P®) = 0. (4.31)
Br(y)

n—oo  yecRN

De fato, supondo que a afirmacao nao é verdadeira, e argumentando como na prova da

Afirmagao 3.2.25 obtemos ay_ < d*, o que é um absurdo. Logo, o limite em (4.31) ocorre.
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/WMML%O

Por outro lado, de (4.29) sabemos que Ij , (wy,)w, = 0,(1), assim

Consequentemente,

p*(z) _ on(1),

/(an\?(ff)ﬂwnyp(x)) —/fk(x)\u

Uma vez que {w, } é uma sequéncia limitada, existe L > 0 tal que a menos de subsequéncia

lim [ (|Vw, "™ + |w, ")) = L.

n—oo

Donde,
lim /fk(x)|u|P*(ar) = L.
n—0o0

Se L > 0, usando os mesma ideias da demonstragao do Lema 3.2.24, tem-se
> 9K Y > ap

o que contradiz (4.30). Portanto, L = 0, de onde segue que u,, — u em W'P@ (RN),

Provando o resultado. ]

4.2.5 Demonstracao do Teorema F

Segue as mesmas ideias da prova do Teorema D. [ ]

4.2.6 Estimativas envolvendo os niveis minimax

Como na Segao 3.1, temos as seguintes desigualdades
Canek S Cok € Qoo < Coe
Lema 4.2.21. Os niveis minimaz oy, € oy satisfazem a desigualdade
Qo k < Of. .

Consequentemente, too < Olf_ .

No que segue, denotemos por U € Whr() (RY) uma solugao de energia minima do
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problema (77..), isto &,
I.(U)=a e I (U)=0.

Para 1l <i < /e k €N, consideremos a funcao (7,2 definida em (3.10).

Lema 4.2.22. Para todo i € {1,...,(}, tem-se

lim sup (sup I,\7§7k(tl/]\,i)> < Q.
k—+oo \t>0

Lema 4.2.23. Ezistem 6y > 0 e ky € N tais que se u € Noy, e Ing(u) < as + 0o, entio

Qr(u) € Kry para k> k.

20
2

Lema 4.2.24. Dado A > 0, existe uma constante R > 0 tal que
_ )
AA,E,k =Jquc N)\,E,k: ],\75’;6(’&) < Qo + E C BR(0)7

para todo k > ki e A € [0,A], isto €, Axer € um conjunto limitado, onde ky foi dado no
Lema 4.2.25. Além disso, R € independente de & e k.

Lema 4.2.25. Sejam u € Ayep e t, > 0 tais que ty,u € Noer. Entao, dado A > 0,
existem C' > 0 e ky € N tais que

0<t,<C, paratodo (u,\ k)€ Axex x [0,A] X ([k2,+00) NN).

Demonstragao. Suponha por contradicdo que o lema nao vale. Entao, existe {u,} C
A, ek, com N, — 0 e k, — 400 tais que t,,u, € Nogg, € t,, — 0o quando n — oo.
Sem perda de generalidade podemos assumir que ¢,, > 1. Desde que t,, u, € NO,g,kn e
0 < fo < f(x) para todo z € RV,

p*(ﬂf)7

(tu7l)p+/(|vun|p(m) + |un|p($)) > foo(tun)p*/|un
ou equivalentemente,
/ (V") + ") > footh, ™ / ) (4.32)

para n suficientemente grande.

Afirmacgao 4.2.26. Ezxiste n; > 0 tal que

/|un|p*(x) >, VneN
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De fato, argumentando por contradigao, existe uma subsequéncia de {u,}, ainda

denotada por {u,} tal que

Por interpolagao,

Desde que u, € Ny ., , temos

p*(x)] < 0.

po [ (V0P + 0P ®) =g [ el = [ o) [erefunl”

Combinando a desigualdade anterior com (4.25),

- =) [ (90l + ) < (e = a0) [ fla)lual™ + 05 = ) [ )l
Pelo Lema 4.2.24, existem constantes positivas ¢; e ¢y tais que ¢; < p1(u) < ¢o. Assim,

P =g _ &J B + [ R@el € f ) + [ Ju
AT [( PREC RS PHES) ‘

= 0,(1),

o que é uma contradi¢do. Logo, a afirmacao é verdadeira. Segue da desigualdade (4.32)

que

o () — / (1P + Jun ") — +o0,

e portanto {u,} é uma sequéncia ilimitada. Mas, isto é impossivel, porque pelo Lema
4.2.24, {u,} é limitada. u

Lema 4.2.27. Seja 9 > 0 dado no Lema /.2.25 e ks = max{ky, ko}. Entao, existe
A* = A*(k) > 0 tal que

Qu(w) € Kry, Y(u, A\ k) € Ayes x [0,A%) x ([ks, +00) N N).

20
2

No que segue denotaremos por

© 003 ¢k = {ue Nye i |Qr(u) — ai| = Ry},
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[ ] ﬂf\,&,k: inf I,\@k(u)

ue@ﬁ\ £k

° (3 = inf ]/\ L\u).
5A,5,k ueaeg,&k &5 ()

Lema 4.2.28. Ezistem 0 < Ay < A* e k > ky tais que

P4 P— ~.
ﬂ)\,&k <af, — M <)\p+_q* + )\p*_‘”) e ﬁ)\@k < ﬂ;\’&k
para todo X € [0,Ay) e k > ky.

Lema 4.2.29. Para cada 1 < i <, existe uma sequéncia (PS)g . {ul,} C 03¢, para

o funcional Iy ¢ .

4.2.7 Demonstracao do Teorema G

Segue as mesmas ideias da demonstracao do Teorema E. [ ]






Apéendice A

Resultados usados no texto

A.1 Desigualdades

Lema A.1.1 (Desigualdade de Young). Sejam a,b € R™ e p e p' expoentes conjugados.

Entao, vale as sequintes desigualdades:
1.p 4 1po.
1. abgpa —|—p,bp,

2. para cada € > 0, temos que
ab < ea? + C.W,

_ 1
onde C. = e

A demonstragao da desigualdade seguinte pode ser encontrada em Guimaraes [45],
Peral [63] ou Simon [72]

Lema A.1.2 (Desigualdade de Simon). Sejam z,y € RY. Entao, existe uma constante
C = C(p) tal que

lz—yl®

(el 2a — [y 2y, z—y) > (k)™
¢ |I - y|p ) S€ P > 2

se 1l<p<?2

onde (-,-) denota o produto interno usual em RY.

A.2 Resultados de convergéncias

O préximo resultado é uma versao do Lema de Compacidade de Strauss [74]. A
demonstragao segue as mesmas ideias de Berestycki & Lions [16], e os detalhes da

demonstragao podem ser visto em [23].
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Lema A.2.1 (Lema de Compacidade de Strauss). Sejam P: R¥xR - R e Q: RVxR —

R fungoes continuas tais que

sup |P(z,t)] <occe sup |Q(x,t)| < oo para cada a > 0.
zeRN |t|<a zeRN |t|<a

. P(z,s)
1 _N 7
laos Oz, s)

= 0 uniformemente em x € RY.

Suponhamos que {u,} e v sio funcoes mensurdveis sobre RN tais que

sup /]RN |Q(z, u, ()] dz < o0, (A.1)

n

lim P(z,u, (7)) = v(z) qtp em RY. (A.2)

n

Entao, para todo conjunto de Borel limitado B C RY, temos

liT{n/B |P(z,u,(z)) —v(x)|dx = 0.

Além disso, se

. P(z,s)
lim =0 A3
|s|—0 Q(z, s) (4.:3)
uniformemente em x € RV, e
lim w,(x) =0 (A.4)
|x|—o00

uniformemente em n, entdao
P(z,u,) — v em L'(RM).

O Lema a seguir é um resultado do tipo Lions para espacos com expoentes variaveis.

Sua demonstragao pode ser vista em Fan et al. [39, Lema 3.1].

Lema A.2.2. Suponha que h : RY — R é uma funcdo uniformemente continua com
1<p_ <py<N. Se{u,} ¢ limitada em W@ (RN) e

lim sup / |1, |1 =0 (A.5)
Br(y)

n—oo yERN
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para algum r > 0 e alguma fun¢ao q € Lf(RN) satisfazendo p < q <K p*, entao u, — 0
em L*@(RN) para toda funcido mensurdvel s : RN — R com p < s < p*.

Para a demonstragao do teorema a seguir, vide, por exemplo Royden [66].

Teorema A.2.3 (Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada de Lesbegue). Sejam

{fn} uma sequéncia de fun¢oes mensurdveis e {g,} C L'(Q)) satisfazendo
1. fulz) = f(2) g.t.p em Q;
2. gu(z) = g(x) ¢.t.p em Q, com g € L}(Q)
3. para cada n, |fo(z)| < |gn(z)| g.t.p. em Q;
4. gn — g em LY().

Entao, f, — f em L'(Q).

A.3 Principio Variacional de Ekeland

Nesta segao, recordamos o Principio Variacional de Ekeland [31]. Detalhes das

demonstragoes podem ser encontrados em Peral [63] e Willem [77]

Teorema A.3.1 (Primeira versao). Seja (E,d) um espago métrico completo com métrica
d e seja J: E — RU{+oc} uma fung¢ao semicontinua inferiormente. Suponha que J é
limitada inferiormente e defina

¢ = inf J(u).

uelr

Entao, para todo € > 0, existe u. € E tal que
c< J(u) <c+e
e para todo u € E, u # u, tem-se
J(u) — J(ue) + ed(u, ue) > 0.

Teorema A.3.2 (Segunda versio). Sejam E um espaco de Banach e G € C*(E,R) tal
que G'(v) # 0, para todo v € V = {v € E: G(v) = 1}. Sejam F € C'(E,R) limitada
inferiormente em V, v €V ee€, 0 > 0. Se

F(v) < inf F(w) + e,

weV
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entao existe u € V tal que

F(u) < inf F(w) + 2, r/{rnﬂrgHF'(u) —\G'(u)]] < —
S

weV

lu — v < 26.

A.4 Variedade de Nehari

Vamos supor as seguintes condicoes:

(h) h: RN — R é uma fungao Lipschitz continua com

1<h_<hy <N.

(f1) f: RY — R é uma funcao continua satisfazendo
|f(z,t) < OO + (1Y), Vo e RY 1 € R
onde C' é uma constante positiva e ¢ € C(RY,R) com p < ¢ < p*.
(fo) f(z,t) = o(|t|P+~') com t — 0 uniformemente em z.
(f3) Existe uma constante positiva 8 > p, tal que
0 < BF(x,t) <tf(x,t), YeeRYet#0
onde F(z,t) = f(f f(z,s)ds.

(f1) Para cada x € RV a funcio éﬁ’ﬂ é crescente de t em R \ {0}.

Seja I : WP@)(RN) — R o funcional de classe C! definido por
Iw) = [ (9uP® + ) - [ Flo,u)
R R

para todo u € WHP@(RN).

Considere a variedade de Nehari dada por

N={ue WEP@(RN)\ {0} : I'(u)u = 0}.
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Lema A.4.1. Sob as condicées (h) e (f1)-(f1) , para cada v € WP (RN)\ {0} eziste
um tnico t, > 0 tal que t,u € N. Além disso, o mdzimo de I(tu) para t > 0 € atingido

emt=t,.

Demonstragdo. Fixado u € WY@ (RY) \ {0} arbitrdrio, consideremos a funcio
¢ : [0,+00) — R dada por ¢(t) = I(tu). Note que ¢(0) = 0 e que ¢ verifica a geometria
do passo da montanha, ou seja, ¢(t) > 0 para ¢t > 0 suficientemente pequeno e ¢(t) < 0
para t > 0 grande. Logo, o méximo de ¢(t) em [0,+00) é atingido em algum ponto
t, = t(u) > 0. Donde,

olt) = I'(tuu)u = 0.

Fazendo v = t,u, temos que I'(v)v = 0, e portanto v € N.

Agora, iremos provar a unicidade de t,. Para tal, defina a fungao ¢ : [0,+00) — R
dada por ¥ (t) = I(tv). Note que

(1) = I(v) = p(t) = max (1)

te€[0,400)
= max [I(tu) = max I(st,u)= max I(su)= max t).
t€[0,400) ( ) 5€[0,4-00) ( ) 5€[0,4-00) ( ) te[O,-‘roo)w()

Dai,
0=2v'(1)=TI"(v)v

ou equivalentemente

L9 b = [ o (A.6)

Supondo t > 1, temos que

W) = I'(to) = /

RN

tp(x)—1(|vv|p(z) + ‘U|P($)) — / f(z, tv)
RN

gtf”‘l/ <IWV’(”>+\UI”“)>‘/ floto)o
RN RY

— tp+—1 { » flz,v)v — /RN tpjlf(l‘,tv)v} .

Afirmagao A.4.2. f(z,v)v < zi= f(z, tv)v.

Com efeito, se v > 0 entdao tv > v e por ([,) vem

fla,tv) _ f(z,v)

|tv|p+—1 |U|P+—1
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implicando que

f(z, tv)

WTU > f(z,v)v.

Por outro lado se v < 0 entao tv < v e por (fi) seque a afirmagao.

Consequentemente, ¢'(t) > 0 parat > 1. De maneira andloga concluimos que ¢'(t) < 0
se t € (0,1). Isto mostra que o nimero positivo ¢, satisfazendo ¢'(t,) = I'(t,u)u = 0 é

unico, finalizando a demonstracao do resultado. [ ]
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